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Излагается теория и результаты исследования неравновесных индуцированных шу­

мом фазовых переходов на простом примере физического маятника со случайно коле­

блющейся осью подвеса. Показано, что такие переходы приводят к возникновению более 

упорядоченного состояния системы. Обсуждается возможность различения индуцирован­

ных шумом колебаний и хаотических колебаний динамического происхождения. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Индуцированные шумом фазовые переходы, подобные тем, о которых пойдет речь 

ниже, теоретически рассматривались Ван-ден-Броком с соавторами [1,2] для систем, 
описываемых конечно-разностными моделями дифференциальных уравнений в част­

ных производных определенного вида. Авторы [3] численно обнаружили индуциро­
ванные шумом двумерные структуры, которые можно рассматривать как своеобразную 

турбулентность. Это косвенно подтверждает высказанную ранее одним из авторов [4,5] 
точку зрения, что турбулентность в незамкнутых потоках не является автоколебаниями, 

а индуцируется шумом. 

Переходы, о которых здесь будет говориться, принципиально отличаются от рас­

сматриваемых другими авторами (см., например, [6,7]), которые под этим термином 
понимают появление за счет мультипликативноro шума дополнительных максимумов 

в распределении вероятностей, главным образом, в системах, обладающих свойством 

мультистабильности. Заметим, что этот факт отмечен также в работах [1,2]. 
Весьма интересно, что рассматриваемые индуцированные шумом фазовые перехо­

ды возможны в простейших системах, например в физическом маятнике со случай­

но колеблющейся осью подвеса. Исследование именно таких простых систем удобно, 

потому что, с одной стороны, удается провести приближенное аналитическое рассмо­

трение, а с другой стороны, маятник представляет собой вполне реальный физический 

объект, что, в принципе, дает возможность проведения эксперимента. 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ РАССМОТРЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ МАЯТНИКА, ВЫЗВАННЫХ 
СЛУЧАЙНЫМИ КОЛЕБАНИЯМИ ОСИ ПОДВЕСА 

Возможность возбуЖДения колебаний ОСЦИJUIЯтора при параметрическом случай­

ном воздействии была впервые показана аналитически Стратоновичем и Романов-
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ским [8,9]. Затем такая же задача решалась Диментбергом [10]. Чтобы получить ограни­
чение амплитуды возбуждаемых колебаний авторы этих работ принимали во внимание 

нелинейное трение. На самом деле, учет нелинейного трения, как будет показано ниже, 

не обязателен, поскольку ограничение амплитуды может происходить за счет нелиней­

ности возвращающей силы. Однако такой учет удобен, так как при достаточно боль­

шой величине нелинейного трения он позволяет исключить случайные проворачивания 

маятника на угол кратный 27r. Эти проворачивания затрудняют анализ полученных ре­
зультатов. 

Уравнение движения маятника со случайно колеблющейся осью подвеса при учете 

нелинейного трения может быть записано в виде 

(1) 

где 'Р - угловое отклонение маятника относительно положения равновесия, Wo = 

= vmbg/ J - частота малых собственных колебаний маятника, J и т - соответствен­
но момент инерции и масса маятника, Ь - расстояние от центра масс до оси подвеса, 

g - ускорение силы тяжести, (3 = н /2] - коэффициент затухания колебаний, Н <р -
момент сил трения в линейном приближении, а - коэффициент нелинейного трения, 

g~(t) - ускорение оси подвеса, представляющее собой сравнительно широкополосный 

случайный процесс с отличной от нуля спектральной плотностью на частоте 2wo. Бу­
дем считать, что интенсивность колебаний оси подвеса сравнительно невелика, так что 

колебания маятника можно считать настолько малыми, чтобы sin'P можно было пред­
ставить в виде 

(2) 

где 1=1/6. 
Приближенное аналитическое решение интересующей нас задачи может быть по­

лучено, если предположить, что (3/wo '" f, ,'Р2 '" f, где f -. некоторый условный ма­
лый параметр, который в окончательных выражениях можно положить равным единице. 

При этом уравнение (1) с учетом (2) удобно переписать в следующем виде: 

(3) 

Здесь y'f перед флуктуационным членом имеет тот же смысл, что и на стр. 346 кни­
ги Стратоновича [9]. Такая запись целесообразна, потому что при этом спектральная 
плотность шума, которая входит в окончательные выражения оказывается порядка f. 

Уравнение (3) будем решать методом Крылова-Боголюбова с точностью до второго 
приближения по малому параметру f. для этого положим 'Р = А cos 'Ф + fU 1 + f2 U2 + ... , 
где 'Ф = wot + ф, 

._ 2 
А - fl1 + f 12 + ... , 
• _ 2 
Ф - fF1 + f Р2 + ... , 

(4) 

и1, и2, ... ,11,12, ... , Р1 , Р2, ... ,- неизвестные функции. Используя процедуру ме­

тода Крылова-Боголюбова для стохастических уравнений (см. [9,11]), легко найти вы­
ражения для неизвестных функций 11, 12 И Р1 (функция Р2 дает лишь малые добавки 
к функции Р1 И поэтому не представляет интереса). Оставляя в функции 12 только 
нелинейный член и подставляя найденные выражения в уравнения (4), получаем 
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(5) 

(6) 

где черта над некоторым выражением означает операцию его усреднения по времени. 

Как показано в [9J, в уравнении (5) 

~siп2'Ф = (~siп2'Ф) + (l(t), (7) 

где угловые скобки означают усреднение по статистическому ансамблю, (l(t) - слу­

чайный процесс, который можно считать белым шумом с нулевым средним значением 

и интенсивностью K 1, равной 

(8) 

в выражении (8) 

00 

к;(2,,-,0) = J (~(t)~(t+т»)соs2"-'Отdт 
-00 

- спектральная плотность процес;са ~(t) на частоте 2"-'0. Величина (~siп2'Ф) в форму­
ле (7) вследствие наличия корреляции между ~ и Ф отлична от нуля и равна 

(9) 

Аналогично, в уравнении (6) 

(10) 

где 

о 

(~COS2 'Ф) = ~O J Шt)~(t + Т») siп2,,-,от dT == М, (11) 

-00 

(2(t), как и в (7), может рассматриваться как белый шум с нулевым средним значением 
и интенсивностью К2 , равной . 

(12) 

Значение М определяется характером случайного процесса ~(t): если ~(t) является бе­

лым шумом, то М = О; если же ~(t) имеет конечное время корреляции, например, когда 

его спектральная плотность равна 
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то 

Учитывая (7)-(12), перепишем уравнения (5) и (6) в следующем виде: 

(13) 

где 1 = l' + (У""'б, 
Уравнениям (13) соответствует следующее уравнение Фоккера-Планка: 

aw(A, ф) = _~ ((""'БК' 7J _ ~ 131А2) Aw(A ф») _ 
at дА 4 4 ' 

_ (~A2 _ М) aw(A, ф) + К''''''б ~ (А2 (А ф») + К2""'б a2w(A, ф) (14) 
""'о 8 l' дф 8 дА2 w, 2 дф2' 

где 

Стационарное решение уравнения (14), удовлетворяющее условию равенства нулю 
потока вероятности, не зависит от ф. Его удобно записать в виде 

С 27J 6131 { А А } 

w(A, ф) = 21ГА2 ехр ! А dA - / ""'БК' AdA . (15) 

Постоянная С определяется из условия нормировки 

2'11' 00 J J w(А,ф)АdАdф= 1. 
о о· 

Проинтегрировав (15) по Ф и вычислив интеграл под знаком экспоненты, найдем вы­
ражение для плотности распределения амплитуды колебаний: 

(16) 

Из условия нормировки находим 

( ""'БК') -1) 1 
3131 Г(7J) 

при 7J > О 

о при 7J ::; О 
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и, следовательно, 

( UJБК1) -1/ 1 А21/-1 { 3jЗ.:у А2 } -- -- ехр ---
3jЗ.:у Г('1]) UJБКl 

8(А) 

при '1] > о 

при '1]:::; о 

(17) 

Тот факт, что при '1] :::; о плотность распределения амплитуд оказалась дельтаобразной, 
связан с тем, что мы не учли аддитивного шума'). 

Используя выражение (17), можно найти (А) и (А2 ): 

{ J UJБК, Г('1] + 1/2) 
(А) = 3jЗ.:у Г('1] 0+ 1) '1] 

при '1] > о 

при'1]:::; о 

при '1] > о 

при'1]:::;О 

(18) 

Отсюда видно, что при '1] > о имеет место параметрическое возбуждение колебаний 
маятника за счет шумового воздействия. Это проявляется в том, что средние значе­

ния амплитуды и квадрата амплитуды становятся отличными от нуля. Если наблюдать 

такие колебания и не знать их причины, то можно прийти к заключению, что они пред­

ставляют собой хаотические авто колебания. Естественно возникает вопрос, можно ли 

отличить наблюдаемый процесс от хаотических автоколебаний. Этому будет посвящен 

четвертый раздел. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ 
МАЯТНИКА С КОЛЕБЛЮЩЕЙСЯ ОСЬЮ ПОДВЕСА 

Поскольку полученные теоретические результаты, во-первых, не дают возможности 

найти форму колебаний маятника, индуцированных шумом, и, во-вторых, являются 

приближенными, мы численно исследовали решение уравнения 

ф + 0.2 (1 + alji) <р + (l + ~(t»sin<p = о, (19) 

где ~(t) - достаточно широкополосный ШУМ, спектральная плотность которого пока­
зана на рис. 1. 

В уравнение (19) описывающий нелинейное трение член включе.н для того, чтобы 
избежать вращения маятника при интенсивностях шума, существенно превышающих 

критическое значение. Исследование показало, что при увеличении интенсивности шу­

ма выше критического значения (,,;ст(2) = 0.8) средние значения мгновенной ампли­
туды колебаний маятника, вычисленной при помощи преобразования Гильберта (см., 

например, [12,13]), и ее квадрата, как и следует из теории, становятся отличными от 

1) Такой учет проведен Диментбергом [10]. 
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Рис. 1. Спектральная плотность шума ~(t) 
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Рис. 2. Зависимости (А) (а) и (А2) (6) от спектральной плотности шума к(2) (точки). Сплош­
ными линиями показаны соответствующие теоретические зависимости, вычисленные по 

формуле (18) 

нуля и затем увеличиваются. Соответствующие зависимости показаны на рис. 2. Мы 
видим, что на начальном участке они достаточно хорошо совпадают с теоретически­

ми зависимостями, определяемыми формулой (18), которые бьmи вычислены нами в 
предположении, что интенсивность шума близка к критическому значению. 

В непосредственной близости от порога возбуждающиеся колебания весьма напо­

минают хаотические автоколебания, возникшие в результате потери устойчивости со­

стояния равновесия за счет слияния, например, с неустойчивым предельным циклом и 

поэтому обладающие свойством перемежаемости [14]. ,Форма таких колебаний и про­
екции их фазового портрета на плоскость <p(t), <.jJ(t) показаны на рис. 3. Заметим, что 
турбулентность в области переходных чисел Рейнольдса также обладает свойством пе­

ремежаемости [15-17]. Не случайно, что первые обстоятельные раБотыI по анализу этих 
явлений бьmи написаны именно специалистами по турбулентности [18]. 

Если не вводить нелинейное трение, то уже при очень незначительном удалении 

интенсивности шума от критического значения маятник начинает время от времени 

проворачиваться на угол кратный 27г (см. рис. 36). Чтобы избежать этого неприятного 
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Рис. З. Зависимости <p(t) и '-P(t) при а = О, K(2)/Kcr(2) = 1.01 (а) и K(2)/Kcr(2) 1.06 
(6); проекции соответствующих фазовых портретов на плоскость <p(t), '-P(t) (8) 

явления, мы проводили расчеты при этих интенсивностях шума с учетом нелинейного 

трения. При удалении от критического значения длительность участков, где маятник 

колеблется вблизи положения равновесия, постепенно уменьшается и при достаточно 

большой вел~ине интенсивности шума такие участки исчезают. Это продемонстри­

ровано на рис. 4. 
Поскольку возбуждаемые колебания маятника вызваны исключительно шумовым 

воздействием, можно было бы ожидать, что им должна соответствовать бесконечно 

большая размерность соответствующего множества, построенного внекотором беско­

нечномерном пространстве. Однако проведенные нами расчеты корреляционной раз­

мерности как в обычном пространстве Такенса, так и с использованием методики хо­

рошо приспособленного базиса [19] показали, что размерность является конечной. Об 
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Рис. 4. Зависимости <.p(t), tp(t) при а = .100, K(2)/Kcr(2) = 1.25 (а) и K(2)/""cr(2) = 14 

(6); проекции соответствующих фазовых портретов на плоскость <.p(t), ф(t) (в) 

этом свидетельствует насыщение корреляционной раз
мерности при увеличении раз­

мерности пространства вложения. Пример такого насыщения показан на рис. 5. С 

ростом интенсивности шума размерность слабо увелич
ивается, но остается конечной 

(см. рис.6, где приведена зависимость корреляционной р
азмерности 1/ от относитель­

ной спектральной плотности шума ",(2)/ "'cr(2». Таким образом, как показало наше ис­

следование, размерность не позволяет отличить индуциро
ванные шумом колебания от 

хаотических колебаний динамического происхождения, дл
я которых размерность долж­

на быть конечной. Пример таких колебаний рассмотрен ни
же. Подчеркнем, что полу­

ченный результат противоречит широко принятым пр
едставлениям, согласно которым 

именно с помощью размерности можно отличить хаотиче
ские колебания в динамиче­

ских системах от случайных колебаний, обусловленных шу
мом (см. [14]). Правда, в 
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(ромбы). Сплошной линией показана ли­

нейная аппроксимация приведенной зави-

симости 

последнее время появилось несколько работ (см., например, [20,21]), авторы которых 
показывают, что шумовые сигналы, имеющие спектр типа 1/1''', могут иметь конечную 
корреляционную размерность (по крайней мере, для 1 ~ Q ~ 3). Однако, как мы уви­
дим дальше, спектр наблюдаемых индуцированных шумом колебаний не всегда имеет 

вид 1//"', тем не менее их размерность получилась конечной. 
В связи с тем, что размерность, соответствующая индуцированным шумом коле­

баниям маятника, является конечной, можно утверждать, что под действием шума в 

некотором фазовом пространстве, характеризующем движение маятника, например, в 

пространстве Такенса, индуцируется аттрактор. 

для сравнения рассмотрим хаотические колебания маятника, вызванные достаточ­

но большими периодическими колебаниями оси подвеса. С учетом нелинейного трения 

эти колебания описываются уравнением 

rj; + 2 (1 + Qrp2) (Зrp + (1 + Bcos2t)sin<p = О, (20) 

где В - относительная амплитуда колебаний ускорения оси подвеса. Поведение ре­

шения уравнения (20) при Q = О И изменении параметра В было детально изучено в 
работе [22] путем численного моделирования. Мы повторили расчеты, проведенные в 
этой работе, для ряда значений амплитуды В, при которых колебания маятника являют­

ся хаотическими. Пример таких колебаний приведен на рис. 7. Из рисунка видно, что 
маятник совершает нерегулярные вращения в ту и другую стороны, что приводит К мед­

ленному дрейфу угла поворота <р. Наличие нелинейного трения, если оно имеет доста­

точную величину, приводит к тому, что вращение исчезает, а маятник совершает только 

хаотические колебания относительно положения равновесия (рис. 8). Корреляционная 
размерность аттрактора, соответствующего указанным хаотическим колебаниям маят­

ника, при В = 3, Q = О равна 2.51 ± 0.05, а при В = 3.5, а = 2 она равна 2.09 ± 0.03. 
Мы видим, что наличие нелинейного трения существенно уменьшает размерность. 

Значительный интерес представляют также спектры возбуждаемых колебаний. В 

случае возбуждения маятника гармоническим воздействием при отсутствии нелиней-
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ного трения, когда маятник совершает нерегулярные вращения, спектр его колебаний 

содержит низкочастотную часть, обусловленную этими медленными вращениями; спек­

тральная плотность убывает с ростом частоты, хотя и не монотонно (см. рис. 90). При 
наличии нелинейного трения низкочастотная часть спектра оказывается существенно 

меньше, и в спектре имеются ярко выраженные максимумы на частотах кратных соб­

ственным (рис. 96). 
В случае маятника, возбуждаемого шумом, без учета нелинейного трения при ин­

тенсивностях шума близких к критическому значению спектр колебаний имеет мак­

симум на частоте, близкой к собственной (рис. 100). При увеличении интенсивности 
шума этот максимум уменьшается и в конце концов исчезает (рис. 106). В результа­
те спектр становится монотонно убывающим, подобным спектру Фликкер-шума. При 

больших интенсивностях шума спектр может быть аппроксимирован степенной зависи­

мостью вида 1/ fn, где для ",(2)/ ",ст(2) = 22 мы получили n = 12 (рис. 10в). При наличии 
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Рис. 8. Решение уравнения (20) и проек­
ция фазовых портретов на ruюскость <р, ер 

при В = 3.5, Q = 2 

нелинейного трения поведение спектра качественно является таким же (см. рис. 9г, д 

и е). Только при достаточно большой интенсивности шума, когда спектр становится 

монотонно убывающим, в полУлогарифмическом масштабе его удается аппроксими­
ровать двумя участками прямых (рис.10ж). Корреляционные функции сигналов для 

параметров, соответствующих рис. 10г и е), приведены на рис. 11. Мы видим, что вре­
мя корреляции сигналов, если его определить по ширине корреляционной функции 

на половинной высоте, достаточно мало, так что утверждение авторов работ [20,21] о 
том, что шумовые сигналы со спектром 1/ fOl имеют конечную размерность, потому что 
время корреляции для них очень велико, в нашем случае требует уточнения. 

4. КРИТЕРИЙ РЫТОВА-ДИМЕНТБЕРГА 

Вернемся теперь к вопросу о том, можно ли отличить индуцированные шумом коле­

бания от хаотических колебаний динамического происхождения. Подобный вопрос бьm 
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В = 3, а = О (а) и В = 3.5, а = 2 (6) 

поставлен С. М. Рытовым [12] и позднее М. Ф.Димент6ергом [23,10] применительно 
к задаче различения шумового сигнала, пропущенного через линейный узкополосный 

фильтр, и периодических, но зашумленных автоколебаний2). Там бьmо показано, что в 
случае зашумленных автоколебаний плотность вероятностей для квадрата их мгновен­

ной амплитуды, которую в случае широкополосного процесса можно определить путем 

преобразования Гилъберта, должна иметь максимум при некотором конечном значе­

нии амплитуды, тогда как для шума, прошедшего через фильтр, она должна монотонно 

уменьшаться. Можно ожидать, что в случае хаотических колебаний динамического про­

исхождения плотность вероятностей для квадрата мгновенной амплитуды также должна 

иметь максимум при одном или нескольких конечных значениях амплитуды. Такой ре­

зультат действительно получен нами для рассмотренных выше хаотических колебаний 

маятника, вызванных периодическими колебаниями оси подвеса. На рис. 12 показана 
гистограмма распределения вероятностей квадрата мгновенной амплитуды колебаний, 

определенной путем преобразования Гильберта. Видно, что распределение вероятно­

стей не является монотонно убывающим, а имеет несколько слабо выраженных мак­

симумов. 

В случае возбуждения колебаний маятника за счет случайных колебаний оси подве­

са распределение вероятностей для величины х = l' А 2, как следует из теоретических ре­
зультатов, приведенных во втором разделе, равно w(x) = w( J х / 1') /2.jfX, где w( J х п) 
определяется выражением (17). Зависимость w(x) для 11 = 0.2 продемонстрирована на 
рис. 13а. Мы видим, что плотность вероятности для квадрата амплитуды, вычислен­

ная аналитически, монотонно уменьшается с ростом амплитуды. Такой же результат 

получен и при численном моделировании уравнения (19) (рис. 136 и в). 
Диментберг предложил также другой вариант своего критерия [10], который за­

ключается в том, что вместо плотности вероятностей для квадрата мгновенной ампли­

туды можно анализировать плотность вероятностей для самого исследуемого процесса 

x(t). На частном примере Диментберг показал, что если плотность вероятностей для 
положительных значений х не является монотонно убывающей функцией, то процесс 

2) Источник шума, приводяший к зашумлению автоколебаний может быть как аддитивным, так 
и мультипликативным. 
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Рис. 10. Спектральные IIJlОТНОСТИ решения уравнения (19) в логарифмическом масштабе 
при а = о, к,(2)/к,ст(2) = 1.06 (а) и к,(2)/к,ст(2) = 22 (6); а = 100, к,(2)/к,ст(2) = 1.25 
(г), к,(2)/к,ст(2) = 4.6 (д), к,(2)/к,ст(2) = 14 (е). Аппроксимация логарифма спектральной 

IIJlОТНОСТИ при а = о, к,(2)/к,ст(2) = 22 зависимостью 90 - 121g1 (в); аппроксимация 

логарифма спектральной IIJlОТНОСТИ при а = 100, к,(2) / к,СТ (2) = 14 участками двух прямых: 
108-1701 для 1 ~ 0.06 и 101 - 601 для 1 ;::: 0.06 (ж) 
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Рис. 12. Гистограмма распре­

деления вероятностей квадрата 

мгновенной амплитуды колеба-

ний для а = 2, В = 3.5 

x(t) является автоколебательным. Но если IDIОТНОСТЬ вероятностей для х > О монотон­
но убывает, то однозначного ответа дать нельзя: процесс x(t) может быть либо шумом, 
прошедшим через фильтр, либо сильно зашумленными автоколебаниями. Следует от­

метить, что, хотя авторы об этом умалчивают, использование указанного критерия как 

в том, так ив другом вариантах, по-видимому, возможно только в том случае, если 

IDIОТНОСТЬ вероятностей для х является четной функцией. 

Мы проверили второй вариант критерия Диментберга как для колебаний маятника, 

индуцир'ованных шумом, так и для хаотических колебаний, обусловленных гармониче­

ским параметрическим воздействием. Оказалось, что несмотря на указанную автором 

неоднозначность и неполную симметрию распределений, этот вариант критерия Ta~ 

дает правильные результаты. Сказанное продемонстрировано на рис. 14, где показа­
ны распределения вероятностей для угла поворота маятника <р в двух указанных выше 

случаях. 

Таким образом, несмотря на сушественно нелинейное преобразование шума, кри­

терий Рытова-Диментберга в рассматриваемых нами примерах оказывается справед­

ливым. Безусловно, вопрос о справедливости указанного критерия в общем случае и 

возможности его использования, 'когда распределение вероятностей для рассматривае­

мого процесса не является четной функцией, требует более детального исследования. 
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Рис. 14. Распределения вероятностей угла ер (W(ep» в случае индуцированных шумом 

колебаний маятника при ~(2)/~cr(2) = 14 (а) и хаотических колебаний, вызванных гар­
моническим параметрическим воздействием (6) 
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5. ВОЗБУЖДЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ МАЯТНИКА СО СЛУЧАЙНО КОЛЕБЛЮЩЕЙСЯ ОСЬЮ 
ПОДВЕСА КАК ИНДУЦИРОВАННЫЙ ШУМОМ ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД. КРИТЕРИЙ 

КЛИМОНТОВИЧА ОБ УПОРЯДОЧЕННОСТИ ДВИЖЕНИЯ 

Возбуждение колебаний маятника за счет шумового параметрического воздействия 

можно трактовать как возникновение в рассматриваемой системе при "7 = О неравновес­

ного фазового перехода второго рода. В качестве параметра порядка, характеризующего 

этот переход, можно принять либо (А), либо (А2 ). При таком выборе параметра по­
рядка, как следует из (18) и рис. 2, критический ИНдекс равен 1. 

для того чтобы убедиться, что при рассматриваемом переходе движение в системе 

становится более упорядоченным, воспользуемся критерием, предложенным Климон­

товичем [24,25], суть которого заключается в следующем. В исследуемой системе выби­
раются два состояния, соответствующие разным значениям некоторого управляющего 

параметра а. Одно из этих состояний, соответствующее а = ао, условно принимается 
за состояние физического хаоса. Плотность вероятности для набора переменных Х, 

описывающих состояние системы, обозначим w(X, а). Представим w(X, ао) == wo(X) 
в виде канонического распределения Гиббса 

(Х) - { Fo(Do) - Н(Х, ао)} 
Wo - ехр Do ' (21) 

где РО - свободная энергия, Н(Х, ао) - функция Гамильтона, Do - температура, ко­

торую можно положить равной единице. Обозначим 

РоЩ - Н(Х, ао) = -Heff 

и примем Не!! за эффективную функцию Гамильтона, не зависящую от параметра а. 

Очевидно, что среднее значение эффективной функции Гамильтона, равное эффектив­

ной энергии, в общем случае зависит от а. Климонтович предлагает перенормировать 

начальное распределение вероятностей таким образом, чтобы эффективная энергия в 

начальном состоянии (при а = ао) и в конечном (при а = ао + да) совпадали. для это­
го вводится перенормированная плотность вероятности Wo(X, а, да), удовлетворяющая 
условию 

J Heffwo(X, а, да)dХ = J Heffw(X, ао + Да)dХ. (22) 

В уравнении (22) плотность вероятности wo(X, а, да), как и wo(X), может быть пред­
ставлена в виде канонического распределения Гиббса 

_ _ { F(D) - H eff } 
wo(X, а, да) - ехр D ' (23) 

где F(D) - эффективная свободная энергия, D - эффективная температура, завися­

щая от да. Неизвестная функция F(D) определяется из условия нормировки 

J wo(X, а, да) dX = 1, (24) 

а зависимость D от да находится из уравнения (22). Сравнивая (21) и (23), видим, что 
D(O) = 1 и Р(1) = О. 
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Климонтович угверждает, что если найденное таким образом значение D(Lla) боль­
ше единицы, то состояние системы при а = ао + да является более упорядоченным, чем 
состояние при а = ао, т. е. в этом случае последнее правильно бьmо принято нами за со­

стояние физического хаоса3). После того как состояние физического хаоса определено 
(будем считать, что оно соответствует значению параметра а, равному ао), Климонтович 

предлагает ввести в качестве количественной меры степени упорядоченности движения 

при изменении а от ао до ао + да разность энтропий 

Во = - J wо(Х,а,да)lпwо(Х,а,да)dХ и S = - J w(X, ао+да) lnw(X, ao+Lla)dX. 

Из условий нормировки и уравнения (22) следует, что 

дВ = Во - s = J w ln ~ dX. 
Wo 

(25) 

Заметим, что величина дв, определяемая выражением (25), не может быть отрицатель­
ной, даже если бы мы неправильно выбрали состояние физического хаоса, т. е. полу­

чили бы, что D < 1. Но при этом она не характеризовала бы степень упорядоченности 
движения. Таким образом, как уже говорилось, критерием перехода к более упорядо­

ченному состоянию является не дв > О, а условие D(Lla) > 1. 
Вернемся теперь к нашей задаче и примем за физический хаос состояние, соответ-

ствующее т} = т}о, а за состояние, степень упорядоченности которого мы хотим опреде­

лить, примем состояние, соответствующее т} > т}о. Полагая т}, т}о « 1 и проделав все 
указанные выше вычисления, мы найдем, что D = 1 +2(Т}-Т}о)(1 +2Т}+ 3Т}2+ .. . ), т. е. со­
стояние физического хаоса выбрано нами правильно4). Вычисление разности энтропий 
БS довольно громоздко, но можно показать, что БS '" Т}2(Т} -т}о). Найденные выраже­
ния справедливы и при т}о = О. Таким образом, мы получили, что при рассмотренном 

выше фазовом переходе движение, с точки зрения критерия Климонтовича, становит­

ся более упорядоченным, хотя степень упорядоченности изменяется незначительно. С 

точки зрения примитивного здравого смысла этот результат кажется парадоксальным 

(как и известный результат Климонтовича, что при переходе от ламинарного течения 

к турбулентному степень упорядоченности движения увеличивается). Потому-то изло­

женный критерий Климонтовича вызывал и вызывает резкое неприятие у многих ис­

следователей, особенно тех, кто имеет дело исключительно с динамическими системами 

и не рассматривает флуктуаций. Однако, с точки зрения авторов, критерий Климон­

товича содержит рациональное зерно в применении к тем системам, где флуктуации 

играют определяющую роль. Свои результаты относительно турбулентности Климон­

тович трактует следующим образом. При развитии турбулентности все большая часть 

энергии хаотического движения молекул переходит в энергию значительно более упоря­

доченного крупномасштабного движения вихрей, т. е. доля энергии мелкомасштабного 

3) Все это справедливо, если при обратном переходе от а к а - ~a значение D получается меньше 
единицы. В противном случае ситуация является более сложной. Как будет следовать из полу­

ченных ниже результатов, в рассматриваемом случае имеет место именно первая самая простая 

ситуация. 

4) Из этого выражения следует, что если бы мы положили '1/ < '1/0, то величина D оказалась бы 
меньше единицы. Таким образом, та простая ситуация, о которой говорилось выше, действительно 

имеет место. 
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хаотического движения уменьшается. Поэтому степень упорядоченности движения в 

целом увеличивается. С этой трактовкой трудно не согласиться. Подобная же трактов­

ка может быть дана и для рассмотренного индуцированного шумом фазового перехода 

в маятнике. Возможность и целесообразность использования критерия Климонтовича 

для систем, в которых наличие флуктуаций не является принципиальным, например 

для автоколебательных систем, вызывает у авторов сомнения. 

6. СТАБИЛИЗАЦИЯ ВЕРХНЕГО ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ В МАЯТНИКЕ СО 
СЛУЧАЙНО КОЛЕБЛЮЩЕЙСЯ ОСЬЮ ПОДВЕСА 

Хорошо известно, что при быстрых периодических колебаниях оси подвеса маят­

ника его верхнее положение равновесия при определенных условиях становится устой­

чивым (см., например, [26-29]). Это явление наблюдалось экспериментально п. Л. Ка­
пицей [30,31]. Ниже будет показано, что аналогичный эффект имеет место и при слу­
чайных достаточно высокочасtотных колебаниях оси подвеса. для этого рассмотрим 

уравнение 

rjJ + 2(3ср + (1 + ~(t» sin<p = о. (26) 

Если спектр случайного процесса ~(t) сосредоточен в достаточно высокочастотной обла­

сти и не содержит составляющих в зонах параметрического резонанса, то флуктуации 

переменной <р, обусловленные случайными колебаниями оси подвеса, будут малыми. 

Полагая в (26) <р = (<р) + 8<р, где 8<р «: (<р), получаем 

(rjJ) + 2(3(ср) + sin(<p) + cos(<p)(~(t)8<p) = о, 

8rjJ + 2(38ср + cos(<p)8<p + ~(t) sin(<p) = о. 
(27) 

Одно из стационарных решений уравнений (27) имеет вид 

(28) 

Это решение соответствует верхнему положению равновесия маятника, устойчивостью 

которого мы интересуемся. Чтобы исследовать устойчивость, можно записать линеа­

ризованные уравнения для малых отклонений от стационарного решения (28). Полагая 
(<р) = 7г + 'Ф, из (27) получаем слеДУJ.Oщие линеаризованные уравнения для 'Ф и 8<р: 

8ф + 2(3ф - 'Ф - (~(t)8<p) = о, (29) 

8rjJ + 2(38ср - 8<р - ~(t)'Ф = о. (30) 

в установившемся режиме решение уравнения (30) имеет вид 

t 

8<p(t) = П J (ехр (Pl(t - t'») - ехр (P2(t - t'»)) ~(t')'Ф(t') dt', (31) 
2 1 + (32 

-00 

где Рl,2 = -(3 ± vf1+732 - корни характеристического уравнения р2 + 2(3р - 1 о. 
Отсюда находим 
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t 

(~(t)бrp) = п J (ехр (PI(t - t'») - ехр (P2(t - t'»)) (~(t)~(t'»)1jJ(t')dt'. (32) 
2 1 + ,82 

-00 

Полагая в этом выражении t' - t ~ Т и учитывая, что за время корреляции случай­
ного процесса ~(t) значение 'Ф не успевает существенно измениться, перепишем (32) в 
следующей форме: 

00 

(~(t)бrp) = - п 'Ф(t) J (ехр (-PIT) - ехр (-Р2Т») (~(t)~(t + Т») dT. (33) 
2 1 + ,82 

О 

Чтобы вычислить интеграл в этом выражении, зададим корреляционную функцию про­

цесса ~(t) в виде 

(~(t)~(t + Т») = (J"2e-CXT COS(.c)T, 

где (J"2 = ак;«(.с) /2 - дисперсия случайного процесса ~ (t), К;«(.с) - значение спектральной 
плотности этого процесса на центральной частоте, а - полуширина спектра процесса 

~(t). При этом из (33) находим 

_ (J"2 ((.с)2 - (РI + а)(р2 + а») 
(~(t)бrp) - - «(.с)2 + (РI + а)2) «(.с)2 + (Р2 + а)2) 'Ф(t). (34) 

При условии (.с) ~ 1, ,8, а отсюда получаем 

(35) 

Подставляя (35) в (29), получаем следующее приближенное уравнение для 'Ф(t): 

(36) 

где (.с)о = V (J"2 / (.с)2 - 1 - собственная частота малых колебаний маятника относительно 
верхнего положения равновесия при ,8 = О. Из уравнения (36) следует, что среднее 
отклонение маятника от верхнего положения равновесия будет затухать, т. е. положение 

равновесия будет устойчивым, если частота (.с)О является действительной. 

Переход к режиму стабилизации верхнего положения равновесия маятника, обусло­

вленный высокочастотной вибрацией оси подвеса, как периодической, так и случайной, 

можно рассматривать как рождение в фазовом пространстве усредненной системы (от­

клонение от верхнего положения равновесия для этой системы описывается уравнени­

ем (36» некоторого нового а1Трактора, индуцированного высокочастотной вибрацией. 

В каком-то смысле про высокочастотную вибрацию можно забыть, а рассматривать но­

вую динамическую систему, имеющую два устойчивых состояния равновесия. Именно 

такой подход развивается в книге И; И. Блехмана [29]. Там же дан и рецепт получения 
уравнений, описывающих эту новую систему. С другой стороны, процесс стабилизации 

верхнего положения равновесия маятника за счет высокочастотной случайной вибра­

ции оси подвеса, как и процесс возбуждения колебаний, рассмотренньiй выше, можно 

трактовать как некоторый индуцированный шумом фазовый переход второго рода, в 

котором параметр (J"2 играет роль «температуры», а действительная часть частоты (.с)о 
играет роль параметра порядка. Из выражения для (.с)о следует, что соответствующий 

критический индекс равен 1/2. 
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Итак, мы показали, что даже в такой простой системе как физический маятник 

под действием мультипликативного шума возможны неравновесные фазовые переходы 

второго рода, приводящие к появлению индуцированного аттрактора конечной размер­

ности. Исследование таких переходов в других более сложных системах несомненно 

представляет большой· физический интерес. 
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