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Решена задача о взаимодействии электрона и позитрона через поле мягких и жестких 

фотонов с излучением или поглощением реального фотона. Взаимодействие рассматрива

ется как эффект третьего порядка квантовой электродинамики в координатном представ

лении. Исследована роль промежугочных состояний с положительными и отрицательны

ми частотами. Получено общее выражение для матричных элементов оператора эффек

тивной энергии взаимодействия электрона и позитрона для различных типов квантовых 

переходов, позволяющее вычислять вероятности соответствующих квантовых переходов 

в нерелятивистском приближении. Исследованы электрические дипольные переходы в 

атоме позитрония с излучением (поглощением) оптического фотона. С использованием 

двухчастичных волновых функций атома позитрония вводится понятие поляризующих по

лей внугри атома позитрония. Поляризующие поля зависят от координат и времени, а 

также от выбора пары состояний, между которыми осуществляется квантовый переход с 

излучением или поглощением фотона. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Поляризующие поля играют важную роль в формировании различных оптических 

процессов. Так, в классической. оптике диэлектриков таким поляризующим полем 

является поле электрических диполей [1], которое позволяет не только объяснить про
цессы отражения и преломления света, но и позволяет строгим образом вывести фор

мулу Лоренц-Лоренца для показателя преломления. Как было показано в [2,3], при
рода поляризующих полей в диэлектриках требует рассмотрения на основе эффектов 

второго и третьего порядков квантовой электродинамики. Это позволяет исследовать 

различные схемы квантовых переходов в поле виртуальных и реальных фотонов, учесть 

орбитальные и спиновые степени свободы атомных электронов, различные типы про

межуточных состояний в спектре взаимодействующих атомов, а также эффект запаз

дывания атомов, находящихся на произвольном расстоянии друг от друга. Значитель

ным достижением такого рассмотрения является разработка метода получения новых 

интегральных уравнений распространения фотонов в среде с учетом различных типов 

квантовых переходов (электродипольных, квадрупольных, магнитодипольных, спино

вых и т. д.) В спектре атомов [4,5]. При этом учитываются электронные и позитронные 
поляризующие поля, соответствующие промежуточным состояниям атомов с положи

тельной и отрицательной энергией соответственно. На основе интегрального полевого 

уравнения в электрическом дипольном приближении рассмотрены законы отражения 

и преломления света в квантовой [6] инелинейной [4] оптике, построена теория не
линейного показателя преломления [4], предсказан теоретически эффект ближнего по
ля с учетом дискретного распределения атомов в окрестности точки наблюдения [4,7]. 
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Данная статья, в отличие от работ [1-7], посвящена исследованию роли поляризующих 
полей внутри отдельного атома. 

В работе [8] рассматривалось взаимодействие двух атомных электронов в гелие
подобном атоме как эффект третьего порядка квантовой электродинамики. С учетом 

орбитальных и спиновых степеней свободы, промежуточных состояний с положитель

ной и отрицательной энергией бьmо показано, что эффекты третьего порядка приводят 

лишь к релятивистским поправкам к вероятности излучения и поглощения фотонов. 

Данная статья посвящена теории квантовых переходов между уровнями атома по

зитрония под действием мягких (оптических или радиочастотных) фотонов. Необходи

мость развития такой теории объясняется применением прецизионных методов радио- и 

оптической спектроскопии в физике атома позитрония, исследованием процесса анни

гиляции в высоковозбужденных состояниях [9-11], исследованием возможности суще
ственного изменения кинетических характеристик процесса аннигиляции под действи

ем оптического лазера [12]. Очевидно, что процесс взаимодействия атома позитрония 
с полем фотонов в значительной степени определяется постоянными взаимодействия 

в эффективном гамильтониане. Поэтому в данной статье мы уделим основное внима

ние интерпретации этих постоянных, рассматривая оптический переход между уровня

ми атома позитрония как эффект третьего порядка квантовой электродинамики. Будет 

показано, что именно эти эффекты объясняют однофотонные процессы излучения и 

поглощения в атоме позитрония благодаря кулоновскому взаимодействию электрона и 

позитрона и наведению поляризующих полей. Будет показано, что вычисление веро

ятности в единицу времени спонтанного излучения фотона дает одинаковый результат, 

если рассматривать одночастичные волновые функции атома позитрония [10, 13] и двух
частичные волновые функции, полученные в данной статье. Иными словами, в атоме 

позитрония, благодаря его специфическим свойствам, эффекты третьего порядка, в от

личие от случая гелиеподобных атомов [8], проявляются с максимальной полнотой. 
В данной статье, как было отмечено выше, применяются двухчастичные волновые 

функции атома позитрония. Это позволяет, во-первых, исследовать различные схемы 

квантовых переходов, сопровождающих излучение или поглощение оптического фото

на, исследовать роль реальных и виртуальных фотонов в этих процессах, роль различных 

промежуточных состояний. Во-вторых, применение двухчастичных волновых функций 

позволяет описать радиационное взаимодействие атома позитрония в поле аннигиляци

онных и оптических фотонов без применения теории возмущений [12] на основе только 
фермионных или бозонных операторов. 

Процесс излучения фотона при столкновениях электрона с электроном и электрона 

с позитроном исследовался ранее в работах [14-16] при достаточно жестком условии, что 
взаимодействующие частицы имеют определенные импульсы до и после столкновения. 

Такая ситуация имеет место при взаимодействии свободных частиц и не годится для 

изучения квантовых переходов между состояниями атома позитрония, где интегралами 

движения являются квадрат полного момента импульса (орбитального и спинового) и 

проекция полного момента на ось квантования. Более того, как будет показано в дан

ной статье, в е + е - -взаимодействии с излучением (поглощением) фотона важную роль 
играют промежуточные квантовые состояния с положительной и отрицательной часто

той. Исследование роли промежуточных состояний открывает определенные возмож

ности для возбуждения ридберговских состояний атома позитрония, с использованием 

в качестве промежуточного состояния, например 2Р-состояния [9]. Поэтому в данной 
статье будет рассмотрена фактически новая задача о взаимодействии электрона и по-
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зитрона в атоме позитрония с излучением (поглощением) фотона как эффекте третьего 

порядка квантовой электродинамики. Как было отмечено выше, взаимодействие двух 

атомных электронов, принадлежащих двум водородоподобным атомам на произвольном 

расстоянии друг от друга, в рамках эффектов третьего порядка рассматривалось в рабо

тах [2, 3]. В данной статье мы используем аналогичный подход для изучения е+ е- -взаи
модействия, обращая внимание при этом на существенное отличие от задачи [2,3], ко
торое связано, например, с возникновением жесткой моды е+ е- -взаимодействия через 
виртуальные гамма-фотоны. 

2. МАТРИЦА ЭФФЕКТИВНОЙ ЭНЕРГИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ АТОМА ПОЗИТРОНИЯ С 
ПОЛЕМ ФОТОНОВ 

В теории квантовых переходов может быть введен эффективный гамильтониан вза

имодействующих электрон-позитронного и электромагнитного полей, содержащий сле

дующий член: 

(2.1) 

где индексы 1, 2 определяют квантовые состояния атома позитрония, Ь!а! - оператор 

уничтожения атома позитрон ия в состоянии 1, a~ b~ - оператор рождения атома по
зитрония в состоянии 2 и т. д., С, С + - операторы уничтожения и рождения фотона с 
волновым вектором k. Взаимодействие (2.1) будем рассматривать как эффект третье
го порядка квантовой электродинамики с диаграммами Фейнмана, изображенными на 

рис. 1. 
Выделяя BpeMeHHble множители в волновых функциях и проводя интегрирование 

в S-матрице S}'!!.j по времени, частотам и волновым векторам, получим следующую 
матрицу эффективной энергии взаимодействия (h = с = 1): 
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1. 2. 

r _-:....--~_-- т r __ -...,..---...:,....--- т 

p----~---n p---~------n 

з. r --------"""7--- т 4. 
r ---...,..------ т 

p--~-~---n p---~--~---n 

5. 6. 

p---~-~~---m р __ - ...... ---...:'---- т 

r-----~~---n r---~------n 

7. 8. 
р --------,..__--- т р--__ ------m 

r---7+---...:'----n r--~--~---n 

Рис. 1. Диаграммы Фейнмана е + е- -взаимодействия в атоме позитрония 

с излучением или поглощением фотона 

ехр (il(;.)(-) - (;.)(+)IIr" - r'''I) 1 L 2 1 ---1_)' - н + qt' (r')A(r')'P (r')'P (r") х 
1 "- '" 1 (1 ·0) (-) 2 1 1 'У,.. r r (;.)1 - 2 + (;.) - (;.)2 

l± 

Х 'Pi+)(r")~+)(r"')'Y~' 'P~-)(r"') + 

ехр (il(;.)(-) - (;.)(+)llr' - r'''I) , 
1 '"' 2 1 =<-) , I , - r" r" + l' "'1 ~ . (+) '112 (r ) 'У,.. 'P/(r )'Pl( )А( ) х 

r - r l± (;.)1(1 - 20) - (;.) - (;.)1 
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х 'Р\+)(г")Ч'~+\г/ll)/,~' 'P~-)(r/ll) + 

ехр (il"/-) - "}+)IIr' - r'''I) 
+ 1 '"' 2' o/-)(r')/,' 'P<+)(r')o/+)(r")A(r") х 

Ir' - r/lll 7: wl(1 - iO) + w _ w~+) 2 1" , 

Х 'Р~+)(г")Ч'I(r''')/,~'~-)(г/ll) + 

ехр (ilw(-) w(+)llr' r"l) 1 '"' 2 -, - =<_),' (+) , =<+) " 11 

+ l' "1 ~ (1 '0) (-) 'Р2 (r )/'1' 'Р, (r )'Р, (r )/'1' х 
r - r l± wl - Z - w - w2 

Х 'Рl(ГIl)Ч'I(Г/ll)А(Г/ll)'Р~-)(Г/ll)} , (2.2) 

где 'Pit~(r) - решения уравнения Дирака для электрона с положительной и отрицатель
ной частотой в атоме позитрония, который может находиться в некоторых квантовых 

. =<±) - <±)* (±)* состояниях с индексами 1 и 2, 'Р1(2) - 'Р1(2) /'4, 'Р'(2) - сопряженная волновая функция, 

/'4 = (3, /'j = -i(3aj (j = 1,2,3), 

q - матрицы Паули. Штриховые индексы, сопровождающие радиус-векторы r и/,
матрицы, соответствуют различным волновым функциям взаимодействующих частиц. 

При этом /,-матрицы с различными штриховыми индексами коммутируют между собой. 

Суммирование в (2.2) проводится по всем промежуточным состояниям с положитель
ными и отрицательными частотами. Состояния электрона с отрицательными частотами 

будем рассматривать как позитронные состояния, не переходя к волновой функции по

зитрона, содержащей преобразование зарядового сопряжения. Это связано с тем, что 

суперпозиция состояний с противоположными знаками заряда не может образовать об

щего решения уравнения Дирака [13]. В данной статье будет использовано следующее 
решение: 

r r 
(2.2а) 

r r 

Переход от 522 j к матрице эффективной энергии взаимодействия в (2.2) произведен с 
помощью следующего равенства: 

5(3) . = -27ri u(3) . 8(-w(+) - w + w(+) + w(-) - w(-» 
~-+) 1,-+) m r пр' 

(2.3) 

где w~), w~+), w~-), w~-) - частоты взаимодействующих электрона и позитрона в ато
ме позитрония. При этом, фиксируя состояния атома позитрония с индексами 1 и 2, 
имеем r = 2, р = 1, т = 1, n = 2 для диаграмм 1-4 и соответствующих членов в (2.2). 
для диаграмм 5-8 имеем r = 1, р = 2, т = 1, n = 2. Знак перед частотой оптиче

ского фотона w в законе сохранения (2.3) указывает на то, что в операторе векторного 
потенциала А = I: /,J.LAJ.L выделена отрицательно-частотная часть, пропорциональная 
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оператору уничтожения фотона этой моды. Интеrpирование в матрице S~~j по време
ни, частотам и волновым векторам позволяет определить частоты виртуальных фотонов, 

осуществляющих взаимодействие электрона и позитрона .. При этом диаrpаммы 1-4 на 
рис. 1. соответствуют взаимодействию электрона и позитрона через мягкие виртуальные 
фотоны, энергия которых значительно меньше удвоенной энергии покоя электрона. Та

кую моду е+ е- -взаимодействия будем называть мягкой модой взаимодействия. Наряду 
с этим диаграммы 5-8 соответствуют жесткой моде е+ е- -взаимодействия с виртуальны
ми фотонами, энергия которых сравнима с удвоенной энергией покоя электрона. Более 

того, наличие в (2.2) множителей, содержащих в знаменателе разности частот, указывает 
на резонансный характер е+ е- -взаимодействия. При этом диаrpаммы 1-4 мягкой моды 
взаимодействия и диаrpаммы 5-8 жесткой моды взаимодействия соответствуют процес
сам, которые протекают с участием промежуточных состояний как с положительными 

частотами [+, так и с отрицательными с. Наибольший вклад в (2.2) будут оказывать те 
члены, которые содержат в знаменателе разности частот, значительно меньшие удво

енной энергии покоя электрона. 

2.1. Обобщенный брейтовский оператор 

Оператор Брейта, как известно [13], соответствует эффектам второго порядка кван
товой электродинамики и был получен для взаимодействия двух свободных электронов 

либо для атомных электронов в гелиеподобных атомах. В работах [17, 18] бьmо сделано 
обобщение этого оператора для взаимодействия электрона и позитрона с учетом пре

образования зарядов ого сопряжения и с учетом обменного взаимодействия электрона с 

позитроном. В работах [2,3,19] было проделано также обобщение брейтовского опера
тора для двух атомных электронов, при надлежащих двум водородоподобным атомам на 

произвольном расстоянии друг от друга. В е+е--взаимодействии, которое рассматри

вается в данной статье, содержится обмен виртуальными фотонами как составная часть 

более сложного взаимодействия с диаграммами Фейнмана рис. 1. Покажем, что учет 
такого обмена в эффектах третьего порядка квантовой электродинамики для е + е- -взаи

MoдeйcTBия приводит к обобщению брейтовского оператора, где наряду с эффектами 

запаздывания необходимо "должным образом учесть роль промежуточных состояний и 

нерелятивистский характер движения взаимодействующих частиц в атоме позитрония. 

Рассмотрим первый член в матрице эффективной энергии взаимодействия (2.2) и 
разложим фактор запаздывания в этом члене с точностью до членов 1/с2 • Полагая, что 
с =1 1, получим, что 

ехр ((i/c)lw~-)-w~-)llr"-r/lll) 

Ir"-r/lll 
1 1 (-)- (-)1 

.,--:-:-..,.."..,.+i w2 w[ 
Ir"-r/lll с 

( (-) (-»)2 
w2 -w[ 111 11/1 

2с2 r -r . (2.4) 

Подставляя (2.4) в первый член (2.2), получим, что второй член разложения (2.4) не 
дает вклада в этот член, поскольку волновые функции 'Pl ,'P~+) и 'P~-), 'P~-) ортогональны. 
Более того, поскольку "Y~ "Y~ "Y~" "Y~/ = 1-0;"0;/11 И матричные элементы операторов 0;", 0;/11 

по порядку величины равны v / с (v - скорость движения частиц), в членах, содержащих 

0;" 0;/", достаточно сохранить лишь первый член в разложении (2.4). 

Исключим в выражении для матричного элемента частоты, используя уравнение 
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Дирака: 

е2 
н" = са" р" + "тс2 - =-:--:-:--С":":"7 

/'4 21r" - rllll ' 

2 
HIII - 111 plll + 111т2 е 

- са /'4 с - 21r" _ r'''l' 

(2.5) 

где m - масса электрона, р", plll - операторы импульса, действующие на координаты 

r" и rlll соответственно. Запишем далее очевидное равенство: 

(-) (-) 

-(W~-) - w~-»2Ir" - r"'l = W2 - ~~) [н", [HIII , Ir" - rllll]] 
WI - w1 

(2.6) 

Вычисляя коммутаторы, наЙдем, что вклад третьего слагаемого в разложении (2.4) опре
деляется следующим оператором: 

(W~-) - w~-»2I" "'1 (a"a lll ) - (а"П2з)(аIllП23) w~-) - w\-) 
- r - r ---> (2 7) 

2с2 21r" - rllll WI - w\+) . 

где П23 = (r" - rlll)/Ir" - rllll. Таким образом, е+е--взаимодействие, соответствующее 
диаграмме 1 рис. 1, определяется следующим обобщенным брейтовским оператором: 

е2 1 + е 2 (а"а"') - (а"П2з)(аIllП2З) 
В (r" r lll ) - f (2 8) 

11 , -4Jrlr"-r"'1 41Г 2lr"-rllll 11- . 

е2 (а" a lll ) 

41Г Ir" - rllll 

(-) (-) 
_ W2 - w1 

111 - (+) 
WI+ - w1 

При 111 = 1 оператор (2.8) переходит в релятивистский оператор Брейта [13]. Условие 
111 = 1 означает, что переход системы двух частиц в промежуточное состояние дол
жен сопровождаться сохранением энергии частиц, т. е. должно выполняться равенство: 

W(-) - W(-) = WI - W(+) 
2 1 1 

Аналогичным образом рассмотрим обмен виртуальными фотонами во втором, тре-

тьем и четвертом членах матрицы (2.2) с диаграммами 2, 3 и 4 соответственно. После 
необходимых вычислений получим операторы B 21 (r',rlll ), Взl (r',rlll ) и В41 (г',г"), име
ющие вид, аналогичный (2.8), но с заменой 111 на следующие коэффициенты: 

(+) (+) 
_ W 1 - W2 

11З - (_) , 
WI_ -W2 

(+) (+) 

1 - W j - W2 
14 - (_) 

W1 - WI_ 
(2.9) 

Таким образом, вклад различных диаграмм 1-4 в е+ е- -взаимодействие существенным 
образом зависит от типа промежуточного состояния с положительной или Qтрицатель

ной частотой. 

Рассмотрим теперь диаграммы 5-8, которые отличаются от предыдуШИХ диаграмм 
заменой индексов состояний r ---> р, р ---> т. Фактор запаздывания в соответствую

щих членах матрицы (2.2) содержит в экспоненте большой коэффициент 2тс и потому 
осциллирует с длиной волны 1/2тс О/2тс - комптоновская длина волны электро

на). Учитывая значительную роль промежуточных состояний в е+ е- -взаимодействии, 
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которая была отмечена выше для диаграмм 1-4, используем то обстоятельство, что су
щественной областью интегрирования для диаграмм 5-8 является область Ir" - rllll '" 
'" 1 / m с. Так как волновые функции электрона и позитрона, в соответствии с предполо
жением о малости скоростей их движения в атоме позитрония, незначительно меняются 

на таких расстояниях, то в (2.2) можно выделить интегрирование по r = r" - r/ll , считая 
в аргументах волновых функций r" = r/ll. Тогда пятый член в (2.2) примет следующий 
вид: 

Несобственный интеграл по переменной r равен -1Г / (тс)2. Таким образом, е + е- -взаи
MoдeйcTBиe, соответствующее жесткой моде взаимодействия диаграммы Фейнмана 5, 
будет определяться следующим оператором [13]: 

е2 1г 
BS1(r", r/ll) = -- --(1- a"a/ll)8(r" - r/ll) . 

41Г т2с2 
(2.11) 

Такой же оператор может быть выделен и в остальных членах матрицы (2.2) жесткой 
моды е + е - -взаимодействия. Зависимость оператора (2.11) от индексов считается услов
ной и имеет смысл только при подстановке его в соответствующий матричный элемент 

матрицы (2.2). 

2.2. Учет других промежуточиых состояний / 

в обобщенных брейтовских операторах B s1 (s=1,2 .. .4), а также в операторах B S1 , 

бьmи учтены лишь те промежуточные состояния, которые соответствуют максималь

ным значениям резонансных множителей, в которых присутствуют разности различных 

частот. Учтем теперь остальные промежуточные состояния, для которых резонансные 

множители обращаются в ±1/2тс2 • Тогда для мягкой моды е+е- -взаимодействия мож
но сопоставить матрице эффективной энергии взаимодействия соответствующий опе

ратор эффективной энергии взаимодействия с излучением (поглощением) реального 

фотона. Этот оператор имеет следующий вид: 

(3) _ еЗ 
{ " , 1 + '" /11 А (r/ll) 1 } 

Usoft - - 81Гтс2 - 'Y4'Ya Aa (r ) Ir" _ r/lll 'У4 'Уа а Ir' - r"l ' (2.12) 

где в обобщенных брейтовских операторах оставлен лишь кулоновский член, поскольку 

коэффициенты 1/ 1, 1/ 2, 1/ 3 И 114 будут содержать множитель 1/ с2 • 

З. ПЕРЕХОД К ДВУХКОМПОНЕНТНЫМ ВОЛНОВЫМ ФУНКЦИЯМ ЭЛЕКТРОНА И 

ПОЗИТРОНА 

Как известно [13], для малых скоростей (v « с) частиц возможен переход от четы
рехкомпонентных волновых функций 'P~±) к приближенным двухкомпонентным функ-
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циям ф~±) с точностью до членов 1/с2 • Представим функции 'P~±) следующим образом: 

( 
'P~) ) 

'1'(+) -
п - О'р 'Р(+) , 

2mс п 

1/1(+) = (1 -~) ф(+) 
Уn 8m2с2 n' 

(3.1) 

( ~р (-») --х 
'P~-) = 2mс п , 

x~-) 

где операторы 0', Р действуют на те переменные, от которых зависит волновая функция 

ф~±). Будем использовать в дальнейшем вместо штриховых индексов индексы 1, 2, 3 
для соответствующих операторов. 

Преобразуем с учетом (3.1) матричный элемент (~+)(r')A(r')'P~+\r'»), входящий в 
первое слагаемое (2.2). После необходимых преобразований получим с точностью до 
членов l/сЗ : 

(3.2) 

где учтено, что V'IA1 = О, "1 = [V' IA1] - напряженность магнитного поля в точке r'. 

Здесь и в дальнейшем будем использовать обычную гауссову систему единиц измерения, 

вводя постоянную п. 

Аналогичным образом преобразуем матричный элемент (~-) A'P~-»), исполь
зуя (3.1). После необходимых преобразований наЙдем тот же, что и в (3.2), нереля
тивистский оператор, преобразующий волновую функцию Фj-) в Функцию ф~-). 

Преобразуем теперь матричный элемент ('Рi+(Г")'Рi-)*(г''')Вll'Р~+\Г'')'Р~-)(г'''»), 
входящий в первый член (2.2), с точностью до членов типа l/с2 • При этом преобра
зование кулоновского члена в операторе (2.8) будем совершать с помощью волновых 
функций 'P~±), x~±), содержащих оператор (1 - р2/8m2с2 ). для преобразования запаз
дывающих членов в (2.8) достаточно просто заменить 'P~), x~-), на ф~), ф~-) соответ
ственно. 

Опуская громоздкие вычисления, получим следующий нерелятивистский оператор, 

преобразующий волновую функцию ф~+)(г")Ф~-)(г''') пары частиц в волновую функцию 
Ф~+)(Г")ф\ -) (rlll ): 

В ,,111 _ е2 е2 1 ( 1 1) 4 1 1 
l/(r,r )- 47!' Ir"-rllll- 47!'4m2с2 2.1/1- IГ"_гllll(Р2РЗ)+'2f1l4m2с2 х 

е2 4 е2 h 1 { 
х -4 1" 1111 П2З(П2ЗРЗ)Р2+-4 -4 2 2 1" "? из [П2ЗРЗ]-0'2[П2ЗР2] + 7!' r -r 7!' m с r-r 

+ 4О'З[П2ЗР2] (~fll-l) - 20'2[П2ЗРЗ] (~fll-l) + fll0'2[П2ЗРЗ]} + 
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(3.3) 

где "23 = (г" - r/ll)/Ir" - r/lll. Так как оператор (3.3) содержит высшие степени вели
чины 1/lr" - r/lll, нужно устранить расходимость, вьщеляя начало координат г" = г"'. 
Интеграл по поверхности, окружающей начало координат при г" --+ r/ll дает конечную 
величину. При 111 = 1 оператор (3.3) переходит в оператор Брейта для электрона и 
позитрона. 

Преобразование второго, третьего и четвертого членов в матрице (2.2) для мягкой 
моды взаимодействия электрона и позитрона дает такой же, как и (3.3), нерелятивист
ский оператор с соответствующей заменой индексов у операторов импульса, спина и 

радиус-вектора. 

3.1. Жесткая мода e+e-·взаимодеЙствия 

Преобразуем матричный элемент ('Р~-\Г")~+)(Г/ll)IВ511Ч'~+)(Г")Ч'~-)(Г/ll)), входящий 
в пятый член (2.2), используя волновые функции (3.1). 

Учитывая то, что в операторе (2.11) уже содержится множитель l/с2 , мы можем 
опустить в волновых функциях (3.1) оператор О = 1 - р2/8m2с2 . Перемножая вол
новые функции в искомом матричном элементе, получим, что матричный элемент от 

первого слагаемого в операторе (2.11) является величиной порядка l/с\ Т.е. находится 
за пределами того приближения, которое выбрано в нашем рассмотрении. Матричный 

элемент от второго слагаемого оператора (2.11) дает следующий оператор: 

7г е 2 1 
В (г" r/ll) = - - --(3 + q q )б(г" - r/ll) 51, 2 47Г m2с2 2 3 , 

(3.4) 

совпадающий с оператором обменного взаимодействия электрона и позитрона [13]. 
Выражение (2.1 О) содержит также суммирование по промежуточным состояниям 1+ 

электронов с положительной энергией. Это означает, что требуется вычислить также 
=<+) =<+) (+) (-) 

матричные элементы типа (Ч'l (г")Ч'1 (г"')IВ51 1Ч'1 (г")Ч'2 (r/ll)). Однако в этом слу-
чае знаменатель резонансного множителя является величиной порядка 2mс2 , и поэтому 
матричные элементы такого типа могут быть отброшены. 

Рассмотрим теперь шестой член в матрице (2.2) и преобразуем матричный элемент 
('P;-)(гl)'Р;+)(г/ll)IВ611Ч'~+)(гl)Ч'~-)(г/ll)), используя волновые функции (3.1). Легко пока
зать в этом случае, что оператор B 61 совпадает с оператором (3.4) с соответствующей 
заменой индексов. 

3.2. Оператор эффективной энергии взаимодействия электрона и позитрона с полем 
виртуальных и реальных фотонов 

Подставим операторы (3.4), (3.3) и ut~ в матрицу (2.2). Вьщелим в (2.2) слага
емые с промежуточными состояниями I.Vl, которые содержат знаменатели в резонанс

ных множителях, значительно меньшие 2m2с2 • Обозначим эту часть матрицы (2.2) как 
U (3) (1+) Т i-->f 1_ • огда получим, что 
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(3.5) 

Аналогичным образом можно выделить в матрице (2.2) члены с промежуточными 
слагаемыми, которые соответствуют знаменателям в резонансных множителях порядка 

2тс2 . Эта часть матрицы (2.2) может быть обозначена как u;~ f el:) и записана в явном 
виде с использованием оператора U~~ft (2.12). 

Пусть Ф~f (г, r") = Ф~ (г)~ (r") - волновая функция системы из электрона и по
зитрона, представляющая собой простое произведение волновых функций отдельных 

частиц в состояниях р, r = 1,2 (о:, fЗ = +, -). Тогда матрица (3.5) может быть представ
лена как совокупность слагаемых типа 

(фCt/3ju(1) j.6.ФCt/3) + (.6.фCt/3ju(1) jФ"/3) 
рт N R nт рт N R nт , (3.6) 

где .6.Ф~~ , .6.Ф~f - поправки к невозмущенным функциям Ф~~ и Ф~f. Далее учтем, 

что величины матричных элементов вида (.6.Ф~fjU~~j.6.Ф~f) значительно меньше ма
тричных элементов (3.6). Тогда вместо матричных элементов (3.6) имеем 

(3.7) 

где формально наряду с эффектами третьего порядка включены также эффекты пер

вого порядка типа (Ф;fjU~~jФ;f). Фактически введение матричных элементов (3.7) 
можно интерпретировать следующим образом. Процесс излучения (поглощения) ре

ального фотона системой из электрона и позитрона, взаимодействующих друг с другом 

через поле виртуальных фотонов, можно описать как эффект первого порядка, если 

рассматривать электрон и позитрон как единую динамическую систему. Это означает, 

что вместо волновых функций Ф~f можно ввести волновые функции атома позитрон ия. 

4 ЖЭТФ, N22 481 



О. н. Гадомский, С. Г. Моисеев ЖЭТФ, 1998, 113, выn. 2 

При этом в зависимости от выбора слагаемых в операторах Ев 1 мы можем учесть как 

орбитальные, так и спиновые степени свободы электрона и позитрона. Более того, в 

зависимости от выбора слагаемых в операторе u~~ можно рассматривать различные 
типы квантовых переходов в атоме позитрония. 

В задаче о взаимодействии двух электронов, принадлежащих двум водородоподоб

ным атомам, на произвольном расстоянии друг от друга [3,4] для введения понятия по
ляризующих полей были также выделены матричные элементы типа (3.7). При этом эф
фекты первого порядка приводили к изменению квантового состояния одного из элек

тронов, что эквивалентно учету внешнего поля в месте расположения этого электрона. 

Эффекты третьего порядка, не вызывая квантовых переходов в спектре другого элек

трона, формировали поляризующее поле (электронное и позитронное в зависимости 

от типа промежуточных состояний), обусловленное обменом виртуальными фотонами. 

Таким образом, поляризующее поле в задаче [3,4] не является полем реальных фотонов 
и рассматривается как добавка к внешнему полю, действующему на отдельные электро

ны. Явный вид поляризующих полей в этой задаче зависит от типа квантовых перехо

дов (электродипольных, магнитных и т. д.) В спектре взаимодействующих электронов и 

соответствует одноэлектронным переходам. В [20] рассмотрены двухэлектронные пере
ходы, когда происходит излучение или поглощение реального фотона с удвоенной энер

гией. В соответствии с законом сохранения энергии излучение или поглощение фотона 

удвоенной энергии невозможно одним из атомных электронов, поэтому эффекты пер

вого порядка в матричных элементах типа (3.7) запрещены, и такой процесс является 
двухчастичным, т. е. описывается как эффект третьего порядка квантовой электроди

намики. Аналогичная ситуация имеет место и в системе электрон-позитрон в атоме 

позитрония. Процесс излучения и поглощения реального фотона является двухчастич

ным и рассматривается как эффект третьего порядка с матрицей (3.5). 

С другой стороны, в нерелятивистской теории квантовых переходов могут быть ис

пользованы одночастичные волновые функции атома позитрония, если рассматривать 

его в системе центра инерции и вводить относительные координаты и импульс. Тон

кая структура атома позитрон ия описывается с помощью соответствующих операторов 

электрон-позитронного взаимодействия, путем перехода к операторам суммарного спи

на и орбитального момента [13]. Квантовые переходы в такой системе описываются как 
эффекты первого порядка теории возмущений [10]. Такой способ описания квантовых 
переходов в спектре атома позитрония можно рассматривать как эквивалент способу, 

основанному на применении матрицы (3.5) с двухчастичными волновыми функциями 
атома позитрония, если речь идет, например, только о вычислении вероятности кван

товых переходов между двумя какими-либо состояниями атома позитрония. Ситуация 

существенно меняется, если требуется детальное описание кинетики квантовых перехо

дов, например, как в задаче [12], где рассматривается аннигиляционный распад атома 
позитрония из двух состояний, между которыми возможны спонтанные и вынужденные 

оптические переходы. Описание такого процесса требует применения соответствую

щих коммутационных соотношений для фермионных и бозонных операторов, а также 

представления о двухчастичных волновых функциях атома позитрония. Применение 

одночастичных волновых функций потребовало бы введения паулионных соотношений 

коммутации. Такой переход к другой статистике скрывает физическую сущность рас

сматриваемого процесса. Таким образом, введение двухчастичных волновых функций 

позитрония, а следовательно, понятия поляризующих полей, является конструктивным 

при описании самосогласованноro взаимодействия атома позитрония с полем собствен-
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ных И внешних фотонов, при описании процессов постепенного формирования поля 

фотонов внутри атома и т. д. При этом явный вид поляризующего поля, действующего 

на электрон или позитрон в атоме позитрон ия , определяется из матрицы (3.5) после 
подстановки в эту матрицу соответствующих слагаемых оператора u~k (3.2). 

4. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ДИПОЛЬНЫЕ ПЕРЕХОДЫ В АТОМЕ ПОЗИТРОНИЯ 

Рассмотрим электрические дипольные переходы между некоторыми состояниями 

1 и 2 (например, 1 S и 2Р) атома позитрония при следующих условиях. 
1) Промежуточные состояния l± выбраны таким образом, что разность энергий 

11,(",-,[ ± "'-' =F "'-'t) в матрице (2.2) значительно меньше 2тс2 (k = 1,2). Такие промежу
точные состояния с положительной или отрицательной частотой будем рассматривать 

как квазирезонансные состояния. 

2) В операторах Вв [ оставим лишь те члены, которые не содержат скорости све

та, т. е. нерелятивистские члены. Как показано выше, такие члены возникают только 

в мягкой моде е+ е- -взаимодействия. Именно при этих условиях электрические ди
польные переходы должны иметь наибольшую эффективную энергию взаимодействия 

и, следовательно, вероятность в единицу времени квантового перехода с излучением 

(поглощением) оптического фотона. 

Наличие электрических дипольных переходов в атоме позитрония будет опреде

ляться следующей отличной от нуля величиной: 

G(k) - е J 21rhc2 
ika е2 J d 'd "d ", - -- --е -- r r r х 

те VR ",-, 41!'h 

Х ~ { -1 ф(+)*(г')(р е)ф(+)(г')Ф(+)*(г")ф(-)*(г"') х 
~ (1 '0) + (+) 2 1 1 1 1 
l± "'-'1 - Z "'-' - "'-'2 

Х 1 ф(+)(гll)ф(-\г"') _ 1 Ф(+)*(г')Ф(-)*(г"') х 
Ir" - r"'l 1 2 "'-'1(1 _ iO) _ "'-' _ "'-'~+) 2 1 

Х 1 Ф(+)(г')Ф(-)(г"')Ф(+)*(г")(р е)Ф(+)(г") _ 1 х 
Ir' - r"'l 1 2 [ 2 1 "'-'1(1 _ iO) + "'-' _ "'-'~-) 

ХФ~-)*(гll)(Р2е)Ф1-)(гll)ф~+)*(Г')Ф:-)*(Г"') Ir' ~ r"'l ф~+)(г')ф~-)(г"') -

1 Ф(+)*(г')Ф(-)*(г") 1 х 
(1 '0) (-) 2 1 Ir' - r"l "'-'[ - Z -"'-' - "'-'2 

Х Ф~+)(Г')ф:-)(ГIl)Ф:-)*(Г"')(рзе)Ф~-)(г"')} , (4.1) 

где V R - объем квантования электромагнитного поля, k - волновой вектор оптического 

фотона, а - радиус-вектор местоположения атома позитрония, е - единичный вектор 

поляризации оптического фотона. 

Для вычисления величины G(k) , а также вероятности в единицу времени излучения 
или поглощения фотона частоты "'-' необходимо знать волновые функции электрона и 
позитрона и соответствующие значения энергии частиц в атоме позитрония. 
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4.1. Стационарные состояния электрона и позитрона в атоме позитрония 

Операторы (3.3), (3.4) можно применить к задаче о позитронии как связанной си
стеме электрон-позитрон. При этом нерелятивистские члены этих операторов опреде

ляют невозмущенный оператор Гамильтона, а релятивистские члены с точностью до 

1/с2 - тонкую структуру атома позитрония. Невозмущенная задача приводится к за
даче об атоме водорода в нерелятивистской квантовой механике, если воспользоваться 

системой координат, в которой центр инерции позитрония покоится. Тогда невозму

щенное уравнение Шредингера совпадает с уравнением движения электрона в атоме 

водорода, если в нем заменить массу электрона на приведенную массу m/2. Поэтому 
значения энергии атома позитрония вдвое меньше по абсолютной величине соответ

ствующих энергий атома водорода, а радиусы орбит - вдвое больше [13]. 
В отличие от традиционного подхода [13], найдем отдельно волновые функции 

электрона и r10зитрона в атоме позитрония, а также набор квантовых чисел этих частиц. 

Запишем невозмущенный оператор Гамильтона атома позитрония в следующем виде: 

н = НО! + Н02 , 

_ 1 2 е2 

НО! - -2 Рl - 21 1 ' 
т Гl - Г2 

(4.2) 

где Гl, Рl - радиус-вектор и оператор импульса электрона, а Г2, Р2 - то же для пози

трона. 

Вычислим коммутатор [НО1 , Н02]. для этого необходимо использовать следующие 
коммутаторы: 

(4.3) 

где 812 = (Гl - f2)/lfl - Г21. Учитывая, что Рl = -Р2 В атоме позитрония, получим, 
что [Но1 , НО2] = О. Это означает, что мы можем ввести интегралы движения 1i, 11z, 

НО1 для электрона и 1~, 12z, Н02 для позитрона с соответствующим набором квантовых 
чисел 11, m[z, n[ и 12, mъ, n2. Следуя [21], для движения частицы в поле центральной 
симметрии найдем волновые функции и значения энергии электрона: 

Ф~~lml = Rn1l1 (r)Yi1mJE>, ер) , 
1 mе4 

Е =---
nl 2ni 4п2 ' 

(4.4) 

где nl 2: [1 + 1 - главное квантовое число, 1[ - орбитальное квантовое число, m[ -

магнитное квантовое число электрона. Радиальные волновые функции определяются с 

помощью полиномов Лагерра [21] и указывают на то, что радиусы орбит электрона в 
атоме позитрония вдвое больше орбит электрона в атоме водорода. Значения энергии 

Еn1 электрона в четыре раза меньше энергии атома водорода. Аналогичные результаты 
получим и для позитрона в атоме позитрония. 

Энергия атома позитрония, согласно [13], определяется следующей формулой: 

(4.5) 
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а б 

---г----г----- 1 +-----т---

~ too 

-Tl-----', -----.tг---оо 
е 

в г 

е 

Рис. 2. Схемы квантовых переходов в атоме позитрония при поглощении реально

го фотона 

где n - главное квантовое число позитрония. Сравнивая (4.5) с (4.4), получим, что nl = 
n2 = 1 при n = 1, nl = n2 = 2 при n = 2 и т. д. Орбитальные L и магнитные М квантовые 
числа атома позитрон ия MOryт быть выражены через квантовые числа [1 , ml и [2, m2, 

при рассмотрении задачи сложения моментов 11 и 12 электрона и позитрона [21]. При 
этом имеем М = ml + m2 , 

(4.6) 

Это означает, что в атоме позитрония главные квантовые числа позитрония, электро

на и позитрона совпадают, а орбитальные и магнитные квантовые числа MOryт быть 

различными. Так, в состоянии 18 атома позитрония имеем: 

В состоянии 2Р: 

или 

Волновые функции позитрония выражаются в виде суперпозиции простых произведе

ний волновых функций электрона и позитрона с соответствующими коэффициентами 

Клебша-Гордана [20]. 

4.2. Поляризующие поля в атоме позитрония 

На рис. 2 представлены различные схемы квантовых переходов, соответствующих 
- каждому слагаемому в (4.1). Рассмотрим первую схему поглощения оптического фо

тона. В соответствии с разложением общего решения уравнения Дирака (2.2а) име

ем для этой схемы начальное состояние электрона и позитрона с волновой функцией 
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Ф\+)(r/l)Ф\-)*(r/ll ) и энергиями 2E1, где Е1 определяется формулой (4.1). В результа
те взаимодействия электрона и позитрона через поле виртуальных фотонов электрон 

оказывается в промежуточном состоянии l+ с положительной энергией, а позитрон в 
состоянии 2. Затем в результате поглощения реального фотона электрон из состоя

ния [+ переходит в состояние 2. Вторая схема поглощения оптического фотона рис. 26 
отличается от первой. Действительно, вначале происходит переход электрона из состо

яния 1 в состояние l+ под действием реального фотона частоты w. Затем в результате 
е+ е- -взаимодействия через поле виртуальных фотонов электрон и позитрон переходЯТ 

в состояние 2. Схемы квантовых переходов рис. 2в, г аналогичны рассмотренным, од
нако они протекают с участием промежуточных состояний с отрицательной энергией 

hwz_. 
Используя выражение (4.1), запишем в явном виде формулы для векторных по

тенциалов полей в месте расположения электрона и позитрона с радиус-векторами Тl 

и Т2 соответственно. При этом учтем многомодовый характер взаимодействия частиц, 

введя векторы поляризации ek).., частоты Wk и волновые векторы k различных фотонов, 
участвующих в наведении поляризующих полей (л = 1,2 индексы поляризации фото
нов). для этого представим взаимодействие электрона с поляризующим полем A,,(rl, t) 
с помощью оператора U~~l = -(е/mС)Р1Ае, где 

Аналогичным 06разом представим векторный потенциал Ap(r2, t) поляризующе
го поля, действующего на позитрон в атоме позитрония, введя оператор U~)R2 = 
-(е/mС)Р2Ар, где 

Очевидно, что поляризующие поля возникают и при излучении оптических фото

нов. В этом случае в формулах (4.1а), (4.16) следует заменить Wk на -Wk, k на -k и 
оператор Сkл на оператор C~).. рождения фотона моды kл, а также заменить индексы 
1 ~ 2 состояний электрона и позитрона. 
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Формулы (4.1а), (4.1б) позволяют исследовать пространственно-временное поведе

ние полей внутри атома позитрония в зависимости от выбора состояний 1 и 2 электрона 
и позитрона, включая ридберговские состояния. Число фотонных мод, участвующих 

в формировании полей, определяется законом сохранения энергии (2.3). Однако сле
дует отметить, что на ранних стадиях формирования поля закон сохранения не имеет 

б-образный характер, поэтому число фотонных мод может быть значительно увеличено. 

Детальный анализ полей (4.1а), (4.1б) в зависимости от координат и времени требует 

отдельного исследования. 

4.3. Вероятность в единицу времени спонтанного излучения фотона 

Применим формулу (4.1) для спонтанного излучения одного реального фотона. для 
этого сделаем в формуле (4.1) следующие преобразования: UJ --> -UJ и замена индексов 

1;:ё2. В соответствии с законом сохранения (2.3) имеем для перехода 2Р --> 1S: 

3 те4 
hUJ=---

16 п2 

. 
(4.7) 

Длина волны, соответствующая этому переходу, равна л = 2465 А. Время жизни со-
стояния 2Р атома позитрон ия , согласно [9], равно 7 = 3.2 . 10-9 с. Действительно, 
применяя для вычисления времени жизни 7 одночастичные волновые функции атома 

позитрония [10] и значения энергии (4.5), легко получить этот результат. Соответствен
но, вероятность в единицу времени излучения спонтанных фотонов для рассматрива

емого перехода равна W = 7-1 = 0,3125· 109 с- 1 . 
Применим двухчастичные волновые функции позитрония (см. разд. 4.1) для вы

числения величины G(k) и вероятности w. Как видно из (4.1), для этого необходи
мо вычислить матричные элементы оператора импульса электрона или позитрона и 

матричные элементы оператора кулоновского взаимодействия электрона и позитрона, 

учитывая различные промежуточные состояния [±. для этого удобно воспользовать

ся разложением оператора кулоновского взаимодействия в матричных элементах через 

сферические функции Ykq (81, '111) и Ykq (82, '112) [21]: 

(4.8) 

где 81 , '11 1 , 82, '112 - угловые переменные электрона и позитрона, через т < и Т> обо
значены меньший и больший из модулей векторов Г1 и Г2. Следуя методу вычисления 

матричных элементов в атомной спектроскопии [21], получим, что расчет вероятно
сти W оптического перехода на основе формулы (4.1) с применением двухчастичных 
волновых функций дает тот же результат, что и в [9,10]. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Итак, в данной статье дано детальное обоснование физического смысла постоянной 

взаимодействия G(k) в эффективном гамильтониане (2.1). для электрических диполь
ных переходов получена формула (4.1), в которой учтены различные типы е+ е- -взаимо
действия в поле оптических и аннигиляционных фотонов. для других типов квантовых 

переходов с учетом релятивистских членов в операторе ВвI формула (4.1) может быть 
легко обобщена на основе матрицы (2.2) и последующего рассмотрения. 
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В данной статье решена задача о взаимодействии электрона с позитроном, сопро

вождающемся излучением или поглощением мягкого фотона. Такое взаимодействие 

рассматривается как эффект третьего порядка квантовой электродинамики с диаграм

мами рис. 1. Выделим основные свойства этого взаимодействия. 
Составной частью диаграмм рис. 1 является обмен виртуальными мягкими и жест

кими фотонами. В соответствии с этим можно выделить мягкую и жесткую моды 

е+е--взаимодействия, которые описываются операторами B sl • Если излучение (по
глощение) реального фотона отсутствует, то е+е- -взаимодействие является эффектом 
второго порядка квантовой электродинамики. В этом случае в операторах В s l исчезает 

зависимость от промежуточных состояний UJz ± и мягкая мода взаимодействия соответ
ствует оператору В 1 == U(2), где U(2) - оператор Брейта. Жесткая мода взаимодействия 
будет описываться оператором B s (3.4). 

При учете излучения (поглощения) реального фотона в диаграммах рис. 1 обмен 
виртуальными фотонами приводит к возникновению промежуточных состояний, пере

ход в которые не сопровождается законом сохранения энергии. В результате в обобщен

ных операторах В s l возникает зависимость от частот UJz ± промежуточных состояний. 
В атоме позитрония благодаря равенству масс электрона и позитрона удается по

лучить двухчастичные волновые функции атома позитрония. Это позволяет ввести по

нятие поляризующих полей внутри атома позитрония. Мы предполагаем, что понятие 

поляризующих полей является важным в прецизионной оптической и радиоспектро

скопии атома позитрония, а также в квантовой позитронике. 

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований. 

Литература 

1. М. Борн, Э. Вольф, Основы оптики, Наука, Москва (1973). 
2. О. Н. Гадомский, В. Р. Нагибаров, Н. К. Соловаров, ЖЭТФ 63,813 (1972). 
3. О. Н. Гадомский, В. Р. Нагибаров, Н. К. Соловаров, ЖЭТФ 70, 435 (1976). 
4. О. Н. Гадомский, Р. А. Власов, Оптическая эхо-спектроскопия поверхности, Наука и Техника, 

Минск (1990). 
5. О. N. Gadomsky and К. У. Кrutitsky, Quantum and Semiclassical Optics. J. ofthe Europ. Opt. Soc. 

В 9, 343 (1997). 
6. О. Н. Гадомский, К. В. Крутицкий, ЖЭТФ 106, 936 (1994). 
7. О. N. Gadomskyand К. У. Кrutitsky, JOSA В 13, 1679 (1996). 
8. G. W. Р. Drake, Phys. Rev. 5, 1979 (1972). 
9. К. Р. Ziock, С. D. Dermer, R. Н. Howell, and Р. Magnotta, Preprint UCRL-I00160 (1989). 

10. С. D. Dermer and J. С. Weisheit, Phys. Rev. А 40, 5526 (1989). 
11. А. Rich, Rev. Mod. Phys. 53, 127 (1981). 
12. О. Н. Гадомский, ЖЭТФ 110, 1228 (1996). 
13. А. и. Ахиезер, В. Б. Берестецкий, Квантовая электродинамика, Физматгиз, Москва (1959). 
14. Е. М. Лифшиц, ЖЭТФ 18, 562 (1948). 
15. Б. Н. Федюшин, ЖЭТФ 22, 140 (1952). 
16. Г. М. Гарибян, ЖЭТФ 24, 617 (1953). 
17. J. Pirenne, Arch. Sci. Phys. Nat. 29, 207 (1947). 
18. В. Б. Берестецкий, Л. Д. Ландау, ЖЭТФ 19, 673 (1949). 
19. С. S. Chang and Р. Stehle, Phys. Rev. 4, 630 (1971). 
20. О. Н. Гадомский, ТМФ 106, 145 (1996). 
21. И. И. Собельман, Введение в теорию атомных спектров, Физматгиз, Москва (1963). 

488 


