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Изучен процесс маrnипlOro УПОРJЩочения в планарных amиферромanппиыx систе

мах с реШС1Хой Кагоме. Показано, что в таких системах при yчen: взaиuодейC'ПIIIII сле

дующих за ближайшими спинов теплоемкость имеет особенность в температурной точке 

т "1 О. На основе схейлииговоro анализа для конечных систем ИCCJIeдyeтcJI повсщеиие 
термодинамических величин в окpec-rnости фазовоro перехода. УстаиОВReно, чro фазовый 

переход в КРИIИЧеской точке обусломен нарушением днсхрепlOЙ и непрерывной симмет

рий, при которых дальний киpaJIьиый ПОРJЩок И степенной тpalfCJDIЦИОИНЫЙ спиновый 

ПОРJЩок возникают одновременно. Вычислены температуры переход;!. в paздичиые (с тре

мя и дelllflЫO спинами на элементарную ячейку) УПОРJЩочеННЬJe COCIOJIIIИЯ. 

1. ВВFДEНИЕ 

в последнее время фазовые переходы и низкотемпературные свойства соединений, 

имеющих решетку КaroMe, ПРИWIекают БWIЬШое внимание. Вследствие особой reoMeт

рии решетки - треугольники в слое чередуются с шестиугольниками - спиновые сис

темы сильно фрустрированы. С понижением температуры процесс упорядочения про

исходит в них roраздо медленнее по сравнению даже с обычными фрустрированными 

системами. Как известно [1,2], данное обстояТельство оБУСЛОWIено тем фактом, что 
в системах с меньшим, чем, например, в треугольных а.нтиферромamетиках, коорди

национным числом при БWIЬШИХ S возможны не только состояния с нетривиальным 
глобальным вырождением, но и локально вырожденные состояния. В результате при 

взаимодействии между ближайшими спинами фазовый переход в маmитoупорядочен

ное состояние не реализуется ни при каких конечных значениях температуры. Допол

нительные взаимодействия между следующими за ближайшими спинами частично сни

мают вырождение и MOгy:r привести К возникновению фазовоro перехода при отличных 

от нуля температурах [3]. Тем не менее, поскольку эффекты фрустраций все еще имеют 
место, процесс упорядочения и стабилизации структур в отличие от нефрустрированных 

систем замедлен. 

Изинroвские системы с решеткой КaroMe были предметом сравнительно недавних 

исследований. Подобно изинroвским системам с треугольной решеткой в основном 

классическом состоянии энтропия на один спин отлична от нуля (взаимодействие бли

жайших соседей), однако спиновые корреляции при Т = О убывают не по степенному, 
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а по экспоненциальному закону (суперфрустрированные системы [4,5]). Гейзенбер

говские системы с решеткой Кагоме интенсивно исследовались в начале девяностых 

годов. Спектр возбуждений таких систем нулевой во всей магнитной зоне Бриллюэ

на [6]. Квантовые [7] и тепловые [2,3] флуктуации снимают вырождение и отбирают 
состояния с планарной конфигурацией спинов. Меньше исследованы ХУ -системы. 

Известно, что при Т ---. О спины в этой системе становятся менее упорядоченными 

по сравнению с геЙзенберговскими. При этом корреляционная функция ХУ -систем 

аналогична корреляционной функции трехуровневой модели Поттса [8] (Т ---. О), в то 
время как корреляционная длина гейзенберговских систем расходится в пределе нуле

вых температур [2,8]. 
В семействе соединений МFеЗ(ОНМS04)2 (М = НзО, Na, К, Rb, Лg, NH4, Тl, 

РЬ, Hg) с минералогическим названием ярозиты, а также в их хромовом аналоге 

КFеЗ(ОН)6(СГ04)2, магнитные ионы железа Fe3+ образуют решетку Кагоме в с-плос
кости [9-11]. Кристаллическая структура таких соединений гексагональная (простран
ственная группа R3m). Согласно экспериментальным данным взаимодействия между 
ближайшими спинами внутри и между слоями антиферромагнитные [12]. Нейтроногра
фические, мессбауэровские и другие измерения на ярозитах показывают, что в облас

ти низких температур возможно магнитное упорядочение с образованием треугольных 

структур в с-плоскости [11-13]. 
Задача данной работы - исследование фазовых переходов в соединениях типа яро

зитов. Поскольку В подобных соединениях соседние слои с Fe3+ отделены немагнит
ными ионами S, О, К и ОН, межплоскостной обмен значительно меньше внутриплос
костного J1• Кроме того, найдено, что в отдельных веществах, например при М = К, 
спины в слое при магнитном упорядочении перпендикулярны с-оси [12]. Ниже мы 

учтем взаимодействие между ближайшими и следующими за ближайшими спинами, 

расположенными на решетке Кагоме соответственно на расстоянии ~1 и ~2, 

(1) 

и ограничимся изучением систем с ХУ -подобными спинами: 8 i = S(cosBi , siпВд. 

Что касается изинговских систем с решеткой Кагоме, то известно [14], что фазо
вые переходы возможны только при ферромагнитном взаимодействии вторых соседей 

(J2 < О), однако конкретные примеры соединений с изинговскими спинами пока не 
найдены. В отличие от них ХУ -системы имеют непрерывную симметрию в плоскости. 

Кроме того, в отличие от гейзенберговских систем они имеют и дискретную симметрию, 

поскольку задаваемый на каждом элементарном треугольнике киральный параметр [15] 

2 
k = м ([8182] + [828з] + [8з81]) 

3у3 
(2) 

(спины на узлах пронумерованы по часовой стрелке) принимает при Т = О значение 
+ 1 или -1. Эта ситуация напоминает треугольные антиферромагнетики с планарными 
спинами [16,17], но в отличие от них, во-первых, киральный параметр знакопостоя
нен, если J2 > О и, во-вторых, элементарная ячейка на решетке Кагоме имеет не три, 
а девять спинов, если J 2 < О. Мы покажем, что хотя при антиферромагнитном взаи
модействии вторых соседей (J2 > О) процесс упорядочения замедлен по сравнению с 
ферромагнитным взаимодействием (J2 < О), тем не менее в обоих случаях существует 
отличная от нуля критическая температура, при которой трансляционный спиновый и 

киральный порядки возникают одновременно. 
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Рис. 1. Вырожденные основные состояния для j > О (а, б) и j < О (в, г); «+,. и 
«-,. - знаки параметра k на элементарных треугольниках. Жирной линией показа
ны элементарные магнитные ячейки структур с тремя (а) и девятью спинами (в) 

2. ОБЛАСГЬ низких ТЕМПЕРАТУР 

Основное состояние на решетке Кагоме существенно зависит от знака обменного 

взаимодействия J2 между вторыми соседями. При антиферромагнитном обмене, J2 > О, 
оно имеет структуру из трех спинов на элементарную ячейку (рис. lа), а при J2 < О -
структуру из девяти спинов (рис. lв). И в том, и в другом случаях спиновые конфигура

ции непрерывно вырождены относитеЛЬjiО поворотов в плоскости и имеют двукратную 

симметрию. При J2 > О дискретное вырождение характеризуется знакопостоянным k 
(рис. 1 а, б), а при J2 < О значение k меняет знак в соседних элементарных треугольниках 
(рис. lв, г). Переход между двумя эквивалентными состояниями связан с преодолени

ем энергетического барьера, пропорционалъного IJ21. МЫ ожидаем, что в области низ
ких температур соответствующие возбуждения подавлены и систему можно описывать в 

гармоническом приближении. Рассмотрим свойства фаз при низких температурах для 
состояний из трех и девяти спинов на элементарную магнитную ячейку. 

В состоянии с тремя спинами на элементарную ячейку, J2 > О, гамильтониан в 
квадратичном приближении по 'Фk = ('Фkl, 'Фk2, 'ФkЗ) ('ФkOl. - компоненты Фурье откло
нения подрешетки СУ от равновесной структуры) представляется следующим образом: 

(3) 

где элементы 3 х 3-матрицы M k даются в виде 
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(4) 

При малых k для наименьшего собсгвенного значения матрицы M k получаем 

1 2 
Аl = "2(J1 + ЗJ2)k (5) 

(А2 = Аз ~ З(J1 + J2». в низкотемпературной области для энергии Е = (Н), спиновой 
корреляционной функции и киралъного параметра k(T) имеем 

(6) 

(7) 

г.це о и r принадле:ж:ат одной и той же подрешетке, 

(8) 

(9) 

(R - координаты точек дyaJlЪной решетки). 

В состоянии с девятью спинами на элементарную ячейку, J2 < О, наименьшее 

сoбcrвeнное значение матрицы Мь энергия, спиновая корреляционная функция и ки
ралъный параметр k(T) В области низких температур имеют тот же самый ВИД, что и В 
(5)-(9) при замене в них J2 на -2J2• 

Процесс упорядочения планарных СПИНОВ на решетке КaroMe исследовался при 

произ8ОЛЪНЫХ Т методом Монте-Карло. По сравнению с треугольной решеткой число 

спинов на решетке КaroMe на четверть меньше: N = ЗL2 /4, г.це L В наших вычилениях 
менялосъ В интервале от 12 до 48. Теплоемкость и магнитная восприимчивость найде
ны в численных расчетах из флуктуаций соответственно энергии и намагниченности. 

мы вычилили также средний квадрат подрешеточной намагниченности 

(10) 

(N", = з для J2 > О И N", = 9 для J2 < О; М'" - подрешеточная намагниченность), 

параметр k(T) и соответствующую восприимчивость Xk. 
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Рис. 2. Зависимости энергии, теrmоемкости, намагниченности, кирально

го параметра и восприимчивостей Х и Xk от нормированной температуры 

t = Т / J1S 2 при j = 0.5 (а) и j = -0.5 (6). Символы о, О, ь., 'v соответству-
ют L = 12,24,36,48 

Температурные зависимости термодинамических величин при j = ±0.5 (j = J2/ J t ) 

представлены на рис. 2. В области малых Т поведение энергии хорошо описывается 
гармоническим приближением (6) для j = 0.5 и таким же выражением при замене J2 

на -2J2 в (6) для j = -0.5. Отклонение от линейной зависимости возникает, если 

т / J tS 2 > 0.3 на рис. 2а и если Т / J t S 2 > 0.5 на рис. 26. Аналогичным образом в 
соответствии с ожидаемыми соотношениями типа (9) ведет себя в линейной области 
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Рис. з. Температурная зависимость 1/; символами о и • представлены графики соответствен
но для j = 0.5 и j = -0.5 

Рис. 4. Максимум теплоемкости в зависимости от ln L. Символы о и • соответствуют тем 
же значениям З, что и на рис. 3 

параметр k(T). 
Индекс 'fJ(T) для спиновой корреляционной функции может быть определен из раз

мерной зависимости 

(11) 

Мы вычислили параметр 'fJ(T) из наклона асимптотических прямых для функции 

-ln m 2 от InL. Результаты вычислений для разных Т представлены на рис. 3. С ростом 
температуры отклонение от линейной зависимости возникает при тех же значениях Т, 

что и для внутренней энергии. 

з. ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД 

Заметное различие между антиферромагнитными системами с J2 = О И J2 =f О 

проявляется в поведении теплоемкости и восприимчивостей (рис. 2). Так, при J2 =f О 
теплоемкость и киральная восприимчивость имеют пик, который с увеличением раз

мера решетки растет и становится все более острым, а однородная восприимчивость 

Х имеет теперь широкий максимум в определенной температурной области. Размер

ная зависимость высоты пика теплоемкости представлена на рис. 4: логарифмическая 
расходимость связана, очевидно, с фазовым переходом по параметру k. 

Мы ожидаем, что в пределе N -+ 00 поведение k описывается следующим образом 

k2N= [k(N-+0о)]2N + О(N). (12) 
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Рис. 5. а, б - Размерная зависимость k 2 N при различных температурах. Наклоны 
асимптотических прямых - пунктирных линий - дают значение k2 для бесконеч
ной системы. Прямые 1-5 соответствуют t = 0.36, 0.41, 0.46, 0.51, 0.53 при j = 0.5 
(а) и t = 0.52, 0.57, 0.62, 0.67, 0.72 при j = -0.5 (6); в,г - экстраполированные на 

бесконечную систему параметры k в зависимости от нормированной температуры t 
(логарифмическая шкала) при j = 0.5 (в) и j = -0.5 (г). Символы о, ., О соот
ветствуют t c = 0.55, 0.54, 0.53 при j = 0.5 (в) и tc = 0.74, 0.73, 0.72 при j = -0.5 

(г). Пунктирные линии имеют наклон (3 = 0.12 ± 0.01 

Размерная зависимость k2 N от N при j = ±О.5 представлена на рис. 5а, б. Значения 
k(T) для бесконечной системы вычислены из наклона асимптотических прямых (пунк
тирных линий). На основе этих данных на рис. 5в, г построены зависимости функций 

-lnk от -ln(t c - t) при различных пробных значениях t c (= Те/ J1S2). Критическая 
температура tc определена из предположения о степенной зависимости кирального па

раметра: k(t) '" (tc - t)!3. Из рисунков видно: при любом знаке j прямая линия с на
клоном j3 = O.12±O.01 возникает при tc = О.54±О.01, если j = 0.5 и при t c = 0.73±О.ОI, 
если j = -0.5. 

Мы провели также скейлинговый анализ для конечных систем, предполагая, что 

kL!3/ V = F k (It - tcI L1 / V ), 
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Рис. 6. а, б - Графики скейлинговых функций для параметра k выше и ниже Те 
(соответственно кривые 1 и 2) при j = 0.5 (а) и j = -0.5 (6). Символы о, О, /:', 
'v соответствуют L = 12,24,36,48. Пунктирные линии имеют наклон v - (3 = 7/8 
при Т> Те И -(3 = -1/8 при Т < Те; в,г - температурные зависимости пара

метра k для конечных систем (логарифмическая шкала); t e = 0.535 дЛя j = 0.5 (в) 
и t e = 0.726 для j = -0.5 (г). Символы о, О, /:', 'v соответствуют L = 12,24,36,48. 

Пунктирные линии имеют наклон (3 = 1/8 

где Fk - скейлинговая функция [18]. Ниже t e (13) должно сводиться к соотношению 
k ,...., (tе - t)!3 в пределе L --+ 00, так что для Fk имеем 

(14) 

при х --+ 00. в то же время выше t e параметр k должен быть пропорциональным 
1/т,...., l/L, так что в этом случае 

(15) 

при х --+ 00. Наилучшие значения te , fЗ и 11, полученные из условий, что данные для 

различных размеров решетки лежат на одной кривой (рис. 6а, б) и предельные соот

ношения (14) и (15) выполняются, выражаются следующим образом: t c = 0.535 при 
j = 0.5 и t c = 0.726 при j = -0.5, а fЗ = 1/8 и 11 = 1 независимо от знака j. Как видно, 
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Рис. 7. Графики скейлинговых функций для киралъной восприимчивости выше Те 

при j = 0.5 (а) и j = -0.5 (6). Символы о, О, /:;, 'V соответствуют L = 12,24,36,48. 
Пунктирные прямые имеют наклон -, = -7/4 

вычисленные значения для температур перехода и критических индексов из рис. 6а, б 

хорошо согласуются с аналогичными значениями, вычисленными из рис. 58, г. 

для найденных значений t e = 0.535 (j = 0.5) и t e = 0.726 (j = -0.5) мы пред
ставили также зависимость -lnk от -ln(te - t) при различных значениях L (рис. 68, 
г). Вблизи температуры перехода данные численных вычислений отклоняются от пря

мой - пунктирной линии - из-за конечных L. В области, где данные для различных 
размеров решетки лежат на общей прямой, линии соответствуют, как и в предыдущих 

вычислениях, наклону f3 = 1/8. 
Скейлинговый анализ киральной восприимчивости Xk проведен выше Те на основе 

соотношения 

(16) 

Очевидно, что скейлинговая функция Fx(X) при х -+ 00 дается в виде 

(17) 

поскольку в термодинамическом пределе L -+ 00 должно быть tXk rv It - tel-')'. Значе
ния I и v выбирались из условия, что численные данные для решеток с различными 
L лежат на одной и той же кривой, и что предельное соотношение (17) выполняется. 
Наилучшее совпадение при t e = 0.535 для случая j = 0.5 и t c = 0.726 для j = -0.5 
получено при выборе v = 1 и I = 7/4 (рис. 7а, 6). 

Таким образом, представленные выше результаты показывают, что независимо от 

знака j (а следовательно, и от количества спинов на элементарную ячейку) критиче-
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Рис. 8. Пространственная зависимость корреляционной функции g(r) при L = 48. 
Символы ь., 8, О соответствуют t = 0,519,0.542,0.565 и наклону пунктирных линий 

ТJ"Y = 0.18,1/4,0.5 (а) и t = 0.664,0.733,0.804 и ТJ"Y = 0.12,1/4,0.45 (6) 
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Рис. 9. Фазовая диаграмма в плоско

сти t c - j для планарных антиферромаг
нитных систем с решеткой Кагоме 

ское поведение при фазовом переходе описывается критическими индексами двумер

ных изинговских систем. Данное обстоятельство не является случайным и обусловлено 

симметрией систем относительно изменения знака k. 
для определения температуры фазового перехода Березинского-Костерлитца

Таулеса удобно изучать корреляционную функцию 

(18) 

позволяющую выделить вклад от непрерывных флуктуаций при Т ниже температуры 

изинговского перехода и правильно определить фазовый переход, если он происходит 

при более высокой, чем переход по дискретным переменным, температуре. На рис. 8 
представлен график степенного поведения g(r) для j = ±0.5 при различных темпе
ратурах. Используя критерий Березинского-Костерлитца-Таулеса 'Г/ху(Твкт) = 1/4, 
мы нашли, что фазовый переход с нарушением непрерывной симметрии реализует

ся при tBKT = 0.542 ± 0.003 для j = 0.5 и tBKT = 0.733 ± 0.003 для j = -0.5, где 
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tBKT = Твкт / JS2. В пределах точности вычислений tBKT совпадает с t e , так что фа
зовый переход в системе реализуется в единственной температурной точке инезависимо 

от знака j (= ±0.5). Отметим, что такое же значение tBKT в пределах точности вычис

лений дает поведение 'ГJ в (8). В этом случае при 'ГJ = 1/4 имеем tBKT = 0.537±0.002 для 
j = 0.5 и tBKT = 0.729 ± 0.003 для j = -0.5. Аналогичные вычисления при других, не 
слишком близких к нулю, значений j также показывают, что оба перехода происходят 
одновременно. Фазовая диаграмма t c - j представлена на рис. 9. Окрестность точки 
j = О, где можно ожидать два фазовых перехода, по-видимому, весьма мала и требует 
более точных вычислений и больших затрат компьютерного времени. 

В КFеЗ(ОН)6(SО4)2 магнитная восприимчивость Х имеет широкий максимум при 

Те = 60 К [10]; обменные взаимодействия J\ и J2 - антиферромагнитные, причем из

вестно, что J2 на порядок меньше J\. Приj = 0.1 следует, что t e = 0.22. Таким образом, 
обменное взаимодействие между ближайшими ионами Ре3+ со спинами S = 5/2 можно 
ожидать равным 44 К. 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

в работе исследованы магнитные свойства планарных антиферромагнитных систем 

с решеткой Кагоме. Показано, что с учетом обменных взаимодействий между следую

щими за ближайшими спинами в системе реализуется фазовый переход при отличных 

от нуля температурах. В низкотемпературной фазе по параметру k существует даль
ний порядок, а корреляционные функции убывают по степенному закону. Из скей

лингового анализа для конечных систем найдено, что k обращается в нуль при той же 
температуре, при которой киральная восприимчивость Xk расходится, а их поведение 
хорошо описывается критическими индексами двумерных изинговских систем. Пока

зано, что температура перехода типа Березинского-Костерлитца-Таулесса и температу

ра изинговского перехода в пределах точности вычислений совпадают. Мы ожидаем, 

что полученные результаты могут быть использованы при более детальных эксперимен

тальных исследованиях соединений типа ярозитов. Отметим, что в реальных системах 

со слабым межплоскостным взаимодействием существует узкая, но конечная темпера

турная область, где критическое поведение имеет трехмерный характер. Однако, как 

свидетельствуют многочисленные экспериментальные данные, например, для слоисто

го ХУ -ферромагнетика Rb2CrC4 [19], изинговского антиферромагнетика К2СОР4 [20], 
треугольного антиферромагнетика VCl2 [21] и других магнетиках [22], вне этой области 
поведение двумерное, хотя в системе и существует трехмерный дальний порядок. 

В заключение отметим также, что в изингоподобных гейзенберговских антиферро

магнетиках, где вследствие искажения 120-градусной структуры существует отличный 

от нуля магнитный момент на каждом элементарном треугольнике решетки Кагоме, с 

понижением температуры возможен фазовый переход с нарушением дискретной и не

прерывной симметрий [23]. Поэтому мы ожидаем, что поведение таких систем будет 
во многом похоже на поведение рассмотренных здесь планарных (ХУ) антиферромаг

нитных систем. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Красноярского краевого фонда на

уки (проект 6РОО61). 
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