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В рамках уравнения Дирака-Паули получено точное уравнение движения спина час­

тиц со спином 1/2 и аномальным магнитным моментом в постоянном и однородном маг­
нитном поле. Найдены точные формулы для угловой скорости их вращения по круговым 

орбитам и для поворота спина частиц относительно импульса. Выведено квантовомеха­

ническое уравнение движения частиц в сильном магнитном поле. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

к настоящему времени известно ограниченное число точных решений уравнений 

Дирака и Дирака-Паули [1], учитывающих наличие у частиц аномального магнитно­
го момента. Наиболее полно эти решения представлены в монографии [2]. Почти все 
ранее полученные точные решения заключались в нахождении уровней энергии и вол­

новых функций частиц со спином 1/2 во внешнем поле. Такие задачи решались как в 
представлении Дирака, так и в представлении Фолди-Ваутхаузена (ФВ) [3]. 

Отличительной особенностью представления ФВ является квазидиагональный вид 

оператора Гамильтона, что приводит к разделению уравнений для двух спиноров. По­

этому для полного описания состояния частиц в представлении ФВ достаточно одного 

из спиноров. Существенно, что в представлении ФВ операторы имеют четный вид, и, 

следовательно, нет необходимости в выделении их четной части. Особая роль предста­

вления ФВ заключается еще и в том, что операторам, заданным именно в этом пред­

ставлении (например, операторам координаты r и импульса р) могут быть сопоставле­
ны соответствующие классические величины, в то время как в результате унитарных 

преобразований к другим представлениям, в том числе к представлению Дирака, вид 

данных операторов может существенно измениться [3]. 
Однако нахождение точных выражений для оператора Гамильтона в представлении 

ФВ наталкивается на значительные трудности, и такие выражения наЙдены лишь для 

нескольких случаев [4-7]. К числу точно решаемых в представлении ФВ задач отно­
сится и задача о частице с аномальным магнитным моментом J.L' в однородном маг­
нитном поле произвольной напряженности [6,7]. Точное уравнение движения спина 
для более частного случая дираковской частицы (J.L' = О) в однородном магнитном поле 

бьmо наЙдено в работе Кейса [4]. В последующих работах для исследования движения 
спина частицы в сильном магнитном поле исполъзовалось представление Дирака [8,9]. 
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В этом представлении был обнаружен и эффект зависимости величины аномального 

магнитного момента от напряженности поля (динамическая природа аномального маг­

нитного момента) [10]. Однако описание поляризации в представлении ФВ имеет свое 
преимущество - более простой вид оператора поляризации. 

В настоящей работе получено точное уравнение движения спина частиц с аномаль­

ным магнитным моментом в однородном магнитном поле, базирующееся на уравнении 

Дирака-Паули в представлении Фолди-Ваутхаузена. Путем сравнения движения частиц 

и их спина проведено точное описание движения частиц, а также обусловленного ано­

мальным магнитным моментом поворота спина относительно импульса. 

В работе используется релятивистская система единиц h = с = 1. 

2. ОПИСАНИЕ ПОЛЯРИЗАЦИИ В ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФОЛДИ-ВАУГХАУ3ЕНА 

Описание поляризационных эффектов в представлении ФВ упрощается благода­

ря тому обстоятельству, что оператор поляризации в этом представлении сводится к 

матрице П = (З'J:. [11,12], где 

'J:.=(l10) 
О (1 , 

(1 - матрица Паули, о, ±1 обозначают соответствующие матрицы 2 х 2. Если для опи­
сания состояния частицы используется только один из спиноров, то оператором по­

ляризации в этом случае является (1. В представлении Дирака оператор поляризации 

частиц определяется более громоздким выражением (см. [9,11-16]). 
Операторное уравнение движения спина находится путем вычисления коммутатора 

оператора Гамильтона 71 с оператором поляризации: 

~~ = i [71, П]. (1) 

Поскольку абсолютная величина вектора поляризации не меняется со временем, 

уравнение (1) представимо в виде 

dП 1 dt = '2 ( [ШI] - [00]) , ( 
IJ)' О) n = о IJ)" , (2) 

где n, IJ)' ,IJ)" - операторы угловой скорости прецессии спина для биспинора ч' = ( ~ ) 
и спиноров 'lj; И ( соответственно. Оператор n квазидиагонален вследствие разделения 
уравнений для двух спиноров. Отметим, что оператор dП/ dt эрмитов. 

Существует определенный произвол при определении оператора '1 из уравнения 
(2). В частности, вид этого уравнения не меняется при преобразовании вида 

'1 -+ '1' = n + AG('J:.G), (3) 

где А - скалярный оператор, [A,'J:.] = [А, '1] = о, G - постоянный вектор. 

Оператор '1 можно использовать для строгого квантовомеханического описания 
движения спина [17], поскольку средние значения проекций этого оператора 
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(Qi) = J 'PtQi'PdV, i=x,y,z, (4) 

определяют углы поворота спина Фi вокруг осей i: (Qi) = dФi/dt. Практически, ко­
нечно, удобнее использовать только верхний спинор, и Toг~a (4) приобретает вид 

(5) 

причем здесь функции 'Ф нормированы на единицу. 

3. ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА В ПРЕДСТАВЛЕНИИ ФОЛДИ-ВАYfXAУЗЕНА 

для частицы с аномальным магнитным моментом в постоянном и однородном маг­

нитном поле энергетический спектр и собственные волновые функции бьmи впервые 

найдены для представления Дирака [18]. Эта же задача успешно решалась и в предста­
влении ФВ [6,7]. Путем унитарного преобразования оператор Гамильтона преобразу­
ется к виду [7] 

7( = fЗV1ГI + m 2 - еЕН -,.L'ПН + cxzpz ,. CX z = (~z (То), (6) 

где р == -i\l и 1г = p-еА - операторы импульса и кинетического импульса, А - вектор­

ный потенциал внешнего поля, который для однородного поля может быть представлен 

в виде А = [Нг]/2. 

Предполагается, что магнитное поле направлено вдоль оси z. Гамильтониан 7( 
не вполне диагонален, поскольку матрица CX z недиагональна. Однако он диагонален 

для случая поперечного движения частицы, когда собственное значение оператора pz 
равно нулю. Поскольку aA/az = О, оператор pz коммутирует с 7(, и рассмотрение 
указанного частного случая является вполне корректным. Случай поперечного движе­

ния частицы представляет наибольший практический интерес, а при ее произвольном 

движении всегда существует система отсчета, в которой 1г z 'Р = pz'P = о. В этом случае 
1Г..L = 1Г, оператор Гамильтона диагонален и имеет вид 

7( = f3V1Г 2 + m 2 - еЕН - /L'ПН. (7) 

Диагональность гамильтониана указывает на его соответствие представлению ФВ. 

Гамильтониан (7) можно получить и другим способом - путем умножения уравнения 

Дирака-Паули для частицы в магнитном поле 

[,I'JrI' - т + /L'EH] 'Р = О, 1ГI' = РI' - eAI" 

слева на оператор ,I'Jr l' +m + /L'EH. Таким путем, аналогичным использованному в [19], 
можно привести данное уравнение к форме, квадратичной по оператору ~ == i(a/at), 
а затем про извести операторное извлечение квадратного корня. 

При использовании приближения слабого поля (lelH « m 2) гамильтониан (7) со­
ответствует найденному Сатторпом и де Гроотом [20] (см. также [21]), а при /L' = 0-
гамильтониану дираковской частицы, полученному в работе Кейса [4]. Собственная 

волновая функция 'Р гамильтониана(7), в отличие от дираковской волновой функции, 

является собственной функцией оператора Пz (см. [19]). Приведенные аргументы под­
тверждают, что уравнение (7) определяет оператор Гамильтона в представлении ФВ. 
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4. ТОЧНОЕ КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ СПИНА 

Точное уравнение движения спина дираковских частиц в постоянном и однородном 

магнитном поле бьmо впервые получено Кейсом [4]1): 

dI:. ,..----­
dt =/3(Е+-Е_)[I:.Н]/Н, Е±=V1Г 2 +m2 ±еН. (8) 

Использование оператора I:. вместо П для описания поляризации частиц возможно 
вследствие коммутации матриц /3 и I:.. Угловая скорость прецессии спина дираковских 
частиц определяется формулой 

(9) 

Аналогично можно найти уравнение движения спина для частиц с аномальным маг­

нитным моментом. Линеаризуя выражение (7) для гамильтониана способом, указан­
ным в [22], и вычисляя коммутатор гамильтониана с оператором поляризации, находим, 
что точное операторное уравнение движения спина имеет вид (2), где оператор угловой 
скорости прецессии определяется соотношением 

(10) 

Оператор а коммутирует с гамильтонианом (7), и его собственные значения в ста­
ционарных состояниях равны 

а = -/3 [ ( Jm2 + (2n + 1)lelH + еН - Jm2 + (2n + l)lelH - еН) ~ + 2/-t'] Н. (11) 

в рамках уравнения Дирака-Паули формула (11) дает точное выражение для часто­
ты прецессии (и, следовательно, углов поворота) спина частиц со спином 1/2 в силь­
ном магнитном поле. Формулы (10), (11) являются обобщением уравнения Баргман­
на-Мишеля-Телегди (БМТ) [23] на случай учета эффектов сильного поля. 

Как бьmо отмечено в разд. 2, к оператору а можно добавить слагаемое вида AG(I:.G), 
не изменяющее вида уравнения движения спина. При G = Н наличие такого слагае­

мого может создать иллюзию зависимости угловой скорости прецессии спина от знака 

проекции спина на направление магнитного поля, поскольку оператор I:.H = "r,zH ком­

мутирует с гамильтонианом. В действительности, однако, основной характеристикой 

движения спина является уравнение движения спина, т. е. выражение для оператора 

dП/ dt, а не для определяемого неоднозначно оператора о. Отсюда можно сделать вы­
вод, что среднее значение оператора а, вычисляемое по формулам (2), (4), определя­
ет среднюю скорость поворота спина в том и только том случае, когда этот оператор 

коммутирует с I:., П и, следовательно, не содержит спиновых матриц. В противном слу­
чае при переходе к квазиклассическому приближению путем усреднения операторов в 

уравнении движения спина (2) оператор а в соответствии с этим уравнением нельзя 

1) Следует отметить, что формула (8), как и другие формулы этого раздела, является точной в том 
смысле, что она эквивалентна исходному уравнению Дирака. Однако сами уравнения Дирака и 

Дирака-Паули, полученные в одночастичном приближении, не дают исчерпывающего описания 

состояния частицы. Они, в частности, не учитывают радиационных поправок. 
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рассматривать как действующий непосредственно на волновую функцию 'Р, и для него 

формула (4) становится неприменимоЙ. Поэтому только определяемый соотношени­
ями (10), (11) оператор N, коммутирующий с 1: и П, позволяет найти выражение для 
средней угловой скорости вращения спина. 

5. ТОЧНОЕ КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦЫ 

Исследование движения частицы является более сложной задачей по сравнению 

с исследованием движения спина вследствие некоммутации оператора угловой скоро­

сти вращения частицы по окружности в магнитном поле и оператора кинетического 

импульса. В [16] было найдено уравнение движения для скалярной частицы в магнит­
ном поле, решаемое методом последовательных приближений, а в [20] - уравнение для 

частицы со спином 1/2 в приближении слабого поля. Покажем, что возможно точное 
квантовомеханическое описание движения частицы со спином 1/2, базирующееся на 
сравнении движения частицы и спина. 

Оператор угловой скорости U) естественно определить с помощью уравнения, ана­

логичного (2): 

(12) 

Однако U) не является оператором, среднее значение которого характеризует угловую 

скорость вращательного движения частицы. Поскольку операторы 11" и U) не коммутиру­

ют, при переходе к квазиклассическому приближению путем усреднения операторов U) 

нельзя рассматривать как оператор, действующий непосредственно на волновую функ­

цию 'Р. Поэтому (U)i) 1- dФi/dt, где Фi - углы поворота вектора импульса вокруг осей 
i = х, У, z. Следовательно, хотя уравнения типа (12), разумеется, адекватно описывают 
движение частицы в пределах той точности, с которой они получены, однако сами по 

себе они не дают выражений для угловой скорости ее движения. В то же время при 

движении частицы в постоянном и однородном магнитном поле ее угловая скорость 

имеет фиксированное значение, что доказывается следующими аргументами. Опера­

тор Гамильтона (7) удобно представить в виде 

Здесь .7(1 - дираковский гамильтониан. Он коммутирует с оператором П1l" = /31:11", 
поскольку /31: = 1:/3, а также с оператором 111"1 = #. Учитывая соотношение П1l" = 
= п".11I"1, находим, что 

и для дираковских частиц сохраняется проекция оператора поляризации на направле­

ние кинетического импульса П".. Этот результат был ранее получен в [13,16] путем 
использования представления Дирака. Сохранение проекции оператора поляризации 

на направление кинетического импульса приводит к точному совпадению угловых ско­

ростей вращения дираковской частицы по круговой орбите и прецессии ее спина. 
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Введем оператор угловой скорости вращательного движения о, среднее значенне 

которого, в отличие от оператора 1.1.1, адекватно отражает реальное движение частицы 

«(Oi) = dФi/dt). Из предыдущего изложения следует, что 0== nD. Поскольку 

уравнение движения частицы с аномальным магнитным моментом не отличается от 

уравнения движения дираковской частицы. Поэтому оператор о дЛЯ такой частицы 

определяется следующим точным выражением: 

(14) 

Поворот спина относительно вектора импульса характеризуется разностью угловых 

скоростей прецессии спина частицы n и ее орбитального движения о. Точное выраже­
ние для этой величины можно найти из формул (10), (14): 

n - о = -2,вр,'Н. (15) 

6. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦЫ В СИЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

Хотя в предьщущем разделе бьmо проведено точное описание движения частицы с 

аномальным магнитным моментом в однородном магнитном поле путем введения опе­

ратора о, представляет интерес нахождение уравнения движения частицы в сильном 

магнитном поле. Построение теории эффектов сильного поля требует выхода за рамки 

уравнения Дирака-Паули. Однако для корректного расчета поправок, вносимых такими 

эффектами в уравнения движения частицы и спина, необходимо вначале вывести дан­

Hыe уравнения из уравнения Дирака-Паули. Поэтому в данном разделе будет найдено 

уравнение движения частицы, базирующееся на уравнении Дирака-Паули и справед­

ливое с точностью до членов порядка Н4 • Получение точного уравнения не представля­
ется возможным в связи с некоммутацией оператора 1г с 1Г2 И оператором кинетической 
энергии Е = V1Г2 + m 2: 

[Е,1Г] =f о. 

Уравнение движения частицы, записанное для оператора кинетического импульса 

1Г, имеет вид (12). Покажем, что выражение для 1.1.1 не меняется при нахождении уравне­

ний движения для других операторов: единичного оператора в направлении движения 

1 ( 1 1 ) 2 j1Гj' 1г + 1г j1Гj' 

или оператора скорости, который можно записать в виде 

v = ~ (~1Г + 1Г~) . 
2 Е Е 

453 



А. Я. Силенко ЖЭТФ, 1998, 114, вьm. 2(8) 

Это обусловлено коммутацией операторов 111"1 и f с гамильтонианом .7(, а также, как 
будет показано ниже, с оператором~. для любого коммутирующего с .7(, ~ оператора 
А находим 

~ (A1I") = iA[.7(,1I"] = ~A([~1I"] - [11"~]) = ~([~A1I"] - [A1I"~]), 

где ~ определяется уравнением (12). Аналогичное соотношение нетрудно получить и 
для величины d (11" А) / dt, что позволяет доказать сделанное утверждение. 

Нетрудно найти точные соотношения, позволяющие выразить коммутатор двух 

произвольных операторов А и В через коммутатор операторов А2 и В 2): 

(16) 

_ 1 {-I 2 } 1 [ _1] [А,В] - 4 А , [А ,В] + - 4 [А, [А,В]],А , (17) 

где А- 1 == l/A, { ... , ... }+ - антикоммутатор. 
Формула (17) позволяет найти величину [А, В] мещдом последовательных прибли­

жений, если коммутатор операторов по порядку величины мал по сравнению с их про­

изведением. В первом приближении 

Поскольку [А, {A-1,C}+] = A-1[A2,C]A-1 для любого оператора С, то 

[А В] - !{А- 1 С} - ~ [A- 1[A2 С]А- 1 A-1] -, - 4 ' + 16 ' , -

- !{А- 1 С} - ~A-2{A-I [А2 [А2 С]]} А-2 
-4 ' + 64 ", + , (18) 

Использование соотношений (16)-(18) позволяет определить оператор ~ с точно­
стью до членов порядка Н4 • Введем обозначение ..;;1 = ";11"2 + т2 - е1:Н. Тогда для 
гамильтониана (7) [.7(,11"] = ,8[..;;1,11"]. Входящие в уравнение (18) коммутаторы равны 

с помощью формул (12), (16)-(19) находим уравнение движения частицы: 

d1l" _ е {-I } 1 з 2 -2 {-1 } -2 dt - -(32 ..;;1 , [H1I"] + + g{3e H..;;I ,;;1, [H1I"] +..;;1 . 

с точностью до двойного коммутатора, имеющего порядок величины H S , 

В соответствии с формулами (12), (20) выражение для оператора ~ имеет вид 

2) Подобный метод исследования бьm применен в [16]. 
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IIJ = -{3- 1 - -- н е ( е2Н2) 
..fII 4..f114 • 

(21) 

Поправки к уравнениям (20), (21) имеют порядок величины н5 • Следовательно, 
соотношения (20), (21) дают уравнение движения частицы и угловую скорость ее орби­
тального движения с точностью до членов порядка Н4 включительно. Отметим, что эти 
соотношения демонстрируют справедливость сделанного выше предположения о том, 

что оператор IIJ коммутирует с операторами 111'1 = ViГi и Е. 
Нетрудно показать, что для дираковских частиц уравнения движения частицы и ее 

спина имеют одинаковую структуру. Коммутаторы, соответствующие (19), равны 

В результате приближенное (с точностью до членов порядка Н4 включительно) 
уравнение движения спина дираковских частиц можно представить в виде 

(22) 

Полная аналогия уравнений (20) и (22) подтверждает вывод о совпадении угловых 
скоростей орбитального движения дираковской частицы и прецессии ее спина. Урав­

нение (22) можно преобразовать к виду, согласующемуся с точным уравнением (8). 

7. ОБСYJIЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И ВЫВОДЫ 

В настоящей работе проведено точное квантовомеханическое описание движения 

частиц со спином 1/2, обладающих аномальным магнитным моментом, и движения 
спина в однородном магнитном поле. Поскольку использовалось уравнение Дирака­

Паули в представлении Фолди-Ваутхаузена, возникает вопрос о виде найденных урав­

нений при переходе к другим представлениям. Из общих положений теории представле­

ний следует, что в этом случае операторы подвергаются унитарному преобразованию, 

а вид уравнений не меняется. Легко видеть, однако, что при наличии внешнего поля 

такое преобразование приводит к изменению вида не только операторов поляризации 

О и координат х, у, Z, но и операторов импульса р == -i'V и кинетического импульса 
11' = Р - еА. Поэтому, в частности, зависимость уравнения движения спина в представ­

лении Дирака от оператора 11" = И- 111'И (И - оператор унитарного преобразования) 
будет точно такой, как зависимость этого же уравнения в представлении ФВ от опера­

тора 11'. Однако эти два уравнения будут различным образом зависеть от оператора 11'. 
В результате возникает иллюзия изменения характера движения спина или даже воз­

никновения новых эффектов. 

Известно, что представление ФВ является выделенным, поскольку в этом пред­

ставлении операторы имеют четный вид и могут быть сопоставлены соответствующим 

классическим величинам. Другие представления таким свойством не обладают. Полу­

ченное в настоящей работе уравнение движения спина ~ однородном магнитном поле 

может быть преобразовано к представлению Дирака путем использования оператора 

унитарного преобразования, найденного для данного случая в [7]. 
Важное практическое значение имеет точное квантовомеханическое описание дви­

жения спина частицы относительно ее импульса в сильном магнитном поле. Поскольку 
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частица движется по окружности, можно сравнивать угловые скорости вращения час­

тицы и ее спина, разность которых определяет поворот спина относительно импульса. 

для дираковских частиц такое движение не происходит (QD = о), а поворот спина 
относительно импульса имеет место только для частиц с аномальным магнитным мо­

ментом. С помощью формул (4), (15) можно точно определить угол поворота. Так, если 
в начальный момент времени пучок частиц поляризован вдоль направления импульса, 

то через время t вектор поляризации пучка составит с направлением импульса угол (), 
равный 

(23) 

Разумеется, следует учитывать, что формулы (15), (23) являются точными только 
в рамках уравнения Дирака-Паули. Как известно, учет эффектов сильного поля да­

ет поправки как к аномальному магнитному моменту электрона, так и к уравнению 

Дирака-Паули (см. [9])., Существуют также радиационные поправки к уравнению дви­
жения спина, позволяющие учесть затухание [16]. Экспериментальное обнаружение 

наличия поправок к формулам (10), (15), (23) однозначно указало бы на выход за рам­
ки уравнения Дирака-ПаулиЗ), а определение величины этих поправок позволило бы 
установить степень соответствия данных теории и эксперимента. 

Согласно методу точных решений, сформулированному в [9,13,15], точные реше­
ния уравнений Дирака или Дирака-Паули рассматриваются в качестве нулевого при­

ближения, а поправки к ним рассчитываются по теории возмущений при выходе за 

рамки одночастичного подхода. Это позволяет использовать полученные результаты 

при необходимости более полного учета эффектов сильного поля. 
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