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Предложено обобщение теории локализации Волльхардта-Вёльфле, позволяю

щее исследовать пространственно-временную дисперсию кинетических коэффициен

тов d-мерной неупорядоченной системы в низкочастотной и длинноволновой области 

('" «: ~ F, q «: kF)· Показано, что критическое поведение обобщенного коэффициен
та диффузии D(q, "') в окрестности перехода Андерсона согласуется с общим критерием 
локализации Березинского-Горькова. А именно, на металлической стороне перехода ста

тический коэффициент диффузии D(q, О) обращается в нуль на общем для всех q пороге 
подвижности лс : D(q, О) сх t = (лс - л)/лс -+ О, где л = 1/(27r~ Fr) - безразмерная 
константа связи. В диэлектрической фазе также независимо от q =j О D( q, "') сх -iw при 
w -+ о. В этих пределах масштаб пространственной дисперсии D(q, "') убывает сх t в ме
таллической и сх ",е (~ - длина локализации) в диэлектрической фазах до тех пор, пока 
не достигнет своего нижнего предела", лF. Подавление пространственной дисперсии 

D(q, "') в окрестности перехода Андерсона вплоть до атомных масштабов обосновыва
ет асимптотическую справедливость приближения Волльхардта-Вёльфле D(q, "') ~ D(w) 
при Itl -+ О и w -+ о. В противоположность этому масштаб простр~нственной дисперсии 
электропроводности в диэлектрической фазе имеет порядок длины локализации и расхо

дится сх щ-v при Itl -+ о. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Проблема перехода Андерсона [1] является одной из центральных в теории неупо
рядоченных систем (см. обзоры [2-6]). Успехи, достигнутые в этой области исследо
ваний, во многом связаны с развитием самосогласованной теории локализации. Пер

воначально предложенная Волльхардтом и Вельфле [7, 8] для низкоразмерных систем 
(d :::; 2) она в дальнейшем была распространена на системы с произвольной размер
ностью d [9,10]. Эта теория использует хорошо разработанный аппарат усредненных 
функций Грина [11, § 39]. Самосогласованный подход Волльхардта и Вёльфле опирает
ся на привлекательную физическую идею о природе явления локализации [12] и дает 
удачную интерполяционную схему вычисления кинетических коэффициентов неупо

рядоченных систем, работающую от предела классической кинетической теории до ан

дерсоновского диэлектрика. Основные выводы теории Волльхардта-Вёльфле согласу

ются с результатами теоретико-полевого [13] и скейлингового [3] подходов к проблеме 
андерсоновской локализации. Не менее важно и то, что она допускает обобщения, на

правленные на учет различных механизмов рассеяния электронов, влияния внешних 
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полей и других физических факторов (см., например, обзор [5]). 
Все это делает самосогласованную теорию локализации чрезвычайно полезной с 

практической точки зрения. Однако она содержит ряд существенных недостатков, ко

торые нередко вызывают сомнения в достоверности ее выводов. Подробный анализ 

трудностей теории Волльхардта-Вёльфле сделан в обзоре [4] (см. также [14]). Неко

торые из них обсуждаются ниже, здесь же мы остановимся на проблемах, возникаю

щих в результате игнорирования пространственной дисперсии коэффициента диффу

зии. Дело в том, что основное уравнение теории Волльхардта-Вёльфле устанавливает 

интегральную связь между локальным D(w) = D(q = О, w) и обобщенным D(q, w) коэф
фициентами диффузии. Следуя [7,8], эту трудность обходят, полагая D(q, w) := D(w), 
что фактически является не контролируемым приближением. 

До недавнего времени пространственная дисперсия кинетических коэффициентов 

вблизи перехода Андерсона практически не исследовалась [5]. Качественные оценки q
зависимости D(q, О), сделанные на основе скейлинговых соображений [3], приводят к 
противоречивым выводам и фактически разрушают структуру самосогласованной тео

рии локализации. Включение в лагранжиан (]'-модели слагаемых с высшими степенями 

(> 2) градиентов (что соответствует учету пространственной дисперсии коэффициента 
диффузии) ведет к их аномальному росту при масштабных преобразованиях [15], т. е. к 
неустойчивости ренормгруппы. Приближения, сделанные при выводе основных урав

нений теории Волльхардта-Вёльфле [7-9], также не позволяют последовательно учесть 
в ее рамках пространственную дисперсию кинетических коэффициентов [5]. 

Впервые эта проблема серьезно обсуждалась в [14], где бьm сделан вывод о том, что 
в достаточно малой окрестности перехода Андерсона пространственная дисперсия ко

эффициента диффузии становится несущественной на масштабах q <х 1 / ~ (~ - длина 

локализации), а ее наличие при q <х kp (kp - импульс Ферми) не влияет на кри

тическое поведение D(q,w), предсказываемое самосогласованной теорией локализа
ции [9,10]. Фактически это означает, что в критической области (Itl --+ о, w --+ О) тео

рия Волльхардта-Вёльфле становится асимптотически точной. Симметрийный анализ 

перехода Андерсона [14] обладает большой общностью, однако получаемые в его рам
ках количественные результаты1 относительно поведения D(q, w) в критической области 
справедливы лишь асимптотически при w --+ О. 

Недавно нами бьmо предложено обобщение самосогласованной теории локализа

ции [16], позволяющее последовательным образом учесть пространственно-временную 
дисперсию коэффициента диффузии носителей заряда двумерной неупорядоченной си

стемы при конечных значениях частоты и волнового числа в области w « ~ р, q « k p 

(~p - энергия Ферми). Результаты этой работы подтверждают на микроскопическом 
уровне основные выводы, полученные в [14] до некоторой степени феноменологическим 
образом. В частности, показано, что благодаря подавлению пространственной диспе

рсии D(q,w) в режиме локализации подстановка Волльхардта-Вёльфле D(q,w):= D(w) 
становится справедливой, но лишь в области WT « (l/О2(>\р/l)ljЗ « 1 (l = VpT -

длина свободного пробега). Таким образом, для корректных расчетов D(w) в широком 
диапазоне частот необходим последовательный учет q-зависимости обобщенного коэф

фициента диффузии. В качестве одного из возможных методов решения этой задачи 

мы предлагаем обобщение на неупорядоченные системы с произвольной размерностью 

d подхода, развитого в [16] для случая d = 2. 
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2. ПОСГАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим d-мерный вырожденный идеальный газ бесспиновых электронов, ис

пытывающих упругое рассеяние на неподвижных примесях с концентрацией n[, рас
пределенных в образце по закону Пуассона. Одноэлектронный гамильтониан задачи 

имеет вид 

р2 
Н = 2 + L U(г - R). 

m R 
(1) 

Здесь U(г- R) - потенциал изолированной примеси, локализованной в точке R. Ниже 
он предполагается короткодействующим и аппроксимируется б-образным потенциалом 

U(г) = Uоб(г). Это является хорошим приближением при выполнении условия То « 
Ap,l, где То - радиус действия потенциала U(г), Ар - длина волны де Бройля, 1 -
длина свободного пробега электрона на уровне Ферми. Кроме того, мы предполагаем, 

что рассеяние электрона на изолированной примеси является слабым и для вычисления 

его амплитуды достаточно первого борновского приближения. 

Рассматриваемая система в среднем пространственно однородна, поэтому усред

ненная одноэлектронная функция Грина диагональна в импульсном представлении: 

(2) 

Здесь R±(~) = (~-H ±iб)-l (б -+ +0) - резольвента гамильтониана (1), скобки ( ... )[ 
обозначают усреднение по распределению примесей, ~:= (~) - электронная собственно
энергетическая часть, определяющая возмущение одночастичных уровней ~p = р2/2т 
в случайном поле примесеЙ. 

Информацию о кинетических свойствах системы в низкочастотном и длинновол

новом пределах (Ц) « ~ р, q « k р) содержит двухчастичная функция Грина 

(3) 

(Р± = p±q/2, ~± = ~ ±Ц) /2), связанная простыми соотношениями с корреляционными 
функциями типа плотность-плотность (диффузионный пропагатор) и плотность-ток: 

1 1 
P(q'W)=-2- L 'Ррр,(q,w)= . + 2D( )' 

1Гnр рр' -и.,.; q q, ц) 

_ 1 qp . 
Pj(q,w) - -2 - L - <ppp,(q,w), 

1Гnр рр' m 

~ q 
q= -, 

q 

(4) 

где Пр - плотность состояний на уровне Ферми, D(q, Ц)) - обобщенный коэффициент 

диффузии. Корреляционные функции (4) удовлетворяют уравнению непрерывности 

wP(q,w) - qPj(q,w) = i + О (;р) , (5) 

которое представляет собой одну из математических формулировок закона сохранения 

числа частиц. 
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Используя уравнения (4), (5), нетрудно получить следующее определение обобщен
ного коэффициента диффузии: 

D( ) = ~ Pj(q,lJJ) 
q, IJJ Р() , q q, IJJ 

(6) 

связанного с электропроводностью (т( q, IJJ) следующим соотношением [17]: 

_ 2 D(q, IJJ) 
cr(q, IJJ) - е Пр 1 _ (q2/ilJJ)D(q, IJJ)' (7) 

Его отличие от обычного соотношения Эйнштейна cr(lJJ) = e2n p D(IJJ) обусловлено тем, 
что в случае пространственно-неоднородного неравновесного состояния полный про

дольный ток, определяемый обобщенным законом Ома j(q,lJJ) = cr(q, IJJ)E(q, IJJ), явля
ется суммой дрейфового и диффузионного токов j = jdrift + jdif f. Действительно, 
продольное электрическое поле E(q, IJJ) наряду с дрейфовым током возбуждает в систе
ме отличный от нуля градиент концентрации заряженных частиц и, как следствие, ток 

диффузионной природы jdiff = (q2 /iw)D(q, w)j. 
С помощью соотношения 

дGр(q,IJJ)Ф(р,q,w) = L <ppp,(q,lJJ) (8) 
р' 

определим функцию релаксации плотности Ф(р, q, w), удовлетворяющую уравнению пе
реноса 

которое нетрудно получить из уравнения Бете-Солпитера [7-9] для <Ррр' (q, IJJ) (3). Здесь 
введены следующие обозначения: 

Собственно-энергетическая часть !;t('if) и ядро интегрального уравнения (9) Upp'(q,lJJ) 
(неприводимая вершина) связаны тождеством Уорда [7-9] 

д~(q,lJJ) = L Upp,(q, lJJ)дGр,(q, IJJ). (11) 
р' 

Это соотношение играет важную роль в дальнейших вычислениях. В частности, благо

даря ему уравнение переноса (9) удовлетворяет закону сохранения числа частиц. Дей
ствительно, умножив (9) на дGр(q, IJJ), просуммируем его по р, учитывая тождество Уор
да (11) и свойство симметрии неприводимой вершины Uрр' (q, w) = UР'р( q, w). В результа
те получим уравнение непрерывности (5), связывающее корреляционные функции (4). 

В приближении самосогласованной теории локализации [7-9] неприводимая вер
шина Uрр' (q, w) имеет следующий вид: 

w 1 
Upp,(q,lJJ) = W + - . , 

То -21JJ + (р + p/)2D(lp + p/I,IJJ) 
(12) 
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где W = щUJ, То = 1/(27ГnFW) - затравочное время релаксации (время жизни) элек
трона на уровне Ферми, D(q,VJ) - точный, зависящий от волнового числа и часто

ты коэффициент диффузии. Диффузионный полюс во втором слагаемом (12) ведет к 
расходимости вероятности упругого (VJ --+ О) рассеяния назад (р --+ -р'), что являет

ся физической причиной локализации носителей заряда в неупорядоченных системах 

[12]. Как показано в [14], сингулярная структура (12) является следствием симметрии 
рассматриваемой системы относительно обращения времени, и точное выражение для 

Upp,(q,VJ) может отличаться от (12) лишь плавно зависящими от р,р' и q факторами в 
первом и втором слагаемых. Однако учет этих множителей не меняет критического по

ведения коэффициента диффузии вблизи перехода Андерсона [14], поэтому ниже мы 
будем пользоваться приближением (12). 

Наличие диффузионного полюса типа (12) в неприводимой вершине Upp/(q,VJ) 
должно, на первый взгляд, привести к расходимости в правой части тождества Уорда 

(11): д~(q, VJ) сх 1/VJ в диэлектрической фазе или д~(q, О) сх 1/ltl в статическом режиме 
вблизи порога подвижности Ас на металлической стороне перехода. Это противоречит 

общепринятой точке зрения, согласно которой усредненная одночастичная функция 

Грина, как функция энергии 7f и частоты VJ сохраняет свои аналитические свойства 
при переходе металл-диэлектрик [2]. Этот парадокс был разрешен в работе [14], где по
казано, что в правой части тождества Уорда (11) происходит сокращение расходимостей 
типа 1/ VJ или 1/ Itl вследствие приближенной (с точностью до слагаемых соответственно 
O(VJ) и O(ltl» ортогональности сингулярной части Upp'(q,VJ) к дGр(q,VJ). Приближение 
Волльхардта-Вёльфле (12) этому условию не удовлетворяет и, следовательно, нарушает 
тождество Уорда (11). Возникающие в связи с этим трудности подробно анализируют
ся в обзоре [4]. С учетом сказанного тождество Уорда (11) в дальнейшем используется 
как формальное соотношение, связывающее между собой одно- и двухчастичные харак

теристики рассматриваемой системы, а электронная собственно-энергетическая часть 

:r.~ (7f) а priori предполагается аналитической функцией своих аргументов. При таком 
подходе время жизни Т = 1/(2 Im:r..,-(7f» следует рассматривать как параметр теории, 
вообще говоря, отличающийся от затравочного То. Однако, следуя сложившейся тра

диции [5,9,10], мы будем отождествлять Т и ТО, поскольку это качественно не изменяет 
получаемых ниже результатов. 

з. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА 

Рассматриваемая система в среднем изотропна, следовательно, функция релакса

ции Ф(р, q, VJ) (8) зависит от модулей своих векторных аргументов р = Ipl, q = Iql и 
угла между ними (J = рч. Поэтому ее удобно представить в виде разложения в ряд по 
полиномам Гегенбауэра [18, § 10.9] 

( ) _ ~ Ао (р )C(d-2)/2( В) ф p,q,VJ - ~ тФ" ,q,VJ n COS, 
n=о n 

1 

Фn(р,q,VJ) = ~o /(1- x2)(d-З)/2С~d-2)/2(х)Ф(р,q,VJ)dх, х = cos(J, 

-1 

715 

(13) 



с. r. Новокшонов, А. Г. Грошев ЖЭТФ, 1998, 114, выn. 2(8) 

где Аn - нормировочный коэффициент. Система полиномов Гегенбауэра служит есте

ственным ортогональным базисом для разложения функций, зависящих от полярного 

углаВ (х = cosB) в d-мерной сферической системе координат. Приd = 3 выражение (13) 
совпадает с используемым в трехмерном пространстве разложением по полиномам Ле

жандра Рn(х), а при d -+ 2 оно переходит в разложение функции релаксации в ряд 
Фурье по cos(nB) [16]1) 

В определении (8) явно выделена Б-образная особенность двухчастичной функции 
Грина (3) при Р ::: kp (q« kp ). Поэтому коэффициенты разложения (13) представля
ют собой функции, достаточно слабо зависящие от Р в интервале Ip - kpl < 1/l. Это 
позволяет приб~енно перейти от интегрального уравнения переноса (9) к системе ли
нейных алгебраических уравнений относительно фn = фn(kр , q, UJ). для этого умножим 
(9) на с~d-2)/\х)дGр(q,UJ)/(27rnр) и после подстановки вместо Ф(р,q,UJ) ее разложения 
(13) просуммируем результат по р, учитывая рекуррентные соотношения для полиномов 
Гегенбауэра. Воспользовавшись Б-образным свойством множителя дGр(q,UJ), вынесем 

из под знаков сумм все плавно зависящие от р функции. В результате получим следу

ющую систему уравнений для коэффициентов ряда (13) (n 2: 1): 

1 qkp 
UJФо - -- --Фl = 1 

d-2 т ' 
(14) 

(i) qkp [ n+d-3 n + 11 ~ 
\UJ+:;: фn- т 2n+d-2Фn- l + 2n+d-2Фn+1J + ~Мnn,(q,UJ)Фn' =0. 

Все регулярные при UJ -+ О, q -+ о коэффициенты этой системы вычислены в нулевом 

порядке по параметрам малости q/kp и UJ/~p, например, д1:p(q,UJ) ::: д1:р(О, О) = i/r. 
Элементы матрицы функций памяти Mnn'(q,UJ) имеют вид 

Mnn,(q,UJ) = 
= _~ :0 LС~d-2)j2(х)дGр(q,UJ)Uрр,(q,UJ)ДGр,(q,UJ)с~~-2)/2(х'), '~(15) 

JrZnp n' рр' 

где х = cos(pq), х' = COS(p'q). 
При выводе системы уравнений (14), (15) учтено, что вследствие тождества Уор

да (11) Mon(q,UJ) и Mno(q,UJ) (n 2: О) сокращаются с соответствующими матричными 
элементами Д~(q,UJ). В частности, благодаря этому первое из уравнений (14) эквива
лентно уравнению непрерывности (5). Соответственно, первые два коэффициента из 

последовательности {Фn(kр , q, UJ)} с точностью до слагаемых O(q/kp) совпадают с кор
реляционными функциями (4), а именно 

Фо(kр, q,UJ)::: -iР(q,UJ), (16) 

учитывя явный вид полинома Гегенбауэра C~d-2)/2(x) = (d - 2)х, а также равен
ство Ао/А1 = d/(d - 2)2, нетрудно проверить, что Mll(q, UJ) (15) совпадает с известным 

1) Начиная с этого момента размерность пространства d формально может рассматриваться как 
непрерывно меияющийся вещественный параметр. Область его значений ограничивается неравен

ством d > 1, которое вытекает из условия интегрируемости весовой функции w(x) = (1- х2)(d-З)/2 
системы полиномов Гегенбауэра (см. [18, § 10.9]). 
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выражением для ядра релаксации тока [7-9]. Поэтому, ограничиваясь в разложении 

(13) двумя первыми слагаемыми (n = О, 1) и учитывая соотношения (16), мы получим 
из (14), (15) замкнутую систему уравнений теории Волльхардта-Вёльфле [7-9]. Как по
казано в [16], такое приближение позволяет вычислять кинетические коэффициенты 
лишь без учета их пространственной дисперсии. В противном случае необходимо ре

шать бесконечную систему уравнений (14). Это можно сделать в длинноволновом пре
деле, поскольку при q ~ kp для матрицы функций памяти (15) достаточно ограничиться 
линейным по q/kp приближением, в котором она трехдиагональна: 

(17) 

Приближенное вычисление коэффициентов ~n(w) И Лn(w) в области низких частот, 

w ~ ~ р, и больших длин волн, q ~ kp, можно найти в Приложении. 
В отличие от регулярных коэффициентов системы уравнений (14), вычисляемых 

в нулевом порядке по малым параметрам w/~p и q/kp, здесь учитываются недиаго
нальные элементы Мn,n±1 сх q/kp . Дело в том, что при w ~ О в диэлектрической фазе 
или при Itl ~ о на металлической стороне перехода Андерсона в статическом режиме 
сингулярные части Мn,n±1 растут и в соответствующих пределах начинают преобладать 
над слагаемыми в квадратных скобках второго уравнения системы (14). Сингулярно
сти, обусловленные диффузионным полюсом (12), присутствуют и в остальных элемен
тах матрицы функций памяти. Тем не менее в длинноволновом пределе главную роль 

играет именно выделенная в (17) ее трехдиагональная часть. Действительно, продол
жая разложение (15) по степеням q/kF , можно убедиться в справедливости следующей 

оценки: 

I Mn,n±k(Q,W) I сх (!L) k-I ~ 1. 
Mn,n±l(q,W) kp 

(18) 

После подстановки (17) в (14) бесконечная система уравнений относительно коэффи
циентов фn становится трехдиагональной. Ее формально точное решение можно по

лучить, используя аппарат бесконечных цепных дробей [19]. В действительности нам 
достаточно найти отношение коэффициентов ФI/ФО, через которое с помощью урав
нений (6) и (16) выражается обобщенный коэффициент диффузии. для этого, вводя 
обозначение Уn = Фn+l/Фn, перепишем второе уравнение системы (14) в виде 

У. _ iql[l- (-l)n- 1 Лn_l(w)](n+d-3)/(2n+d-2) 
n-l - -1-iwr-(-l)n~n(w)+iql[l-(-1)nЛn(w)]Уn(n + 1)/(2n+d-2) 

(19) 

Это соотношение задает рекуррентный процесс, позволяющий представить D(q, w) сх уа 
в виде 

Do 
D(q,w) = 1 . +~()K(q,w), 

- ~wr 1 w 
(20) 

где D o = v}r / d - кла<;:сический коэффициент диффузии d-мерной системы. Про
странственная дисперсия обобщенного коэффициента диффузии D(q, w) (20) полно-
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стью определяется бесконечной цепной дробью 

к (q, u;) = --=-::;-:--:--;;--

1 + Ri(u;)q2 

1 + R~(u;)q2 
1 + ... 

R 2 ( )= (n+l)(n+d-2) [2[1- (-1)nлn (u;)]2 
n u; (2n+d- 2)(2n +d) [l-iu;т- (-l)n~n(u;)][l-iu;т- (_l)n+l~n+l (u;)]. 

(21) 

Обратим внимание на то, что при d = 1 имеем K(q,u;) == 1, т.е. в рассматрива

емом здесь приближении q-зависимость коэффициента диффузии одномерной неупо

рядоченной системы существенна лишь на атомных масштабах (qЛF ~ 1)2). Соглас
но этому замечанию нелокальность коэффициента диффузии на больших масштабах 
(qЛF « 1) может проявляться только в системах с размерностью d > 1. В этом слу
чае область справедливости уравнений (20), (21) ограничивается условием сходимости 
цепной дроби K(q, u;). Согласно признаку Ворпицкого [19, с.107] она стремится к ко
нечному пределу, если для всех n > ПО :::: 1 выполняется условие qIRn(u;)1 ::; 1/2. 
Поскольку при n -+ 00 сингулярные коэффициенты l~n(U;)1 -+ О, IЛn(u;)1 -+ О, оно 
эквивалентно неравенству ql/11 - iU;TI < 1. 

4. КРИТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ В ОКРЕСТНОСТИ ПЕРЕХОДА АНДЕРСОНА 

Бесконечная цепная дробь (20), (21), коэффициенты которой определяются соот
ношениями (П.1), (П.З), представляет собой нелинейное интегральное уравнение отно

сительно D(q,u;). Подстановка (П.4) вместо (П.З) дает первую итерацию обобщенного 
коэфф'Ициента диффузии с D(u;) = D«iu;/ Ь)1/2, u;) В качестве начального условия. Эта 
вспомогательная величина удовлетворяет самосогласованному уравнению, которое по

лучается из (20), если в его правой части положить q2 = iu; / Ь. в интересующей нас 
критЙ~еской области (u; -+ О, Itl-+ О) K(u;) = K«iu;/D)l/2,u;) ~ 1, поэтому 

- Do 
D(u;) = 1 (). + ~1 u; 

(22) 

Таким образом, поведение D(u;) и, следовательно, D(q,u;) вблизи перехода Андерсона 
определяется одним параметром ~1(U;) (П.7), пропорциональным ядру релаксации то

ka [7-9]. для наших целей достаточно использовать его низкочастотную асимптотику: 

где 

( Jr)d-2 (d) (4 -d) Cd (d) (5 -d) Cd ="2 Г"2 г -2- , K d = J1ТГ "2 г -2- . 

2) Вследствие волнового характера квантовомеханических законов движения AF является нижней 
границей для радиуса нелокальности, определяющего пространственную дисперсию кинетических 

коэффициентов. 

718 



ЖЭТФ, 1998, 114, выn. 2(8) Пространственно-временная дисперсия . .. 

В общем случае для вычисления первоro слагаемого в (23) необходимо численное 
интегрирование (П.1) с (П.4) при w = о. Лишь в системах с близкой к d = 2 размерно
стью порог подвижности, определяемый из уравнения fd(Л) = 1, удовлетворяет условию 
слабой связи (лс «: 1). В этой области значений л и d для fd(Л) справедлива простая 
аналитическая аппроксимация: 

4 d (7Г )d-l 
fd(Л) = - - -л , 

7г d-2 2 
л «: 1, d -+ 2 + . (24) 

Вычисленное с помощью (22) и (24) значение порога подвижности 

л = ~ (!!.. d - 2) l/(d-l) 

с 7г 4 d ' 
d -+ 2+ (25) 

отличается от известного результата Волльхардта и Вёльфле (см. уравнение (38) в [9]) 
несущественным множителем 2(d-З)/(d-l). Зависимость лс от размерности пространства 
d, полученная численным решением уравнения fd(Лс ) = 1, количественно согласуется 
с (25) во всей области 2 < d < 4 (относительное отклонение составляет не более 15-
20%), а при d -+ 2 стремится к (25) асимптотически. Такое соответствие можно считать 
вполне удовлетворительным. для анализа критического поведения кинетических коэф

фициентов достаточно разложить fd(Л) в ряд Тейлора в окрестности ЛС и ограничиться 
линейным по t = (лс-л)/ лс приближением. Это при водит к хорошо известным [6, 9,10] 
асимптотикам: 

_ { (_iWT)1/(1+2v) w ~ Wc (металл-диэлектрик), 
D(w) 15; сх: t w «: W c , t > О (металл), 

-iwe w «: wc , t < О (диэлектрик), 

(26) 

где WcT = Itl1+2v , 1/ - критический индекс длины локализации ~ сх: Itl-V , 1/ = 1/(d - 2) 
при 2 < d < 4 и 1/ = 1/2 при d > 4. Подробный анализ критического поведения 

коэффициента диффузии D(w) можно найти в [9] (см. также обзоры [4-6]). 
Перейдем к обсуждению пространственной дисперсии кинетических коэффициен

тов в критической области. для этого аппроксимируем цепную дробь K(q,VJ) (21), об
рывая ее на первом этаже. В результате получим следующее выражение для обобщен

ного коэффициента диффузии: 

D(w) 
D(q,w) = 1 + Ri(w)q2' (27) 

справедливое при IR1(w)ql «: 1, где R1(w) - радиус нелокальности, задающий масштаб 

пространственной дисперсии D(q,w), определен в (21). Критическое поведение обоб
щенного коэффициента диффузии (27) определяется не зависящим от q параметром 
D(w) (26). Поэтому одновременно при всех q liЩ.;-+о D(q, w) = О в диэлектрической 
фазе и limt-+o D(q, о) = О в металлической. Этот результат, впервые полученный в [14] 
на основе симметрийного подхода к проблеме перехода Андерсона, согласуется с кри

терием локализации Березинского-Горькова [20]. 
Рассмотрим изменение радиуса нелокальности R1(w) обобщенного коэффициента 

диффузии при переходе от классического проводника к андерсоновскому диэлектрику. 
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Вдали от перехода Андерсона в металлической фазе ILlj(w)1 ~ ILl2(W)1 « 1, IAj(w)1 « 1 
и, следовательно, R j (w) сх: [ ~ ЛF имеет порядок длины свободного пробега или длины 
диффузии [D = .../DOT = [/y(j. 

Поведение радиуса нелокальности D(q, w) в окрестности перехода Андерсона зави
сит от соотношения между сингулярными параметрами Lln(w) и An(w). В критической 
области фl -+ О, w -+ О) Llj(W) ~ Ll2(W) ~ Do/ D(w) (lDo/ D(w)1 ~ 1), что должно вести 
к подавлению пространственной дисперсии D(q, w) в соответствующих пределах до тех 
пор, пока одновременно IRj(w)1 ~ ЛF и IAj(w)1 « 1. Непосредственно из (21) и оценки 
(см. (П.8» IAj(w)1 сх: лkIDо/D(w)1 (k = 3 при d = 3, k = 4 при d = 2 и d = 4) следует, 
что оба этих неравенства выполняются лишь при достаточно слабом беспорядке, когда 

л « ID{w)/ Dol « 1. В этом случае справедлива асимптотика, полученная в [16] для 
двумерной неупорядоченной системы, 

R2( ) = _ 2(d -1) [2 (D(w»)2 
j w d(d + 2) Do 

(28) 

Согласно (28) и (26), в скейлинговом режиме (w ~ wc ) нелокальность обобщенного 

коэффициента диффузии одинакова в металлической и диэлектрической фазах. При 

переходе в критическую область (w «wc , Itl -+ О) одновременно с подавлением про

странственной дисперсии D( q, w) происходит качественное изменение ее характера в 
металлической фазе (Ri(w) < О) по сравнению с диэлектрической (Ri(w) > О). Но 
во всех случаях масштаб q-зависимости обобщенного коэффициента диффузии (28) в 
соответствии с предложенной в [16] физической интерпретацией определяется перенор
мированной длиной диффузии [D(W) сх: nD(w)/Dol. 

В трехмерной системе константа связи на пороге подвижности (25) равна Ас :::::: 0.32, 
что соответствует значению [ :::::: 0.16ЛF. При такой степени беспорядка радиус нело
кальности Rj(w), определяемый уравнениями (28), (26), по абсолютной величине ста
новится заведомо меньше ЛF. Как отмечалось в конце предыдущего параграфа, в этих 

условиях масштаб пространственной дисперсии обобщенного коэффициента диффузии 

достигает своего нижнего предельного значения IR j (w) I сх: ЛF, определяемого волновым 
характером квантовомеханических законов движения. То есть окрестность перехода Ан

дерсона оказывается за пределами области справедливости асимптотик (28), (26). Тем 
не менее предсказываемые ими аномалии пространственной дисперсии D(q, w) могут 
наблюдаться в сильно анизотропных (квазидвумерных) неупорядоченных системах, в 

которых порог подвижности находится в области слабого беспорядка лс « 1 [21]. 
В отличие от D(q,w) электропроводность a(q,w) (7) и связанная с ней продольная 

диэлектрическая проницаемость c;(q, w) = 1 + 41Гiа(q, w)/w обнаруживают гораздо более 
сильные аномалии пространственной дисперсии, обусловленные наличием в (7) диф
фузионного полюса. Действительно, после подстановки (27) в (7) нетрудно убедиться 
в том, что в окрестности перехода Андерсона IRj (w)1 2 « ID(w)/iwl и, следовательно, 

_ q~TD(w) c;(q,w)-l+ _ ., 
-iw + q2D(w) 

(29) 

где qF~ = (41Ге2nF)-j/2 - радиус экранирования Ферми-Томаса. ~ 
Выражение (29) обычно используется в качестве исходного [22] при анализе диэлек

трических и оптических свойств неупорядоченных систем. Полученные выше резуль

таты показывают, что независимо от соотношения между w и q2ID(w)1 оно справедливо, 
I 
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благодаря подавлению пространственной дисперсии обобщенного коэффициента диф

фузии в условиях андерсоновской локализации. Подстановка (26) в (29) дает известные 
асимптотики для диэлектрической проницаемости [4,22]. В частности, в критической 
области (UJ «UJc , Itl -+ О) на диэлектрической стороне перехода 

(30) 

где Dhop - прыжковый коэффициент диффузии. В пределе UJ -+ О (30) стремится к 
.::(q, О) = 1 + q}T / q2, т. е. в андерсоновском диэлектрике статическое электрическое поле 
экранируется, как в обычном металле [4]. 

При конечных частотах в достаточно малой окрестности перехода Андерсона UJe ~ 
~ IDhoPI и вкладом прыжкового переноса в (30) можно пренебречь. В этом случае экра
нирование электрических полей имеет место лишь на расстояниях, малых по сравнению 

с длиной локализации, т. е. при q~ ~ 1 (что эквивалентно UJ « q2 ID(UJ)i). в проти
воположном пределе, q~ « 1 (UJ ~ q2ID(UJ)I), (30) стремится к .::(0, О) = 1 + q}Te -
статической диэлектрической проницаемости газа нейтральных атомов с концентраци

ей е2n F / ~ и поляризуемостъю е. Другими словами, длинноволновое низкочастотное 
(q~ « 1, UJ « UJc) внешнее поле Eext индуцирует в андерсоновском диэлектрике поле 
Е = Eext /.::(0, О), которое с приближением к порогу подвижности убывает ос 1/.::(0, О) ос' 
It1 211 до тех пор, пока не достигнет минимального значения f'V (q/qFT)2Eext. Связан
ные с этой аномалией гигантские значения .::(0, О) на диэлектрической стороне перехода 
металл-диэлектрик наблюдались, например, в Si:P [23]. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в рамках самосогласованной теории локализации оказывается воз

можным последовательный учет пространственной дисперсии кинетических коэффи

циентов. Это имеет принципиальное значение, поскольку полное игнорирование не

локальности коэффициента диффузии в уравнении самосогласования (20) является не
контролируемым приближением. Вследствие этого теория Волльхардта-Вёльфле [7-9], 
строго говоря, справедлива лишь асимптотически при UJ -+ О [14]. Полученные в данной 
работе результаты открывают возможность количественного анализа частотной зависи

мости кинетических коэффициентов в окрестности перехода Андерсона при конечных 

частотах, удовлетворяющих условию UJ« 'l' р. Эта проблема возникает, например, при 
учете межэлектронного взаимодействия в рамках самосогласованной теории локализа

ции [5,24,25]. 
Характер пространственной дисперсии D(q, UJ) В условиях андерсоновской локали

зации существенно зависит от размерности d неупорядоченной системы. При d = 3 
порог подвижности находится в области сильной связи (лс ~ 0.32) и определяемый со
отношением (28) радиус нелокальности R\(UJ) < ЛF. Другими словами, в окрестности 
перехода Андерсона в широком диапазоне частот нелокальностъ коэффициента диф

фузии трехмерной системы существенна лишь на атомных масштабах. Следовательно, 

пренебрежение пространственной дисперсией в уравнении самосогласования (25) явля
ется обоснованным. Иначе обстоит дело в низкоразмерных системах, в которых условия 

локализации выполняются в области слабой связи (л « 1). Как показано в [16], при 
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d = 2 пространственной дисперсией D(q, UJ) В уравнении самосогласования можно пре

небречь лишь в пределе низких частот UJT « (lj~)2лl/З « 1. В противном случае даже 
для вычисления D(q = O,UJ) = D(UJ) необходимо численное решение интегрального по 
q уравнения типа (20). 

В заключение авторы благодарят А:с J<.. Аржникова за стимулирующие дискуссии, 
М. В. Садовского и Э. З. Кучинского за РМ полезных замечаний, сделанных при об
суждении результатов данной работы. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Вычисление элементов матрицы функций памяти 

Вклад первого слагаемого (12) в матричный элемент Mnn,(q,UJ) (15) несингулярен 
и имеет порядок O«qjkp)n+n') (n,n' ?: 1), поэтому им можно пренебречь. для вычис
ления сингулярной части матрицы функций памяти разложим второе слагаемое (12) в 
ряд типа (13) по полиномам Гегенбауэра, зависящим от cos,)" где')' = рр' -угол рассея
ния. Выберем в d-мерной сферической системе. координат полярную ось параллельной 

вектору q. Тогда cos')' = cos () cos ()' + cos р sin () sin ()', где р - угол между плоскостями, 

проходящими через пары векторов р, q и р', q, соответственно, () = pq и ()' = м'. Вос
пользовавшись теоремой сложения [26, § 16.3, (20)], после несложных преобразований 
получим 

00 00 00 

- i " l! 1 f d-l f 'd-l , 
Mnn,(q,UJ) - - 1Г(d-2)'Т~ L....J r(l+d-2) (21Г)d р dp р dp х 

1=0 О О 

Х P1(P, p')(nl~Gp(q, UJ)ll} (ll~Gp' (q, UJ)ln'), (П.1) 

где матричные элементы разности одночастичных функций Грина определяются соот

ношением 

(nl~Gp(q, UJ)ll) = 

1 

= 2 .1 А /(1 - x2)<d-З)/2с~d-2)/2(Х)Сl(d-2)/2(х)~Gр(q,UJ)dх, 
1Г2nр 1 

-1 

а коэффициенты разложения (13) диффузионного пропагатора-

х = cos')'. 

(П.2) 

(П.3) 

В пространстве с размерностью d ~ 3 подынтегральное выражение (П.3) имеет не
интегрируемую сингулярность при UJ -t О И Р -t -р'. Поэтому, предполагая, что в 
низкочастотном пределе основной вклад в (П.3) вносит окрестность диффузионного 

полюса, приближенно заменим коэффициент диффузии D(lp + р' 1, UJ) его значением в 
полюсе D(UJ) = D«iUJjD)I/2,UJ) [16], после чего Рn(р,р') С помощью табличного инте
грала [26,§ 16.3(17)] выражается через функцию Лежандра второго рода [27, гл. 3] 

, - v 1г . - z - (d-3)/2 ( 1)n 2 г;; {d 3} (2 1) (d-З)/4 
Рn(р,р):::: 2pp'D(UJ) r«d-2)j2) ехр -21Г-2- --4- Qn+(d-3)/2(Z)' (П.4) 
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зависящую от параметра z = (-iw + (р2 + p'2)D(w»/(2pp'D(w». Таким образом, (ПА) 
определяет низкочастотную асимптотику Рn(р, р') при d :::; 3. Например, в двумерной 
неупорядоченной системе она справедлива при выполнении неравенства ID(w)/ Dоl З «: 
«: Лр/l [16]. В системах с размерностью d > 3 сингулярность диффузионного пропа
гатора в (П.3) компенсируется множителем (1 - х2 )(d-З)/2, происходящим от якобиана 
d-мерной сферической системы координат. Интеграл (П.3) остается сходящимся при 

z ---+ 1, тем не менее при достаточно низких частотах, w «: k}ID(w)l, основной вклад в 
него по-прежнему вносится малой окрестностью диффузионного полюса. При w ---+ О 

в металлическом режиме (Ь(О) =f О) это условие выполняется автоматически, а в ди
электрическом (D(w) сх -iwe) - при выполнении неравенства kp~ ~ 1. 

Главный вклад в интегралы (П.1) вносит окрестность уровня Ферми Ip- kpl :::; l/l, 
внутри которой при w «: k}ID(w)1 параметр Izl ~ 1. В этом случае, используя выра
жение Qt(z) через гипергеометрическую функцию (см. [27 § 3.2 (38)]), нетрудно найти 
следующую асимптотику для (ПА): 

Р ( ') (_1)n 2у'7ГГ«5 - d) /2) 
n р,р ~ - / х 

2pp'D(w) r«d-2) 2) 

_1_ [r«d - 1)/2) _ Г(n + d - 2) (Z2 _ 1) (d-З)/2] 
Х d _ 3 Г«5 _ d)/2) n! 4 ' (П.5) 

справедливую в окрестности In2(1 - z2)1 «: 1 точки z = 1. Это неравенство означает, 
что с помощью (П.5) можно получить аналитические оценки коэффициентов Мnn' (q, w) 
лишь при n < kpl. При больших значениях n асимптотика (П.5) нарушается уже внутри 
существенного интервала интегрирования Ip - k р I ~ 1/ 1 и вычисление (П.1) становится 
возможным лишь численными методами. 

Разлагая матричные элементы одночастичных функций Грина (П.2) в ряд по сте

пеням pq/m и ограничиваясь линейным по q приближением 

(nl~Gpll) = 
1 { qp [n+d-3 n+1 10ilG} 

= 21Гinр бn,I~G - 2т 2n+d_2бп,l+1+ 2n+d_2 бn,l-lJ да ' (П.6) 

где ~a ~ 2a/[(~ - ~p)2 + а2], а = 1Г~ Fл, мы получим трехдиагональную длинно
волновую асимптотику матрицы функций памяти (17). Учитывая б-образное свойство 
диагональной части (П.6), один из интегралов в (П.l) можно снять. Оставшиеся инте

гралы после подстановки (ПА), (П.5) вычисляются аналитически. 

После громоздких преобразований коэффициент ~n(w) В (17) можно представить в 
виде (л «: 1) 

( d) (4-d) 2 Do ~ (W)=1ГdГ - Г - Л-_-Х 
n 2 2 D(w) 

1 [(1Г )d-З (3-d 4-d. 5-d. ) n!r(d-2). (d-2)] 
Х 3-d"2Л F -2-' -2-' -2-' l-у - Г(n+d_2)SlП 1Г-2- , (П.7) 

где у = -4d'iwт Do/ Ь, Р(а, Ь; с; z) - гипергеометрическая функция Гаусса [27, гл. 2]. 
При d = 2 сингулярная часть (П.7) совпадает с выражением для ~ из [16]. Аналогично 
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можно получить выражение для 

_7r2 зDо n!Г(d-l) (d-l) (5-cf\ (d-l) 
An (UJ)-2"d>" D(UJ)Г(n+d-l)Г -2- г -2--)сОS -2-t , (П.8) 

также справедливое при Л « 1, cos t = -(1 + 7r2 >..2)-1/2. 
Используя формулы аналитического продолжения для гипергеометрической ФУНК

цИИ [27,§2.10(1»), нетрудно получить из (П.7) асимптотики (23), (24). 
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