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Дано теоретическое описание закономерностей генерации гармоник rpeющего излу­

чения в плазме, определяющихся его поляризацией. Установлена яркая аномалия поляри­

зации гармоник при малой степени круговой поляризации накачки. Установлено возра­

стание зффективности генерации гармоник. Обсуждено явление изменения поляризации 

накачки при ее обратном тормозном поглощении. 

@1998 

1. Интерес к генерации высоких гармоник лазерного излучения заметно возрос в 
связи с переходом к импульсам фемтосекундного диапазона, упростившим получение 

сильных лазерных полей [1-3]. Подобная генерация открывает возможность создания 
компактных источников жесткого когерентного ультрафиолетового и рентгеновского 

излучений [4,5]. В этой связи естествен интерес к явлению генерации высоких гармо­
ник в плазме, предсказанному в 1964 году в работе [6] (см. также [7-9]). Это явление 
обусловлено тормозным излучением электронов, когерентно колеблющихся в греющем 

плазму когерентном электромагнитном поле, при рассеянии электронов кулоновским 

полем ионов. 

В настоящем сообщении указываются условия, обусловленные поляризацией гре­

ющего излучения, в которых, во-первых, генерация гармоник происходит более эф­

фективно, чем это обсуждалось до сих пор, во-вторых, возникают новые своеобразные 

явления. Суть данных явлений в том, что когерентный ток генерации гармоник в со­

ответствии с обычным законом тормозного излучения [6,8] пропорционален вектору 
скорости и обратно пропорционален кубу модуля скорости. для круговой поляриза­

ции модуль скорости осцилляций электрона не зависит от времени. Поэтому генера­

ция гармоник подавлена. для эллиптически поляризованного греющего излучения на­

качки возникают своеобразные закономерности. Если степень круговой поляризации 

мала, то внекоторый момент времени модуль скорости осцилляций электрона оказы­

вается весьма малым. Примерно в тот же момент времени мала проекция скорости 

электрона на направление приблизительной линейной поляризации. Напротив, пер­

пендикулярная проекция скорости не оказывается столь малой. С этим связано обсу­

ждаемое ниже явление аномальной поляризации гармоник в плоскости, почти перпен­

дикулярной плоскости поляризации накачки. С этим же связано обсуждаемое ниже 

аномальное увеличение эффективности генерации гармоник. Обнаруженные законо­

мерности подобны зависимости от поляризации статической проводимости плазмы в 

поле мощного излучения [10]. Заметим, что в случае точной плоской поляризации на-
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качки модуль скорости, как и сам вектор скорости осцилляций, обращаются в нуль в 

один и тот же момент времени. Только учет тешIOВОГО движения позволял [6] получить 
непротиворечивое описание, которое проявлялось в эффекте порядка логарифма отно­

шения большой амплитуды скорости осцилляций электрона к его тепловой скорости. 

Такой учет теплового движения и рассмотрение его конкуренции с поляризацией из­

лучения позволили в настоящей статье построить последовательную теорию усиления 

эффективности генерации гармоник и описать их поляризационные свойства. В свя­

зи с важностью влияния поляризации греющего излучения дана теория нелинейного 

изменения его поляризации при обратном тормозном поглощении. 

2. Будем рассматривать плазму в поле эллиптически поляризованного излучения 
Е = (Е"" Еу , о), где 

(2.1) 

Здесь Е - действительная амплитуда напряженности электрического поля, еа (а = х, у) 
характеризуют поляризацию греющего плазму излучения (2.1), е;' + е; = 1 и для про­
стоты принимается е", ~ еу ~ о. Поляризационный тензор [11] такого излучения имеет 
вид 

R = I е;' ie",ey I = ! ( 1 + 6 ~1 - i~2 ) 
аfЗ -ie",ey е; - 2 6 + i~2 1 - 6 . (2.2) 

Это, очевидно, означает, что соответствующие параметры Стокса равны: ~1 = о, 

6 = -2е",еу , 6 = е; - е;. В дальнейшем полезно использовать степень круговой по­
ляризации А == 6, а также степень максимальной линейной поляризации р2 == L = 
= Rз = v1 - А2 [11]. 

В электрическом поле (2.1) электрон осциллирует со скоростью ОЕ = (иЕ"" иЕу, о), 
где 

(2.3) 

Здесь 

VE = (leIE/т«l) (2.4) 

характеризует амплитуду осцилляций скорости, е - заряд, т - масса электрона. По­

ле будем называть слабым тогда, когда скорость (2.3) мала по сравнению с тепловой 
скоростью электронов VT = ../к,вТ/т. Напротив, в условиях 

VE» VT (2.5) 

будем говорить о сильном поле излучения. 

Частоту греющего плазму излучения будем считать много большей эффективной 

частоты столкновений электронов с ионами. для последней в случае слабого поля имеет 

место обычное выражение (ер., например, [12]): 

Здесь 

4 ЖЭТФ, М3 (9) 

4vЪГ Ze4ne A 
Vei = 

Z = 2:(e~ni/e2ne), 
i 
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суммирование ведется по всем сортам ионов, ei - заряд иона, nе и ni - плотности 

числа электронов и ионов, А - кулоновский логарифм. В противоположном пределе 

сильного поля для эффективной электрон-ионной частоты столкновений имеем [6-8,10] 

(2.7) 

По сравнению с (2.6) эта частота столкновений оказывается много меньшей в силу (2.5). 
Подчеркнем, что в случае (2.7) кулоновский логарифм отнюдь не совпадает с соответ­
ствующим выражением в пределе слабого поля (см. ниже). 

В отличие от работы [6] воспользуемся упрощенным подходом работы [8], в соот­
ветствии с которой для описания электрон-ионных столкновений будем использовать 

интеграл столкновений в форме Фоккера-Планка-Ландау: 

(2.8) 

где лу) - электронная функция распределения. В (2.8) пренебрежено малыми порядка 
отношения масс электрона и иона. При использовании такого подхода ниже нам при­

дется эвристически вводить зависимость кулоновского логарифма от электрического 

поля. В то же время несомненным положительным элементом такого подхода является 

сравнительная простота и очевИдНОСТЬ получаемых результатов. 

Взаимодействие излучения с плазмой в дипольном приближении отвечает прене­

брежению пространственной зависимостью поля и функции распределения. Соответ­

ственно кинетическое уравнение Больцмана может быть записано в ВИде 

д! е д! 
-+-E(t)-=J +J.[!] at т дv ее е. . (2.9) 

Здесь Jee - электрон-электронный интеграл столкновений, ВИд которого нам не по­

требуется. 

Положение о высокой частоте греющего плазму излучения позволяет в нулевом 

приближении пренебречь правой частью уравнения (2.9). Уравнение нулевого прибли­
жения 

(2.10) 

имеет решение 

!о(у, t) = F (У - UE(t)· (2.11) 

Ниже будем считать F(u) = !м(U), где !М(U) - максвелловское распределение с тем­

пературой Т. Из формулы (2.11) вытекает следующее выражение для нулевого прибли­
жения плотности электрического тока: 

(2.12) 

Кинетическое уравнение для поправки к функции распределения электронов 

до! е до! - + - Е- = J + J . [f,o(V t)] at т дv ее е. , (2.13) 
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умножим на заряд электрона, вектор его скорости v и проинтегрируем по пространству 
скоростей. Тогда, учитывая, что J dv о f = о, для возмущения oj плотности электриче­
ского тока получаем 

(2.14) 

Правая часть (2.14) обусловлена столкновениями электронов с ионами. Элект­

рон-электронный интеграл столкновений вклада не дает в силу закона сохранения им­

пульса при столкновениях. Анализ следствий формулы (2.14) составит последующее 
содержание настоящей работы. 

3. для описания генерации гармоник греющего плазму излучения следует пред­
ставить (2.14) в виде разложения в ряд Фурье. для этого прежде всего воспользуемся 
соотношением 

v J dq 471'iq . 
V3 = - (271')3 qг exp(zqv). (3.1) 

Эта формула при использовании в качестве F(u) максвелловского распределения по­
зволяет представить уравнение (2.14) в следующем виде; 

(3.2) 

Если использовать в пространстве q сферические координаты q = (q,8,<p), то можно 
представить 

qUE = -qvЕ sin8 [0+ sin(""t - <Рж + <р) + 0+ sin(""t - <Рж - <р)], (3.3) 

где о± = (lj2)(еж ± еу ). Такая запись в соответствии с [13, с. 987, ф. 8.511.3] позволяет 
записать 

+00 

exp(iquE) = L J1(qVEO+ sin8)Jk (qVEO_ sin8) ехр {i(k+l)(""t-<рж)+i(l-k)<р}, (3.4) 
k,l=-oo 

где J1(z) - функции Бесселя. Отсюда очевидна конструктивная возможность предста­
вить (3.2) в виде ряда Фурье. Необходимые преобразования приведены в Приложении 
1. В результате получаем: 

до' 00 д 
д~ж = L 0'~2;+1) at ежЕ cos [(2l + l)(""t - <Рж)], 

1=0 

д~~y = f: 0'~2~+1) :t (-еуЕ) sin [(2l + l)(""t - <Рж)], 
1=0 

0'(21+1) = ""lev (E, l) 
жж 471'(2l + 1)",,2 

(21+1) __ ""le v(E, l) 
О'уу - 471'(2l + 1)",,2 

[АI (Р2, ;~) - Аl+1 (р2, ;V: ) ] , 
[А1 (р2, 2VV:) + АI+1 (р2, ;~)] . 

867 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

4* 



В. П. Сuлuн ЖЭТФ, 1998, 114, IJЫn. 3(9) 

Здесь W Le = ...; 47Ге2nе j т - электронная ленгмюровская частота, функции Аl (р2 , N) 
согласно формуле (П.l.8) определяются следующим однократным интегралом: 

N' 

Al(/,N) = ~ J dz..;ze-ZIl(р2z). 
о 

Последняя формула, как мы УВИДИМ, весьма удобна для необходимого анализа. 

Следует остановиться на частоте столкновений v(E,1), которая при 

(2l + l)w > WLe 

(3.9) 

(3.10) 

может зависеть от номера гармоники благодаря кулоновскому логарифму. Возникаю­

щий в логарифмическом приближении Ландау кулоновский логарифм определяется от­

ношением максимального и минимального прицельных параметров А = ln(Tma",jTmin), 

ограничивающих область существенного вклада столкновений (см. [12]). Максималь­
ный прицельный параметр определяется отношением скорости электрона к характер­

ной частоте. В случае слабого низкочастотного поля это - отношение тепловой скоро­

сти к ленгмюровской частоте, равное радиусу дебаевского экранирования кулоновско­

го поля. В случае слабого поля, но столь высоких частот, что W > WLe, как это было 
установлено в работах [14-16], для максимального прицельного параметра возникает 
отношение тепловой скорости к частоте. В нашем пределе сильного поля естествен­

но считать Тта", ~ [VEj(2l + l)w]. Минимальный прицельный параметр определяет­
ся наибольшим из двух значений: Tmin,c/ = (Ze2 jтV~) - классического предельно­
го прицельного параметра, ограничивающего область малых передаваемых импульсов, 

или Tmin,qu = 11,jтvE - квантового ограничения снизу прицельных параметров лога­

рифмического приближения Ландау. Здесь 11, - постоянная Планка. Таким образом, 

при (3.10) имеем 

(3.11) 

Уменьшение кулоновского логарифма при больших номерах гармоник может быть од­

ной из причин обрывания рядов (3.5), (3.6). 
Остановимся на некоторых общих следствиях уравнений (3.5) и (3.6). Заметим, что 

при l = О можно записать тензор диссипативной проводимости, определяемый cOOТflO­
шением 

бз·(I) = 0"(1) Е 
а а{3 {3. (3.12) 

При этом имеем 0"(1) = 0"(1) = О и 
"'у у'" 

(1) _ е nе 2 VE 2 VE 
2 [( ) ( )] 0"",,,, - тw2 v(E, О) Ао р, 2VT - А1 р, 2VT ' (3.13) 

(1) _ е nе 2 VE 2 VE 
2 [( ) ( )] О"уу - тw2v(E, 0) Ао р, 2VT +А1 р, 2VT . (3.14) 

Помимо нелинейной зависимости такого тензора проводимости от интенсивности гре­

ющего плазму излучения существенна и нелинейная зависимость от поляризации, что 

проявляется в анизотропии тензора диссипативной проводимости. 

868 



ЖЭТФ, 1998, 114, вьm. 3(9) о когерентном тормозном U3IIучении гармоник . .. 

Остановимся теперь на интенсивности генерируемых гармоник (1 > О). При этом 
будем считать 

ерж = kz (3.15) 

и соответственно 

(3.16) 

Пренебрегая диссипацией, из уравнений МаксвеJШа для поля гармоник имеем (ер. [8]) 

E~21+1) = -ежЕ 4;(~~'1~~ [AI (р2 , ;~) -A1+1 (р2 , ;~) ] sin [(21+1)(wt-kz)], (3.17) 

E(21+1) = _ E(21+1)v(E,l) [А (2 VE) +А (2 VE)] cos[(2l+1)( t-k )] 
у еу 41(l+ l)w 1 р, 2VT 1+1 Р, 2VT W z. (3.18) 

Отнеся усредненный по времени квадрат электрического вектора (3.17), (3.18) к усред­
ненному квадрату электрического вектора накачки (2.1) (Е)2 = Е2/2, получаем 

(3.19) 

где 

(3.20) 

Выражение (3.19) характеризует эффективность генерации гармоник. Необходимо под­
черкнуть, что правая часть (3.19) зависит от квадрата плотности плазмы (ер. [8]). Зави­
симость интенсивности излучения гармоник от поляризации и интенсивности накачки 

определяется выражением (3.20), которое мы изучим ниже. Приведем выражение для 
определяющихея формулами (3.17) и (3.18) параметров Стокса, характеризующих по­
ляризацию гармоник (1 > О). Прежде всего укажем, что ~f21+1) = О. Это означает, что 
гармоники, как и накачка, полностью ЭJUIиптически поляризованы. Далее имеем 

,(21+1) _ 
'>3 -

= ~3 [A;(p2,VE/2VT) + A;+1(p2,VE/2vT)] - 2AI(p2,VE/2vT)A1+1(p2,VE/2vT) 

BI(p2, vE/2vT) 

(3.21) 

(3.22) 

где А(21+1) - степень круговой поляризации (21 + 1)-ой гармоники. Последующий кон­
кретный анализ продемонстрирует своеобразие закономерностей, описываемых этими 

общими выражениями. 

4. В этом разделе рассмотрим асимптотические свойства полученных в предыду­
щем разделе соотношений, когда неравенство (2.4) выполнено настолько хорошо, что 
можно принять VE/VT - 00. Пренебрегая полностью тепловым движением, можно 
воспользоваться асимптотическим результатом (П.l.10). Это отвечает тому, что 

2 _ (3/2) 2 _ Г(3/2 - l) 1 (- 1 ) 
Al(p ,00) = Аl (р) - IАI 3/ 2Г(3/2) Р1/2 jAf , (4.1) 

869 



В. П. Сuлuн ЖЭТФ, 1998, 114, выn. 3(9) 

где r(z) - функция Эйлера, P~(z) - функция Лежандра. Формула (4.1) соответству­
ет коэффициентам, возникающим при разложении в ряд Фурье решений уравнения 
Лапласа [10,17, § 33], [18, ф. (3.10)]. Функции Лежандра могут быть выражены через 
полные эллиптические интегралы E(k) и K(k). Соответствующие выражения, получен­
ные на основании [18,19], приведены в Приложении 2. Они полезны для описания 
свойств гармоник с небольшими номерами. Так, например, для характеристики ин­

тенсивности третьей гармоники соответствующее выражение (3.20) можно представить 
в следующем виде: 

в,(р', 00) ~ W';~[+~~)' { [[6 - з[р' + [5р'] Е' (J [~P' ) + ([ - р')'([6 -7Р') х 

х к' ( J [~ ) -2О6-9Р'+3Р')(Ч)Е ( J [~ ) к ( J [~ ) }. (4.2) 

При немалой степени круговой поляризации А греющего излучения (или, что то же 

самое, при существенном отличии максимальной степени линейной поляризации р2 
от единицы) число генерируемых гармоник невелико. Это легко видеть из форму­

лы (П.3.12) Приложения 3. Напротив, число генерируемых в плазме гармоник стано­
вится большим при малых значениях степени круговой поляризации греющего излу­

чения, 

IAI« 1, (4.3) 

когда можно говорить о почти плоской поляризации. В пределе (4.3) необходимы 
асимптотические формулы для функций Лежандра. Соответствующие выражения при­

ведены в Приложении 3. 
Обратимся первоначально к рассмотрению третьей гармоники (1 = 1) в преде­

ле (4.3). С помощью формулы (П.3.4) можем записать: 

А(3/2)( 2) _ А(3/2)( 2) = _3_ {l 64 _ 14} 
1 Р 2 Р 1ГV2 n А2 3 ' 

25/2 
А(3/2)( 2) + А(3/2)( 2) = _ 

1 Р 2 Р 1ГА2' 

Это позволяет, в частности, получить для (3.20) 

Тем самым для эффективности генерации третьей гармоники имеем: 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

Наличие в знаменателе формулы (4.7) квадрата малой степени круговой поляризации 
свидетельствует о важном явлении усиления генерации при малом отличии поляриза­

ции греющей накачки от плоской. 
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Обратимся теперь к рассмотрению поляризации третьей гармоники. В соответствии 

с формулами (3.21), (3.22) и выражениями (4.4) и (4.5) получаем 

А(3) = е(3) = 3А [1П ~ - ~] 
\,2 IAI з' 

(4.8) 

(4.9) 

Формула (4.9) указывает в силу малости ~~3) на то, что поляризация гармоники, как 
и греющего излучения, является почти плоской. Однако общий знак минус в форму­

ле (4.9) означает, что если накачка поляризована почти вдоль оси Х, то гармоника поля­
ризована перпендикулярно, т. е. почти вдоль оси у. Это замечательное свойство резко 

контрастирует с результатом теории генерации гармоник плоскополяризованным излу­

ченная, когда гармоники оказывались поляризованными в плоскости поляризации на­

качки [6]. На другое важное свойство поляризации гармоники указывает формула (4.8), 
согласно которой степень круговой поляризации третьей гармоники логарифмически 

(ln IAI) превышает степень круговой поляризации накачки. 
Обратимся теперь к рассмотрению свойств высоких гармоник. Прежде всего сле­

дует указать, что для высоких гармоник формула (3.20) сводится к (4.6). Поэтому для 
эффективности генерации всех гармоник в холодной плазме при условии (4.3) имеем 

(21+1) _ v2(E, l) 
'ГJ - 21ГЧ2(1 + 1)2(,)2 А2' (4.10) 

Общей формулой для степени круговой поляризации гармоник при выполнении 

условия (4.3) является 

А(21+1)=А{(21+1)[IП~-'Ф(1+~) -с] +1 __ 2_} IAI 2 21 + 3 . 
(4.11) 

Ясно, что логарифмическое (ln IAI) увеличение круговой поляризации является общим 
свойством. для высоких гармоник, когда 1 » 1, из (4.11) следует 

A(2l+1) = A1 [1П ~ - 2С] 
АЧ2 • 

(4.12) 

Отсюда следует свойство роста круговой поляризации гармоник с увеличением их но­

мера. Следует подчеркнуть, что правая часть (4.12) остается малой по сравнению с 
. единицей. Последнее утверждение прежде всего связано с тем, что асимптотическое 
представление (П.3.4) пригодно только при выполнении условия 

(4.13) 

Малость левой части (4.13) является свидетельством аномального увеличения эффек­
тивности генерации высоких гармоник по сравнению со случаем плоской поляризации 

(ср. [6,8]). 
При нарушении неравенства (4.13) для коэффициентов A~3/2)(p2) имеет место 

асимптотическое представление (П.3.13), согласно которому можно утверждать, что 
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если зависимость кулоновского логарифма от 1 не приводит к обрыванию рядов гар­
моник (3.5), (3.6), то в рассматриваемом приближении холодной плазмы такой обрыв 
резко (экспоненциально) возникает при 1 '" IAI-1. 

5. Установив важную роль поляризации rpеющего плазму излучения, укажем те­
перь на вытекающее из нашего рассмотрения нелинейное изменение такой поляриза­

ции по мере поглощения излучения. для этого рассмотрим основную гармонику, для 

плотности TOKaj(l) которой согласно (2.11), (3.12) можно записать 

!:I'(I) 2 !:IE 
~ = I.JJ Le Е + (1) _U_fЗ 
8t 411" а (7' аfЗ 8t ' (5.1) 

где (7'~1 дается формулами (3.13), (3.14). Поскольку вектор электрического поля накачки 
подчиняется уравнению 

82Е 1 82Е 411" 8j(l) 
-=--+--
8z2 с2 8t2 с2 8t' 

(5.2) 

то, учитывая (3.15) и (3.16) и считая еа и Е медленными Функциями координаты z, 
получаем для них следующие укороченные уравнения: 

(5.3) 

dp2 = _ 211"1.JJ(1 _ 4) ( (1) _ (1») = I.JJLell(E, 0)(1 _ 4)А(Зj2)(Р') 
dz kc2 Р (7'хх (7'уу kc21.JJ Р 1 • (5.4) 

Если воспользоваться формулами (П.2.3), то уравнение (5.3) принимает вид 

(5.5) 

что отвечает нелинейно зависящему от поляризации излучения закону поглощения 

сильного поляризованного излучения в плазме, установленному в [10]. В том случае, 
когда выполнено условие (4.3), из (5.5) следует 

~ dE = _ I.JJLell(E, О) ln -.!.. = 1 
Е dz I.JJkc211"V2 IAI - «Е, А)' 

(5.6) 

где (Е, А) - характерная длина поглощения. Если пренебречь относительно слабыми 

логарифмическими зависимостями, то для закона убывания поля имеем 

ЕЗ(z) ~ ЕЗ(О) - 3z/(E(0),A(0». (5.7) 

Уравнение (5.4) описывает изменение степени максимальной линейной поляри­
зации L == р2 rpеющего излучения по мере его поглощения при углублении в плазму 
(z > О). Положительность АiЗj2) (р2) отвечает тому, что L при этом увеличивается. Такое 
свойство отвечает зависимости поляризации rpеющего излучения от его интенсивности, 

характеризуемой следующим нелинейным уравнением: 

Е1в ~ -~(1- p')..jf+pi A\'/"(rl) [к (} 1 ~P' ) ]-' (5.8) 
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Особенно просто выглядит решение этого уравнения в случае (4.3), когда уравнение (5.8) 
приближенно сводится к 

(5.9) 

Отсюда вытекает следующий закон убывания степени круговой поляризации греющего 

плазму излучения при его обратном тормозном поглощении: 

(5.10) 

Физическая причина такого явления связана с анизотропией диссипативного тензора 

проводимости (3.13), (3.14), для которого в случае (4.3) для холодной плазмы имеем 

е2n 25/2 
(1) - е (Е О) 

С1уу - --2V , А2' 
т"" 7г 

(5.11) 

При этом очевидно, что у-компонента поля относительно эффективнее поглощается 

по сравнению с x-компонентоЙ. Это и ведет к росту максимальной степени линейной 

поляризации. 

6. Установив в модели холодной плазмы ряд ярко выраженных нелинейных поля­
ризационных свойств, следует теперь перейти к рассмотрению роли теплового движе­

ния частиц. Эго позволит устранить возникшую парадоксальность, обеспечить переход 

к случаю плоской поляризации накачки, позволит определить количественную вели­

чину обнаруженных аномалий. для этого обратимся к формуле (3.9) для А1 (р2, N), где 
N = vE/2vT ~ 1 согласно (2.4). 

Формулу (3.9) можно переписать в виде 

(6.1) 

где 

00 

баl(А2, N) = ~ f dz.,Гzе- z 1/ (V1 - А2 z) . (6.2) 

N' 

для сильного греющего плазму поля в силу условия (2.4) под интегралом (6.2) можно 
использовать асимптотическое разложение функции 1/ (р2 z) [13, ф. 8.451.5]. В результате 
получаем 

бщ(А2 N)=- -ехр --- -- 12 __ Е1 --23/2 { 1 (A2N 2) 1 ( 1) (A2N 2)} 
, 7г А2 2 4 4 2 ' (6.3) 

где E1(z) - интегральная показательная функция [19, ф. 5.1.1]. При этом опущены 
малые в таком асимптотическом разложении слагаемые '" z2 А 2V } / v~. 

Поскольку при z ~ 1 имеем E1(z) '" Z-I exp(-z), то очевидно, что (6.3) экспонен­
циально мало при 

N 2 А2 = (AVE/2VT)2 ~ 1. 
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Это неравенство определяет область применимости результатов модели холодной плаз­
мы. 

Очевидно, что при условии (2.4) неравенство (6.4) может быть нарушено только при 
малой степени круговой поляризации, когда A~3/2)(p2) имеет вид (П.З.4). Это означает, 
что в области важности учета теплового движения формула (6.1) может быть предста­
влена в виде 

23/2 { 1 [ (A2N 2)] 1 ( 1) [1 (A2N 2) AI(p2,N) = --;- А2 1- ехр --2- + '2 12 - 4 '2 Е1 -2-

- - lп - + .1. 1 + - + с - - --1 4 (З) 1] l} 
2 А2 'f' 2 2 2· (6.5) 

Эта формула полностью описывает влияние теплового движения частиц в наших усло­

виях сильного греющего поля (2.4) на все обсухщавшиеся выше аномальные поляри­
зационные явления. Здесь же мы рассмотрим предел весьма малой степени круговой 

поляризации, 

А« VT/VE, (6.6) 

когда можно усмотреть переход к изучавшемуся ранее случаю плоскополяризованного 

излучения. При условиях (6.6) формула (6.5) принимает вид 

( 2 VE) 23/2 {V~ 1 (2 1) [V~ (З) ] 1} Аl р, - = - - - - 1 - - lп - - 2ф 1 + - - с + 1 - - , (6.7) 
2VT 1г 8v} 4 4 2v} 2 2 

не зависящий от поляризации. для высоких гармоник (1 » 1) отсюда имеем 

Аl (р2, VE ) = 23/2 {v~ _ f. [1П v~ _ С ~ 1] + О(1)}. 
2VT 1г 8v} 4 2[2v} 

(6.8) 

Эта формула, в частности, указывает на то, что при 1 > VE/VT ряд гармоник обрыва­
ется [8]. В таких условиях для высоких гармоник получаем 

2 VE _ 2 VE 2 VE ( ) 2 
( [ 2 ]2 4 ) 

Вl р, 2VT - 1Г2 1 lп 2[2v} - С + А 16v} . 

Соответственно для степени круговой поляризации высоких гармоник получаем 

A(2I+l) = A(v~/2v})l [ln(v~/212v}) - с] 

(Av~/4v})2 + [2 [ln(v~/2[2v}) - с( 

(6.9) 

(6.10) 

Степень круговой поляризации гармоник может быть не малой. Однако в пределе плос­

кой поляризации (А = О) (6.10) обращается в нуль. Также обращается в нуль уравне­
ние (З.6), а эффективность генерации высоких гармоник при А -+ О по закону 

(6.11) 

стремится к формуле, отвечаюшей случаю плоской поляризации накачки [6,8]. 
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7. Яркие поляризационные эффекты, характеризующие генерацию гармоник в 

плазме, приводят к значительному увеличению эффективности такого процесса. Дей­
ствительно, оценка с помощью (6.10) на границе применимости этого выражения, 
оправдываемая формулой (6.5), при (A2vbl8v}) '" 1 согласно (6.9) дает следующую 
оценку эффективности (3.19) генерации высоких гармоник: 

(21+1) v2(E, l) v~ 
'т/ '" 211"2"-12 8l4v2' 

Т 

(7.1) 

Это выражение превышает эффективность (6.11) (в пределе А = О) генерации гармоник 
плоскополяризованным греющим плазму излучением в силу выполнения практически 

для всех гармоник условия 

v2 [v2 ] 2 
2P~}» lп 2P~} - С (7.2) 

Помимо такого поляризационного увеличения интенсивности гармоник, излучаемых 

при когерентной осцилляции электронов в поле лазерного излучения, необходимо обра­
тить внимание на возникающую аномалию поляризации гармоник. Действительно, па­
раметр Стокса ~~21+1) гармоник при небольшой, но конечной степени круговой поляри­
зации поля накачки, оказался согласно (4.9), (4.12) отличающимся знаком от параметра . 
Стокса 6 греющего излучения. Это означает, что в данном случае гармоники оказыва­
ются поляризованными с большой точностью перпендикулярно плоскости поляризации 

накачки. В переходной области с уменьшением степени круговой поляризации накачки 

возрастает A(21+1), достигая согласно (6.11) единицы при 

IAI;l = 1 [1П 2~~} - с] , 
а затем убывает до нуля при А = О. Соответственно этому параметр Стокса ~~21+1) из­
меняется от значения близкого к -1, проходя через нуль, возрастая до значения + 1, 
отвечающего при А = О поляризации гармоники в плоскости поляризации накачки. 
Мы указали на свойства нелинейного явления изменения поляризации греющего из­

лучения из-за обратного тормозного излучения, имея в виду важность для обсуждаемых 

эффектов поляризации накачки. 

Приведем в удобном для оценок виде несколько формул, которые, во-первых, по­

зволяют видеть условия применимости полученных результатов, а во-вторых, указыва­

ют величину эффективности преобразования излучения накачки в высокие гармоники. 

Прежде всего для демонстрации очевидности выполнения условия (2.5) запишем сле­
дующее соотношение: 

2 ,2 
VЕ=37·10З~ 
v}' Т . 

Здесь и далее q - плотность потока энергии излучения накачки в единицах 1016 BTjCM2, 
Л - длина волны накачки в микронах, Т - температура электронов в электрон-вольтах. 

для того чтобы увидеть возможность использования нерелятивистского приближения, 

приведем соотношение 
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в соответствии с формулой (6.11) зависящая от номера эффективность генерации вы­
соких гармоник в случае плоской поляризации накачки определяется соотношением 

v2(E) (ln VE)2 = 5. 10-lОZ2n; (~)2 (ln VE)2 
7I"2U)2 VT )...4qЗ 10 VT 

Здесь и ниже nе - плотность числа электронов в единицах 1020 см-З • 

Зависящий от номера гармоник закон (7.1) эффективности генерации высоких гар­
моник при малой степени круговой поляризации характеризуется параметром 

Совокупность представленных в настоящей статье теоретических результатов по­
зволяет надеяться на постановку детальных экспериментов по изучению явления ко­

герентной тормозной генерации гармоник в плазме. Сравнение используемой нами 

плазменной модели с атомарной моделью генерации гармоник работы [21] позволяет 
надеяться на проявление установленных нами свойств при достаточно большой интен­

сивности излучения и в неионизованных газах. 

Настоящая работа выполнена при государственной поддержке ведущих научных 

школ (проект 96-15-96750), при поддержке Российского фонда фундаментальных ис­
следований (проект 96-02-17002) и в рамках объединенного российско-итальянского 
проекта «Новые когерентные источники ультракоротких импульсов., подготовленно­

го в соответствии с законом N2 212/92 Правительства Италии. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Подстановка разложения Фурье (3.4) в уравнение (3.2) дает 

д { 
. } 2 00 (Е 1) { м?> (б+, б_ 2V~ ) sin [(21 + l)(U)t - <р.,)], _ з., = _EU)Le L _v __ ' _ vf 

ду jy 471" 1-0 U) M1H (б+, б_ 2~) cos [(21 + l)(U)t - <р.,.)], 

где U)Le = J471"e2ne/m - электронная ленгмюровская частота, а 

Если воспользоваться формулой 3.363.1 из [13, с. 329], то можно показать, что 

j,.. (о:2х2) d(} ехр --'-2- = 71" [1- Ф(о:х)] , 
SlП () 

О 
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z > 
где Ф(z) = (2/.Jff) J dte- t - интеграл вероятности. Это позволяет представить фор­

о 

мулу (П.1.2) в виде 

00 00 

M1(±)(a, Ь; а?) = vk f dr f dx х2е-Ж>"'> [Jl+1(ax}Jj(bx) ± JI+1(bx}Jj(ax)J. (П.1.4) 
о о 

Это выражение при использовании рекуррентных соотношений 

d 1 
Jl+1(Z) = -- J1(z) + -JI(Z) 

dz z 

для функций Бесселя [13, ф. 8.472.2] может бытъ сведено к известному интегралу 

00 00 

М(±)(а, Ь; а?) = [~- :а ± (~- :Ь)] vk f dr f dxxJI(ax)JI(bx)e-Ж>"'>. (П.1.5) 
о о 

Действительно, согласно формуле 6.333.2 из [13, с. 732] имеем 

(П.1.6) 

где II(Z) - функция Бесселя мнимого аргумента. Если теперь использовать рекуррент­

ное соотношение [13, ф. 8.486] 

dII(z) 
lII(z) - z-- = -ZII+1(Z) 

dz ' 

то формулу (П.1.5) можно представить в виде 

0/80» 

(а ± Ь)2 f М(±)(а, Ь; (i) =.Jff dzVz ехр (-2[а2 + b2Jz) [II(4abz) =f II+1(4abz)J. (П.1.7) 
о 

в пределе холодной плазмы, 0:2 _ О, это соотношение принимает вид 

00 

(±) • _ (а ± Ь)2 J dzVz ([а2 + b2]z) 
М1 (а, Ь, О) -.Jff (4аЬ)З/2 ехр 2аЬ [II(Z) =f II+1(z)J. 

о 

Используя теперь формулу 6.624.5 (см. [13, с. 727J): 

00 J ехр { - d=-r} IJ.'(t)tll dt = r(v + 1 - p,)(z2 - 1)(1+11)/2 P/:(z), 

О 

где P/:(z) - функция Лежандра, получаем 

М(±)(а, Ь; О) = (а ± Ь)Г(3/2 -l) рl (1 а2 + Ь2 \) . 
1 \2(а2 _ Ь2)\З/2 Г(3/2) 1/2 а2 - ь2 
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Последняя формула позволяет, в частности, записать выражение для следующего не­
собственного интеграла: 

00 

J - (а ± b)r(3j2 -l) 1 (1 а2 + Ь21) 
dxx [Jl+ 1(ax)Jz(bx} ± Jl+1(bx)Jz(ax)] - 'а2 _ b213/2r(3j2)P1/2 а2 _ Ь2 . (П.l.l1) 

о 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Приведем здесь несколько выражений для коэффициентов разложения Фурье (4.1), 
которые представлены через полные эллиптические интегралы. При этом мы исполь­

зуем, во-первых, соотношение 8.13.5 из [19, с. 159]: 

2 ( )1/2 ( P1/2(Z) =;;: z + VГZ2=1 Е 

И, во-вторых, соотношение 3.6.1.4 из [18, с. 149]: 

2(Z2 - 1)1/2 ) 
Z + (Z2 - 1)1/2 

(П.2.1) 

(П.2.2) 

Эти соотношения приводят к следующим выражениям для коэффициентов (4.2) 

А(3/2)( 2) = ~ J1+Ij2 E(k) 
о р 7г 1 _ р4 ' 

А(3/2)(р2) = ~ J1+Ij2 {E(k) + 1 - р2 [E(k) _ K(k)]} , 
1 7г l_ р4 р2 

А(3/2)(/) = ~ J1+Ij2 {E(k) + 41 - р4 [E(k) __ 1_ K(k)]} , 
2 7г l- р4 р4 l+р2 

(П.2.3) 

А(3/2)( 2) = ~ J1+Ij2 {E(k) _ (1 - р4)(1 + р2) Х 
3 Р 7г 1 _ р4 12р4 

Х [(27k4 - 128k2 + 128)K(k) + (-3k4 + 64k2 - 128)E(k)] }, 

где 

(П.2.4) 

ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

Необходимое для нашего рассмотрения асимптотическое разложение функций Ле­

жандра P~(z) при полуцелых lJ и больших значениях аргумента Z можно найти в книге 
Гобсона [17]. Удерживая старшие необходимые члены асимптотического разложения и 
делая удобные преобразования, можем записать: 
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1 
pf/iz) = .,fiГ(З/2 -l) (2Z)1/2 Х 

Х {1-~ + _1_ (12 _!) [-2IП(2Z) + 21/1 (1 +~) + 2С - 1]} (П.З.l) 
(2Z)2 (2Z)2 4 2' 

где С = 0.577 ... - постоянная Эйлера. Это асимптотическое выражение позволяет Д)lЯ 

коэффициента Фурье АI (р2, 00) использовать следующее приближение: 

(3/2) 2 23/2 {1 1 ([ 2 1] [ 2 (З) 1])} А (р ) = - - + - 1 - - -ln - + 1/1 1 + - + с - - - 1 (П З 2) 
1 1г А2 2 4 IAI 2 2 .. . 

Это выражение годится и при небольших номерах гармоник. С другой стороны, Д)lЯ 

высоких гармоник (1 » 1), когда 1/1(1 + З/2) ~ In1 + l/l, с точностью до линейных по 1 
слагаемых включительно имеем 

(3/2) 2 23/2 {1 12 [2 1] } А (р ) = - - + - -In - + с - - + 0(1) 
1 1г А2 2 IAll 2 . 

(П.З.З) 

Асимптотическое разложение (П.З.l) непригодно при 12 > Z2. Получим теперь необхо­
димое асимптотическое представление Д)lЯ коэффициентов Фурье А?/2)(р2) в пределе 

(П.З.4) 

для этого используем формулу 8.702 из [IЗ, с. 1013] 

1 (Z+I)JL/2 ( l-z) 
P::(z) = Г(1 _ м) z _ 1 F -1/,1/+ 1; 1 - м; -2- , (П.З.5) 

которая выражает функции Лежандра через гипергеометрическую функцию. Имея в 

виду также соотношение 

-1 _ Г(З/2 - l) 1 
Pl/2(z) - Г(З/2 + l) P1/2(Z), (П.З.б) 

можем теперь следующим образом выразить коэффициенты Фурье A~3/2)(p2) через ги­
пергеометрические ряды: 

А(3/2) 2 _ Г(З/2+l) l-IAI 1 З. 1.1 1 
( )

1/2 ( ) 
1 (р ) - IАI3/2Г(З/2)Г(1 + 1) 1 + IAI F -2' 2,1 + , 2 - 21AI . (П.З.7) 

Поскольку гипергеометрический ряд Р(а, Ь; с; () при больших значениях с является 
асимптотическим разложением по с, то Д)lЯ получения искомого асимптотического 

представления коэффициентов А:3 /2)(р2) используем 

(П.З.8) 

Поскольку далее согласно [20, с. 87] 

Г~{~ ~;) ~ vi (1 + :1 + ... ) , (П.З.9) 
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то получаем 

(3/2) 2...... 2Vi ( З ) {l 1 + 'АI } А/ (р) - V1Г IАIЗf2 1 + 81lAI + . .. ехр -2 1n 1 - 'АI . (П.3.10) 

Эта асимптотическая формула пригодна и не при малых значениях степени круговой 
поляризации. Если же теперь принять 'АI « 1, то из (П.З.I0) следует 

(3/2) 2 2Vi ( ) 
А/ (р) ~ V1Г 'АР/2 ехр -llАI . (П.З.Н) 

Приведем, наконец, интерполяционную формулу, описывающую главные члены 
асимптОтик (П.З.2) и (П.З.Н) при больших номерах гармоник: 

23/Ч 
А(3/2)( 2) = -К (lIAI) 

/ р 1I"IAI 1 , 
(П.З.12) 

где K1(z) - функция Макдональда. 
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