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в приближении эффективного радиуса получены удобные аналитические формулы 

для ~симптarического коэффициента радиальной волновой функции на бесконечности, 

С к, а также для среднего радиуса системы. Сравнение с численными расчетами (по методу 
Хартри-Фока) для мноroэлеКТРОIlНЫХ атомов и ионов показывает, что данное приближе­

Ilие имеет хорошую точность для валеитиых s-электронов во всех атомах от водорода до 

ypaIla. Вычислены значения длин рассеяния и эффективных радиусов для рассеяния элек­
тронов на атомах и ионах. Рассмотрено такЖе квазиклассическое приближение для коэф­
ФициеIlта С". Обсуждается логарифмический рост эффективных радиусов ns-состояний 

при n ....... 00. 

1. Волновая функция в-уровня имеет асимптотику 

_ р -КТ у-I [ v2 - v ] 'Фк(Т) - Ску -;-е (II:T) 1-~ + ... , Т» То, 
Iv -11 
1I:2aB ' 

(1) 

где J 'Ф~d3т = 1, 11: = ../-2Е, Е - энергия уровня, v = Zj 11: , Z - заряд атомного 
остова, ТО - его радиус, ав = ljZ - радиус Бора и используются атомные единицы 
п=т=е=1. 

Асимптотические коэффициенты СК являются важными физическими параметра­
ми связанных состояний и постоянно встречаются в квантовой механике [1], атомной и 
ядерной физике [2-8], в обратной задаче квант6войтеории рассеяния [9, 10], и т.д.!). их 
точное вычисление достаточно сложно и, например, в случае тяжелых атомов требует 

численного решения уравнений Хартри-Фока для многоэлектронных систем, причем 

погрешность вычисления в ряде случаев достигает 10-30% и более [11]. Мы укажем 
простые аналитические приближения для коэффициентов Ск , которые хорошо описы­

вают результаты численных расчетов. Эти формулы можно использовать и для других 

кулоновских систем с короткодействием (например, в теории адронных атомов [12]). 
Кратко опишем содержание работы. В п. 2 дано «разложение эффективного радиу­

са» для коэффициентов С к, проведено сравнение его с результатами численных расчетов 
и приведены результаты вычисления длин рассеяния и эффективных радиусов для не­

которых атомов и ионов. В следующем п. 3 разложение (3) проиллюстрировано на ряде 

• E-mail: kamak@theor.mephi.msk.su 
1) Например, вероятность ионизации атома или иона в электрическом и магнитном полях пропор­

циональна C~ 12-8). Коэффициенты С,. фигурируют также при расчете взаимодействия атомных 
частиц на далеких расстояниях и в теории других периферических процессов (8). 
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модельных потенциалов, допускающих точное решение (в частности, приведены явные 

выражения для длины аэ s-рассеяния и эффективного радиуса т s в случае потенциала 

Хюльтена). В п. 4 рассмотрено квазиклассическое приближение для коэффициентов 
С/<.. В п. 5 обсуждается случil.й 1 =f о, в п. 6 - логарифмический рост эффективных 

радИусов ns-состояний при n -+ 00. в Приложения вынесены вывод разложения (3), 
детали вычислений и -некоторые громоздкие формулы. 

2. Разложение эффективноro радиуса. Пусть потенциал 

V(T) = -ZT- 1 + U(т), 

где U(т) - его короткодействующая часть с характерным радиусом действия сил То. 
Нормированная волновая фун,кция мелкого s~уровня имеет вид 

{ 
'Р(т)/Г(1 - v), т ~ то, 

Х/<.(Т) = ..;4;тф/<.(Т) = i- II ",,1/2C/<. 
. Wv ,I/2(2KT), т » то, 

(2) 

где 1 = О, к,то« 1, 'Р(Т) - волновая функция, отвечающая нулевой энергии, Wv ,1/2 -
функция Уиттекера, v - параметр 30ммерфельда (для дискретного спектра). Областью 
сшивания выражений (2) является то « т « miп(к,-I, ав), а нормировочный интеграл 
набирается в основном на расстояниях т > То и может быть вычислен аналитически. 
Поправка за счет малых (Т ~ ТО) расстояний зависит от вида потенциала U(т) и выра­
жается через ядерно-кулоновский [13-15] эффективный радиус Тсэ ' В итоге приходим 

К следующему разложению (см. Приложение А): 

С/<. = c~o) {1 - ClKTcs + О«к,то)З)} -1/2, (3) 

где c~o) и СI - универсальные функций параметра v (см. рис. 1 и 2): 

211-1 
C~O) = Г(1 + v) P(v), 

_ 1 [SiO 1ГV р'( )] 2 
CI- - --- V 

2 1ГV ' 

sin 1ГV 2, 1 { 
2 }_1/2 

P(v) = 1 - ( ~) [v Ф (v) - v - 2] , 

(4) 

(4а) 

а ф'(v) - тригамма-Функция [16J. При «выключении» (v -+ О) кулоновского взаимо­

действия радиус Т сэ -+ Т э' 

(О) _ 1 
С/<. - ",fi (1 + alv + ... ), СI = 1 - 2v + .. , 

(аl = In2 - 1 + С = 0.2704, С = 0.5772 ... ) и разложение (3) принимает вид, соответству­
ющий короткодействующему потенциалу: 

1/2C~ = 1 - к,Тэ + сз(к,Тs}З + ... (5) 

При v -+ n = 1,2,3, ... из (4) получаем 

1 2 3 
СI = 28 - 8 + ... , (6) 
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где {) = (v - n)/n и Ь 1 = аl ~ 0.270 при n = 1, Ь 1 ~ -0.459 при n = 2 и т.д. Значения 
C~O) = 2n - 1/n! и Сl = О отвечают чисто кулоновскому (v = n) спектру2). Наконец, для 
высоковозбужденных (ридберговских) состояний 

2v - 1 [ siп2 7ГV ] (О) _ + + 
С", - r(v + 1) 1 127Г2vЗ ... , 

_ siп2 7ГV -з 
Сl - -2 2 2 [1 + O(v )]. 

. 7ГV 
(6а) 

При v» 1 коэффициент Сl численно мал и зависимость С", от эффективного радиуса 
rcs становится несущественной (то же справедливо для значений параметра v, близких 
к целым n = 1,2, ... ). 

Замечательной особенностью разложений (3), (5) является отсутствие в них членов, 
квадратичных по эффективному радиусуз). Кроме того, коэффициенты Сз, вычислен­
ные нами для ряда модельных потенциалов U(т), численно малы, см. ниже (19). Эго 
расширяет область применимости указанных выше разложений. 

Сравним результаты хартри-Фоковских вычислений [11] с нулевым приближением 
С", ~ C~O), Т.е. r cs = О в (3)'. Приведенные в справочнике [11] коэффициенты А от­
личаются от С,;, нормировкой: А = 2к,V+lf2С",. Светлые точки на рис. 1 относятся (в 
порядке возрастания v) к основным состояниям нейтральных атомов4): 
Не (v = 0.744), Zп(1.20З), Аu(1.215), Си(1.326), Лg(1.340), Ru(1.359), Cr(1.418), 
У(1.460), УЬ(1.475), Щ1.484), Са(1.493), Ра(1.515), Sr(I.546), La(1.563), Li(1.587),. 
Ва(1.616), Na(I.626), К(1.770), Rb(1.805) и Cs(1.869). 

На рис. 1 также отмечены (А) значения С", для некоторых положительны~ ионов: 
Li+(v = 0.848), He+(l.OOO), A1+(l.701), Ве+(1.729), Zn+(1.741), 
Cd+(1.794), Fe+(1.833), Mg+(1.903), Ti+(2.002), Ca+(2.141) 
(рассматривались только те случаи, когда валентный электрон находится в s-состоя­

нии). Видно, что уже нулевое приближение неплохо описывает результаты хартри-фо­

ковских расчетов и имеет точность'""" 10% (несмотря на то что параметр разложения 
",rcs '""" 1). Это объясняется численной малостью коэффициентов Сl и СЗ В (3) и (5). 
Так, Сl = 0.0458 при v = 0.75, а его максимальное значение в области 1 < v < 00 равно 

Ст = 0.0236 (vm ~ 1.45). КоэФФициенты сз при кубическом члене зависят от формы 
потенциала U(т), причем для всех рассмотренных нами.моделеЙ Icз/ ;$ 0.15. 

Следует отметить, что коэффициенты А имеют значительно больший разброс, чем 

Ск . Так, А2 = 0.18,4.00,8.24 и 42 соответственно для атомов Cs, Н, Не и иона Li+, 
в то время как C~ = 0.854,1.000,0.986 и 1.04. Коэффициенты С"" в отличие от А, 
масштабно-инвариантны (т. е. не меняются при преобразовании скейлинга r --+ аТ в 

уравнении Шредингера), поэтому они зависят от формы потенциала V(r), но не от его 
глубины и радиуса I:Io отдельности. В частности, в кулоновской задаче с V(r) = -Z/r 
эти коэффициенты не зависят от Z. 

В большинстве случаев С", > C~O), что отвечает значениям ТС8 > О (см. Табл. 1),но 
иногда С", < C~O) (точки на рис. 1, лежащие ниже сплошной кривой). В случае иона 
Ве+ и атома Cs это не может быть объяснено неточностью хартри-фоковских расчетов, 
в то время как для остальных атомов С", ~ C~O) в пределах двух стандартных ошибок. 

2) Мы отвлекаемся от знака коэффициента С 1<' который В случае кулоновского поля при· стан­
дapтнoM определении (1] равен (_1)n-l. 

3) Что касается следующих членов разложения, то они, вообще товоря, все отличны от нуля -
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1.1 
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Рис. 1. Асимптотический коэффициент на бесконечности для нейтральных атомов (о) и для 

однозарядных положительных ионов А: сплошная кривая соответствует c~), штриховая кри­
вая - квазиклассическое приближение (30), точки - результаты хартри-фоковских расчетов [11] 

С1 

1.0 

v 
3 

Рис. 2. Коэффициент c.(v) в разложении (3). При 
v> 0.7 масштаб по оси ординат увеличен в 10 раз 

Используя (3) или (5) и разложение эффективного радиуса [13, 14], нетрудно по из­
вестным значениям к, и С'" вычислить низкоэнергетические параметры - длину рас­

сеяния и эффективный радиус. Так, в случае Z = о (отрицательные ионы) 
. 1 
к,т. = 1 - 2С2 ' 

'" 

. -1 _ 1 2 
а. -к,-2к,т., (7) 

см. пример (18). 
4) В скобках указаны значения параметра v. 
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Таблица 1 
Низкоэнергетические параметры отрицательных ионов 

Ион к, а. Т• СК 

и- 0.235 6.17 2.65 1.15 
Li- 0.212 6.6 2.7 1.09 
Na- 0.201 7.1 3.0 - 1.12 
К- 0.192 7.1 2.7 1.03 
Rb- 0.189 6.7 2.2 0.92 
Fe- 0.171 8.4 3.5 1.12 
Си- 0.301 4.7 1.9 1.09 
Лg- 0.309 4.7 2.1 1.17 

Прuмечанuе. Величины, относящиеся к отрицательному иону водорода, взяты из [10]. 

Рис. З. Зависимость 1/2С;' от к,т. (ДЛЯ 
основного состояния). Кривые 1 и 2 
соответствуют потенциалам Хюльтена и 

Брейта, кривая 3 - прямоугольной яме 

I 

что дает значения а• и т., приведенные в табл. 1. Из нее видно, что а. » то, как это и 
должно быть для слабосвязанных (к,т s « 1) систем. При этом эффективные радиусы т. 
изменяются в пределах (2-3)ав, а значения к,Т• - от 0.41 для Rb- до 0.65 для Лg-, что 
находится в пределах применимости разложения (5), см. ниже (19) и рис. 3. Приведен­
ные в табл. 1 асимптотические коэффициенты Ск. пересчитаны из данных работы [11] 
указанным выше способом. 

При наличии кулоновского взаимодействия формулы несколько усложняются: 

(8) 

где f(v) - функция, определенная в (А.4). При этом, однако, из-за малости коэффи­

циента С\ (см. рис. 2) вычисление эффективного радиуса Теэ по этой формуле не очень 
надежно, и мы использовали несколько иную схему расчета. По экспериментально из­

вестным значениям квантового дефекта') для s-состояний [11] рассчитывалось значение 

5) Энергии высоковозбужденных (ридберговских) состояний E n / = - z2 /2(n - Бд2 , причем кван­
товый дефект Б/ зависит от орбитального момента 1, но практически не зависит от n. 
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. acs по формуле Ситона [17,18]: 

после чего радиус r cs вычислялся с помощью второго из уравнений (8). 
Отметим, что для атомов щелочных и щелочноземельных элементов значения acs 

отрицательны и малы по сравнению с боровским радиусом ав, что соответствует сла­

бому притяжению высоковозбужденных s-электронов к атомному остатку. При этом, 
ввиду малости длины рассеяния, эффективные радиусы r cs могут достигать довольно 

больших значений (см. в этой С'вязи формулу (В.7) и следующие за ней в Приложении 
В). С другой стороны, для положительных ионов (кроме Mg+) acs > О, что можно ин­
терпретировать как эффективное отталкивание внешнего электрона от остова. В этих 

случаях дробная часть квантового дефекта {80} > 0.5 (отметим, что {80} ~ 0.5 соот­
ветствует области перестройки aTOhofHorO спектра [12]). Результаты расчета приведены 
в табл. 2. 

. 

Таблица 2 
Параметры ДЛЯ нейтральных атомов и положительных ионов 

Атом с<О) сКо С! . 100 v acs r cs 
или ион 

ко 

Li 1.589 0.490 0.59 1.063 1.076 ± 0.03 1.87 
Na 1.627 -0.308 2.71 1.060 1.040 ± 0.03 1.64 
К 1.770 -0.101 18.4 1.044 0.95 ± 0.1 0.71 
Rb 1.805 -0.070 40.5 1.038 0.94± 0.09 0.52 
Sr 1.546 -0.179 24.5 1.065 1.05 ± 0.1 2.08 
Са 1.492 -0.290 13.0 1.066 1.06 ± 0.1 2.29 

Mg+ 1.903 -0.018 25.9 1.021 1.025 ± 0.01 0.13 
Са+ 2.141 0.056 14.2 0.965 0.970 ± 0.03 0.20 
Sr+ 2.221 0.103 9.60 0.942 0.924± 0.03 0.14 
Ва+ 2.332 0.298 8.09 0.907 1.19 ± 0.36 0.70 

Прuмечанuе. Как В предыдущей таблице, значения длин рассеяния и эффеIcrивных радИУСОВ 
даны В атомных единицах; С,. и СI - безразмерные коэффициенты. 

Разложения, аналогичные (3) и (5), можно получить для моментов распределения 
электронной плотности 

В частности, 

00 

(та ) = J X~(r)radr. 
о 

./ 
I 

(9) 

для атомов щелочных элементов даже приближение нулевого радиуса (т)о, т. е. T cs = О 
В (9), имеет точность порядка 10+20%. Так, отношение (r)j(r)o = 1.021, 1.058,1.11,1.15 
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и 1.20 соответственно для Li, Na, К, Rb и Cs. Таким Образом,'полученные выше раз­
ложения позволяют легко оценивать значения Ск. и (та) ДЛЯ многоэлектронных атомов 

и ионов. 

Простые аналитические формулы, аналогичные (9), получены для среднеквадра­
тичного радиуса (т2 ) 1/2 И для высших моментов распределения плотности s-электронов. 
Учет поправки порядка к,те• С определенными. выше (табл. 2) значениями эффективно­
го радиуса является существенным и, как правило, при водит к хорошему согласию с 

результатами численных расчетов. Ограничимся двумя примерами: для основного со­

стояния атома Li (т) = 3.82 (3.87), {т2)1/2 = 4.16 (4.21), а для Na имеем (т) = 4.09 (4.21) 
и (т2)1/2 = 4.40 (4.55); радиусы (т) и (т2 )1/2 даны здесь в атомных единицах, причем в 
скобках указаны значения, рассчитанные по методу Хартри-Фока [11]. 

3. Сравнение с точными решениями. Рассмотрим потенциалы, для которых урав­

нение Шредингера с 1 = О решается аналитически. Это позволит установить область 
применимости разложений (3) и (5). . 

а) для прямоугольной ямы (радиус R == то, глубиJ4а UО , 9 = 2UoR2 - безразмерная 
константа связи) имеем [3,10] 

С = 1 - (KR) / 9 . KR [ 
2] 1/2 

к. 2(1 + KR) е, 

а. = R(, т. = (1 - :~ - 3~2) R, t=1_ tg y'Y 
с" У'У . 

Разлагая эти выражения при к, -- о: 9 --+ Уn = (n - 1/2)21[2, получаем 

- = 1 - KR + -- + - - -- (к,Л) + = 1 (KR)2 (2 Уn+ 2) з 
2C~ Уn 3 у;. ... 

(1 1) з = 1 - к,т. + 3 - 2уn (к,тв ) + ... 

(10) 

(11) 

в соответствии с (5) разложение по степеням к,т в не содержит члена ос т; (в отличие 
от разложения по степеням KR). для основного уровня 91 = 1[2/4 и .Сз = 1/3 - 21[-2 = 
= 0.1307. 

б) Потенциал Хюльтена 

U(т) = - 9 
2Ю[ехр(т / R) - 1] 

(12) 

по форме близок к потенциалу Юкавы и часто используется в атомной и ядерной фи­
зике. Связанное состояние ns появляется при 9 = уn = n2 [9]: 

KR = 9 - уn 
2n ' 

СК = n + KR . Г(n + 1 + 2KR) 

2(n + 2KR) Г(n + 1)Г(1 + 2к,л)' 

Длина s-рассеяния и эффективный рiщиусравны6) 

(13) 

6) Явные выражения для С,., а. и т. " известной нам литературе отсугствуют (их вывод изло­
жен в Приложении В.) Здесь и далее мы обозначаем тильдой веЛИЧИНIi, относящиеся к моменту 
возникновения уровня. 

527 



В. Д. Мур, В. С. Попов, Б. М. Карнаков ЖЭТФ, 1999, 115, вьm. 2 

• 00 "( 1 1) as = Н a(g) = 2R I: n -- + - , 
n=1 9 - gn gn 

(14) 

2 { -2 [d2(ag) ] } ТВ = зR а - 2а --;гgг + 4(3) , 

где a(g) = ф(l + yg) + ф(1 - yg) + 2С, ф(z) = ["(z)/r(z) и (3) = 1.202 [16]. Остает­

ся разложить эти выражения при к, -+ О, однако в случае произвольного n выкладки 
значительно усложняются. Мы ограничимся основным состоянием, когда 

9 = 1 + 2KR, 91 = 1, С'" = J~(l + KR)(l + 2KR) 

и (см. ПриложеНl'lе в) 

Сз = [11 - 16(3)]/54 = -0.1525. (15) 

в) Простейшей моделью и(Т) является потенциал Брейта, который использовал­

ся для описания N N -взаимодействия при низких энергиях и в теОрЩI резонансных 
ядерных реакций [19,20]. Он задается граничными условиями 

х(т) == О, 0< r < R; тх'(Т) I 
Х(Т) r=R = -g . 

. 
в этом случае имеется единственный s-уровень, для которого KR = 9 > О, 

_ 2g(1 + 9 + g2/3) 
к,Тэ - (1 + g)2 . 

Orсюда находим 

00 

9 = I: dk(Krs)k, 
k=l 

и окончательно 

100" 
- = е-2у = 1 - к,Т + '"""' ck(Kr )k 2С2 . s ~ э, 

к k=3 

(16) 

(17) 

(17а) 

(18) 

где Сз = 1/6, С4 = 1/12, С5 = -1/120, С6 = -83/1440, ... Быстрое убывание этих коэф­
фициентов объясняет, почему приближение С'" ~ [2(1 - Krs )]-lj2 сохраняет хорошую 
точность вплоть до значений к,Т s '" 0.5 (рис. 3). 

г) Были рассмотрены также дельта-функционное взаимодействие 

и(Т) = -..!L{j(r - R) 
2R 

и сепарабельный потенциал Ямагучи [21]. Суммируем результаты расчета: 

Сз = -0.152, 2/27, 0.131, 3/20 и 1/16 
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соответственно для потенциалов Хюльтена, Ямагучи, прямоугольной ямы, б-потенциа­

ла и потенциала Брейта (значения сз для потенциала Хюльтена и прямоугольной ямы 

относятся К основному состоянию). Хотя коэффициент СЗ зависит от модели, можно 

думать, что его численная малость сохранится и для реалистических потенциалов U(r). 
На рис. 3 показана зависимость С;;2 от Kr " Прямая штриховая линия отвечает 

пренебрежению в (5) всеми членами разложения, начиная с (Kr s )3. Это простое при­
ближение оказывается удивительно точным и вне области кт s « 1, благодаря чему во 
многих случаях можно ограничиться поправкой первого порядка по КТо. 

д) При наличии кулоновского взаимодействия формулы чрезвычайно усложняются, 

поэтому мы ограничимся моделью Брейта (16)! для которой 

(20) 

00 {2I<R} 1 _ _" 2 _ 1 (О) 2 2 2C~ - 2 J W",1/2(X)dx - 2 [CI<I ] 1 - СI J w (х) dx , 
~R О 

(20') 

где w = Г(l - V)W",1/2(X). 
На модели Брейта удобно рассмотреть особый случай V = n, когда энергия ns-уров­

ня в точности та же, что и в чисто кулоновском поле. для n = 1 имеем 

2 
С1 = [e- 2p(l + 2р + 2p2)]-1/2 = 1 - з рз - р4 + ... , gl = -1 + р, (21) 

где р = R/aB' ав = l/Z - радиус Бора. В обшем случае V = n получаем при р« 1 

2n - I 
С(О) = __ 

1< , ' n. 

причем константа связи в (16), отвечающая V = n, равна 

_ n 2 - 1 2 
gn - -1 + Р + -з:;;,г Р + ... 

(21') 

(21") 

Таким образом, поправки к значению C~O), происходящие от искажения кулоновского 
потенциала в области т < R, начинаются с членов сх: (к,R)З . . Если же потенциал V (r) 
ограничен при О < т < R, то поправка еще меньше и имеет порядок (KR)4. 

4. Рассмотрим теперь приближение ВКБ для асимптотических коэффициентов на 
бесконечности: 

(22) 

(1 = О). При этом энергия ~s-уровня определяется из (модифицированного) правила 
квантования Бора-ЗоммерФельда: 
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т, J p(T)dT = (n - ,),)11", р2 = ~к,2 - 2V(T), n = nт + 1 = 1,2,3, ... , (23) 

о 

в котором фаза ')'11" зависит от поведения потенциала на малых расстояниях. Если 

V(T) <х тО: при Т --+ О, то для потенциалов притяжения [22] 

_ { 1/4, 
')' - (а + 1)/2(а + 2), 

а ~ О, 

-2 < а ~ О. (24) 

в частности, ')' = о для потенциалов с кулоновской особенностью в нуле (потенциалы 
Юкавы, Хюльтена и др.), ')' = 1/4 для потенциалов, конечных в нуле. 

В формулах (22), (23) р(т) - квазиклассический импульс, Tt - точка поворота, 

ТТ - период радиальных колебаний классической частицы и ~(x) == ~(x, О), где 

xx+a-I/2e-x аl а2 

~(x, а) =..j"2; Г(х + а) = 1 - 2х + 24х2 + ... , х --+ 00, (25) 

причем аl = Ь2 - 1/12, а2= 3а: + 4ЬЗ -Ь и Ь = а - 1/2. 
Появление в (22) множителя ~ связано с необходимостью модификации условия 

сшивания Крамерса в окрестности точки поворота в случае мелких уровней. Это объ­

ясняется [23,24] тем, что область квазиклассичности в этом случае не перекрывается с 
той областью вблизи точки Tt, в которой справедливо линейное разложение потенциала 

(что используется при выводе обычных условий сшивания [1]). В итоге квазиклассиче­
скую волновую функцию в подбарьерной области т > Tt следует умножить на ~(2к,/ JL), 
если потенциал V (т) убывает как ехр( - JLT) на больших расстояниях (для потенциалов 
с кулоновским «хвостом» на бесконечности JL = О и ~(oo) = 1). 

Проиллюстрируем выражение (22) на потенциале Хюльтена, допускающем точное 
решение для состояний с 1 = О. Условие квантования (23) приводит в данном случае [22] 
(как и для кулоновского потенциала [25]) к точному спектру s-уровней, см. первую 
формулу в (13). Из (22) находим 

c~KB = ~(n(л - 1)) а = (л _ 1).\-1 ' (26) 

р = c~KB = ~(nл) = ~(n + 2KR) 
n - ,Cns ~(n) ~(n) 

(27) 

Приближение (22) имеет высокую'точность при n » 1 и ПРОИЗВ?ЛIIНОЙ энергии уровня: 

( )

2 
KR 1 KR 

Рn = 1 + + -_. + ... , 
6n(n + 2KR) 72n2 n + 2KR 

а для мелких уровней - при всех n = 1,2, ... (что достигаеtся благодаря множителю 
~(2KR) в (22»: 

Рn = 1 + d1KR + d2(KR)2 + ... , KR « 1, 

. .1 1 2 2n + 1 , 
d l = 2[lnn - 'Ф(n)] -~' d2 = "2dl + ~ - 2'Ф (n) 

(28) 
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, \ 
(dl = 0.154, d2 = -0.278 при n = 1, dl = 0.041, d2 = -0.039 при n = 2 и d t ~ 1/6n2, 
d2 ~ -1/3n3 при n » 1). Даже в наименее благоприятном случае глубоких уровней 
Рn -7 1/~(n), что составляет 1.042,1.028 и 1 + 0.08зn- 1 при n = 2, 3 и n -+ 00. 

Аналогичные результаты были получены и для других потенциалов. Так, для V (Т) = 
= -g/2R2 ch2(r / R) имеем ",R = .J 9 + 1/4 - .J gn + 1/4, 9n = 2n(2n - 1) и 

Рn = [~(2(n + ",R), 1/2)/~(2n, 1/2)]1/2, (29) 

откуда Рn = 1 + ",R/48n(n + 2к,R) -7 1 при n » 1 и Рn = 1 в момент возникновения 
ns-уровня, а в случае глубоких (к, -7 00) уровней Рn -+ [~(2n, 1/2)]-1/2 = 0.9898,0.9948 
и 1 - 0.0104n- 1 соответственно для n = 1,2 и n » 1. Рассмотренные примеры по­
казывают, что квазиклассическое приближение, модифицированное в соответствии с 

работами [22-24], не только является асимmотически точным в пределе n -7 00, но И 

«затягивается» вплоть до небольших квантовых чисел n '" 1. 
Наконец, для V(r) = -Z/r имеем ~ = 1, точка поворота rt = 2v2/Z и 

(30) 

(см. работу Аммосова, Делоне и Крайнова [6], в которой n * == v - эффективное главное 

квантовое число, а асимптотический коэффициент Сn' О отличается от нашего в два ра­
за). При v ;::: 1 это выражение хорошо согласуется с C~O), как видно из рис. 1. Однако 
при v -7 О формула (30), в отличие от (3), не переходит в разложение (5), справед­
ливое для слабосвязанных состояний в короткодействующем потенциале. Преимуще­

ством приблиЖения (3) является также то, что в нем учтена поправка на эффективный 
радиус системы, что, в частности, позволяет находить параметры Т$ и ТСВ (см. табл. 1 
и 2). 

5. Случай 1 ., О. При произвольном 1 асимптотику нормированной волновой функ­
ции запишем в виде 

1 3/2 к,З -",r ",-I (r) 'Ф",lm(r) ~ 2 + Скl (21 + 2)! е (к,Т) Yim;:. (31) 

для наинизшеro состояния с орбитальным моментом 1 в кулоновской задаче, V(r) = 
= -Z/r, имеем [11 С",I = 1 при любом 1 = 0,1, ... , чем объясняется выбор зависящих 
от 1 множителей в (31). 

При 1 > 1 убывающее на бесконечности решение уравнения Шредингера 
Wv,I+I/2(2к,r) ос т- I при r -7 о, поэтому приближение нулевого радиуса непримени­
мо. Достаточно общий результат можно получить в том случае, когда во «внутреннем» 

потенциале U(т) имеется мелкий [-уровень. В момент возникновения l-уровня его вол­

новая функция убывает ':Ia бесконечности (благодаря центробежному барьеру, 1 =J О) и 
остается нормируемой: Xl(r) ~ A I1,-I, r »То. Применяя процедуру сшивания в обла­
сти то « r « miп(к,-I,ав) и учитывая связь I/А; с эффективным радиусом систе­
мы [26], получаем 

[ 
r(l + 1 _ v) ] 21 к,21-1 1 

C~l = (2l + 2)! 21+I-vr(1 + 1) Т' 1 ?: 1, (32) 
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где ТI - значение эффективного радиуса в момент возникновения l-уровня. Отметим, 
что к21 - 1 Нl - безразмерный параметр, причем7) Tl < О. Так, для прямоугольной ямы 
радиуса R 

(33) 

СВ1 = 3, (32 = 15, (33 = 315, ... ) и аналогично для других короткодействующих потенци­
алов. 

Имеется существенное различие между формулами (3) и (32): в то время как в (3) 
первый член разложения универсален и полностью определяется кулоновским взаимо­

действием (и энергией уровня), в (32) входит эффективный радиус Т/, зависящий от 
короткодействующей части потенциала и(т). для состояний с 1 =f о не существует ана­
лога разложения (3), мало чувствительного к искажению кулоновского потенциала на 
расстояниях r "" То « ав. Подчеркнем, что наличие мелкого (не кулоновского, т. е. 
1/ =f n) l-уровня уже указывает на перестройку атомного спектра (эффект Зельдовича) 
для состояний с моментом 1 =f о [28,29]. Именно к этому случаю и относится формула 
(32). 

6. Формулы (3) и (5) связывают асимптотический коэффициент на бесконечности 
с эффективным радиусом системы. Если известно явное выражение для О "" то разло­

жение его при к -+ О дает значение радиуса Тn == rs(g = gn) в момент возникновения 

ns-уровня (а также и первую поправку <х к). для потенциала Хюльтена из (13) таким 
способом получаем 

( ) - - (3' -2 + rsg -Тn - nКТn ... , (34) 

где 

Вn = 4 ['Ф(n + 1) - 'Ф(I)] - n- 1• (35) 

Эти выражения можно получить также разложением точной формулы (14) вблизи 9 = 
= gn. для основного уровня (31 = 3, (3; = 7/9, для n = 2 имеем (32 = 5.5, (3~ = 79/121, а 
для высоковозбужденных состояний 

Тn = 4R(lnn + О + 4~ - 12~2 + .. .), 

Аналогично в случае и(т) = -g/2ch2(r/R) 

1 7r2 

(3~ = "2 + 24(1пn + 0)2 + ... 

Тn = 2R['Ф(2n) + О] = 2R [ln n + (О + In2) - 4~ - 48~2 + ... ] . 

(36) 

(37) 

Покажем, что логарифмический рост эффективных радиусов т n для высоковозбуж -
денных ns-состояний является общим свойством короткодействующих (но не финит­
ных!) потенциалов (см. также рис. 4). Пусть 

(38) 

7) Для состояний С l 2: 1 в короткодействующем потенциале [26]. С другой стороны, для s-состоя­
ний эффективный радиус ТВ > О, если только потенциал U(т) не обладает широким барьером [27]. 
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r,./R 
G 

O~~~~ __ ~~ __ ~ __ ~~~ 
1 2 345 10 1520 50 100 200 2 345 10 1520 50 100 200 

n n 

Рис. 4. Эффективные радиусы ТN в момент возникновения ns-уровня, 9 = 9n. Кривые 
Н, У, С, Е и G относятся соответственно к v(x) = (е'" - 1)-1, е-'" /х, 1/ сь2 Х (потенци­
ал записан в форме (с.!)), ехр(-х) и ехр(-х2). В случае Е численные значения радиусов 

ТN уменьшены в пять раз. Точками обозначены результаты численных расчетов 

тогда в момент возникновения ns-уровня его волновая функция 

Хо(Т) = 1- 9n a:-2(/lr)-2(",+P-1) ехр {-(/lr)"'} + ... , r -+ 00 (38а) 

(параметр /l-l относится К асимптотике потенциала U(т) на больших расстояниях и 

не обязательно совпадает с его характерным радиусом То, введенным в (2». Разность 
1 - Хб(r) становится экспоненциально малой при r > Т*, где 

При n ~ 1 применима квазиклассика, откуда 9n сх: n 2 и при То « r < Т* 

Ixo(r)1 ;5 [-u(т)г 1 / 4 ......, 9:;1/4(/lr).8/2 ехр { ~(/lr)'" } сх: 

сх: ехр { _102 n [1 - (:J Г} « 1. (39) 

Интеграл в формуле Швингера-Смородинского (А. 9) набирается на расстояниях r ;5 r * 
(переходная область Ir - t * I ......, r * / lп n является узкой при n -+ (0), откуда8) 

ТN = 2("'+1)/'" /l-1 {(ln n)l/'" - а: + ~ - 1 (lo n)(1-"')/'" .1пlп n + ... } . (40) 

в частности, для потенциалов с чисто экспоненциальным (а: = 1, (3 = О) «хвостом» 

на бесконечности эта асимптотика согласуется с точными формулами (35) и (37), при­
чем разложение идет по обратным степеням N: 

8) Предполагается, что потенциал U(т) является гладким и применимо квазиклассическое при­
ближение. Очевидный контрпример: финитные потенциалы, например прямоугольная яма (для 

которой Тn = R независимо от номера уровня n, см., например, [10]) или Б-потенциал. 
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_ _) ( k) k2 ) 
Т n = 41L In N + ko + N + N2 + ... , (41) 

где N = n.,- " а постоянная, (не зависящая от n) определена в (24). Так, для потен­
циалас кулоновской особенностью в нуле (например, потенциала Хюльтена) , = о и 
N = n, а для конечных в нуле потенциалов N = n - 1/4. Для первых двух коэФФици­
ентов, ko и k), можно получить замкнутые аналитические выражения, приведенные в 
Приложении С. 

С другой стороны, в случае потенциала Юкавы а = 1, fЗ = 1/2, поэтому в асим­
птотике (40) присутствует двойной логарифм - см. кривую У на рис. 4а, из которого 

видно, что асимптотика (40) для потенциала Юкавы устанавЛивается значительно поз­
же, чем для потенциалов с чисто :жспоненциальным «хвостом» (кривые Н и С). Рису­

нок 4б показывает, что рост эффективных радиусов т n В случае гауссовского потенци­

ала (а = 2) более медленный, чем при а = 1, и cooTBeTcTliyeT зависимости тn <х ~ 
(результаты, представленные на рис. 4 в виде точек, были получены при численном 
решении уравнения Шредингера). 

Итак, эффективный радиус ns-состояни~ (при g ~ Уn) логарифмически «разбухает» 
с ростом n. Отметим определенное сходство этого результата с известным ограничением 
Фруассара в физике высоких энергий [30,31]. . 

7. В заключение заметим следующее. Разложение (5) справедливо только в резо­
нансном случае: ""То« 1, lasl »т., Т.е. при наличии мелкого уровня (реального или 
виртуального) в короткодействующем потенциале U(т). Что же касается (3), то для его 
применимости такое условие необязательно, поскольку частицу связывает не U(т), а 

кулоновское притяжение (Z > о). Как видно из (3), поправка к c~o) содержит множи­
тель С). При V » 1 имеем С) <х у- 2 ----> о, что обеспечивает хорошую точность нулевого 
приблиЖения С 1< ~ C~)) В случае высоково}бужденных уровней. 

Коэффициент С) сохраняет численную малость и в области V '" 1 -;- 2, к которой 
относится большая часть s-состояний нейтральных атомов и положительных ионов (см. 

рис. 1). Однако С)(У) ----> О при I1 ----> n, и условие применимости формулы (3) меняется, 
так как приближение (2) перестает быть справедливым. Формально это проявляется 
в обращении в нуль функции <р(т)/Г(1 - У) при т ;S то, а по существу связано с тем, 

. 1· 
что коэффициенты разложения эффективного радиуса становятся аномально большими 

при ае. ----> о: те. <х Тб/а~s, и т.д. (см. (В.7». Этот случай нужно рассмотреть отдельно. 
Как вытекает из (21), поправка к c~o) здесь мала, но не обращается в нуль при v = n. 
Окончательная формула (3) записана нами в форме, справедливой при всех v » То, 

включая и значения параметра У, близкие к целым n = 1,2,3, ... 
Отметим, наконец, что выражение типа (3) для асимптотического коэффициента 

волновой функции возникает и в двухканальной задаче с кулоновским взаимодействи­

ем в одном из каналов и короткодействием в другом. Эта проблема изучалась [32,33] на 
примере протон-антипротонного атома, в котором каналы рр и nn связаны благодаря 
сильному взаимодействию на малых (Т '" То « ав) расстояниях. При этом задача эф­
фективно сводится к одноканальной и формулы (3), (4) остаются в силе, если параметр 
те. В (3) заменить на9) 

(42) 

9) Определение длин рассеяния ао и а! в [32, 33] различается знаком. Здесь мы следуем работе (32). 
534 



ЖЭТФ, 1999, 115, выn. 2 Асимптотические коэффициенты для атомов . .. ' 

где ао и аl - ДЛИНЫ рассеяния с изоспинами О и 1, Д = J2тn(тn - тр) r;:::: 1/4 фм- 1 , 
Т е = Tll = Т22 - элементы матрицы эффективных радиусов, а р2 - относительная веро­
ятность найти систему в состоянии nп в 'области действия ядерных сил (существенно, 

что коэффициент Cl(V) сохраняет прежнее значение (4». Однако вопрос об обращении 
в нуль коэффициента при следующем члене разлож~ния (ос к2) в указанных работах не 
рассматривался. 

Авторы благодарны И. Л. Бейгману, Н. Б. Делоне, Б. О. Кербикову, В. П. Крайнову, 

Л. Б. Окуню и рецензенту за обсуждение результатов и полезные замечания, а также 

С. Г. Позднякову, А В. Сергееву иМ. Н. Маркиной за помощь в проведении численных 

расчетов и при оформлении рукописи. Работа выполнена при частичной поддержке 

Российского фонда фундаментальных исследований (грант N2 98-02-17007). 

_ ПРИЛОЖЕНИЕ А 

для вывода разложений эффективного радиуса заметим, -что волновая функция 
мелкого s-уровня в кулоновском поле У(Т) = -ZT- 1 + U(т), искаженном на малых 
(Т ;$ То « K- 1) расстояниях, имеет вид (2), где 

, 1 ' 
Г(1 - V)W",1/2(2KT) == W(T) = V(T, к2) -' 2P!(V)U(T, к2 ), (А 1) 

U(Т, к2 ) = 'Г/(Р) + ~K2T2ij(p) + о«кт)4), (А2) 

V(T, к2) = ~(p) + ~K2T2~(p) + о«кт)4), (АЗ) 

,!(V) = 2ф(l- v)- 21nv + v- 1, ф(z) == r(z)/r(z), (А4) 

v = Z/K = (kab)-l, Р = 2т/ав, ав = I/Z -радиус Бора, W",1/2 -функция Уиттекера 
и <р(Т) - волновая функция системы, отвечающ!!Я нулевой энергии; при этом 

Т 
<р(т) r;:::: ~(p)- -'Г/(Р), т» То. 

асв 
(А5) 

Входящие в (А2), (АЗ) функции ~, 'Г/ и т.Д. выражаются через цилиндрические функ­

ции, причем ~(O) = {(О) = 1/(0) = ij(O) = 1. ,НапримерlO), 

'Г/(Р) = p-l/2 Jl('l...;p), ~(p) = _1Гpl/2N1 (2..;р) , 

так что при р -+ О 

_ р р2 
'Г/(Р) - 1 - 2'+ 12 + ... , 

1 
~(p) = 1 - plnp - (2С - l)р +2"p2lnp + ... , 

ii(p) = 1 _ ~p + ~p2 + . , 12 24 ... , 
- 1 2 1 2 
~(p)= 1- зр1пр + 9(2-ЗС)р+ 9Р lпр+ ... 

(А6) 

10) Явные выражения для функций ij и ( являются довольно громоздкими и приведены, например, 
в 1341. 
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(С = 0.577 ... ), а при р -+ 00 

'Гj(p) ~ JТ-l/2р-З/4 sin (2уГр - ~ ) , ~(p) ~ JТl/2p l/4 COS (2Л -~ ) , 
и т.д. Функция j(v) из (А4) входит в уравнение, определяющее спектр мелких атомных 
уровней в кулоновской задаче с короткодействием [12,35]: 

(z) 1 1 2 4 Zj - = - + -2к, теэ +О(к,), 
к, ас. 

(А7) 

где ас. и Tes - ядерно-кулоновские [12-15] длина рассеяния и эффективный радиус; в 
частности, 

(А8) 

(в силу (А.5) этот интеграл сходится на расстояниях т'" То). В момент возникновения 

ns-уровня aes = 00 (если Z =1 О) или а. =,00 (если Z = О), и (А8) принимает вид 

00 00 

Те. = 2 ![e(2ZT) - 'P5(T)]dT, Тэ = 2 ! [1 - X5(T)]dT. (А9) 

О о 

Последняя формула была получена Швингером [36] и Смородинским [37]; см, также [1, 
стр. 631]. Тильдой мы обозначаем величины, относящиеся к моменту возникновения 
связанного s-состояния. 

Сравнение (Аl) и (А5) с учетом уравнения (А7) показывает, что функции W(T) И 
00 

'Р(Т) сшиваются в области то« т« min(к,-',ав). Условие нормировки ! X~(T)dT = 1 

о 
дает 

(АI0) 

где мы использовали (А8) и выбрали точку сшивания т, из указанной выше области. 

Как следует из (Аl), (А6) и (А7), при т < Т, 

( т) 1 2 ( 2 - тЗ - ) 4 W(T)= ~-- 'Гj+-к, T(---'Гj-Тсsт'Гj +О(к,), 
aes 2 3ае .. 

поэтому последний интеграл в (АI0) имеет порядок к,2Тб и не дает вклада в члены 
сх: (к,то)2 в разложении С;; 2 • Учитывая значение интеграла 
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2 sin 1I"V , 2У + 1 
00 { ()2[ ]} ! [Wv ,Ij2(X)] dx = 2 r2(v + 1) 1 - -11"- Ф (У) -~ , (А.11) 

приходим при к,То « 1 к формуле (3). Заметим, что два первых члена этого разложения 
были получены ранее в теории кулоновских систем с короткодействием (адронные ато­

мы [12,32]). При этом, однако, использовался более грубый метод и не было понято, 
что члены (Х т2 1п т, т2 и' тЗ InT (реально присутствующие [16] в разложении кулонов­
ских радиальных волновых функций при т --+ О) всегда нацело сокращаются, в силу 

чего неучтенные в (3) члены имеют порядок малости (к,то)з. 

ПРИЛОЖЕНИЕ В 

в случае s-волны 

. f(k) + f*(k) 1 1 2 
kctgoo(k) = -zk f(k) _ f*(k) = - а• + "2 Tsk + ... , (В.l) 

где 6o(k) - фаза s-рассеяния, а f(k) = 111 ехр( -i6o) - функция Йоста. Уравнение 
Шредингера с 1 = О и потенциалом (12) имеет точные решения, выражающиеся через 
гипергеометрическую функцию Гаусса. Нормировка волновой функции дискретного 

спектраприводит к (13), а для f(k) имеем [9] 

f(k) = fr (1 9 ) = Г(I-2ikR) (В.2) 
n=1 n(n-2ikR) г (l-ikR+Jg-(kR)2) Г (l-ikR-Jg-(kR)2) . 

Разлагая это выражение при k --+ О, получаем формулы (14) для длины рассеяния и 
эффективного радиуса в потенциале Хюльтена. для введенной в (14) функции a(g) 
находим 

00 

a(g) = 11" ctg7rZ + 2[ф(1 + z) + С] +(1 + z)-l = z-I + 1 - L amzm , (В.3) 
"т=1 

где z =..;9- 1, ат = 1 при т = 1,3,5, ... , aтn = 2 (т + 1) -1 при т = 2,4, ... и (8) 
- дзета-функция Римана [16]. Преобразуем (14) к виду 

1 {II 2 ,2 3Ь' 2} 
Т. = '3 ь + ь(1 - ь ) + 1 + z- 16 (3) Ь R, (В.4) 

где Ь = l/а = z - z2 + 2zЗ - 2cz4 + 4cz5 + ... , Ь' = db/dz и С = 2 - (3). В итоге 

Т• 1 2 
R = 3 - 7к,R +"2 [41- 16 (3)](к,R) + ... , (В.5) 

а для 

_1_ = 1 + ~(_1)n(2n+l _ l)(к,R)n 
2С2 L....i 

t< n=1 

получаем разложение (5) с коэффициентом сз, указанным в (15). При этом, как и сле­
довало ожидать, в (5) отсутствует член, квадратичный по эффективному радиусу. 
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для короткодействующих потенциалов имеют место следующие разложения: в мо­
мент возникновения ns-уровня (g -+ 9n, n = 1,2, ... ) 

00 , 

ав "" - ( - )з' R = L..i aj 9 - gn , 
j=-1 

00 

~ = 2:;3j(g - 9n)j, 
j=O 

(В.6) 

а вблизи нулей длины рассеяния, 9 -+ g", 

00 

а• "" ' R = - L..iaj(g - gn)1, 
j=1 

(В.7) 

причем 0< gl < 91 < g2 < 92 < ... Так, для прямоугольной ямы ,;g;: = (n - 1/2)7r, 

- 1 1 
ао= --2- , gn 

;30 = 1, 

а значения gn находятся из уравнения tg.j9 = .j9, откуда 

в случае потенциала Хюлътена 

1 - ,3 
аО = '2/30 = 2[ф(n) + С] + 2n' 

для высоковозбужденных (n ~'> 1) состояний получаем 

_ 1 

(В.8) 

(В.9) 

(В.I0) 

аО = 2(ln n + С) + - + ... , . n 
/3- =.....: (ln n )2 (1 + 2С + ) 

1 n . lnn ... , (В.11) 

1 
,;g;; = ,n + 1 - 2(ln n + С) + ... , a1~2(lnn)2, 

n 
2n2 

/3-2 ~ -1 -. (В.12) 
пn 

При значениях константы связи 9 = gш когда длина рассеяния обращается в нуль, 
эффективный радиус r s (g) имеет полюсы второго порядка 11), причем он может обра­
щаться как в +00 (например, для потенциала Хюлътена), так и в -00 (прямоугольная 

яма). Этим объясняется различие в поведении соответствующих кривых на рис. 3. 
Наконец, при 9 -+ о имеем 

00 

rs/R = L /3jg j . (В.13) 

j=-1 

11) В отличие от этого при 9 -> о эффективный радиус r.(g) имеет полюс первого порядка. 
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Например, для прямоугольной ямы 

22j+3 - 2 
о:} = 7Г2j+2 (2) + 2), 

I 6 
/3-, ='5'''' 

(o:~ = 1/3, o:~ = 2/15, o:~ = 17/315 и т.д.), а для потенциала Хюльтена 

о:} = 2 (2) + 1), /3'-, == 4(5)[(з)]-2 = 2.871 

(здесь мы использовали соотношение: 'Ф(n)о) = (-: 1)n+'n! (n + 1), n. ~ 1). 

(В.14) 

(В.15) 

ПРИЛОЖЕНИЕ С 

Короткодействующий потенциал притяжения запишем в виде 

(С.l) 

где R == ТО - радиус действия сил, а параметр 1" -, относится к асимптотической области 
r » R, в которой U(Т) -+ О. Функция v(r/R), или f(l"r), задает форму потенциала. 
Мы наложим условие 

f(x) = е-Ж + О(е-ЛЖ ), л > 3/2 (С.2) 

при х -+ 00, которое обеспечит сходимость интеграла J, в (С.4). Обычно можно считать, 
что R = р,-' ц v(x) == f(x), однако это не всегда удобно (например, в случае потенциала 
Вудса-Саксона). 

Используя метод ВКБ, можно получить следующие формулы для коэффициентов 

разложения (41): 

ko = с -lпJо , (С.3) 

где С = 0.5772 ... - константа Эйлера, 

00 00 

Jo = ~ J J f(x)dx, J, = ~ J( [f(х)Г'/2 - ежj2)dх 2 . (С.4) 

о о 

(см. [38, стр. 147]). Рассмотрим несколько примеров. для потенциала Хюльтена (12) 
р,-' =R, 

N = n, ko = С, k, = 1/4, (С.5) 

для v(x) = 1/ ch2 Х получаем р,-' = R/2, 

N = n - 1/4, kp = С + In2 = 1.270, k, = ':"'1/4. (с.6) 

Эти значения полнострю согласуются с разложениями (36) и (37), вытекающими из 
точных формул для Тn ' для экспоненциального потенциала р,-1 = R, 

N = n - 1/4, ko = с + IП(7Г/2) = 1.029, k, = 1/7Г2 
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(различие в наклоне кривых на рис. 4а объясняется разной величиной параметра р, в 
этих случаях). Наконец, полагая 

будем иметь 

причем 

f(x) = (еЖ +a)-l, -1 ~ а < 00, 

2 
Jo = -ф(а), 

1г 

{ 
arcsinFajFa, 

ф(а) = a- 1/ 2 1n ( va + V1+a) , 
-1~a<O, 

а> О, 

{ 
1Гjа-V1+a+ ... , 

ф(а) = 1 - (lj6)a + (3/40)а2 + ... , 
Oj2)a-1/ 2(ln4a + lj2a + ... ), 

а -t -1, 
а -t О, 

а -t 00. 

(с.8) 

Семейство потенциалов (с.8) включает в себя потенциал Хюльтена (а = -1), экспо­
ненциальный (а = О), а также известный из ядерной физики потенциал Вудса-Саксона 
(а = exp(MR), R - радиус ядра, м- 1 - диффузность его края). В последнем случае 

р = p,R» 1, 
(C.lO) 

1 
ko = "2 Р -Inp + 0(1), 

В пределе М -t 00 потенциал становится финитным (прямоугольная яма радиуса R) и 
в (41) исчезает член, приводящий к логарифмическому росту эффективного радиуса. 

В заключение отметим, что ряд (41) является, как.правило, расходящимся. Так, в 
случае потенциала Хюльтена из (35) вытекает, что 

(С.11) 

т. е. эти коэффициенты (с четными j) возрастают факториально. То же справедливо и 
для примера (37). 
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