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Рассматривается пропесс диффузии частицы в N -мерном евклИдОВОМ пространстве 
с ловушками возвратного типа. В предположении, что случайное вреМя непрерывной 

диффузии иJtеет конечное среднее значеиие, установлено, что для возникновения суб
диффузии, характеризующейся ростом ширины диффузионного пакета со временем по 

закону ос t", а < 1 (для нормальнОЙ.диффуэии а = 1), необходимо и достаточно, чтобы 
плотность распределения случайного времени пребывания в ловушке имела асимптотиче

ский хвост степенного ВИда ос t" -1. В ЭТИХ условиях найдено асимптотическое выраже
ние плотности распределения диффундирующей частицы через плотность одностороннего 

устойчивого закона с характеристическим показатмем а. Показано, что наЙденная плот

ность является решением уравнений субдиффузии в дробных производных. ОбсYJIЩается 

физический смысл решения, его свойства и связь с результатами других работ по теории 

аномальной днффузии. Приведены результаты численных расчетов. 

1. ВВIЩЕНИЕ 

@1999 

Аномальной диффузией принято называть случайный процесс блуждания части

цы, размер диффузионного пакета д(t) которой (т. е. ширина плотности распределения 

р(х, t) при начальном условии р(х, О) = б(х», растет со временем по закону 
дt ос t", t -t 00, (1) 

где показатель v отличается от значения 1/2, соответствующего нормальной диффузии. 
При v > 1/2 мы имеем дело с супердиффузией, при v < 1/2 - с субдиффузией (см. 
обзорные статьи [1-3]). Первый тип аномальной диффузии ассоциируется с аномаль
но большими длинами пробегов частицы в среде, {, второй - с аномально большими 

временами пребывания частицы в ловушках, 7. Под аномально большими понимаются 

случайные величины { и 7 такие, что (е) = 00 и (7) = 00. Степенной закон (1) воз
никает в случае, когда распределения { и (или) 7 имеют хвосты степенного типа. В [4] 
показано, что супердиффузия в асимптотике больших времен описывается уравнени

ем с дробным лапласианом, решением которого является симметрическое устойчивое 

распределение. Настоящая работа посвящена теоретическому изучению модели суб

диффузии, многочисленные примеры применения которой к физическим процессам 

обсуждаются в работах [1-3, 5-10] и др. 
В предположении о взаимной независимости случайных переменных {i и 7i суб

диффузия может быть описана с помощью интегральных уравнений. Стремление при

дать уравнению субдиффузии вид, подобный обычному диффузионному уравнению, 
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ведет к уравнениям в дробных производных [5-10). В ряде работ [11-13) решения таких 
уравнений представляются с помощью функций Фокса [14), однако в силу недостаточ
ной адаптированности последних к вычислительным задачам подобные представления 

немногим более полезны, чем просто преобразования Фурье-Лапласа или Меллина. 
Плотности пространственного распределения субдиффундирующей частицы в числен

ном виде еще не найдены. 

Идея искать решение уравнений субдИффузии в терминах устойчивых законов воз

никла на основе двух не очень известных среди физиков фактов. Во-первых, raYCCOBO 

распределение - это лишь один из представителей бесконечного множества устойчи

вых законов, общим свойством которых является то, что они описывают предельные 

распределения нормированных специальные образом сумм независимых случайных ве

личин [15-17). Гауссово распределение появляется в качестве предельного только в слу
чае слагаемых с конечной или логарифмически расходящейся дисперсией. Во-вторых, 

в работах [18, 19) установлена связь между устойчивыми законами и функциями Фокса. 
Поскольку в разных подходах к проблеме аномальной диффузии появляются раз

личные варианты уравнений, начнем с полного описания рассматриваемой модели, 

основанного на интегральных уравнениях. 

2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ ЧАСТИЦ В СРЕДЕ С ЛОВУШКАМИ 

В рассматриваемой ниже модели частица может находиться в одном из двух состо

яний: в состоянии обычной диффузии (1) и в 'состоянии покоя (О) (после попадания 
в ловушку). Процесс субдиффузии представляет собой последовательную смену этих 

состояний в случайные моменты времени. Случайные времена пребывания в этих со

стояниях будем считать взаимно независимыми и распределенными соответственно с 

плотностями ql(r) и qo(r). 
Распределение времени пребывания в ловушке qo(r), обусловленное механизмом 

захвата и статистическим разбросом свойств ловушек, пока конкретизировать не будем, 

а относительно ql (Т) предположим только, что среднее время Тl между выходом частицы 

из ловушки и последующим попаданием в ловушку конечно: 

00 

Тl = J rql(r)dr < 00. (2) 

о 

Среду считаем пространственно-однородной и стационарной. 

Пусть р(х, t) - пространственное распределение вероятности в случае непрерывной 

диффузии. В N -мерном пространстве 
р(х, у) = (47ГDt)-N/2е-Х'/4Dt, х Е R N, (3) 

где D - коэффициент диффузии. Обозначим, далее, через Ро(х, t) распределение час
тицы в момент t, начавшей свою историю в момент t = О с попадания в ловушку в 
точке х = О, а через Pl(X,t) - то же для частицы, чья история начинается с выхода 

из ловушки в точке х = О. эти два распределения связаны системой интегральных 

. уравнений 
t 

Po{x,t) = Qo(t)8(x) + jdrqo(r)pl(X,t - Т), 
о 
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где 

t 

Рl (х, t) = Ql (t)p(x, t) + 1 dr ql(r)p(x, -т) * Ро(Х, t - -т), 
о 

00 

Qi(t) = 1 qi(r)dr, 

t 

а * означает операцию свертки по пространственным переменным: 

р(х, -т) * ро(х, t - -т) == 1 р(х', -т)ро(х - х', t - r)dNx'. 

, 

(6) 

Вообще, система уравнений (4), (5) описывает более общий класс процессов, по
скольку она справедлива при произвольном распределении р(х, t). В частности, вместо 
диффузионного режима (3) в промежутках между попаданиями в ловушку можно ис
пользовать баллистический или, скажем, супердиффузионный режим. В настоящей ра

боте мы ограничимся изучением решений уравнений (4), (5) с использованием распре
деления (3), выбрав распределение времени пребывания в ловушке qo(r) в виде, обес
печивающем субдиффузионный режим. 

3. НЕОБХОДИМОЕ И доcrАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ СУБДИФФУЗИИ 

Найдем условие, которому необходимо подчинить распределение qo(r), чтобы рас
сматриваемая модель привела к субдиффузии (1). Введя, для краткости, обозначения 

из (4), (5) получаем 

где 

. -1 2 N Si(t) - Ixl Pi(X, t)d х, 

t 

so(t)= 1 drqo(r)sl(t-r), 

о 

t r 

Sl(t) = Ql(t)S(t) + 1 dr ql(r) [s(r) + So(t - -т)], 
о 

s(t) = 1 IxI 2p(x, t)dNx = at, а = 2ND. 

Применяя к уравнениям (7) и (8) преобразование Лапласа 

00 

si(л) = /e->.tsi(t)dt, 

о 
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приходим К алгебраической системе уравнений для компонент 

где 

Ее решение имеет вид 

_ qо(л)К(л) 

80(Л) - 1 - qо(л)q1 (л) , (10) 

К(л) 

81 (л) = 1 _ qо(л)q1 (л) (11) 

Используя (9), преобразуем К(Л) к виду 

(12) 

Согласно тауберовой теореме соотношение 
~~ ~ 

влечет за собой 

(13) 

и наоборот [20]. В силу условия (2) 

1 - q1(Л) '" Т1Л, Q1(Л) = 1 -10(Л) '" Т1 (14) 

И,следовательно, К(л) '" аТ1/Л при л-о. Подставляя (13) в (10) и (11) и разре
шая полученные уравнения относительно 1 - qо(л), находим необходимое условие для 

возникновения субдиффузии 

аТ1 
1 - qо(л) '" Ьл", л - О, Ь = Г(а + 1)А' а < 1, (15) 

причем А1 = А2 = А (асимптотическое поведение ширины субдиффузионного пакета 
не зависит от начального состояния частицы). В силу обратимости тауберовой теоремы 

условие (14) является и достаточным. 
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Чтобы переформулироватъ условие (14) для плотности распределения qo(r), ВНО:
вернемся к тауберовой теореме и применим ее к функциям Qo(t) и 

в результате получим 

00 

Qo(t) = J qo(1')dr '" вг", t -+ 00, (16) 

t 

или, для плотности, 

(17) 

Таким образом, в рассматриваемой модели субдиффузия возникает тогда и только то

гда, когда распределение времен пребывания в ловушках имеет асимптотику степенного 

типа (16) с показателем а < 1. Последнее, в частности, означает, что среднее время 
пребывания частицы в ловушках должно быть бесконечным: 

в случае,· если оно конечно, 

асимптотика qo(.).) имеет вид 

00 J 1'qo(1')dr = 00, а < 1. 

о 

00 J rqo(r)dr = то, 
о 

qo(.).) '" 1- ТоЛ, л -+ О. 

Подставляя (14) и (18) в (11), видим, что в этом случае 

(18) 

и, стало быть, влияние ловушек сводится лишь к изменению (уменьшению) коэффи

циента диффузии 

D 
D -+ .,.----:--

1 +1'о/т,' 

а асимптотический закон изменения среднего квадрата s,(t) со временем остается ли
нейным. Можно показать, что и форма диффузионного пакета в этом случае остается 

гауссовой. 
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ СУБДИФФУЗИИ 

Вернемся к уравнениям (4) и (5) и применим к ним преобразования Фурье и Лап
ласа соответственно по координатам и времени: 

00 

pi(k, л) = ! dt ! dNx ехр{ -лt + ikx }Pi(X, t), k Е RN'. 

О 

В результате получим 

. Po(k, л) = Qо(Л) + qО(Л)РI (k, л), 

Решение этой системы имеет вид 

(k л) = Qо(л) + qо(л)QI (л + Dk2) 

ро , 1 - qо(л)ql (л + Dk2) 
(19) 

и 

(k л) = QI(Л + Dk2) + Qо(л)ql(Л + Dk2) 

РI , 1 - qо(л)ql (л + Dk2) • 
(20) 

Используя В формулах (19), (20) условия (15)-(17), получим для главных асимпто-
тических членов выражение 

aS(k л) - л" D' _ T1D 
Р , - л[D' k2 + л"]' - -ь-' (21) 

не зависящее от начального состояния. Orложив обратное npeобразование до следу

ющеro раздела, представим наЙденное соотношение в следующих трех эквивалентных 

формах: 

л"раS(k, л) = _D'k2pas (k, л) + л"-I, 
лраS(k, л) = -D' k2 лl-о< pas(k, л) + 1, 

pas(k, л) = -D' k2 л -О< pas(k, л) + л -1. 

(22) 

(23) 

(24) 

Известно, что на подходящем классе функций преобразование Лапласа F(л) дроб

ной npоизводной Римана-Лиувилля 

t 
dJJ- f(t) 1 d! _ 

F(t) = -- == --- (t - Т) JJ- f(r)dr 
dtJJ- Г( -f.L) dt ' 

f.L < 1, 
о 

связано с f(л) дифференцируемой Функции f(t) соотношец~ем [21,22] 

F(л) = лJJ- f(Л). 
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При J.L < О выражение (25) представляет собой дробный интеграл порядка IJ.LI. Исполь
зуя эти обозначения при обратном преобразовании Фурье-Лапласа соотношений (22)
(24), приходим к уравнениям в дробных производных, описывающим асимптотическое 
поведение субдиффузионного процесса: 

(27) 

(28) 

(29) 

Все они имеют общее решение, компонента Фурье-Лапласа которого уже найдена вы

ше и предстаWIена формулой (21). 
Orметим, что частный случай уравнения (27), соответствующий значению пара

метра а = 1/2, получен в работе [5) в связи с диффузией на фрактальных структурах 
типа «дерева Коха», моделирующих пористые и неупорядоченные среды. Одномерный 

аналог уравнения (28) бьm записан в [10), интегральное уравнение (29) решалось в ра
боте [11). Ниже мы приведем полученное там решение. 

5. СУБДИФФУЗИОННАЯ плотнocrъ РАСПРЕДFЛЕНИЯ 

Положим в уравнении (29) D' = 1 и перепишем его в виде 

t 

. 1 J р(х, t) = 6(х) + Г(а) (t - r)<>-IV2р(х, t), о < а < 1. (30) 

о 

Уравнение (30) рассматривалось в работе [11), где его решение как функция расстояния 
r = Ixl выражено через ФункщlИ Фокса: 

р(т t) = a- IJr- N / 2r- N н2О (Т/2)2/<>Г 1 I (1, 1») (31) 
, 12 (N/2,1/a), (1,l/а) . 

В явном виде найдена компонента Меллина по Т: 

00 . 

( t) = J 8-1 ( t)d = 2s - N - 1 -N/2t<>(8-N)/2 r (8/2)r (8 - N)/2) (32) 
ps, r рТ, r 1г ar(a(s-N)/2) . 

о 

Мы найдем другую форму решения, связывающую его с устойчивыми распределени

ями, чтО позволит не только легко провести количественный анализ, но и увидеть в 

решении физическую картину рассматриваемого процесса. 

Представим (21) в виде 

00 

pa8(k, л) = л<>-1 J ехр {-[D'k2 + л<»у} dy, а < 1 (33) 

о 
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и запишем обратное преобразование Лапласа: 

00 

pas(k, t) = J dy exp(-D'k2y)(21ri)-1 J dлло- 1 ехр(лt -:- лОу). 
о , 

Выполняя BнyrpeHHee интеrpирование по частям, получим 

00 

pas(k,t) = ~ J dy exp(-D'k2y)y-l(27ri)-1 J ехр(лt - ЛОу)dЛ. 
о , 

Во BHyrpeHHeM интеrpале перейдем к новой пере мен ной 

s=уl/Ол, 

Заключенное в квадратные скобки выражение есть односторонняя устойчивая плот

ность с характеристическим показателем Q < 1 (см. (П.l»: 

g(O)(t) = (21ri)-1 J exp(st - sO)ds. 

Таким образом, 

00 

pas(k, t) = Q-1t J dy ехр( -D' k2y)y-l-l/Og(o)(y-l/Ot). 

о 

Переходя к переменной интеrpирования 

получим 

т = y-l/Ot, 

00 

pas(k,t) = J dT exp(-D'k2tо /тО )g(о)(т). 
о 

Наконец, совершая обратное преобразование Фурье, приходим к результату 

где 

00 

Ч'~)(r) = (41r)-N/2 J dT exp(-т2тО /4)TNo:/2g(O)(T), Q < 1 

о 
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- функция расстояния, зависящая от двух параметров: показателя субдиффузии а и 

размерности пространства N. 
Заметим, что выражения (21) и (33) сохранЯют смысл и при крайнем значении 

а = 1, приводя К нормальной диффузии с тем же коэффициентом D', поэтому функцию 
Ч'~)(r) можно доопределить и для а = 1 соотношением 

-t;)(r) = (41Г)-N/2е-r'/4. 

Субдиффузионное распределение в форме (35) может быть выведено, как и обыч
ное диффузионное распределение, из простых вероятностных соображений, основан

ных на использовании центральной предельной теоремы в ее обобщенном вариан

те (П.7), (П.8) [16,17,23). Пренебрегая временем пребывания частицы в состоянии 

диффузии при вычислении распределения числа попаданий в ловушки за время на-

блюдения t ~ 00, получим . 

Представляя аргумент вычитаемой функции в виде 

[(n + 1)В*] -1/01. t = [nB,")-I/OI.t - [nв*гl/OI.t(nа)-1 

и разлагая ее в ряд, находим асимптотическое l3ыражение 

При фиксированном n условное распределение координаты частицы выражается через 
обычную диффузионную плотность соотношением 

р(х, tln) '" р(х, n/ р). 

Здесь случайное время диффузии заменено средним значением n/ J.L по понятным осно
ваниям. Усредняя теперь по числу актов непрерывной диффузии 

р(х, t) = L р(х, tln)Pn 
n 

и переходя от суммирования по n к интегрированию по переменной 

r = [nв*гl/OI.t, 

приходим К распределению (35). 
Сравнить найденное нами решение с полученным в [11] удобнее всего путем сопо

ставления их меллиновских образов. Согласно (35) 

00 

pas(s, t) = ~ 1Г-,N/2(4D'tOl.)(s-N)/2г (i) J r(N-S)0I./2g(0I.)(r)dr. 

о 

Выражая оставшийся интеграл через Г-функции с помощью соотношения (П.2) и срав

нивая результат с формулой (32) при D' = 1, у6еждаемся в идентичности рассматрива
емых решений. 
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6. АНАЛИЗ СУБДИФФУЗИОННЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

в этом разделе мы обсудим некоторые свойства найденных решений, рассмотрим их 

поведение на малых и больших расстояниях и приведем результаты численных расчетов. 

Начнем с пространственных моментов, которые выражаются в явном виде с помо

щью приведенных выше компонент Меллина: 

00 

(1 12n) = 21ГN/2 J 2n+N-I а8( t)d = Г(n+ 1)r(N/2+n)(4D't"')n 
Х r(N/2) т р т, т Г(аn + 1)r(N/2) . 

о 

Второй момент 

( 2 _ 2ND' '" 
Ixl ) - Г(а + 1) t , (37) 

совпадающий с вычисленным в работе [11] (формула. (1.14», растет со временем про
порционально t"', О < а < 1, что и является признаком субдИффузионного процесса. 
Orношение 

("') _ (lxI2n) _ 2nГ(n + 1)r(N/2 + n) [Г(а + 1)]n 
М2n - (lxI2}n - Nnr(an + 1)r(N/2) , 

представляющее безразмерные моменты порядков выше второго, не зависит от време

ни, что указывает на неизменность формы распределения (впрочем, это видно и непо
средственно из формулы (35». При а = 1 оно переходит в безразмерные моменты для 
нормального распределения 

(1) _ 2nr(N/2 + n) 
М2n - Nnr(N/2) . 

На рис. 1 приведено отношение безразмерных абсолютных моментов порядка 28 
(-1/2 < 8 < 3/2) 

v~~) = M~~) / M~~ = Г(8 + 1) [Г(а + 1)]8 /Г(а8 + 1), 

характеризующее отличие формы субдиффузионного распределения 'fI~)(Т) при а < 1 
от нормалЬНОГО'flW(Т). В области близкой к нулю (8 < О), как и на больших рассто
яниях (8 > 1), плотность 'fI~)(Т) превышает нормальную, тогда как в средней области 
расстояний (О < 8 < 1) ситуация обратная. 

Переходя к анализу формы распределений 'fI~)(Т), отметим, прежде всего, что диф
ференцированием (36) по r легко устанавливается следующее соотношение между рас
пределениями в N -мерном и N + 2-мерном пространствах: 

'fI("') (Т) = __ 1_ df<;)(T) 
N+2 21ГТ dT (38) 

Пусть далее т = (XI, . .. ,XN) - N -мерный вектор, так что т = Jxi + ... + Xh' Инте
грируя (36) по переменным Xn+I, ... ,XN, где 1 <n < N, приходим К соотношению 

J dXn+I ... J dXN~N) (Jxf + ... + X~ ) = 'fI~"') (Jxf + ... + х; ) , 
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Рис. 1. Отношение безразмерных момен

тов II~~) дЛЯ а = 0.2; 0.4; 0.6; 0.8 и а = 1 

0.5L-_---' _____ --'-__ ....J 

о n 

означающему, что поведение проекции случайной точки, совершающей субдиффузию 

в N -мерном пространстве, на n-мерное подпространство описывается n-мерным урав
нением субдиффузии с тем же показателем а. В этом отношении ситуация подобна 

нормальной диффузии, однако имеется и существенное отличие. В нормальной диф

фузии разные координаты X 1, Х2 диффундирующей частицы взаимно независимы, в 

случае же субдиффузии их совместное распределение 

00 

Р {ХI Е dXI, Х2 Е dX2} = (41r)-1 J dr ехр {-(xt + X~)T<> /4} r<>g(<»(r) 

о 

не сводится к произведению Р{Х1 Е dXI}P{X2 Е dX2}, следовательно, случайные 
координаты ХI и Х2 не являются более независимыми. Характер их статистической 
зависимости на малых и больших расстояниях можно увидеть из приводимых ниже 

асимптотик. 

как следует из (36), в одномерном (N = 1) случае плотность распределения в начале 
координат существует: 

00 

'P~<»(O) = (41r)':"1/2 J r<>/2g(<»(r)dr, 

о 

поскольку плотность g(<»(r) имеет конечные моменты порядков, меньших а. Пользуясь 
формулой (П.2), находим 

'P~<»(O) = [2Г(1 - а/2)] -1 . 

В пространствах высших размерностей (N s; 2) субдиффузионная плотность (в отличие 
от нормальной диффузионной) имеет интегрируемую особенность. При N = 2 эта осо
бенность логарифмического типа, в чем нетрудно убедиться, разбив интеграл в (36) на 
две части - переходную и асимптотическую, и заменив в последней плотность g(<»(r) 
главным членом разложения (П.5): 

'I'\")(r) '" (4)с)-' {l ехр( -r'r" /4)r" g(")(r)dT+~r(1+a) sШ(~а) 1 ехр( -r'т' /4)t-'dт } . 
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При r -+ 00 в этой сумме доминирует второе слаf1iемое, которое и приводит К лога

рифмической особенности: 

В пространстве трех и больше числа измерений особенность в пуле является гипербо

лической: 

00 

~;)(T) '" 11'-1 (411')-N/2r (a + l)sin(1I'a) J ехр(-т2та /4)T(N/2-I)a- 1dr = 
о 

= O/4)1I'-N/2 [r(N/2 - l)/r(1- а)] r-(N-2), r -+ О. (39) 

Полагая в формуле (38) N = 1 и подставляя в левую ее часть асимптотическое 
выражение (39), видим, что при r -+ 00 

dЧ'(а)(r) 2 
1 -+ _ ,-,----:-
dr Г(1- а)' 

Отсюда следует, что в точке х = О производная функции Ч'~а)(х) имеет конечный раз
рыв, т. е. вершина распределения в одномерном случае не гладкая как при нормальной 

диффузии, а острая. При а -+ 1 производная обращается в нуль и Вершина становится 
гладкой. 

При больших r подынтегральная экспонента в (36) быстро убывает, поэтому для 
асимптотической оценки интеграла воспользуемся выражением (П.6), аппроксимирую

щим устойчивую плотность В области малых значений аргумента. Получающийся при 

этом интеграл 

00 

~;)(T) ~ (411')-N/2 А J ехр {_т2та /4 - br- б } tNa/2-Чr 
о 

вычислим методом Лапласа. Введя обозначение 

найдем из условия 

<р'(1') = о 

положение максимума этой функции 

l' = (4Ьб) 1/(6+a) 

ат2 

Действуя далее обычным образом, находим 

00 

(40) 

(41) 

(42) 

J ехр {_т2та /4-Ьr-б } t(Na/2-"У)dr '" 1I'-N/2 A1'-(Na/2-"Y)/(6+a)y'211'/1r.p"(r)1 е'Р(Т). 
о 

(43) 
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ч4а) 
г--------------, 

1/2 

1.0 

0.0.1'--______ '--__ --'''--' 
О r r 

Рис. 2 Рис. 3 

Рис. 2. Одномерные распределения Ч'\")(r) для а = 2/6; 3/6; 4/6; 5/6; 1 

Рис. З. Двумерные распределения Ч'~")(r) для тех же значений а 

Подставляя (41) и (42) в (43), а результат- в (40), мы получим асимптотику (40) в виде 

a[(N+l)a/2-1]/(2-а) (Т) -N(l-a)/<2-a) 
Ч'(а)(r) '" (41r)-Nj2 - Х 

N ,/2-а 2 

{ ( Т)2/(2-а)} Х ехр -(2 - а)аа/(2-а) 2: . (44) 

Сравнение с результатами точных расчетов, приводимых ниже, показало, что при 

а> 1/2 формула (44) удовлетворительно аппроксимирует распределения во всей обла
сти, за исключением малых расстояний, а при а --t 1 переходит в нормальное распре
деление 

т. е. становится точным. 

Точное представление о форме распределений дают рис. 2-4, на каждом из кото
рых представлены субдиффузионные распределения f<;')(r) для нескольких значений а, 
включая предельное, а = 1, соответствующее нормальной диффузии (дисперсии приве
денных распределений различны и зависят от а согласно (37». Важнейшим отличием 
формы субдиффузионных распределений от нормальной является более высокая кон

центрация вероятности в области малых и больших расстояний. Впрочем, если эти 

детали не играют существенной роли в условиях конкретной задачи, то в одномерном 

случае для а > 1/2 субдиффузионные распределения действительно могут быть ап
проксимированы гауссовой кривой с субдиффузионной дисперсией, как это сделано 

Ю, Л. Климонтовичем [24] (рис. 5). В случае более высоких размерностей нормальная 
аппроксимация не дает удовлетворительных результатов. 
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ч1за) 
г---------------------~ 

Рис. 4. Трехмерные распределения 

Ч'~"')(r) для тех же значений Q 

0.5 r 
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Рис. 5. Сравнение субдиффузионных распределений (сплошные кривые) с нормальным 

(штриховые кривые), имеющим ту же дисперсию, Q = 2/3, N = 1 (а) и 3 (6) 

7. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Наличие разных формулировок задачи об аномальной диффузии и использование 

различных форм представления результатов иногда приводят к тому, что авторы работ 

не усматривают логической связи между ними даже в том случае, когда речь идет об од
ной и той же задаче. Развиваемый в настоящей работе подход - от модели блужданий, 

основанной на интегральных уравнениях, к асимптотической части их решений, удо

влетворяющей уравнениям в двойных производных, - позволяет не только выразить 

коэффициенты аномальной диффузии через характеристики «элементарных распреде

лений,., но и установить соответствие между решениями, полученными врамках раз

личных подходов. В том, что такая проблема существует, можно убедиться, сопоставив 

несколько работ по аномальной диффузии [1,11] с работой [13]. 
Как уже отмечалось выше, в работе [11] использовалось интегральное уравнение 

(29) с многомерным лапласианом, найдены трансqюрманты Меллина и Лапласа, ре-
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шение выражено через функции Фокса, найдено приближенное выражение плотности 

на больших расстояниях, с которым в точности совпадает формула (44), и в одномерном 
случае получено точное выражение для ПЛО1Ности, имеющее (в Jiащих обозначениях) 

вид 

(45) 

Полагая в (З6) N == 1 и используя соотношение (П.З), мы приходим К этой же формуле, 
выгодно отличаюшейся от (З6) тем, что необходимость в интегрировании теперь отпада

ет. Заметим, кстати, что согласно свойству (З8) через плотность g(a./2) И ее производные 
могут быть выражены распределения в пространствах и высщих нечетных размерно

стей, однако при численных расчетах, как,Известно, интегрирование предпочтительней 

дифференцирования. 

При о: = 2/З рiспределение (45) согласно (П.4) выражается через модифицирован
ную функцию Бесселя второго ряда: 

(2/3) _ 1 r.:. 2т3/2 
'1'1 (Т)--З уТК1 / з t;:;;j' 

1г у27 

В разделе 1.2.З.1 обзора [1] рассматривалась задача о частице, соверщающей мгно
венные скачки из одной точки в другую с плотностью, характеризующейся конечным 

значением среднего квадрата длины скачка, и распределением времен между последова

тельными скачками, удовлетворяющим условию (16). С использованием центральной 
предельной теоремы (как это сделано в конце разд. 5 данной работы) там была найдена 
трансформанта Лапласа pas(X, л), совпадающая с полученной в работе [11] (формулы 
(2.8) и (2.10», установлено автомодельное поведение распределения, т. е. введена функ
ция 'I'N(T), и снова выведена формула (45) вне связи с работой [11]. 

Во введении к работе [13] упоминается работа [11], но авторы полагают, что ре
шая уравнение (28), они решают другую задачу, отличную от решенной в работе [11], 
использующей уравнение (28). Результат рещения (рассматривался лишь одномерный 
случай) выражен через функЦии Фокса, и приведено приближенное выражение (44), 
полученное ранее в [11]. В работе [1З] не приводятся ни общая формула для много
мерного случая, ни точное решение (45) для одномерного, а известная работа [1] в ней 
вообще не упоминается. Следует отметить к тому же, что записав рещаемое уравнение 

в виде 

дио(х, t) = c~ д(3ио(х, t) 
at 8х2 8t(3 , 

(46) 

авторы применили нестандартное обозначение дробной производной 

t 
8(3 f(t) = 1 J f(t')dt' 

8t(3 т(1 - /3) (t - t')(3 
о 

вместо стандартного (25). В результате уравнение (46) соответствует уравнению (28) 
при /3 - 1 = 1 - 0:, т. е. /3 = 2 - 0:. При таком соответствии полученные в [13] ре
зультаты совпадают с их аналогами в цитируемых работах и в данной работе, однако 

некорректность в определении порядка дробной производной привела авторов к невер

ному заключению, что при о: > 1 найденное ими решение описывает супердиффузию 
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(см. замечание к формуле (44) и рис. 2-5 цитируемой работы, на которых приведены 
графики распределений при а: > 1). в действительности, однако, как следует из разд. 4 
настоящей работы, параметр а: в рассматриваемой задаче не может превышать единицу: 

даже если в распределении (16), где он впервые появляется, принять а: > 1, то вслед
ствие (18) трансформанты (19) и (20) приведут к обычному уравнению диффузии, т. е. 
к уравнению (28) при а: = 1. Как следует из нашей предыдущей работы [4], супердиф
фузионный режим описывается уравнениями, содержащими дробные производные по 

пространственным переменным (о чем, впрочем, говорится в последнем разделе рабо

ты [13]). 
В заключение отметим, что представление субдиффузионных распределений с по

мощью устойчивых распределений, в отличие от функций Фокса, представляется более 

удобным, физически ясным и логически оправданным (в смысле предельной теоремы), 

свойства устойчивых распределений хорошо изучены, сами плотности табулированы и 

поэтому вполне могут быть причислены к классу специальных функций [19]. 

Автор благодарен Д. А. Коробко за проведение численных расчетов приведенных 

. в работе распределений. 
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь

ных исследований (проект .N!!98-01-03307). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Односторонние устойчивые законы 

Односторонние устойчивые плотности g(O:)(t), а: < 1, яВляются подмножеством се
мейства строго устойчивых законов, определяемых следующим образом: плотность g(t) 
является строго устойчивой тогда и только тогда, когда для любых положительных чисел 

Ь 1 и Ь2 найдется положительное Ь такое, что 

Другими словами, форма строго устойчивых распределений является инвариантной от

носительно операции свертки (самым известным из этого класса распределений являет

ся закон Гаусса, соответствующий параметру а: = 2, но он не входит в рассматриваемое 
здесь подмножество односторонних распределений). 

Характеристические функции односторонних устойчивых распределений имеют 

простой вид (форма (В) из [19]): 

00 

<p(O:)(k) = J eiktg(O:)(t)dt = ехр {-lk\О: ехр [-i(а:Jr/2)k/\kl]}· 
о 

Согласно лемме 2.2.1 работы [19] аналитическое продолжение функции <p(O:)(k) со 
всей вещественной оси k в комплексную плоскость z с разрезом по лучу arg z = - (3 /4)1Г 
дается функцией 

<р(О:) (z) = ехр {-( -iz)О:} , а: < 1, 
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в соответствии с чем трансформанта ЛаlШаса 

00 

g(а)(л) = J e->.tg(<»(t)dt 

о 

односторонней устойчивой lШотности g(~)(t)'име,ет вид 

(П.1) 

Трансформанта Меллина устойчивой 'lШотности' выражается через отношение двух 
Г-функций [17,18]: 

(П.2) 

Имеет место следующее соотношение: 

00 vk J ехр(-т2т<> /4)g(<»(r)r<>/2dr = a- 1r- I - 2/<>g(a/2)(r-2/<», (П.3) 
о 

легко доказываемое преобразованием Меллина с использованием (П.2). 

В элементарных функциях lШотностъ g(a)(t) выражается лишь в случае а = 1/2: 

g(l/2)(t) = _1_ г3/2 ехр (_ ~) . 
2~ 4t 

Это - распределение Леви, называемое еще распределением Н. В. Смирнова [17, 25]. 
При а = 1/3 и а = 2/3 устойчивая lШотность (34) выражается через модифицированную 
функцию Бесселя и функцию Уиттекера [17]: 

g(l/З)(t) = (37Г)-Iг3/2 К1/ З (2/бt) , 
(П.4) 

где 

для рациональных значений а g(<»(t) может быть представлена в виде конечной суммы 
обобщенных гипергеометрических функций [26], например: 

з 

(3/4)() = _ -1 (~)" . (зn7Г) nр (~+!!:, ~ +!!:,. ~ + n(n - 1) n(7 - n). _ 4) 
9 t t 37Г ~ &10 4 Z2 2 3 4 ' 3 4 ' 2 8' 8 ,Z , 

n=1 

где 

Z = _(3/t)3/4/4. 
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для произвольных а g(Oi)(t) связаны с функциями Фокса соотношением [18] 

g(Oi)(X) = a~lx-2 иlО (х- 1 I (-1, 1)) 
11 (-a- I , a-I) . 

для вычислительных целей удобным является представление плотности в виде инте
грала от неосциллирующей функции, полученное В. М. Золотаревым [27] путем спе
циального изменения контура интегрирования в (34): 

7г /2 
atl/(Oi-l) J { } 

g(Oi)(t) = 11"(1 _ а) UOi(<р) ехр -tOi/(Oi-I)UOi(<р) d<p, 

-7Г/2 

где 

[ ]

01/(1-01) 
_ sin [а(<р + 11"/2)] cos[1I"a/2 - (1- а)<р] 

~M- . . 
cos<p cos<p 

Полезно также разложение плотности в сходящийся при любом t > О ряд 

1 00 (_1)n-I 
g(Oi)(t) = - " Г(1 + па) siП(1I"nа)ГnOi - 1 , 

11" ~ n! 
n=1 

а также главный член асимптотического разложения при t -+ О 

где 

_ 1- а/2 
, - 1 ' 

-а 

а-1 
Ь=-

аС ' 

а 
0=--. 

а-1 

(П.5) 

(П.6) 

Формула (П.6), являющаяся точной для а = 1/2, неплохо аппроксимирует устойчивые 
распределения в средней части интервала (О, 1). 

Математическое ожидание и высшие моменты рассматриваемых плотностей бес

конечны, однако моменты порядков Jl. < а (в том числе и отрицательных) существуют 
и даЮтся формулой (П.2). 

Таблицы функций распределения 

t 

G(Oi)(t) = J g(Oi)(r)dr 

о 

и плотностей можно найти соответственно в работах [28, 29]. Заметим, что в [29] исполь
зована форма (А) устойчивого распределения, связанная с используемой нами формой 

(В) [28] соотношением 

g~)(t) = c(a)g(Oi) (c(a)t), 
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где с(а) = [cos(1raj2)]lja. Кроме того, по-разному определен в этих работах второй па
раметр устойчивых Зl!-КОНОВ fЗ: одностороннему распределению на положительной по

луоси в [29] соответствует f3 = -1, а в [28] f3 = 1. Возможно, эти различия помешали 
авторам [29] провести сопоставление.с более ранними расчетами [28] (об этой попытке 
они сообщают в конце своей работы, стр. 163). Во всяком случае, проведенное нами с 
учетом указанных фактов сравнение этИх результатов показало хорошее согласие. 

Устойчивые законы играют ту же роль. в суммировании независимых случайных 

'величин с бесконечными дисперсиями, что и обычный гауссов закон в случае конечных 

дисперсий. В частности, если независимые случайные величины Ti :::; О распределены 
с плотностью qo(t), удовлетворяющей условию (16) при а < 1, то нормированная сумма 

s =~ Т; 
n ~ [nВГ(1 _ a)]l j a 

(П.7) 

при больших n распределена с плотностью g(a)(t). Другими словами, плотность рас-
. n 

пределения q~n)(t) суммы 2: Т; В асимптотике больших n имеет вид 
i=l 

где 

В* = ВГ(1 - а). 
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