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с использованием нового представления для квазиклассической функции Грина 

уравнения Дирака в кулоновском поле, найдено точное по параметру Z о< анllJlИ'l"ИЧ;е

скос выражение для амnлитyд дельбрюковскоro рассеяния на малые углы фотонов вы

сокой энергии. Значения этих амплитуд согласуются с предьщущими результатами, од

Haкocтpyкrypa полученных выражений существенно проще известных предстамений, что 

эначиreльно облегчает проведение численных расчетов. 

PACS: 12.20.0s, 95.30.Cq 

@1999 

В последние годы процесс дельбрюковского рассеяния [1] (когерентного рассея
ния фотона в электрическом поле атомов через виртуальные электрон-позитронные па

ры) интенсивно изучался как теоретически, так и экспериментально [2]. С теоретиче
ской точки зрения интерес к изучению этого процесса связан с тем, что в нем вели

ка роль высших порядков теории возмущений по параметру Za (Zlel - заряд ядра, 
а = е2 = 1/137 - постоянная тонкой структуры, е - заряд электрона, 11, = с = 1). для 
экспериментального изучения дельбрюковского рассеяния особенно удобной является 

область больших энерmй фотона IJ)>> т (т - масса электрона). Сушественный про

гресс в повышении точности измерения сечения дельбрюковского рассеяния был до

стигнут в недавнем эксперименте [3], выполненном в Институте ядерной физики (ИЯФ) 
им. Г. И. Будкера, для энергий фотонов в диапазоне 140-450 МэВ и углов рассеяния 2.6-
16.6 мрад. Точные по Za амплитуды дельБРЮКОВСКОГQ рассеяния в кулоновском поле, 
справедливые при IJ) » т и малых углах рассеяния, были получены в работах [4-6] по
средством суммирования в определенном приближении диаграмм теории возмущений 

по взаимодействию с внешним полем. В работах [7, 8] эти амплитуды были найдены с 
помощью квазиклассической функции Грина уравнения Дирака в кулоновском поле. 

В работах [9, 10] была получена квазиклассическая функция Грина уравнения Дирака в 
произвольном сферически-симметричном убывающем поле и с ее помощью рассмот
рено дельбрюковское рассеяние в экранированном потенциале. 

Недавно в ИЯФ им. Г. и. Будкера проведен первый успешный эксперимент по 

наблюдению другого нелинейного процесса КЭД - расщепления фотона в электриче

ском поле атома (предварительные результатыI опубликованы в [11]). Точные по Za 
амплитуды расщепления фотона для IJ) » т найдены в работах [12-14]. В этих рабо
тах получено новое представление для квазиклассической функции Грина, сушествен

но упростившее вычисление амплитуд. В настоящей работе метод вычислений, раз-
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витый в [12-14], используется для нахождения амплитуд дельбрюковского рассеяния 
при высоких энергиях (""' ~ т) и малых углах рассеяния фотона. Как и должно быть, 
значения амплитуд, полученные с помощью новых формул, совпадают с известными 

ранее. Однако новые представления амплитуд являются существенно более простыми 

для численных расчетов, так как содержат интегрирование меньшей кратности. 

Как было показано в [9], амплитуду дельбрюковского рассеяния удобно представить 
в виде, содержащем функции Грина D(r, r' I е) квадрированного уравнения Дирака: 

D(rl' r21 е) = (rI11j(~ - т2 + iO)lr2), 

где 9' = I'О(е + Za.jT) -l'р, р = -iV. 
В терминах функций D(r,r'le) амплитуда процесса имеет вид [9] 

М = ia. J drldr2 exp[i(k1rl - k2r2)] J de х 

х Sp [(2е;Р2 - e;k2)D(r2, rllw - е)] [(2eIP1 + e1kl )D(rl,r21- е)] + 

+ 2ia.e;el J drexp[i(kl - k2)r] J de SpD(r, rIe), (1) 

где еl и k l (е2 и k2) - поляризация и 4-импульс начального (конечного) фотона, PI,2 = 
= -iV1,2. При W ~ т основной вклад в сечение процесса дают передачи импульса 

д'" т, что соответствует малым углам рассеяния фотонов. В этом случае можно пре

небречь вкладом в амплитуду последнего члена в формуле (1), так как он зависит только 
от передачи импульса А = k2 - kl, а амплитуда при w ~ д пропорциональна w (см., 
например, [2]). 

Из соотношения неопределенности следует, что время жизни виртуальной элект

рон-позитронной пары есть т '" Ir2 - rll '" wj(m2 + д2), а характерные прицельные 
параметры Р '" 1jД. Поэтому при w ~ д ~ m 2 jw углы между векторами kl, k2, r2 и 
-rl малыI и можно воспользоваться соответствующим разложением. Характерные зна
чения углового момента 1 '" "-'р '" wjtJ. ~ 1, и справедливо квазиклассическое при
ближение. В случае экранированного кулоновского потенциала влияние экранировки 

существенно только при д '" т;1 « т, где радиус экранировки в модели Томаса
Ферми Те '" (та.)-I z-I/З. В этой работе мы ограничимся областью передач импульса 
д ~ m 2 jw, T;I, которая дает главный вклад в полное сечение процесса. Заметим, что 
это ограничение не требуется для вычисления кулоновских поправок, и выражения, 

полученные в настоящей работе для этих поправок, справедливы при любых д « "-'. 
Модификация борновской амплитуды при д '" m 2jw изучена в [5], подробное обсу
ждение влияния экранировки см. в [9]. 

В силу закона сохранения импульса M(Z = О) <Х б(kl - k2), т. е. для рассматрива
емого нами случая д =J О имеем M(Z = О) = о. Удобно вычесть из подынтегрального 

выражения для М в (1) его значение при Z = о. Именно для этой разности справед

ливо сделанное выше утверждение о малости углов между векторами r2 и -rl, дающих 
основной вклад в интеграл. 

В работах [12,13] бьmо получено удобное представление для квазиклассической 
функции Грина D(rl, r2le) квадрированного уравнения Дирака в кулоновском поле. для 
случая малых углов между векторами -rl и r2, направляя ось z под малым углом к век
тору r2, имеем 
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(2) 

где а = 'УО",(, ",2 = е2 - т2 , л = е/"" q, 01, 02 - двумерные векторы в плоскости ху,' 
01 = rlJ..!T1, 02 = r21./T2' Формула (2) содержит только элементарные функции, а yrлы 
01 и 02 входят только В виде множителя exp[iq (01 + (2)]. Поэтому представление (2) 
для функции Грина очень удобно для вычислений. 

Выберем ось z вдоль вектора k1. Заметим, что в малоyrловом приближении нет не

обходимости учитывать поправки к поперечной части вектора поляризации е2, а про

дольную часть е2 можно выразить через поперечную, используя соотношение е2 k2 = О: 
(e2)z = -е2А/I.JJ. Таким образом, поперечную часть вектора поляризации конечного фо
тона с заданной спиральностью можно заменить на вектор поляризации фотона, рас

пространяющегося вдоль оси z и имеющего ту же спиральность. Ниже для этого векто
ра поляризации в случае положительной спиральности мы используем обозначение е; 

тогда вектор поляризации с отрицательной спиральностью будет равен е*. для описа

ния процесса дельбрюковского рассеяния достаточно найти две спиральные амплитуды: 

М++ и М+_. Остальные (М __ и М_+) получаются из них заменой е +-+ е*. 

Подставив (2) в (1), проведем разложение амплитуды при малых yrлах, когда спра
ведЛИВО соотношение dr1dr2 ~ T~T~dr.1dT2d01d02' Вычисляя след 'У-матриц и беря эле
ментарный интеrpал по углам 01 и 02, получаем 

(3) 

Здесь 

Ф = - - + - Q + --QA + qA - т (Т1 + Т2) , 1 [( 1 1) 2 е - ", 2] 
2 Т1 Т2 I.JJ 

(4) 

функцИя т для разных поляризаций имеет вид 

2Q2 1.JJ2 (1 1 ) [( 1 1) 2 .] Т++ = -- - - - + - - + - Q - 2z , 
'T1T2 2е", Тl Т2 Тl Т2 

(5) 

, 
и введены обозначения ", = I.JJ - е, Q = ql + q2 И q = ql - q2. При получении форму
лы (3) было проведено интеrpирование по частям по q1, q2 так, чтобы вся зависимость 
от Za оказалась в множителе [(Ql/q2)2iZa -1]. Кроме того, сделана замена переменных 
Tl,2 ~ (e",/I.JJ)Tl,2. Выражение для Т++ в (5) можно упростить, если в (3) временно перей
ти от Tl, Т2 К переменным R = T1T2/(Tl + Т2) и t = Tl/T2 И проинтеrpировать по частям 
по R член, пропорциональный Q2 в квадратных скобках в (5). В результате получаем 

(6) 

Дальнейшие преобразования состоят в следующем. ПереЙдем от переменных ql, q2 К 
переменным q и Q. Тогда интеrpал по q будет иметь вид 
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J dq [(lq+QI)2iZ"'] (i) J = Q2 Iq _ QI - 1 ехр - i qA . (7) 

Как бьmо показано в [12], этот интеграл можно преобразовать к виду 

J = - -- - 1 ехр - -qQ . J dq [( Iq + АI ) 2iZ"'] (i ) 
А2 Iq - АI 2 

(8) 

Используя это представление, а также параметризацию 

( . Q2) . J dx (.т,Х2 'Qx) ехр 2- = 2Т, - ехр -2- - 2 , 
2т, 271" 2 

(9) 

где х - двумерный вектор, лежащий в той же плоскости, что и Q, легко взять интегралы 
в (3) сначала по т" затем по Q и, наконец, по Т2. В результате получаем 

(10) 

где Н = Iq±l, q± = q ± А, v = х + q/2 + А(е - K)/2U). 
для дальнейшего интегрирования удобно переписать выражение (10) в другом виде. 

Используя тождества 

m 2 =!v v = v v 
(v2 + m 2)2 2 • v2 + m 2 q v2 + m 2 ' 

v = _!v 1 = -v 1 
(v2 + m 2)2 2' v2 + m 2 q v2 + m 2 

и интегрируя по частям по q, находим 

(11) 

Используя фейнмановскую параметризацию знаменателей, берем интеграл по х и пе

реходим в интеграле по е к переменной s = 2e/U) - 1. В результате 

(12) 

Интегрирование по q проводим при помощи приема, использованного в работах [13,14]. 
Умножим подынтегРальное выражение в (12) на 
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1 

1 == J dy Б (У _ 2qA ) = 
q2 +.12 

-1 

(13) 

поменяем порядок интегрирования по q и У и сделаем сдвиг q -t q + А/у. После этого 
интеграл по вектору q легко берется. Делая затем замену переменных у = th( т - то), где 

1 В + (1 + 8)2 4т2 

То = 2ln В + (1- 8)2' В = АЧ(1- t)' (14) 

получаем, что интегрирование по Т сводится к вычислению двух интегралов (тех же, 

что и в [14]), выражающихся через производную функции Лежандра P~(x): 

00 2 
С7Г = 2Jd ChTcos(2ZaT) = 211"а 1 р! (22-1) 
.:r 1 а Т 3/2 h( Z ) m ,z", а , 

о (Sh2 Т + а2) s 11" а 
(15) 

00 

С7Г = 2Jd sh Т sin(2ZaT) = _ 211"а2 R р! (22-1) 
.:r 2 а Т 3/2 h( Z ) е .z", а , 

о (sh2 T+a2) s 11" а 

где а2 = 4В/[(В + (1 + 8)2)(в + (1- 8)2)]. Заметим, что а2 ~ 1 при любых 8 И В > о. 
Окончательно для амплитуд дельбрюковского рассеяния получаем 

1 1 

.a(Za)w f f 2 2 М++ = ~ 8т2 d8 dta t[2.- t(1- 8 )]х 

О О 

Х [48В sin(2ZаТО)!Т1 + [в2 - (82 - 1)2] СОS(2zато)!Т+ 
1 1 

(16) 

. a(Za)w(e-А)2 f f 2 2 [, • 
М+_ = ~ 4т2А2 d8 dta t(8 - 1) 48В(1 - t)sш(2ZаТО)!Т1+ 

о о 

Обсудим теперь получение из (16) асимптотик амплитуд дельбрюковского рассея
ния при А « rrt и А .~ т. Особенно простым в этом представлении является вычисле
ние асимптотики при А« т, когда В", т2/А2 » 1, а2 ~ 4/В« 1 и функции !Т1,2 
имеют вид 

!Т1 ~ 1, !Т2 = -2Zaa2[lna + С + Rеф(1 + iZa)] , 

где С = 0.577 ... ~ постоянная Эйлера, ф(х) = dlnГ(х)/dх. Кроме того, То f"V 1/ В « 1. 
Подставляя асимптотики функций !Т1,2 в (16), находим 
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Вычисляя элементарные интегралы, при rn2/1J) «: !! «: m имеем 

.28a(Za)21J) [ (т) 41 . ] 
М++ = ъ 9т2 ln"6 + 42 - С - Rе'Ф(1 + ъZа) , 

М _. 4a(Za)21J)(eA)2 
+- - Ъ 9т2!!2 . (18) 

При получении асимnтотиlЩ при!! ~ m удобно исходить из (12). Основной вклад в 
интеграл дает область 1 - t ,...., т2 /!!2 «: 1. Взяв в (12) в этом приближении интеграл по 
t, имеем 

{ М++ } = a(Za)1J) f1dS J dq (q+ ) 2iZa Х 
М+_ тr!!2 (q + в!!)2 q_ 

-1 

( q+ q-) { -(1 + S2)(q + вА) } 
х qi - q:' 2(1 ~ в2)(е, q + вА)е . 

(19) 

Используя тождество (13), берем элеменТарные интегралы по q, а затем и по в. После 
этого делаем замену переменных у = th Т и при !! ~ m получаем 

00 

.4a(Za)1J) f' ( Т 3 Т) М++=ъ 3!!2 dтsш(2Zат) 4-3th2"-th 2" = 

о 

=.8alJ){1_ 2тrZa [l-(Z )2]} 
ъ 3!!2 sh(2тr Za) а, 

. (20) 
00 

М - . 16a(Za)lJ)(eA)2 JdT sin(2ZaT) ( h 1)-
+_ - Ъ Tct Т - -

!!4 sh2T 
О . 

= i 16a(Z~21J)(eA)2 "[1- Za Im'Ф'(l- iZa)] . 

Асимптотики (18) и (20) совпадают с результатами работ [6,8]. Мы также проверили, 
что численные значения амплитуд (16), как и должно быть, совпадают с результатами 
работ [6-8] при произвольных передачах импульса и параметрах Za. 

Выражение для амплитуд (16) представляет собой двукратный интеграл и является 
существенно более простым, чем полученные ранее [6-8] результаты, в которых крат
ность интегралов выше. Поэтому формулы (16) очень удобны для табулирования. Та
ким образом, в этой работе на примере вычисления амплитуд дельбрюковского рассея

ния продемонстрировано, что техника вычислений, развитая нами при решении задачи 

о расщеплении фотона, может быть успешно применена при решении разнообразных 

задач кэд в кулоновском поле при высоких энергиях. 
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