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Рассмотрена задача об устойчивости одномерных солитонов при жестком режиме их 

возбуждения, когда матричный элемекг четырехволнового взаимодействия имеет допол

нительную малость. для оптических солитонов показано, что стрикционный механизм 

может приводнтъ к уменьшению керровской нелинеЙности. Показано, что солитоны с 

конечной величиной скачка амrщитyды при критической скорости солитона, совпадаю

шей с минимальной фазовой скоростью линейных ВОДН, неустойчивы, В то время как 

солитоны при мягком переходе остаются устойчивыми относительно одномерных возму

щений. Двумерные и трехмерные солитоны вблизи порога оказываются иеустойчивыми 

относительно модуляционных воз~НИЙ. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

Данная работа посвящена изучению жес'I'КОro и мягкого режимов возбуждения со

литонов (другими словами - жесткой и мягкой бифуркаций) при изменении скорости 

солитона v - одной из основных характеристиксолитона. Хорошо известно, что если 

скорость движущегося объекта v такова, что 

(1.1) 

где"", = ""'k - закон дисперсии линейных волн, а k - волновой вектор, то такой объект 

будет терять свою энергию за счет черенковского излучения. Сказанное в полной мере 
относится и к солитонам как к локализованным стационарным образованиям. Они не 

могут существоnать, если выполнено условие резонанса (1.1). Orсюда вытекает первое, 
самое простое, правило отбора солитонов: скоростЬ солитона должна быть либо мень

ше минимальной фазовой скорости линейных волн, либо больше максимальной фазо- , 
вой скорости. Граница, отделяющая область существования солитонов от резонансной 

области (1.1), определяет критическую скорость солитонов V cr . Эта скорость, как легко 

видеть, совпадает с групповой скоростью линейных волн в точке касания прямой"", = kv 
дисперсионной кривой"", = ""'k (в многомерном случае - касания плоскости "'" = (п) 
дисперсионной поверхностИ). Если касание происходит снизу, то критическая скорость 
определяет максимальное значение скорости солитонов для этой области параметров, 

и наоборот, при касании сверху Vcr совпадает с минимальной фазовой скоростью. При 

переходе через эту границу возможны два режима: мягкое либо жесткое возбуждение, 

другими словами, жесткая или мягкая бифуркация. 
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Ранее бьmо выясщ~но [1-5], что вблизи критической скорости солитоны при мягком 
режиме возбуждения педуг себя универсальным образом. эта универсальность проявля

ется, во-первых, в ко@невой зависимости амплитуды солитона от скорости, типичной 
\ 

для фазовых переходов второго рода, что роднит это явление с фазовыми перехода-

ми второго рода. OДH~KO имеется одно важное отличие от фазовых переходов, которое 

проявляется в форме солитона. Она оказывается также универсальной: по мере при

ближения скорости юкритической форма солитона приобретает вид солитона огиба

ющей для нелинейноr:o уравнения Шредингера (НУШ) .. Такое поведение имеет место 
при произвольной размерности пространства. 

Впервые этот вопрос был рассмотрен для поверхностных гравитационно-капилляр

ных волн на глубокой ,воде. Вначале численно были найдены одномерные солитонные 

решения в работе [1], затем в работах [2,3] с помощью нормальных форм была изучена 
бифуркация - переход от периодических решений к солитонному. Вывод стационар

ного НУШ для солитоuов гравитационно~капиллярных волн был осуществлен в работе 
[4]. В статье Захарова: и автора [5] было показано, что данный механизм может быть 
распространен на олтuческие солитоны. Из этой работы по существу следовало, что 

данный механизм имеет место для волн произвольной природы. 

Вопрос О том, ЯВЩIется ли бифуркация мягкой или жесткой, зависит от характера 

нелинейного взаимодеИствия. Мягкий режим перехода имеет место при фокусирующей 

нелинейности, когда цроизведение w"T < О , где w" = a2w / ak2 - вторая производная 
частоты по волновому вектору, взятая в точке касания k = ko, а Т - значение матрич

ного элемента четыреJ(вОЛНОВОГО взаимодействия Tk1k1k,k. при ki = ko. Если w"T > о, 
что отвечает дефокусирующей нелинейности, то солитонов - локализованных реше

ний - с амплитудой, Ьбращающейся в нуль плавно при V ~ Vcr , уже нет. В теории 
фазовых переХОДОIf ЭТQ соответствует фазовому переходу первого рода, в теории тур

булентности по терминологии Ландау [6] - жесткому режиму возбуждения. В данном 
случае переход через К@итическуюскорость сопровождается скачком в амплитуде соли

тонов. Величина ска'Ща определяется следующими членами разложения гамильтониа

на. Как и для фазовых переходов первого рода, в ситуации общего положения надеяться 

на универсальность по~едения солитонов уже не приходится. Однако, когда жесткость 

этого перехода мала, в разложении гамильтониана возможно ограничиться следующим 

приближением и прен~бречь всеми остальными слагаемыми. В фазовых переходах это 
соответствует фазовому переходу первого рода, близкому к переходу второго рода, ко

торый реализуется, наЦример, вблизи трикритической точки. Как показано в [7], такая 
ситуация возникает длsf одномерных солитонов внутренних волн, распрострaю:i:ющихся 

вдоль скачка плотносц в ЖИдкостях. Согласно [7] матричный элемент Т в этом случае 
обращается в нуль прц отношении плотностей Рl / Р2 = (21 - 8vГs) /11. В окрес:гности 
этой точки авторам это~ работы удалось с помощью метода нормальных форм провести 
весь бифуркационный [анализ для солитонов. 

В данной работе MJId, последовательно используя гамильтоновское описание (на эту 
тему см. недавний обзqp [8], а также работу [5]), получим замкнутое описание солитонов 
вблизи критической с~орости, а также изучим их устойчивость относительно модуля

ционных возмущений I!I рамках нестационарного обобщенного нелинейного уравнения 
Шредингера. Следует :отметить, что в отличие от метода нормальных форм, широко 
применяемого в работах [2,3,7,9] для изучения бифуркаций солитонов, использование 
гамильтоновского подхода принципиально для исследования устойчивости солитонов. 

В методе нормальных форм введение огибающих неоднозначно, в результате чего га-
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мильтоновские уравнения движения после усреднения теряют свою изначальную га

мильтоновскую структуру. 

Как будет показано в данной работе, разложение гамилътониана для солитонов при 

жесткой бифуркации вблизи порога сущ~ственно отличается от того, которое есть для 

мягкого режима. В этом разложении присyrствуют слагаемые, содержащие так называ

емый инвариант Лифшица [10], играющий важную роль для фазовых переходов первого 
рода. В контексте солитонов инвариант Лифшица обеспечивает наличие нелинейной 

зависимости фазы солитона от координаты, называемой в оптике chirp. 
В работе показано, что при мягком режиме перехода устойчивыми оказываются 

только одномерные солитоны, двумерные и трехмерные солитоны подвержены моду

ляционной неустоЙЧивости. Эта же неустойчивость имеет место и для двумерных и 

трехмерных солитонов при переходах жесткого типа. 

С помощью интегральных оценок соболевского типа в их мулътипликативном вари

анте (неравенства Галъярдо-Нейренберга) доказано, что только одномерные солитоны 

со слабым притяжением устойчивы по Ляпунову. для этих солитонов гамилътониан 

при фиксированном значении числа частиц (мощности) ограничен снизу, а соответ

ственно, сами солитоны реализуют его минимум, что означает в силу теоремы Ляпу

нова их устойчивость. Следует отметить, что явление существования устойчивых лока

лизованных структур - солитонов - за счет относительно слабого четырехволнового 

взаимодействия на фоне сильного притяжения ( ...... 1'Ф1 6 ), приводящего к коллапсу (см., 
например, [11]), родственно явлению слабой локализации [12]. 

Что касается солитонов с конечной величиной скачка амплитуды в точке перехода, 

. они оказываются строго неустойчивыми относительно малых возмущений, когда вклад 
от инварианта Лифшица отсутствует. Критерий устойчивости для этих решений имеет 

вид критерия Вахитова-Колоколова [13] для НУШ: 

(1.2) 

где N s - число частиц в солитонном решении, а величина е = _л2 < О имеет смысл 
энергии связанного состояния - солитона. При положительноЙ производной, т. е. ко
гда при добавлении одной частицы энергия е уменьшается, солитон устойчив. В обрат

ном случае, когда при увеличении N происходит выталкивание уровня, солитон ока
зывается неустоЙчивым. Когда вклад от инварианта Лифшица ненулевой, критерий 

неустойчивости (1.2) для солитонов со слабым отталкиванием является лишь необхо
димым. При этом, однако, решения такого типа неустойчивы относительно конечных 

возмущений. 

Что касается солитонов со слабым притяжением, то критерий (1.2) дает их устой
чивость во всей области изменения л2 , что полностью согласуется с анализом устой
чивости по Ляпунову. 

ПЛан статьи следующий. Во втором разделе выводится нестационарное обобщен

ное нелинейное уравнение Шредингера. Здесь же обсуждается вопрос о влиянии раз

мерности пространства на устойчивость солитонов при их мягком режиме возбужде

ния. В ,;[астности, мы показываем, что только в одномерном случае можно надеяться 

на устойчивые солитоны. Именно поэтому мы в дальнейшем ограничились рассмотре
нием только одномерных солитонов. В третьем разделе мы находим точные аналитиче

ские выражения для одномерного солитонного решения со скачком амплитуды в точке 

перехода. Следующий раздел посвящен ляпуновской устойчивости солитонов. С по

мощью точных интегральных оценок установлено, что только для солитонов со слабым 
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притяжением (т",/' <! О) гамилътониан ограничен снизу. При ЭТОМ солитон реализует 
минимум Н и устоЙ'$iв ПО Ляпунову, т. е. не только относительно малых возмуще

ний, но также и конечных. В данном случае этот критерий можно (и нужно) рассма

тривать в качестве энергетического принципа. В частности, отсюда легко понять, что 

слияние солитонов эцергетически выгодно (подчеркнем, что слияние невозможно для 

интегрируемого НУШ~. Этот процесс, как правило, будет сопровождаться излучением 
(см. [14]), поскольку 'Флько для весьма исключительных дисперсионных зависимостей 
Эl;iергии солитонов от !импульса и числа частиц возможно удовлетворить всем законам 

I 

сохранения. 

В пятом разделе M~ рассмотрим вопрос о линейной устойчивости. Здесь гамилъто
новский подход таКЖ9 весьма полезен - он дает возможность существенным образом 

упростить всю схему вывода аналога критерия Вахитова-Колоколова. 

Заключительный раздел посвящен приложению к оптическим солито.нам в ОПТОВО

локнах. В частности, Здесь мы показываем, что стрикционный механизм может умень
щать матричный четъЩехволновой элемент, обусловленный эффектом Керра, и в прин-
ципе изменить его знак. . 

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим некоторую нелинейную среду, в которой могут распространяться вол

ны. Будем предполагаtь, что среда чисто консервативная, а ее нелинейные колебания 
могут быть описаны $ИЛЪТОНИаном 

(2.1) 

где I.J.)k - закон дисперсии волн малой амплитуды, ak - амплитуды волн, а гамилъто

ниан H int описывает нелинейное взаимодействие волн. 

Уравнения движеЙия среды в терминах амплитуд ak записываются стандартным 
образом: ' 

(2.2) 

так что в отсутствие взаимодействия система представляет собой набор невзаимодей

ствующих ОСЦИЛЛЯТОРQВ (волн): 

Уравнение (2.2) оп~сывает динамику в k-представлении. для того чтобы вернуться 
в х-представление, необходимо совершить обратное фурье-преобразование: 

- 1 J ikr 1/;(х, t) - (21Г)d/2 ak(t)e dk. (2.3) 

Обычно функция ф(х, t) связана с характеристиками среды (флуктуациями плот
ности и CKOPocnt cpeдiЫ, электрического и магнитного полей и т.д.) линейным пре
образованием (см., наJtpимер, [8]). Важно, что если 1/;(х, t) - периодическая функция 
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координат, то ее спектр ak(t) представляет собой набор Б-функций. для локализован~ 
ных распределений ф(х, t) --+ о при Ixl --+ 00 фурье-амплитуда ak(t) не содержит Б-осо
бенностей, являясь локализованной функцией k. 

Рассмотрим теперь рщпение уравнения (2.2) в виде солитона, распространяющегося 
с постоянной скоростью у: 

ф(х, t) = ф(х - vt). 

в этом случае вся зависимость ak от времени t содержится в осциллирующей экспо
ненте: 

где в силу (2.2) амплитуда ak будет подчиняться уравнению 

ан 
(Ц)k - kv)k = --а * == А· 

Ck 
(2.4) 

Вхомщая в это уравнение разность Ц)k - kv будет при всех k положительной величиной, 
если скорость солитона меньше минимальной фазовой скорости: 

(2.5) 

и наоборот, разность будет отрицательной при всех k, если скорость солитона больше 
максимальной фазовой скорости: 

(2.6) 

Покажем, что солитонное решение возможно при выполнеюJИ условия (2.5) (либо (2.6». 
Предположим противное - пусть условие (2.5) выполнено, т. е. уравнение 

ц)k = kv (2.7) 

имеет решение. для простоты будем считать, что оно единс-rnенно: k = ko. Тогда у 

однородного линейного уравнения 

имеется, благодаря равенству хБ(х) = о, нетривиальное решение в виде монохромати
ческой волны: 

Ck = АБ(k - ko). 

в этом случае уравнение (2.4) доttyскает (в силу альтернативы Фредгольма) представле-, 
. ние 

Ck = АБ(k - ko) + fk '- Л •. 
Ц)k - kv 

(2.8) 

Это уравнение, в отличие от (2.4), содержит свободный параметр - комплексную ам

плитуду А. для того чтобы найти решения этого уравнения, можно, например, вос

пользоваться итерациями, взяв в качестве нулевого члена A8(k - ko). Важно, что в ре
зультате итерации в решении из-за нелинейности появятся кратные k = ko гармоники. 
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ПОлуЧенное таким образом решение будет представлять собой набор б-функций. Соот

ветственно, в х-предqтавлении оно будет периодическим по координатам, т. е. нелока
лизованным решением. Orсюда следует первое правило отбора для солитонов: разность 

{J)k - kv должна быть ~накоопределенной, что эквивалентно требованиям (2.5) или (2.6) 
отсутствия череНКОВС1<ОГО излучения. 

Во всей этой схеме, однако, имеется одно важное исключение. Представив урав

нение (2.4) в виде (2.8), мы фактически предположили, что особенность в выражении 

{J)k - kv 
(2.9) 

неустранима. Это может быть и не так - особенность в знаменателе (2.9) может со
кращаться с числителем, т. е. быть устранимой [5]. Например, такое сокращение имеет 
место для классического солитона уравнения КдВ, уравнений, его обобщающих [15], 
для комбинации одномерного НУШ и уравнения МКдВ [5,16], порождаемых одним 
и тем же операторомЗахарова-Шабата [17], и т.д. Во всех этих случаях сокращение 
возникает благодаря ~ависимости матричных элементов от k. Однако и в этом случае, 
после устранения резЬнанса (2.7), правило отбора для солитонов остается прежним
оставшаяся в знаменателе часть должна быть знакоопределенноЙ. 

В дальнейшем будем предполагать, что особенности в (2.9) неустранимы в запре
щенной области, и рассмотрим, как ведет себя солитонное решение при скорости соли

тона близкой к крит~ескоЙ. для определенности будем считать, что касание плоскости 

{J) = kv дисперсионной поверхности {J) = {J)k происходит снизу, т. е. выполняется крите

рий (2.5). Пусть касаliIие имеет место в точке k = ko. Тогда вместо (2.8) в разрешенной 
области скоростей имеем: 

По мере приближения скорости V к критической Vcr знаменатель в этом выражении 

становится малым в окрестности точки касания, поэтому в этой точке спектр Ck имеет 
резкий пик: 

(2.10) 

, 
Здесь {J)o:f3 = a 2{J) / ako:qkf3 - симметричный положительно определенный тензор вторых 
производных, взятый. при k = ko, а к, = k ~ ko. 

Из (2.10) видно, Что при стремлении V к критической скорости ширина пика су

жается сх: ";Vcr - V, а распределение, соответствующее основному пику k = ko, при
ближается к монохроматической волне. В силу нелинейности в спектре присутствуют 

кратные k = ko гармоники. Если предположить, что амплитуда солитона обращается в 
нуль плавно при V -+Vcr (что соответствовало бы фазовому переходу второго рода), то 

решение 'Ф(х) (или то же самое Ck) можно искать в виде разложения по гармоникам: 

00 

'IjJ(X') = L 'Фn(Х)еih""Х', х' = х - vt. (2.11) 
h=-oo 

Здесь мы формально ввели малый параметр 
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>. = ../1- vjvcr (2.12) 

и «медленную» координату Х = >.х', так что Фn (Х) есть амплитуда огибающей n-ой 

гармоники. Предположение о плавности обращения в нуль амплитуды солитона при 

V = Vcr означает, что основной член ряда в (2.11) соответствует первой гармонике, а 
все остальные малы по параметру >.. Именно при этом условии выводится нелинейное 
уравнение Шредингера (см., например, [5,18,19]). В данном случае в главном порядке 
по>. мы приходим к стационарному НУШ (ср. с [5]): 

2 1 д2ФI 2_ 
- koVcr >' фl + 2UJ",!3 дХ,;,дХ!3 + ВIФII ФI - О, (2.13) 

где В связана с матричным элементом четырехволновоговзаимодействия Tkok ,k2k, со

отношением 

(2.14) 

в этом приближении главный член в гамильтониане взаимодействия записывается в 

виде 

(2.15) 

а тильда над Т означает, что в матричном элементе учтена перенормировка вершины 

за счет трехволнового взаимодействия - в данном случае взаимодействия с нулевой и 

второй гармониками. Какуже отмечалось, UJ",!3 в (2.13) является симметричным поло
жительно определенным тензором. Поэтому, совершая поворот к его главным осям и 

проводя соответствующие растяжения вдоль каждой из осей, уравнение (2.15) можно 
преобразовать к стандартному виду 

(2.16) 

где J.L = sign(TUJ",,,,). 
Отсюда следует, что, во-первых, только при условии отрицательности J.L (отрица

тельности произведения TUJ",,,,) возможны солитоны (фокусирующая нелинейность), 
во-вторых, амплитуда солитонов пропорционалъна 

т. е. обращается в нуль по корневому закону, при этом размер солитона растет при при

ближении скорости к критическому значению обратно пропорционально этому факто

ру. 

Число частиц (или мощность) в солитонном решении в зависимости от >. имеет вид 

где d - размерность пространства, а 9(0 подчиняется уравнению 

_9 + ~9 + 19129 = О. 
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в одномерном случае;g = J2sech~ и, соответственно, N = 4Л. В двумерном случае N 
на всем семействе COJЦfГOHOB не зависит от Л, а в трехмерном N убывает с увеличением 
л. Именно завИСИМQСtъ N от л2 является определяющей с точки зрения устойчивости 
солитонов. Очевидно; что наиболее опасными возмущениями будут те, которые дви
гаются вместе с солитЬном с волновыми числами близкими к k = ko, т.е. возмущения 
модуляционного тира, для Toro чтобы включить временную зависимость в усреднен
ные уравнения, необxiодимо считать, что в разложении (2.11) амплитуды 'Фn зависят 
не только от «медленной» координаты Х, но также и от медленного времени Т = Л2t. 
Тогда многомасштабн~е разложение дает вместо стационарноro НУШ (2.16) ero неста
ционарный аналог: 

(2.18) 

для этоro уравнения проблема устойчивости солитонов хорошо изучена (см., напри

мер, [5,20]). НапомниМ основные ее положения. 
Уравнение (2.18) ~aк уравнение для огибающих наследует каноническую гамиль

тоновскую Форму (2.2) 

.д'Ф БН 
z-=--at б'Ф*' 

(2.19) 

где гамильтониан 

(2.20) 

возникает в результате; усреднения исходного гамилътониана. Уравнение (2.18) поми
мо Н сохраняет полное число частиц (адиабатический инвариант) N, так что солитоны 
представляют собой ст~ионарные точки Функционала энергии Е = Н - л2 N при фик
сации числа частиц: 

б(Е + л2N) = о. 

Orсюда, следуя [20], можно показать, что только в одномерном случае солитон ре
ализует минимум энерpiИ, в то время как при d ~ 2 солитоны представляют собой 
гиперболическую точку. Это означает, что только в одномерном случае имеет место 

устойчивость солитоно~, а в двумерном (критическом) и трехмерном случаях солито

ны неустойчивы и MOryr быть рассмотрены как сепаратрисные решения, отделяющие 
коллапсирующие решения от дифрагирующих [21]. 

Это, по-видимому,: есть наиболее простой способ объяснения Toro хорошо извест
HOro эмпирического Факта, почему солитоны, как правило, существуют только в одно
мерных системах. Для, мноroмерных систем устойчивые солитоны редки и MOryт по

явиться либо блаroдаря ',топологическим оrpаничениям, либо за счет механизма устране

ния черенковских особенностей (обсуждаемоro в данной статье). Последнее, как легко 

понять, связано с существованием определенного ряда симметрии. 

В данной работе мы основное внимание уделим солитонам, возникающим при 

жестком режиме возбуждения, что наблюдается, когда коэффициент J.L в уравне

нии (2.16) положителеJil. в этом случае уравнение (2.16) уже не имеет стационарных 
локализованных (стре~щихся к нулю на бесконечности) решений. для их возмож
HOro существования неРбходим учет следующих членов разложения гамильтониана по 
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параметру !:l.k/ko• где!:l.k - ширина основного пика. Если скачок амплитуды солитона 
при V = Vcr велик (порядка единицы), то нужно учитывать ряд полностью и в этом 

случае рассчитывать на какую-либо последовательную теорию, основанную на разло

~ении гам~ьтониана, уже не приходится. Толъкоесли значение матричного элемента 

Tkokokoko = То мало, т. е. имеет по сравнению с надкритичностью дополнительную ма
лость (а вследствие этого мал и сам скачок), то в этом случае достаточно ограничить

ся несколькими следующими членами разложения. Мы ограничимся рассмотрением 

только одномерных солитонов, поскольку, как мы видели выше, при мягком переходе 

многомерные солитоны неустоЙЧивы. Эта же тенденция сохраняется и для жестких ре

жимов. Легко оценить, что в этой ситуации в гамильтониане взаимодействия основной 

вклад вносят два слагаемых. Первое - это поправка к локальному четырехволново

му гамильтониану, равная -В /2 J Iфl4dх. возникающая из-за удержания линейного по 
"'i = ki - ko слагаемого при разложении матричного элемента Tk1k,k,k.: 

Здесь 

в результате в х-представлении гамильтониан четырехволнового взаимодействия в 

приближении огибающих записывается в виде 

(2.21) 

Выражение i(ф;ф - фхф*) в этом интеграле хорошо известно в теории фазовых 

переходов (см. [10]) - это так называемый инвариант Лифшица. 

Второе слагаемое - локальное по Ф - шестиволновое взаимодействие: 

(2.22) 

Как будет видно из дальнейшего, знак константы взаимодействия С может быть как 

отрицательным, так и положительным - важна будет комбинация обоих вкладов (2.21) 
и (2.22). 

Суммарно гамильтониан в безразмерных переменных будет зависеть от трех кон

стант М. f3 и С: 

(2.23) 

При этом константа f.L предполагается малой, а константы f3 и с не содержат никакой 
дополнительной малости. 
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Уравнения движения для 'Ф, соответствующие этому гамильтониану, записываются 
согласно (2.19) в виде 

(2.24) 

Это уравнение помимо энерmи Е = Н - л2 N и числа частиц сохраняет также полный 
импульс 

З. СОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ 

Стационарные (не зависящие от t) солитонные решения уравнения (2.24) будут 
определяться из следующего обыкновенного дифференциального уравнения!): 

(3.1) 

Данное уравнение может быть просто проинтегрировано, если вместо 'Ф ввести ампли

туду r = I'ФI и фазу Ч' :i= аrg'Ф: 'Ф = rei<p. Подставляя далее 'Ф в уравнение (3.1) и разделяя 
затем действительную и мнимую части, в результате для мнимой части имеем уравнение 

(3.2) 

После исключения фазы уравнение для r сводится к уравнению Ньютона: 

2тхх = -дU /дт (3.3) 

с потенциалом 

и = _л2r2 - !!:.т4 + Сlт6 
2 ' 

где константа взаимодействия С перенормируется Сl = С + /32. После чего уравне
ния (3.2) и (3.3) интегрируются с помощью интеграла энергии: 

2. 4л2 

Т,= -,,;го1=О=6л::=:;2:=::С==1 =+=J-L"""2 с-=-h-::(2:-:л-х-:-) ---J-L ' (3.4) 

_ /32 [J16Л2Сl + J-L2 e2>'x - J-L] 
'р ~ - ~arctg 4л~ . (3.5) 

Это решение солитон~ого типа существует, если только С1 > 02). Интересно отметить, 
что перенормировка константы взаимодействия С возникает благодаря /3-члену в га

мильтониане, что MO~O углядеть непосредственно из (2.23), переписав Н в терминах 
амплитуды и фазы: 

1) Напомним, что по пЬстроению данные солитоны двигаются с постоянной скоростью. Само 
же уравнение (2.24) содержит более широкий класс локализованных решений. Все они, однако, 
нестационарны ~ у них! фазовая и групповая скорости различны. 

2) Здесь мы не анализируем решения при 01 < О И J.t < О. 

308 



ЖЭТФ, 1999, 116, выn. 1 (7) Жесткий режим возбуждения солитонов . .. 

(3.6) 

Легко ВИДНО также, что солитонное решение (3.4) представляет собой стационарную 
точку Н. Действительно, вариация Н по <р приводит К уравнению (3.2), а уравнение 
Ньютона (3.3) возникает в результате варьирования Н по т. 

Решения (3.4) и (3.5) при л = о и М > О вырождаются в солитон, затухаюший 
степенным образом [9]: 

2 2м 
T1im = м2х2 + 4С1 ' 

- f3 МХ 
'Plim = - /7farctg ~. 

yv1 2у fЗ2+С 

(3.7) 

Таким обраЗом, при переходе скорости через Vcr солитон испытывает скачок. Ам

плитуда солитона на скачке имеет максимальное значение, равное 

Данное значение величины скачка легко находится также и из (3.6). 
С ростом л амплитуда солитона растет корневым образом, а размер солитона умень

шается как Л -1. 

Важной особенностью решения (3.4) является наличие нелинейной зависимости 
фазы 'Р от координаты (называемой в оптике chirp). При этом максимальное изменение 
фазы (от -00 до +00 по Х) 

достигается на скачке при V = vcr . Оно может быть как больше, так и меньше 7г в 

зависимости от знака константы С. 

Решение (3.4) можно использовать также и для отрицательных, но малых значе
ний М. В этом случае, как и должно быть, солитонное решение мягко отщепляется 

от нуля в точке V = vcr . Его амплитуда затем растет при больших л точно таким же 

образом, как и для М > О. 
Интегральные характеристики обоих решений (с М > О и М < О) рilЗЛичны. Так, 

полное число частиц в солитонном решении при М > О, 

N = -- - - arctg 2 [7Г { у!16л2С1 + м2 - м}] 
..fёi 2 4Л..fёi' 

достигает своего максимального значения N cr = 7г /..fёi при л = О и уменьшается 
плавно до N cr /2 при л -+ 00 (см. рисунок). для отрицательных М число частиц N 
при малых Л растет пропорционально Л, а затем асимптотически приближается снизу 

к N = N cr /2. Важно, что производные дN/дл имеют разные знаки: для солитонов со 
скачком эта npоизводная отрицательна, а для солитонов с М < О - положительна. 
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Зависимость N от л для солитон
ных решений: верхняя кривая со

ответствует слабому O'IТалкиванию, 

нижняя - слабому притяжению 

4. УСТОЙЧИВОСТЬ СОЛИТОНОВ ПО ЛЯПУНОВУ 

Как уже отмечалось выше, оба типа солитонов (с f.L > О и f.L < О) представляют 
собой стационарные точки энергии Е при фиксированном значении числа частиц: 

о(Е + ).2N) = оН = О, (4.1) 

где энергия в соответствии с (3.6) задается выражением 

Е = I [т; + ~T4 - (С + (32)т6 + т2 (<р" + (3т2 )2] dx. (4.2) 

Как известно (см., например, [20]), в случае гамильтоновских систем стационар
ная точка будет устойчива по Ляпунову, если она реализует минимум либо максимум 

какого-либо интегрaJJIа движения, например, энергии. 

В данном случае,; если мы найдем условия, при которых энергия будет ограничена 
снизу при фиксироваuном числе частиц (неограниченность Е сверху очевидна), стаци

онарная точка, отвечающая за минимум Е, будет устойчива. Поскольку решение вари

ационной задачи (4.1) единственно (с точностью до постоянного фазового множителя) 
при фиксированном >,2, а это эквивалентно фиксации N, солитонное решение (3.4) в 
этом случае будет устойчивым по Ляпунову. 

Рассмотрим масЩтабные преобразования солитонного решения 

сохраняющие число ч!iстиц. При этом npеобразовании энергия Е будет функцией мас

штабного параметра l: 

где 

11 = J r;dx, 12 = J r6dx, 1з = J r4dx. 

(Orметим, что послеДf'ИЙ интеграл в выражении для энергии (4.2) тождественно равен 
. нулю в солитонном ~шении.) В силу (4.1) 

дЕI = о или 11 - С112 = -1:!:.41з ... al /-1· 

310 



ЖЭТФ, 1999, 116, выn. 1(7) Жесткий режим возбуждения солитонов . .. 

Orсюда следует, во-первых, что энергия солитонов также существенным образом зави

сит от константы JL: 

Е = ~1з (Iз > О). 

Эта величина положительна для солитонов со слабым отталкиванием (JL > О) и отрица
тельна для солитонов со слабым притяжением (JL < О). Во-вторых, при JL > О энергия 
Е как функция масштабного параметра 1, 

Е = -!!:.1з (.!. - ~) 
4 Р 1 ' 

не ограничена снизу при 1 -+ О, а при слабом притяжщши имеет минимум, соответ

ствующий солитонному решению. 

Покажем теперь, что энергия Е при JL < О ограничена снизу для всех деформаций, 
оставляющих неизменным N. 

Рассмотрим интеграл J r6dx = 12. Этот интеграл может быть оценен с помощью 
неравенства Соболева-Гальярдо-Нейренберга через интеграл 11 = J r;dx и число ча
стицN: 

(4.3) 

Это неравенство может быть улучшено путем отыскания наименьшей константы М. 

для этого, следуя [5], рассмотрим Функционал 

12 
М['Ф) = 11N2' 

Его минимальное значение определяет наилучшую константу. Чтобы найти ее, необ

ходимо рассмотреть все стационарные точки и затем среди них всех найти ту, которая 

дает минимальное значение для функционала М['Ф). Легко ВИдеть, что эта вариацион

ная задача, БМ = О, эквивалентна отысканию солитонныx решений при модели 'Ф6 : 

Это уравнение имеет единственное решение 'Ф = 1/ v' ch 2х, откуда наилучшая константа 
находится просто: 

в результате неравенство (4.3) переписывается как 

(4.4) 

где N 1 = 7f /2. 
Подставляя далее данное неравенство в (4.2), для энергии Е имеем следующую 

оценку: 
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(4.5) 

Отсюда для J.L > О сл~дует, что энергия Е ограничена снизу нулем, если коэффициент 
перед интегралом 11 'положителен, что дает ограничение сверху на число частиц: 

N < 1г = Ncr . 

2JC + (32 2 
(4.6) 

Напомним, что ~еличина Ncr /2 является нижней границей для семейства солито
нов (3.4) с J.L > О. Следовательно, для таких солитонов нельзя сделать никакого заключе
ния об ИХ устойчивости. Однако для солитонных решений с J.L < О неравенство (4.6) 
выполняется, и это,· как будет видно из последующих оценок, является достаточным 

для доказательства их устоЙЧивос;ти. 

Итак, пусть в (4.5) J.L < О. для интеграла J r4dx согласно [5] имеем 

/ r4dx ~ Jз (/ r;dX) 1/2 N 3/2. 

Подставляя далее эту оценку в (4.5), получаем 

Е > [1 _ С (N) 2] 1 _ ШN3/211 / 2 + / т2 «(!) + (3r2)2dx > 
- 1 N 1 1 2VЗ 1 уХ -

~_1J.L12N3 [1_ C1(N)2]. 
8VЗ N 1 

Последнее неравенство справедливо только при условии выполнения крите

рия (4.6). Это означает, что энергия Е ограничена снизу, если 

что совместно со всей областью существования солитонов с J.L < О. Следует отметить, 
что при J.L = О НУШ (2.23) относится, как говорят, к критическим. Именно начиная с 
этой нелинейности ('" IФl6 в Н), уже возможен коллапс, если энергия Е отрицатель
на. Если N < N cr/2, то решение полностью расплывается благодаря дисперсии. Од
нако малая отрицате.h:ьная добавка к гамильтониану кардинально изменяет ситуацию. 
Относительно слабое четырехволновое взаимодействие на фоне сильного притяжения 
('" IФ 16), приводящеtо к коллапсу (см., например, [11]), является причиной существова
ния устойчивых связанных стационарных состояний - солитонов. Возникает эффект 

слабой локализации [12]. 

5. ЛИНЕЙНАЯ УСГОЙЧИВОСГЬ СОЛИТОНОВ 

Предыдущий анцлиз дал ответ относительно устойчивосТи только для солитонов со 

слабым притяжением. Из него невозможно сделать какое-либо заключение об устой

чивости солитонов со слабым отталкиванием (М > О). В этом разделе мы рассмотрим 
этот вопрос, исследуй линейную задачу устойчивости. 

Будем искать рещение уравнения (2.23) в виде 
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'Ф = (Т + а)еi(ф+О<) ~ (Т + а + irа)еiф , (5.1) 

где т и Ф - солитонное решение (3.4), (3.5), а а и а - малые отклонения соответственно 

амплитуды и фазы солитона. 

Проводя далее линеаризацию уравнения (2.23), легко получить, что динамика воз
мущений а и а определяется гамильтоновскими уравнениями: 

2тда = 6Н 
at 6а' 

да 6Н 
2т-=--. at 6а 

Здесь Н = 62 Н - вторая вариация гамилътониана (3.4): 

где оператор (Шредингера) L задается выражением 

д2 2 2 4 
L = - дх2 + Л + 2р,т - 15CIT . 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

Если квадратичная форма 62 Н знакоопределенная, то солитонное решение будет устой
чиво. Заметим, что второе слагаемое в Н (5.3) положительно. Тогда положительность 
всей квадратичной формы определяется средНИМ значением оператора L: 

(аЩа) . 

Среднее в этом выражении берется не по произвольным состояниям 'а), а только по 
таким, которые ортогональны 'Т): 

(rla) = О. (5.5) 

Это условие ортогональности является следствием сохранения числа частиц и выступает 
в качестве одного 'из условий разрешимости линейной системы (5.2). В этом случае 
нахождение критерия устойчивости для солитонов (2.23) ничем не отличается от вывода 
Вахитова-Колоколова [13] (см. также [20]) для НУШ без f3-члена. для определения 
знака необходимо найти спектр оператора L: 

L~ = E~+CT. (5.6) 

Здесь С - неопределенный множитель Лагранжа, который определяется из условия 

разрешимости (5.5). 
Разлагая далее ~ по собственным функциям оператора L (L'Фn = Еn 'Фn) и используя 

условие разрешимости (5.5), легко получить дисперсионное соотношение 

(5.7) 

Здесь штрих у суммы означает, что в сумме отсутствует слагаемое с Е1 = О В силу орто
гональности собственной (сдвиговой) моды 'ФI = То; (Lro; = О) и Т. При этом функция 
т о; имеет один нуль, поэтому ниже Еl = О У оператора L имеется только один уровень, 
соответствующий основному состоянию. 
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Рассмотрим тецерь функцию ЛЕ) между основным уровнем Ео < О и первым по
ложительным Е2 • ~o всем диапазоне эта функция монотонно нарастает от -00 при 
Ео до +00 при Е2 • Поэтому, если 1(0) > О, спектр оператора L имеет отрицательное 
собственное значение и, следовательно, среднее значение оператора L может быть от-I рицательным. При 1(0) < О среднее от L всегда положительно. 

Чтобы найти знак ЛО), легко видеть, что 

Дифференцируя далее уравнение (3.3) по л2 , получаем: 

Вт Вт _ -1 LВл2 = -т или Вл2 - -L т. 

Подстановка этого соотношения дает [13] 

(5.8) 

Таким образом, если aN / в л 2 > О, квадратичная форма будет положительно-определен
ной. Именно такая сnryация имеет место для солитонов со слабым притяжением, в силу 
чего они устойчивы. Эгот вывод полностью согласуется с результатами предыдущего 
раздела. 

для солитонов С9 'слабым отталкиванием (J.L > О) критерий (5.8) дает знаконеопределенность квадратwtной формы Н, что является необходимым условием для неустой
чивости. Эгот критерий является также достаточным только в случае fJ = О, когда сред
нее значение L в (5.3) можно интерпретировать как потенциальную энергию, а интеграл J r2a~dx - как кинетическую энергию. 

Можно привести некоторые аргументы в пользу ТОГО,ЧТО СОЛИТQН со слабым от
талкиванием тем не менее неустойчив и при fJ '1 О. Среднее значение от L можно, взяв 
в качестве а собствецную функцию ~ с Е < О, сделать отрицательным. По заданному 
значению ~ всегда можно найти такую фазу а, чтобы интеграл 

обращался в нуль. ТаliШМ образом, гамилътониан iI может быть сделан отрицательным, 
что с физической то>nш зрения можно считать достаточным для неустоЙЧивости. Од
нако, строго говоря, ::)то еще требует определенного доказательства, чего автор пока не 
может предъявить. Пример, который опровергает это рассуждение, хорошо известен. 
Гамилътониан Н = -р2 /2 - q2/2 дает уравнения движения для обычного устойчивого 
осциллятора, несмо~я на отрицательность Н. Однако можно утверждать строго, что 
при малЫХ значениях fJ неустойчивостъ сохранится. Существует ли порог по (З, пока 
неясно, но он вероятен. для того чтобы как-то прояснить этот вопрос, обратимся к 
линейным уравнения~ (5.2), переписав их в новых переменных: 

р = та, gx = ах + 2fЗта. 

в этих переменных ~авнения движения имеют вид 
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ag 2ag 1 1 - + 4fЗr - = --L-p at дх r r ' 

др д 2 д 
-=--Т -g. at дх дх 

При fЗ = о эта система сводится для возмущения амruIИтуды а к уравнению 
82 
-а=-LоLа at2 

с 

L o = _! ~T2!. (!) , 
r дх дх r 

(5.9) 

(5.10) . 

(5.11) 

из которого впервые и бьm выведен критерий (5.8) (ср. с [13,20]). Важно, что оператор 
Lo в (5.11) неотрицателен (в силу того что Lor = О, а сама функция r не имеет нулей). 
Поэтому правая часть (5.11), ввиду налИчия отрицательного собственного значения у 
оператора L, в случае солитона со слабым отталкиванием дает в целом отрицательное 
«собственное» значение, обеспечивая абсолютную неустоЙЧивость солитона. 

При fЗ т о в уравнении (5.9) появился дополнительный член конвективного вида, 
который может изменить характер самой неустоЙЧивости. Может ли привести конвек

ция к стабилизации неустойчивости, пока неясно. 

Но несмотря на некоторую неопределенность с линейной устойчивостью, следует 
отметить, что солитон со слабым отталкиванием всегда неустойчив относительно ко
нечных возмущений. Это следует, в частности, из того, что при масштабных преобра

зованиях 

оставляющих неизменным число частиц N, энергия Е = Н - л 2 N как функция от 
масштабного параметра ( при N > N cr /2 оказывается неограниченной снизу при ( _ О. 
Последнее, как известно (см., например, обзоры [18',22]), является одним из критериев 
волнового коллапса. 

6. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

В заключение нам хотелось бы обсудить возможность реализации жесткого режима 

возБУЖдения солитонов в оптике. Поскольку в трехмерных и дВумерных средах соли

тоны неустойчивы вблизи порога относительно модуляционной неустойчивости, един

ственная возможность реализации этого режима - это оптоволокна. 

Как известно (см., например, [23,24]), керровская константа для большинства сред, 
включая стекла, положительна. Поэтому для изменения характера взаимодействия (от 

притяжения к отталкиванию) имеются две возможности. 

Первая возможность связана с уменьшением самого матричного элемента за счет 

трехволнового взаимодействия. В силу симметрийных свойств собственная квадратич

ная нелинейность в стеклах отсутствует, соответствующий тензор нелинейной воспри

имчивости Xijk == О [25]. Поэтому остается единственный процесс - стрикция - вза
имодействие света со звуком. для того чтобы оценить роль этого механизма, можно 

воспользоваться уравнениями, полученными впервые в работе [26]: 
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'.1. БН 
zo/t = б'Ф*' 

БН 
nt = бф' 

БН 
Фt = - бn' (6.1) 

где 'Ф - (безразмернan) оmбающая электромагнитного поля, n - цизкочастотные флук

туации IUlOтности, а Ф - гидродинамический потенциал. Здесь гамильтониан Н скла

дывается из гамильтониана электромагнитных волн 

Н = J ( -ivgr'Ф*'Фх + (V;' l'Фхl 2 -1'Ф1 4) dx, 

гамильтониана звуковЫх колебаний 

Н = ~ J (с;n2 + Ф;)dх 

и гамильтониана взаимодействия звука и света 

Н = J ')'nl'Фl~dх. 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

в этих выражениях Vgr - групповая скорость высокочастотных электромагнитных волн, 

СЭ - скорость звука, 11- константа взаимодействия вч- и НЧ-волн, пропорциональная 

производной диэлеКТJi>ической постоянной по плотности де / дno. При этом керровская 
константа нормирована на единицу. 

Уравнениядвижеkиядля вч- и НЧ-волн, следующие из этого гамильтониана, име
ют вид 

в этой системе важна разница между групповой скоростью электромагнитной волны, 

которая порядка скорости света, и скоростью звука Сэ: V gr ~ Св. Последнее означает, 
что электромагнитньrn импульс и индуцируемые им флуктуации плотности в основном 

будут двигаться с грyr1повой скоростью. Поэтому для n мы имеем локаЛьную зависи
мость от интенсивносtи: 

Важно подчеркнуть, чtо пондеромоторная сила приводит не к образованию ямки плот

ности, а к повышенИlф плотности. В результате четырехволновый матричный элемент 

перенормируется: 

уменьшая свое значение. 

')'2 
Т(= -1) ~ -1 + -2-' 

Vgr 

Таким образом, с'Фикционный механизм может уменьшать четыIехволновыый ма

тричный элемент, обус!:ловленный эффектом Керра, и в принципе изменить его знак. 
Вторая возможноqть - переход из области аномальной дисперсии в область нор

мальной, когда проис~одит изменение знака дисперсии (V". С точки зрения экспери
мента второй вариант наиболее просто реализуется, однако при этом четырехволновый 
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матричный элемент Т, как правило, не изменяет своего зна
ка и не имеет, кроме того, 

малой константы р,. Поэтому как в том, так и дРугом вариа
нте требуются такие стекла, 

легированные определенными добавками, повышающими
 стрикционную константу "1. 

В качестве стекол нужно выбирать те, у кОторых максимальн
ы коэффициентыI усиления 

при рассеянии Мандельштамма-Бриллюэна. Данные стекл
оволокна были бы интерес

ны не только с точки зрения наблюдения солитонов, иссле
дованных в данной работе, 

но также изучения одномерного волнового колл
апса. 

Автор благодарит В. Е. Захарова и Ф. Диаса (F. Dias) за полезные обсуждения, а 

также Е. И. Каца за ряд ценных замечаний. эта работа была поддержана програм
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