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Проведено теоретико-полевое описание фазовых превращений в слабонеупорядо­
ченных системах с двумя взаимодейсгвующими параметрами порядка. Непосредственно 

для трехмерных систем в двyxnетлевом приближении с применением техники суммирова­

ния Паде-Бореля проведен ренормгрупповой анализ скейлинговыхфункпий, выделены 
Фиксированные точки, соответствующие устойчивому мультикритическому поведению. 

Исследовано влияние точечных замороженных примесей на характер фазовых диаграмм 

систем. 

PACS: 64.60.Ak; 64.60.Рг; 64.60.Kw 

Существует широкий класс систем, в которых наблюдаемый фазовый переход не 

может быть описан одним параметромпорядка, преобразующимся по одному неприво­

димому представлению. Особенно много таких примеров в магнитных кристаллах, ко­

гда магнитная структура описывается двумя и более неприводимыми представлениями 

(антиферромагнетики СГ2ТеО6, КСuFз , GdAlОз , МПР2 и другие). Структурные фазовые 
переходы, которые требуют для описания нескольких параметров порядка, обнаружены 

в КМпFз , борацитах и других веществах. Фазовые диаграммы подобных систем имеют 

особую мультикритическУю точку, носящую бикритический или тетракритический ха­

рактер [1, 2]. В первом случае в ней пересекаются две линии фазовых переходов второго 
рода и одна линия фазового перехода первого рода, во втором - четы�еe линии фазо­

вых переходов второго рода. В непосредственной окрестности мультикритической точ­

ки система демонстрирует специфическое критическое поведение, характеризующееся 

конкуренцией типов упорядочения. При этом, если реализуется бикритическое поведе­
ние, в системе происходит вытеснение одного параметра порядка другим, в то время как 

тетракритическое поведение допускает наличие смешанной фазы с сосуществующими 

обоими типами упорядочения. 
Модельный гамильтониан однородной системы с двумя связанными параметрами 

порядка фиф, принадлежащими двум различным неприводимым представлениям раз­

мерности n и т, имеет вид 

ffto = J dd x {~ [rlф2+ r2ф2 + (V'ф)2 + (V'ф)2] + Ud,O (ф2)2 + ~o (ф2)2 + 2:,зо ф2ф2} , (1) 

n m n m 

ф2 = ~ф~, ф2 = ~ф~, (V'ф)2 = L(V'фд2 , (V''Ф)2 = ~(V'Фi)2. 
i=1 i=1 ~ i=1 i=1 
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Рис. 1. Области устойчивости фиксированных точек, определенные в [3,4] в 
первом порядке /О-разложения (а) и в [5] в рамках теоретико-полевого подхода 

в двухпетлевом приближении при d = 3 (6) 

Анализ проблемы фазового перехода в такой системе был проведен в работах [3] и (не­
зависимо) в [4] в однопетлевом приближении с помощью техники ренормгруппы Виль­
сона в рамках метода е-разложения, где е = 4 - d (d - размерность системы). В рабо­

те [3] была предпринята попытка проследить зависимость характера мультикритическо­
го по.ведения от чисел пит. Однако многочисленные исследования систем, характе­

ризующихся одним параметром порядка, проведенные за последние годы, указывают, 

как правило, на сильное отличие предсказаний однопетлевого приближения, тем более 

в рамках Е-разложения, от реального критического поведения. для выяснения этого 

вопроса в отношении мультикритических явлений и угочнения зависимости мульти­

критического поведения от структуры параметров порядка нами в работе [5] в рамках 
двухпетлевого приближения бьmо осуществлено теоретико-полевое описание системы, 

гамильтониан которой имеет вид (1). Была использована ма,ссовая теория [6], позволя­
ющая описывать непосредственно трехмерные системы, без применения е-разложения. 
Исследования критических явлений показывают [7], что такой подход наиболее аде­
кватно описывает критическое поведение и его применение совместно с методами сум­

мирования асимптотически сходящихся рядов позволя€(т достигать высокой точности 

результатов. Нами в [5] бьm проведен ренормгрупповой анализ скейлинговых функций 
в двухпетлевом приближении с применением техники сУммирования Паде-Бореля, вы­
делены фиксированные точки, соответствующие устойчивому бикритическому и тетра­

критическому поведению. 

для системы с двумя взаимодействующими параметрами порядка существуют три 

тида устойчивых фиксированных точек, соответствующих различным значениям n и 
т, области существования которых на плоскости nт, полученные в однопетлевом при­

ближении [3,4], показаны на рис. 1а, а полученные в двухпетлевом приближении.[5] 
показаны на рис. 16. Существенное изменение картины говорит о слабом соответствии 
однопетлевого приближения реальному мультикритическому поведению. Orметим, что 

первый тип соответствует изотропной фиксированной точке, в которой uj = и2 = из и 
гамильтониан (1) эффективно совпадает сгамильтонианом системы, обладающей од­
ним'(n +.т)-компонентным параметром порядка и полной симметрией ВО(n + т), 
более высокой, чем симметрия ВО(n) х ВО(т) исходной системы (проявление обусло­

вленной флуктуациями асимптотической симметрии в мультикритической точке). для 

точек второго типа все три значения и; отличны от нуля и могут не совпадать. Им соот­

ветствует самая низкая симметрия исходного гамильтониана: ВО(n) х ВО(т). Точкам 
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третьего типа соответствуют развязанные параметры порядка, так как в них UЗ = О. 
При этом им отвечает также более высокая симметрия 80(n) ЕР ВО(т). Согласно [5], 
граница области устойчивости изотропной фиксированной точки проходит теперь по 

прямой n+т = 2.9088, т. е. наивысшей асимптотической симметрией системы является 
80(2), а область существования точек второго типа стала такой узкой, что в ней лежит 
только пять физически интересных точек. Выявленное в [5] существенное изменение 
значений фиксированных точек и условий, их стабильности вызывает заметное измене­
ние фазовых диаграмм в критической области и приводит к другим видам симметрии 

системы в мультикритической точке. 

Исследуем влияние точечных з~мороженных примесей на мультикритическое по­

ведение системы с двумя взаимодействующими параметрами порядка. Известно [8], 
что неупорядоченность системы, создаваемая присутствием замороженных примесей, 

проявляется в виде случайных возмущений локальной критической температуры или в 

виде случайных полей. Благодаря тому что случайное поле нарушает симметрию си­

стемы по отношению к изменению знака параметра порядка, статистические свойства 

этих неупорядоченных систем существенно различаются. Ферро- и антиферромагнит­
ные системы, содержащие не магнитные атомы примеси в ртсутствие внешнего маг­

нитного поля, могут служить примером неупорядоченных систем с возмущением типа 

Случайной критической температуры, в то время как в однородном магнитном поле 

присутствие немагнитных атомов примеси в анизотропных антиферромагнетиках про­

является в виде случайных полей [9]. В данной работе исследуется мультикритическое 
поведение систем с беспорядком типа случайной температуры. Подобное поведение 

может реализоваться в неупорядоченных системах, в которых, как в МnAs [10], по­
следовательность фазовых переходов описывается введением двух взаимодействующих 

параметров порядка различной природы, соответствующих структурному и ферромаг­

нитному фазовым переходам, или в ХУ -подобных антиферромагнетиках типа СГ2 ТеО6, 

КСuFз и т. д. [11], в которых мультикритическая точка возникает при нулевом значении 
внешнего магнитного поля. В ряде случаев qписание мультикритического поведения 

неупорядоченных бинарных сплавов, состоящих из магнитных атомов двух сортов со 

смешанным обменным взаимодействием, может соответствовать введению беспорядка 

типа случайной критической температуры в. системе со связанными параметрами по­

рядка [12,13]. 
Ранее исследование влияния неупорядоченности типа случайной температуры на 

мультикритическое поведение систем уже проводилось в работах [12-14] в рамках мето­
да е-разложения в однопетлевом приближении. Однако выше на примере однородной 
системы наглядно показано слабое соответствие предсказаний однопетлевого прибли­

жения реальному мультикритическому поведению. В случае неупорядоченных систем 

можно ожидать .еще более существенных отличий, на что указывают исследования не­

упорядоченных систем, характеризующихся одним параметром порядка [15,16]. для 
неynорядоченных описывающихся моделью Изинга систем в однопетлевом приближе­

нии возникает случайное вырождение в системе ренормгрупповых уравнений для вер­

шин взаимодействия. Это не позволяет в данном приближении исследовать поведе­

ние единственного класса неупорядоченных систем, в которых присутствие примеси 

реально сказывается на характер~стиках их критичещ(ого поведения. В настоящей ра­

боте предлагаются результаты применения теоретико-полевого подхода в двухпетлевом 

приближении непосредственно для трехмерных систем. 

Гамильтониан системы с двумя взаимодействующими параметра~и порядка, содер-
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жащей замороженные примеси типа случайной температуры, может быть представлен 

в виде 

(2) 

где Jrо[ф, ф] - гамильтониан однородной систем,ы (1), а слагаемое Jrimр[ф, ф], за­
дающее взаимодействие примесей с ф~ктуациями параметров порядка, может быть 

определено как 

СУ 1] d 2 2 .п imр[ф, ф] = '2 d х[Vj(х)ф + V2(х)ф ]. (3) 

Здесь 1!i{x) - потенциалы случайного поля примесей с гауссовым распределением, кор­

реляторы которых в случае точечных примесей определяются выражениями 

((1!i(x»)) = О, ((V1(x)Vj(x'»)) = -и408(х - х'), 
((V2(X)V2(X'»)) = -uso8(x - xj, ((V1(x)V2(x'»)) = -uбо8(х - х'). 

(4) 

Применение метода реплик позволяет легко провести усреднение по случайному рас­

пределению примесей и свести задачу статистического описан~ слабонеупорядочен­

ной системы к задаче статистического описания однородной системы с эффективным 

гамильтонианом 

k k k 

Jrrер1[ф, 'Ф] = L JrО[Фа, Фа] + ~ L L[ЩОФ~Ф~ + usоФ~Ф~ + 2UБОФ~ФМ' (5) 
а=1 а=1 jЭ=1 

содержащим k образов (<<реплию> ) исходной однородной составляющей Jr о и ряд до­
полнительных слагаемых с примесными вершинами и40, Uso, UБО, которые задают эф­
фективное взаимодействие через поле примесей (k х n)- и (k х m)-компонентных па­
раметров порядка. Данная статистическая модель термодинамически эквивалентна ис­

ходной неупорядоченной модели в пределе k - О. 

Как известно, в рамках теоретико-полевого подхода [17] асимптотическое крити­
ческое поведение и структура фазовых диаграмм во флуктуационной области опреде­

ляется ренормгрупповым уравнением Каллана-Симанчика для вершинных частей не­

приводимых функций Грина. для вычисления ,в-функций (скейлинговых функций) 

как функций перенормированных вершин взаимодействия Ui (i = 1, ... ,6), входящих в 
ренормгрупповое уравнение, -мы применили стандартный метод, основанный на диа­

граммной технике Фейнмана и процедуре перенормировки [7]. В результате в рамках 
двухпетлевого приближения мы получили следующие выражения для ,в-функций: 
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n+8 2 m 2 41n+190 з 2т з 23т 2 
/31(и) = -Ul+-6-Ul+"6uз+24UlU4- 243 UГ"27UЗ- 243 UIUЗ-

184т 16т 2 400n+2096 2 5920 2 8т 2 
---UIUЗUб---UзUб- UIU4---UIU4--UзU4 

81 9 81 27 9' 

(т+8) 2 n 2 . 41т+190 з 2n з 23n 2 
/32(и) = -U2+-6-U2+"6uз+24U2US- 243 и2- 27 uз- 243 U2Uз-

184n 16n 2 400т+2096 2 5920 2. 8n 2 
---U2UЗUб--UзUб- U2US---U2Us~-UзUS 

81 9 81 27 9' 

2 2 n+2 т+2 
/3з(u) = -UЗ+ЗUЗ+-6-UIUЗ+ТU2uз+4UЗU4+4uзus+16UЗUб-

5(n+т)+72 з 23(n+2) 2 23(т+2) 2 n+2 2 (т+2) 2 
- 486 uз- 486 UIUЗ- 486 U2UЗ--9-UIUЗ--9-U2UЗ-

20(n+т)+432 2 8(n+3) 2 8(т+3) 2 368 2 368 2 
- 81 uзщ_---9-uзU4- 9 UЗUS-"27UЗU4-"27UЗUS-

92(n+2) 92(т+2) 8(n+2) 8(т+2) 
81 UIUЗU4- 81 U2UЗUS---з-UIUЗUб- 3 U2UЗUб-

-64uзu~-64UЗU4Uб-64uзusU6, 

2 n+2 m 3040 з 2т 2 8т 2 (6) 
/34(и) = -U4+16U4+-з-UIU4+зUЗUб-Т7U4-"27UЗUб-ТUЗUб-

40О(n+2) 2 23(n+2)· 2 5т 2 . 184т 
- 81 иIи4 243 иIЩ- 243 UзU4-81UЗU4U6, 

2 т+2 n 3040 з 2n 2 8n 2 
/3s(u) = -us+16Us+--U2US+-UЗU6---Us--UзU6--UЗU6-

3 3 27. 27 3 

400(т+2) 2 23(т+2) 2 5n 2 184n 
- 81 U2Us- 243 U2US- 243 UЗUS-81UЗUSU6, 

2 n+2 т+2 n m 
/36(и) = -U6+8U6+-6-UJU6+-6-U2U6+"6UЗU4+"6uзus+4U4U6+ 

4 64 з 4(n+2) 2 4(т+2) 2 23(n+2) 2 ' 23(т+2) 2 
+ USU6-зU6---з-UIU6- 3 и2и6- 486 иIи6- 486 и2и6-

368 2 368 2 2 2 n 2 4n 2 m 2 
- 2fU4U6 - 2fUsU6 - 32щи6- 32USU6 - 27 UЗU4 - 9UЗU4 - 27 uзus-

4т 2 5(n+т) 2 20(n+т) 2 92(n+2). 92(т+2) 
-тuзus- 486 UзU6- 81; UЗUб- 81 иIщи6- 81 U2USU6-

16n 16т 
- ТUЗU4U6 - -9-UЗUSU6. 

Известно, что ряды теории возмущений являются асимптотически сходящимися, а 

вершины взаимодействия флуктуаций параметров порядка во флуктуационной области 

Тl, Т2 -+ О достаточно велики, чтобы можно было непосредственно применять выраже": 

ния (6). Поэтому с целью извлечения из полученных выражений нужной физической 
информации мы применили обобщенный метод Паде-Бореля, используемый для сум­

мирования асимптотически сходящихся рядов. При этом прямое и обратное преобра- . 
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зования Бореля, обобщенные на шеСТflпараметрический случай и сохраняющие сим­

метрию системы, имеют вид 

00 

f( ) - """' i, i, i, i. i, i. - J -tF( t t)dt иl, ... , и6 - . L..... Ci" ... ,i.Ul и2 Uз и4 US и6 - е иl , ... , и6 , 
tl) .. ·,t6 О (7) 

для аналитического продолжения борелевского образа функции вводится ряд по вспо­

могательной переменной л 

(8) 

к которому применяется аппроксимация Паде [L/M] в точке л = 1. В двухпетлевом при­
ближении для вычисления 'в-функций мы использовали аппроксимант [2/1]. Природа 
мультикритического поведения определяется СуШествованием устойчивой фиксирован­

ной точки, удовлетворяющей системе уравнений 

'вi(U~,U2,U;,U:,U;,U6) = о (i = 1, ... ,6). (9) 

Требование устойчивости фиксированной точки сводится к условию, чтобы собствен­

ные значения Ь; матрицы 

(10) 

лежали в правой комплексной полуплоскости. 

Полученная система просуммированных ,В-функций для каждого значения n и т 
содержит широкое разнообразие фиксированных точек. В таблице приведены устой­

чивые фиксированные точки системы для наиболее· физически интересных значений 

n и т,а также ряд неустойчивых в двухпетлевом приближении фиксированных точек, 
которые будут полезны для последующего анализа. В таблице приведены также соб­

ственные значения матрицы устойчивости для соответствующих ФИКСИРованнЫХ точек. 

Анализ характера фиксированных точек и их устойчивости позволяет сделать сле­

дующий общий вывод: присутствие примесей в системе приводит к флуктуационнdму 
расцеплению связи параметров порядка и ОСуШествлению лишь единственного типа 

устойчивого мультикритического поведения - тетракритического с общей симметрией 
системы SO(n) ЕВ SO(11.I-)' При этом в случае однокомпонентных параметров порядка 
(n = т = 1) наличие примесей существенно и приводит к критическому поведению 
с индексами, соответствующими индексам неупорядоченной модели Изинга [16]. Что· 
касается случаев с n = 1, т = 2, n = 2, т = 2, хотя проведенные расчеты и показыва­
ют, что стабильна фиксированная точка с отличными от нуля значениями примесных 

вершин и4' и; для обоих параметров порядка, мы склонны считать, Что в более вы­
соких порядках приближения стабильной становится точка, в которой при общем эф­

фекте расцепления связи параметров порядка значения примесных вершин лишь для 

однокомпонентных параметров порядка отличны· от нуля. Указанием на это, с одной 
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Значения фиксированных точек неynорядочениой системы и собстве~ значений 

матрШJ,Ы устойчивости 

n т uj и2 и* з и4 и* 5 и* 6 bi (i = 1, ... ,6) 

1 1 1.58892 1.58892 О -0.03448 -о.оз448 о 0.4612 ± 0.222i, 0.0362, 
0.4612 ± 0.222i, 0.0362 

1 2 1.58892 0.93832 О -0.03448 -0.00026 О 0.4612 ± 0.222i, 0.0183, 
0.0183,0.66711. 0.0017 

1 2 1.58892 0.93498 О -'-0.03448 О О 0.4612 ± 0.222i, 0.0172, 
0.0172, 0.6673, -0.0017 

1 3 1.58892 0.82962 О -0.03448 О О 0.4612 ± 0.222i, 0.0834, 
0.0834,0.1315,0.6814 

1 3 1.58892 1.28357 О -0.03448 -0.07098 О 0.4612 ± 0.222i, 0.3266, 
0.3266, 5.9782, -3.1324 

2 2 0.93832 0.93832 О -0.00026 -0.00026 О 0.6671,0.0017,0.0017, 

I 
0.0005, О.ООО5, 0.6671 

2 2 0.93498 0.93498 О О О О 0.6673, -0.0017, -0.0017, 
-0.0017, -0.0017,0.6673 

2 3 0.93832 0.82962 О -0.00026 О О 0.6671, О .0017, 0.0659, 
0.0659,0.1315,0.6814 

2 3 0.93498 0.82962 О О О О 0.6673, -0.0017,0.1315, 
0.6814, 0.0648, 0.0648 

3 3 0.82962 0.82962 О О О О 0.6814, 0.1315, 0.1315, 
0.6814,0.1315,0.1315 

стороны, может служить слабая устойчивость фиксированных точек первого типа при 

слабой неустойчивости фиксированных точек второго типа, с другой стороны, анало­

гичная ситуация возникает при анализе влияния примесей на критическое поведение 

систем с одним параметром порядка в двухпетлевом приближении [18]. В случаях с 
n, т ~ 3 устойчива только однородная фиксированная точка, совпадающая с точкой 
третьего типа однородной системы и имеющая тетракритический характер. Таким обра~ 

зом, когда параметры порядка' системы характеризуются числом компонент большим 

или равным двум, присутствие примесей не сказывается на характеристиках их крити­

ческого поведения, а мультикритическое поведение носит тетракритический характер. 

Фазовые диаграммы для гамильтониана однородной системы (1) в приближении 
среднего поля (без учета флуктуаций) хорошо известны [3]. Так, в случае и~ < и!и2 ре­
ализуется тетракритическая точка, и, следовательно, возможно существование смешан­

ной фазы с Ф =j о и Ф =j О. в противоположном случае с и~ ~ и!и2 фазовая диаграмма 
имеет бикритическую точку и смешанная фаза не возникает. Однако учет флуктуаций, 

как было показано в [3,5], может существенно изменить характер фазовой диаграммы 
в критической области. для этого должен быть исследован фазовый портрет системы 

на основании решениЯ системы уравнений (Т = Т! = Т2) 

дщ 
Та;: = (3i(Uj), (11) 
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Рис. 2. Вqзможные типы фазовых диаграмм. СПJiошные линии соот­

ветствуют кривым фазовых переходов первого рода, штриховые .- перехо­

дам второго рода 

задающей фазовые траектории в пространстве вершин Ui. При r - О в зависимости от 

затравочных значений вершин Uio фазовые траектории или покидают область устойчи­

вости гамильтониана (1) с реализацией фазового перехода первого рода, или приходят в 
устойчивую фиксированную точку из набора рассмотренных выше с определенной сим­
метр~ей системы. В своем движении фазовые траектории могут пересекать области, в 
которых для вершин выполняется условие тетра- или бикритичности. В результате на 

фазовых диаграммах, соответствующих теории среднего поля, в критической области 

появляются включения кривых фазовых переходов первого рода. 

Определение областей для значений вершин Ui репличного гамильтониана неупоря­

доченнойсистемы (5), в которых он стабилен, усложняется необходимостью рассмотре­
ния предела k - О. Однако, учитывая, что примесные вершины Щ0, и50, UБО пропорцио­

нальны с(1- с), где с - концентрация атомов примеси, и ограничиваясь рассмотрением 

слабонеупорядоченных систем, мы полагаем выполнимость прежних условий стабиль­

ности (UIO > О, и20 > О, Uзо > -(UIOU20)1/2), а также условий тетракритичного или 
бикритичного поведения, как и для однородной системы. Дополнительным условием 

для примесных вершин и40, Uso, Uб0 можно лишь считать требование их отрицательно­

сти, вытекающее из положительности соответствующих корреляторов в (4). В связи с 
этим при построении фазового портрета и возможных фазовых диаграмм для слабоне­

Упорядоченных систем с учетом влияния флуктуаций в мультикритической области при 

решении уравнений (11) с просуммированными методом Паде-Бореля ,в-функциями 
из (6) достаточно следить лишь за перемещением значений вершин UI, и2, UЗ, рассмат­

ривая их зависимость от вершин и4, Us, Uб как от параметров. 

Из-за того что для систем с двумя параметрами порядка присутствие примесей при­

вело к существенному ограничению на возможные типы устойчивых фиксированных 

точек, заметно изменяется по сравнению с однородными системами и число видов воз­

можных фазовых диаграмм. Принципиальный момент изменения связан с тем, что 

в неупорядоченных системах не может реализоваться фазовая диаграмма, содержащая 

бикритическую точку. Критические флуктуации и флуктуации локальной критической 

температуры в неупорядоченных системах для взаимодействующих полей, затравочные 

значения вершин которых удовлетворяют условию бикритичности ujo ~ UIOU20, разру­
шают как устойчивость бикритического поведения, так и связь параметров порядка. В 

результате фазовые диаграммы, имеющие бикритический характер за пределами кри­

тической области, будут содержать в критической области включения кривых фазовых 

переходов первого рода с реализацией диаграммы, изображенной на рис. 2а. Числен­

ное решение уравнений (11) показало, что при любых затравочных значениях вершин 
Ui" лежащих в бикритиtIеской области, не существует фазовых tpаекторий, переводя­
щих их в устойчивую фиксированную точку, носящую тетракритический характер. В 
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результате предсказанная в работе [13] фазовая диаграмма, изображенная на рис. 26, не 
реализуется. Если же затравочные значения вершин системы удовлетворяют условию 

тетракритичности, то возможны только фазовые диаграммы, изображенные на рис. 2в 

и 2г. Таким образом, из всего многообразия фазовых диаграмм, приводимых в рабо­

тах [3,5] и реализуемых в однородных системах с двумя параметрами порядка, в неупо­
рядоченных системах реализуются только три вида фазовых диаграмм, приведенных на 

рис. 2а, в, г. . 
В заключение выразим надежду, что выявленные отличия в мультикритическом по­

ведении однородных и неупорядоченных систем с конкурирующими параметрами по­

рядка наЙдУТ свое отражение в постановке и анализе экспериментальных работ по муль­
тикритич~скому поведению соответствующих систем .. 

Исследования поддержаны Российским фондом фундаментальных исследований 

(грант 97-02-16124). 
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