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с точки зрения общей теории квантовомеханических измерений рассмотрены изме­

рения, испольэующиеся в квантовой тслепортации. Покаэано, что для того чтобы най­

ти телепортированное состояние, достаточно знать лишь порожденное соответствующим 

инструментом (квантовой операцией, определяющей изменение состояния системы в ре­

зультате измерения) разложение единицы (положительную oIiepatopho-значную меру) в 

пространстве состояний системы, а не сам инструмент. Предлагается протокол квантовой 

телепортации состояния системы с невырожденным непрерывным спектром, основанный 

на измерении, которому соответствует некоторое неортогональное разложение единицы. 

PACS: 03.65.Bz, 42.50.Dv 

1 .. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

Один из основных результатов квантовой теории информации состоит в возможно­

сти телепортации неизвестного квантового состояния посредством классического и рас­

пределенного квантового каналов связи, роль которых играет специальным образом по­

добранное нелокальное запутанное состояние (entangled state), например, ЕРR-пара [IJ. 
Квантовая телепортация неизвестного состояния от пользователя А к удаленному поль­

зователю В осуЩествляется следующим образом [IJ. У пользователя А имеется неиз­
вестное ему состояние Рl квантовой системы 1, подлежащее телепортации пользователю 
В (например, частица со спином 1/2; в [1] дано также обобщение на случай произ­
вольной квантовой системы с конечным числом уровней, т. е. с конечномерным про­

странством состояний). Кроме того, имеются две другие частицы также со спином 1/2 
(системы 2 и 3) в запутанном по спину ЕРR-состоянии Р23 таком, что пользователь А 
имеет доступ к частице 2, а пользователь В - к частице 3. Пользователь А выполняет 
некоторое совместное измерение т12 над системой 1 в неизвестном ему состоянии Рl И 
частицей 2 из ЕРR-пары. В результате измерения полная система, состоящая из частиц 
1,2 и 3, переходит из состояния Рl ®Р23 В некоторое новое состояние P~23' зависящее от 
результата z проведенного измерения.. Оказывается, что существуют такие измерения 
т12, в результате которых состояние P~ частицы 3 из ЕРR-пары у пользователя В (ко­
торое получается взятием следа по пространству состояний частиц 1 и 2, P~ = Trl,2P~23) 
связано с исходным состоянием Рl частицы 1 некоторым унитарным преобразованием, 
которое не зависит от Рl и определяется только результатом z проведенного измере­
ния т12: 
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(1) 

(здесь и далее мы отождествляем изоморфные пространства состояний частиц 1 и 3). 
Классический канал связи необходим для того, чтобы пользователь А сообщил В ре­
зультат измерения z, который указывает В, какое унитарное преобразование U;l он 
должен произвести над состоянием р; частицы 3, чтобы ее состояние совпало с PI. За­
метим, что пользователь А не получает никакой информации о телепортированном со­

стоянии. 

В изложенном алгоритме квантовой телепортации существенно используется то об­

стоятельство, что после проведения измерения система как целое (все три частицы) 

оказывается в некотором вполне определенном состоянии P~23' которое определяется 
результатом измерения; в алгоритме [1] используется так называемое белловское изме­
рение, которому соответствует некоторый самосопряженный оператор с невырожден­

ным спектром в четырехмерном пространстве, и состояние P~23 легко выписывается в 
явном виде. 

Перв'ый алгоритм телепортации непрерывной квантовой переменной (т. е. волно­
вой функции одномерной нерелятивистской бесспиновой частицы, пространство состо­

яний которой бесконечномерно) был описан в работе [2]. Впоследствии на основе этого 
подхода был предложен реалистичный алгоритм телепортации одномодового электро­

магнитного поля [3]. При этом фактически предполагалось, что в случае наблюдаемой с 
непрерывным спектром система после измерения переходит в состояние, описываемое 

«собственным вектором», принадлежащим полученному в результате этого измерения 

«собствеJ;JНОМУ значению» соответствующего самосопряженного оператора. 

Однако для непрерывной переменной корректно поставленный вопрос о том, в ка­

кое состояние переходит система после измерения, оказывается гораздо более сложным, 

чем в случае дискретного спектра (см., например, [4]). Дело здесь даже не только в том, 
что в случае непрерывного спектра в гиль6ертовом пространстве состояний системы нет 

корректно определенных собственных векторов. Рассмотрим, например, некоторый са­

мосопряженный оператор А с н.епрерывным спектром А. Пусть точка z принадлежит 
этому спектру и система до измерения находится в некотором состоянии р. Насколько 

осмысленным является тогда вопрос о том, в каком состоянии pz оказывается систе­
ма после измерения, выдавшего результат r = z? Проблема заключается в том, что, 
согласно статистической интерпретации квантовой механики, само понятие «состоя­

ния» можно относить лишь к некоторому ансамблю идентичных систем, а не к оди­

ночным системам. В данном случае это, казалось бы, означает, что нужно говорить о 
hодансамбле тех систем, которые после измерения отбираются условием r = z. Однако 
в случае непрерывного спектра вероятность получения любого конкретного значения 

z равна нулю, так как точка имеет меру нуль. Следовательно, выделить подансамбль 
систем, выдавших результат r = z, просто невозможно, так как вероятность получения 
совпадающих результатов в каких-либо двух измерениях равна нулю. Поэтому вопрос 

о смысле pz не является вполне тривиальным. для того чтобы ответить на него, нам 
потребуются некоторые фактЫ из общей теории квантовомеханических измерений (см., 
например, [4-6]). Основные положения и некоторые результаты этой теории изложены 
в разд. 2. В разд. 3 эта общая теория используется для изучения того специального клас­
са измерений, которые представляют интерес для квантовой телепортации. В разд. 4 
протокол телепортации непрерывной переменной, описанный в [2], рассмотрен с точки 
зрения результатов, полученных в предьщущем разделе. В разд. 5 предлагается прото-
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кол телепортации состояний некоторой модельной системы с непрерывным спектром, 

использующий измерение, которому соответствует некоторое неортогональное разложе­

ние единицы. Наконец, в последнем разделе кратко изложены основные полученные 

в статье результаты. 

2. КВАНТОВОМЕХАНИЧЕСКИЕ ИЗМЕРЕНИЯ 

для квантовомеханической системь} с конечномерным пространством состояний 

.7t (когда спектр любого оператора является чисто дискретным) каноническое (фон­
неймановское) 'измерение некоторой наблюдаемой, которой отвечает самосопряженный 

оператор А с собственными числами )'i, i = 1 ... N, приводит к тому, что система, пер­

воначально описывавшаяся матрицей плотности р, переходит в состояние Pj (редукци­
онный постулат фон Неймана-Людерса [7,8]), 

E-рЕ· 
Р _р _ J J 

j - Tr{Ejp} ' (2) 

если измерение дало результат ),j. Здесь Ej - ортогональный проектор на подпростран­

ство, отвечающее собственному .числу )'j, так что имеют место разложение единицы 

'" Е· =1 L..-J J , 

j 

где 1 - тождественный оператор в .7t, и спектральное представление оператора А 

Вероятность получения j-ro результата равна 

Prob(),j) = Tr{pEj } = Tr{EjpEj }. 

(3) 

(4) 

(5) 

Рассмотрим теперь наиболее общую ситуацию, когда совокупность всех возможных 

результатов измерения образует некоторое измеримое пространство /Х с мерой, которая 
в дальнейшем будет обозначаться dz, а квантовая система S описывается (вообще гово­
ря, бесконечномерным)гильбертовым пространством .7t, т. е. ее состояния находятся 
во взаимнооднозначном соответствии с множеством K(.7t) всех положительных опера­
торов на .7t со следом, равным 1 (т. е. матриц плотности; оператор А на гильбертовом 
пространстве .7t называется положительным, если (vIAlv) ~ о для любого v Е .7t). 
Множество K(.7t) является подмножеством пространства B/(.7t) всех операторов с ко­
нечным следом Ha.7t. В этом случае адекватным математическим объектом, полностью 
характеризующим любую конкретную измерительную процедуру с множеством резуль­

татов /Х, которой может быть подверmута система В, является инструмент [4] (или, в 
другой терминологии [5], операция) Т, представляющий собой отображение!:1 - Т(!:1) 

множества Г всех измеримых относительно меры dz подмножеств !:1 С /Х в множество 
неувеличивающих след вполне положительных операторов P(B/(.7t», отображающих 
B/(.7t) в себя и удовлетворяющее следующим двум условиям: 

1) Т(!:1) = 2: j T(!:1j), если!:1 = Uj!:1j, !:1j n!:1i = 0 при.i =J j (аддитивность); 
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2) Тг{Т(Х)р} = Тгр для любого р Е В1 (Н) (нормировка). 
Напомним, что линейное отображение F из В 1 (Н) В себя называется вполне поло­

жительным, если F(L) > О для любого L > О из В1 (Н), т. е. переводит положительные 
операторы из В1(Н) в положительные же, и обладает дополнительно тем свойством, 
что если НО - некоторое другое гильбертово пространство, то отображение 

заданное на элементах вида W ® Wo Е В1(Н ® Но) формулой вида 

F® I(W ® Wo) = F(W) ® Wo 

и продолженное по линейности на все пространство В1 (Н ® но), где 1 - тождествен­
ный оператор на В1(НО), также является положительным для любого Но. Смысл ин­
струмента Т состоит в том, что для любого измеримого подмножества д С Х, д Е Г со­

стояние Рl1 подансамбля систем, приготовленных первоначально в состоянии р Е К (Н) 
и отобранных в ходе многократного повторения данной измерительной процедуры усло­

вием попадания результата измерения r = z в множество 6, есть (для краткости мы 
пишем Т(6)р вместо [Т(д)](р» 

_ р(6) 

Рl1 - Тг{р(д)} 
Т(6)р 

Tr{T(6)p} Е К(Н), р(6) = Т(6)р, (6) 

а вероятность получения при проведении измерения результата r = z Е 6 есть 

Prob(z Е 6) = Тг{Т(д)р} = Тг{р(6)}; (7) 

здесь и далее мы отмечаем знаком тильды «ненормированные матрицы плотности» (по­

ложительные операторы со следом ~ 1), которые получаются после применения соот­
ветствующего рассматриваемому инструменту оператора Т(д) к исходной матрице плот­

ности р. В тех случаях, когда это не может вызвать недоразумений, мы будем в даль­

нейшем для краткости применять термин «матрица плотности» И К этим операторам. 

,Легко проверить, что при фиксированном Т формула (7) порождает аффинное отоб­
ражение выпуклого множества К(Н) состояний р системы S в множество вероятност­
ных мер Vprob на Х: каждому состоянию р Е К (Н) ставится в соответствие такая мера 
f..Lp на Х, что для каждого множества д Е Г его мера f..Lp(6) есть в точности Prob(z Е Li). 
Известно [6], что множество всех таких отображений р - f..Lp ЦЗ К(Н) в VProb находит­
ся во взаимнооднозначном соответствии с семействами эрмитовых операторов М(д), 

д Е Г, действующих в гильбертовом пространстве Н, удовлетворяющих следующим 
свойствам: 

1') М(0) = о, М(Х) = 1 (нормировка); 
2') М(д) ~ О (положительность); 
3') М(6) = I:j М(дj), если 6 = Uj6j, 6j n 6i = 0 при i =f j (аддитивность); 

т. е. с разложениями единицы на Х со значениями в множестве положительных опе­
раторов на Н. При этом мера f..Lp множества 6 определяется выражением 

f..Lр(д) = Prob(z Е д) = тг{рм(д)}. (8) 

Иными словами, М(д) определяют положитеЛЬ!fУЮ операторно-значную меру. Част­

ным случаем такой меры являются спектральные ортогональные разложения единицы, 
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отвечающие семействам спектральных проекторов самосопряженных операторов в Н, 
для которых имеет место равенство 

измерения, описывающиеся такими разложениями единицы, естественно назвать ор­

тогональными. 

Следовательно, если интересоваться только распределением вероятности получе­

ния того или иного результата и оставить в стороне гораздо более сложный вопрос о 

том, в каком состоянии оказывается система после измерения, то вместо семейства 

операторов T(~) Е P(B1(H» достаточно ограничиться рассмотрением положительно­
го разложения единицы М(6) Е В(Н), которые связаны между собой таким образом, 
что вероятность получения при проведении измерения результата z Е 6 для любого 
начального состояния р системы В, первоначалъно определенная формулой (7), может 
быть вычислена с помощью оператора М(6) по формуле (8). Сравнивая между собой 
формулы (7) и (8), легко убедиться, что они совместны тогда и только тогда, когда 

М(6) = [T(~)]* 1, (9) 

где звездочка означает сопряженное отображение из пространства В(Н) в себя, а 
1 Е В(Н) - тождественный оператор на Н (напомним, что линейное пространство 
всех ограниченных операторов В(Н) на Н изоморфно пространству, сопряженному 
к B1(H), причем соответствующий изоморфизм порождается билинейным отображе­
нием 

В(Н) х B1(H) -+ С: а Е В(Н),Ь Е B1(H) -+ Tr{a· Ь} Е С, 

где С - множество комплексных чисел). 

В случае канонического измерения наблюдаемой А на конечномерном простран­

стве Н (т. е. дискретного спектра), описываемого формулами (2)--(4), пространство :к 
совпадает с конечным множеством собственных чисел Лi, i = 1 ... n, оператора А, мно­
жество Г состоит из всех подмножеств множества :К, а для одноточечных множеств { Лj } 
операторы Т( {Лj }) и М ({Лj }) имеют вид 

(10) 
, 

Ясно, что семейство операторов Т(6) дает гораздо более полное описание процес­

са измерения, чем соответствующее разложение единицы М(6), поскольку первое не 

только позволяет вычислить статистику результатов измерения, но и определяет состо­

яние системы после измерения (6); вообще говоря, одно и то же разложение единицы 
М(6) может порождаться различными инструментами Т1 =f Т2 • 

Далее оказываеТСjJ [4], что в случае :к = R (вещественная прямая) при всяком 
фиксированном р для р(6) = Т(6)р имеется следующее интегральное представление: 

р(6) = Т(6)р = J Р .. Tr{pM(dz)}, (11) 

~ 

где Р .. - не которая функция из пространства :к результатов измерения в множество 
матриц плотности К(Н), а Tr{pM(dz)} - «плотность меры JLp (8). на:К, т.е. 
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J.Lp(~) = Prob(z Е ~) = Tг{pM(~)} = f Tr{pM(dz)}, (12) 

tJ. 

J.Lp(~) = f dJ.Lp(z), dJ.Lp(z) = Tr{pM(dz)}. (13) 

tJ. 

Определенную таким образом функцию pz уже можно интерпретировать как «состояние 
системы после измерения, которое дало результат Z». Это не противоречит статистиче­

ской интерпретации квантовой механики, так как в действительности pz лишь служит 
удобным вспомогательным инструментом, позволяющим вычислить конечное состоя­

ние системы после измерения. Физическая интерпретация формулы (11) совершенно 
очевидна, потому что Tr{pM(dz)} представляет собой вероятность получения при из­
мерении результата в окрестности dz точки z. для нас представление вида (11) важно, 
потому что в случае телепортации состояние системы после измерения корректирует­

ся с помощью некоторого унитарного преобразования Uz , зависящего от полученного 

результата z. Очевидно, что в этом случае подансамбль систем, отобранных условием 
z Е ~, после унитарной коррекции описывается матрицей плотности 

pu,tJ. = f UzpzU;Tr{pM(di}} , (14) 

tJ. 

поэтому введение функции pz представляется естественным шагом при попытке перене­
сти алгоритм телепортации состояния конечномерной квантовой системы, описанный 

в [1], на случай непрерывной переменной. 

З. ИЗМЕРЕНИЯ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ В КВАНТОВОЙ ТЕЛЕПОРТАЦИИ 

Рассмотрим теперь с точки зрения изложенной выше общей квантовомеха,ниче­

~кой теории те измерения, которые используются в алгоритмах квантовой телепорта­

ции. Пусть над частицами 1 и 2 проводится измерение, соответствующее инструменту 
Т12 . Тогда по отношению ко всей системе, включая частицу 3, этому измерению соот­
ветствует инструмент Т123(М = Т12(~)0Iз, где 1з - тождественный оператор на В1 (.7t'з). 
Из сказанного выше следует, что после совместного измерения над первой и второй си­

стемами подансамбль систем, отобранных условием z Е ~, ~ с Я, ~ Е Г (мы пока не 
конкретизируем пространство результатов Я), описывается матрицей плотности 

, T123(~)P 
Р123' tJ. = Т {Т ()} , , Г1,2,3 123 ~ Р 

(15) 

а вероятность попадания z в ~ есть ТГ1,2,з{Т123(~)Р}; при этом редуцированная матрица 
плотности, описывающая состояние системы 3, имеет вид 

, _ TГ1,2{T123(~)p} 
РзtJ.- { }' .' ТГ1,2,3 T123(~)p 

(16) 

Мы имеем здесь частный случай следующей более общей ситуации. Пусть имеется 

составная система S, состоящая из двух систем А и В и находящаяся в состоянии РАВ 
(в случае телепортации роль системы А играют рассматриваемые совместно частицы 1 
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и 2, а роль системы В - частица 3). ПУСТЬ далее над системой А npоводится некоторое 
измерение с помощью инструмента ТА и мы хотим найти состояние Р'в а системы В 
после измерения (здесь и далее штрих указывает на то, что рассматривае~ое состояние 
есть состояние той или иной системы сразу после измерения). Ясно, что инструмент 

ТАВ, описывающий изменение состояния всей системы, есть ТА ®IB и, следовательно, 

(17) 

Рассмотрим теперь числитель этой формулы, который в соответствии с npинятыми вы­

ше соглашениями обозначим через Р'в а = TrA {ТАв(.1)РАВ} (тогда вероятность попа­
дания результата измерения z в.1 есть 'TrBPB а)' Пусть иВ - произвольный оператор 
из B(7t). Вычислим след TrB{UBpE} (для кРаткости мы везде опускаем индекс .1): 

Следовательно, 

TrB{UBPB} = 
= TrB {uBTrA {ТА ® IB РАВ}} = 

= TrB{TfA{lA ®иВ 'ТА ®1.8 РАВ}} = 
= TrAB{lA ® ив' ТА ® IB РАВ} = 

= TrAB{[(TA ® IB)'" [А ® иВ] . РАВ} = 
= TrAB{ [(TAlA) ® IBUB] . РАВ} = 

= TrAB{[MA ® ив]' РАВ} = 
= TrAB{[(MA ® [В)' (IA ® ив)]' РАВ} = 
= TrAB{[(IA ® ив), (МА ® [В)]' РАВ} = 

= TrB {TrA {[(IA ® ив), (МА ® [В)]' РАВ}} = 
= TrB{uBTrA{(MA ® [В)' РАВ}}. (18) 

(19) 

Таким образом, для того чтобы найти состояние системы В после измерения, проведен­

ного над системой А, достаточно знать,ЛИШЬ порождаемое инструментом ТА разложение 

единицы в 7t А на Ж, а не сам инструмент ТА. 
Orметим, что впервые аппарат квантовых операций был, по-видимому, применен 

к задаче о телепортации в [9], где рассматривался простейший случай «идеальной. те­
лепортации с дискретным пространством Ж исходов измерения, когда изменение со­
стояния системы, вызванное измерением, описывается инструментом вида 

(20) 

где A i - некоторый положительный оператор, а i = 1, 2 . .. нумерует разЛичные ис­
ходы измерения, т. е. точки Ж. Однако при этом телепортированное состояние было 

выражено через операторы Ai , полностью задающие сам инструмент. 

Нас интересует возможность представления Р'в ,а в виде 

Р'в,а = J Pz,bd/l-РАВ (z), 
а 
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где Pz,B Е К(Н В), а мера df.LPAB (z) представляет собой плотность вероятности попа­
дания результата измерения в окрестность точки z, т. е. удовлетворяет условию 

TГBP~, ... = J df.LPAB(Z). (22) 

... 

Формально такое представление легко найти в том случае, когда мера f.LPAB абсолютно 
непрерывна относительно исходной меры dz на :iC, а матричные элементы оператора 
MA(~) по некоторому ортонормированному базису l4'nA) системы А могут быть пред­
ставлены в виде 

, (4'mAIMA(~)I4'nA) = J dzFmn(z), (23) 

... 

где Fmn(z) - некоторые комnлекснозначные функции на :iC (например, если изме­
рение М соответствует одновременному измерению полной системы коммутирующих 

наблюдаемых с непрерывным спектром, так как в этом случае 7t А = L2(:iC), а само :iC 
представляет собой прямое произведение спектров операторов, входящих в эту систему, 

так что Fmn(z) = 4'mА(z)*'Ф.nА(Z». Действительно, в этом случае 

P~, ... = TГA{(MA(~) 0 lВ)· РАВ} = ~)4'mAIMA(~)I4'nA)Pnm,B = 
тn 

= L: J dz Fmn(Z)Pnm,B = J dz [LFmn(z) Рnт,в] = J dz Pz,B, (24) 
тn... ... . тn ... 

где оператор Рnт,В на 7t В получается из оператора РАВ взятием «частичного матрич-
ного элемента» по векторам 4'nА и 4'тА из fft А, . 

(25) 

и 

Pz,B = L Fmn(z) Рnт,В· (26) 
тn 

Поэтому 

TГB{p~ .... } = / df.LPAB(Z) = / dzTrB{pz,B}. (27) 

... ... 

Следовательно, умножив и разделив подынтегральное выражение в последнем интеграле 

в формуле (24) на H(z) = Tr{pz,B} > О, мы получаем формулу (21), где 

_ Pz,B _ Pz,B 
Pz,B - Tr{pz.B} - H(z)' (28) 

так что Tr{pz.B} = 1, а df.LPAB(Z) = H(z)dz, т. е. H(z) представляет собой производную 
Радона-Никодима меры df.LPAB (z) по мере dz. Мы не будем специально останавли­
ваться на обосновании корректности перестановки суммирования бесконечного ряда и 

интегрирования в (24) и других подобных операций, так как в конкретНых случаях, рас­
смотренных в оставшейся части статьи, интегральное представление вида (24) следует 
из конкретного вида операторов M(~). 
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4. ТЕЛЕПОРТАЦИЯ С ПОМОЩЬЮ ОРТОГОНАЛЬНОГО ИЗМЕРЕНИЯ 

в качестве иллюстрации изложенной выше общей схемы рассмотрим сначала теле­

портацию неизвестноro квантовоro состояния IФ) одномерной нерелятивистской бес­

спиновой частицы в координатном представлении. для того чтобы избежать услож­

нений, связанных с учетом симметрии относительно перестановок частиц, мы будем 

считать все три частицы различными. Достаточно рассмотреть тот случай, когда ис­

ходное состояние частицы 1 является чистым: 

00 

PI = Р", = IФ; 1)('Ф; 11, I'Ф; 1) = J dхФ(х)lх; 1). (29) 

-00 

Запутанное состояние частиц 2 и 3 выберем в виде ЕРR-состояния (с бесконечноЙ.нор­
мой) 

00 

Р2З = 1'Ф2з)('Ф2зl, 1'Ф2З) = J dxlx; 2)lx; 3), (30) 

-00 

которое может быть представлено как предел нормированноro состояния 

00 00 

1'I'2З) = J J dxdy'l'(x, y)lx; 2)ly; 3), (31) 

-00 -00 

где 'I'(х, у) --+ Б(х-у) (В импульсном представлении 'I'2з(Рl, Р2) --+ Б(рl +Р2»; формально 

состояние (30) является собственным вектором оператора разности координат второй 
и третьей частиц: (Х2 - Хз)lф2З) = О. 

Рассмотрим совместное измерение над одной из частиц из ЕРR-пары и системой 

в неизвестном состоянии, определяемое следующим разложением единицы: 

00 00 J J E I2(dXdP) = 1, (32) 

-00 -00 

·dXdP 
E I2(dXdP) = IФхр)(Фхрl~ = (33) 

00 00 

= 2~ J dx J dx'eiP(x-х'>lх+Х;I)lх;2)(х'+Х;1I(х';2IdХdР, (34) 

-00 -00 

где 

00 

IФхр) = J dxeiPxlx + Х; 1)lx;2); (35) 

-00 

отметим, что формально состояние (35) является общим собственным вектором для па­
ры коммутирующих наблюдаемых X 1 - Х2 И P1 + Р2 (разность координат и полный 
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импульс), образующих полный набор коммугирующих операторов на пространстве со­

стояний двух частиц: 

поэтому телепортация с Р2З вида (30) и измерением (33) в точности совпадает с алго­
ритмом [2]. В данном случае пространством результатов измерения .fj( является мно­
жество упорядоченных пар (Х,Р) точек (-00 < Х < 00, -00 < Р < 00), образующих 
ПЛОСКl,>сть R2, которая является прямым произведением двух экземпляров вещественной 
прямой Rx и Rp , соответствующих «координате» Х И «импульсу» Р: .fj( = Rx х Rp . 

Точный смысл формулы (33) заключается в том, что матричные элементы поло­
жительного оператора E(tl), сопоставляемого множеству tl, могут быть вычислены по 
формуле 

00 00 

(ФIЕI2(~)I'Р) = J d~:P J dx J dx'eiP(X-Х')ф*(х + Х,х)'Р(х' + Х,х'), (36) 

l!. -00-00 

аналогичной формуле (23). 
Простые вычисления показывают, что телепортированная матрица плотности в ка­

нале 3 принимает вид 

-, { ( } J dXdP Рз,l!. = Tr l,2 (Pl 18) Р2з)Е12 tl) = pxp~, (37) 

l!. 

где 

(38) 

Поскольку 

00 

ТГз{рхр} = J dx IФ(х + X)12 = 1, (39) 

-00 

ясно, ЧТО плотность вероятности получить при измерении значения в окрестности точки 

(Х, Р) в интервале (dX, dP) есть l/27г и не зависит от IФ; 1}, так что измерение не дает 
Щlкакой информации о телепортировцнном состоянии. Полная вероятность получения 

какой бы то ни бьmо пары (Х, Р) оказывается бесконечной вследствие ненормируемо­

сти состояния (30). 
Из формул (37), (38) следует, что применяя 'к частице 3 унитарное преобразование 

Ихр: ф(х) --+ eiP(x-Х)ф(х - Х), (40) 

которое зависит только от результата измерения над частицами 1 и 2, мы получим в 
канале 3 состояние, совпадающее с исходным состоянием частицы 1, т. е. осуществим 
телепортацию состояния системы 1. Отметим, что в данном примере унитарная коррек­
ция (не зависящая от Pl) состояния третьей частицы до состояния Pl возможна для лю­
бого входного состояния Pl при любом исходе измерения, т. е. при любой паре (Х, Р). 
Однако, вообще говоря, имеет смысл рассматривать и такие алгоритмы телепортации, 
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которые позволяют телепортироватьне все возможные состояния частицы 1, а лишь 
некоторое их подмножество К'(7е\), например, состояния, принадлежащие некоторо­
му подпространству H~ с Н\ [9] (пример такого рода рассматривается в следующем 
разделе.) . Кроме того, требование того, что нужная унитарная коррекция Uz существу­
ет при любом исходе измерения, также не является обязательным. Действительно, все 

пространство возможных исходов измерения Ж всегда можно разбить на два непересе­

кающихся подмножества Ж\ и Ж2 , 

следующим образом: произвольная точка z Е Ж принадлежит множеству Ж \ тогда и 
только тогда, когда существует унитарное преобразование Uz с нужными нам свойства­

ми. Достаточным условием для телепортации тогда будет не нулевая мера /Lр(Ж\) для 
всех р Е К'(Н\). При этом алгоритм телепортации имеет следующий вид: ансамбль 
систем, представляющих исходное состояние р\, подвергается совместному с частицей 

2 измерению т\2. Если получен результат z Е Ж2 , то данный экземпляр системы 3 
отбрасывается. Если z Е Ж\, то система 3 подвергается унитарной коррекции Uz , Тог­

да подансамбль таким образом отобранных и скорректированных частиц 3 находится в 
том же исходном состоянии р\. 

5. ТF.JIЕПОРТАЦИЯ·С ПОМОЩЬЮ НЕОРТОГОНАЛЬНОГО ИЗМЕРЕНИЯ 

Рассмотрим теперь пример телепортации неизвестного состояния с помощью изме­

рения, описываеМQГО неортогональным разложением единицы. Рассмотрим модельную 

квантовую систему, гамильтониан которой имеет чисто непрерывный невырожденный 

спектр, совпадающий с интервалом (О, +00) (примером может служить свободная нере­
лятивистская одномерная бесспиновая частица, допустимые состояния которой orpa­
Щiчены тем условием, что в их разложение входят плоские волны, бегущие в одном 

произвольно выбранном направлении). Таким образом, мы будем предполагать, что 

произвольное чистое состояние системы 1 задается волноврй функцией, определенной 
на положительной полуоси: 

00 

I'Ф; 1) = J 'Ф(Е)IЕ; l)dE, (EIE') = 8(Е - Е'). (41) 

о 

ЕРR-состояние в энергетическом представлении может быть выбрано, например, в виде 

о. 

1'Ф2З).= J dele; 2)leo - е; 3). 
о 

Такая ЕРR-пара может рассматриваться как предел нормированного состояния 

Ео Ео 

1Ч'2З) = J J dс\dе2'Ф(е\,С2)l еl; 1)le2;2), 
о о 
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где 'Ф(€I, €2) -+ 8(€1 + €2 - €b). Подобное состояние получается при параметрической 
конверсии вниз по энергии, если частота накачки равна €o. Формально ЕРR-состояние 
может быть также выбрано в виде .'Ф(€I, €2) -+ 8(€1 - €2); при этом, однако, не очень 
понятно, как такое состояние можно было бы реализовать экспериментально. 

Рассмотрим теперь совместное измерение M I2(dOdT) над частицами 1 и 2, которое 
может быть представлено в виде неортогонального разложения единицы 

а а 

= ~ J J ш..,d(../еi("'-"")ТIО + w; 1)10 - w; 2)(0 + w'; 11(0 - w'; 21dOdT; (45) 

-а-а 

здесь О и Т меняются в интервалах ~ = (О; +00) и RT = (-00; +00) соответственно, так 
что пространство всех возможных результатов измерения есть :JC = ~ х RT. Величины 
О и w имеют смысл полусуммы и полуразности энергий (мы не делаем различий между 
частотой и энергией) двух частиц, например, фотонов в биФотоне. Такое измерение, 

в определенном смысле являющееся промежуточным между измерениями частоты и 

параметра времени для двухчастичных состояний, може~ быть для фотонов в принципе 

реализовано экспериментально с использованием параметрической конверсии вверх по 

энергии [11]. 
Несложно проверитъ, что M I2(dOdT) действительно является разложением едини-

цы: 

00 00 

J J M I2(dOdT) = 
о -00 

00 00 а а 

= ~ J dO J dT J ш.., J ш..,'еi("'-"")ТI0+w;1)10-w;2)(0.+w';11(0-w';21 = 
о -00 -а -а 

00 а а 

= 2 J dO J ш.., J ш..,'8(w - w')IO + w; 1)10 - w; 2)(0 + w'; 11(0 - w'; 21 = 
о -а -а . 

00 00 • 

= J ш..,1 J ш..,2IWl; 1)lw2; 2)(Wl; 1I(W2; 21 = 112, 
О О 

где Wl = O+w и W2 = O-w. 
Легко проверить, что теперь телепортированная матрица плотности имеет вид 

p~ А = ТГ1,2{(Рl 0 Р2З)МI2(.1)} = J Рат dOdT, Рат = l'Фат; 3)('Фат; 31, (46) , ~ 

А 
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где (для крат~ости мы пишем l'Фз) вместо l'Фот; 3» 

l'Фот; 3) = l'Фз) = ] dee- i(20-0.+0)T 'Ф(20 - ео + e)le; 3). (47) 

0.-min{0.,20} 

Вероятность получить при измерении значения в интервале (О, 0+ dO; Т, Т + dT) равна 

о. 

J 
0.-min{Е,,20} 

Заметим, что соответствующая плотноСть вероятности не зависит от Т. Поскольку Т 

изменяется в бесконечных пределах, полная вероятность, как и в предыдущем разде­

ле, оказывается бесконечной. Формально это связано с тем, что состояние (42) имеет 
бесконечную норму. Однако это не приводит к каким-либо трудностям, так как для по­

лучения физически осмысленных результатов вполне достаточно знания относительных 

вероятностей осуществления различных событий. 

Допустим теперь, что нам известно, что носитель функции 'Ф системы 1 сосредо­
точен в некотором отрезке [Етоn,Етах ], Т.е. 'Ф(Е) = О при Е> Етах и Е < Emin . 

При этом плотность вероятности (48) уже начинает зависеть от О; так, она обращает­
ся в нуль при 20 > Етах + ео, так как в этом случае функция 'Ф тождественно равна 
нулю на всем интервале интегрирования. Ясно, что условием осуществления точной 

телепортации является принадлежность носителя функции 'Ф интервалу интегрирова­

ния в (47); при этом плотность вероятности получения того или иного ' значения О не 
зависит от I'Ф; 1), так как при этом интеграл в (48) тождественно равен единице в силу 
нормировки I'Ф; 1). ' 

Дальнейший анализ удобно провести отдельно для случаев ео > Етах и ео < Етах . 

Рассмотрим сначала случайео > Етах . Если измерение дало результат 20 < Ео (случай 
1а), то состояние системы 3 будет иметь вид l'Фз}('Фзl, где 

о. 

l'Фз) = J dee-i(o-"'()T 'Ф(е -,)Ie; 3}, , = ео - 20. 

"'( 

(49) 

При этом аргумент функции 'Ф в подынтегральном выражении меняется в интервале от 

О до 20. Отсюда следует, что телепортация состояния 'Ф возможна только в том слу­
чае, если его носитель [Emin , Етах ] с [0,20], т. е. если Етах < 20. Таким образом, 
[Етах , ео] с g( 1 (мы опускаем тривиальный прямой сомножитель RT в g( 1, поскольку 
от значения Т ничего не зависит). 

Если же измерение дало результат 20 > ео (случай 1б), то состояние системы 3 
.будет иметь вид l'Фз}('Ф;зI, где 

о, 

l'Фз} = J dee-i(о+",()Т 'Ф(е + ,*; 3}, , = 20 - ео· 
о 

(50) 

Теперь аргумент функции 'Ф в подынтегральном выражении меняется в интервале от , 
до 20 и телепортация состояния 'Ф возможна только в том случае, если его носитель 
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[Emin,Emax] С [,,20], Т.е. если 'У < E min , или, иными словами, 20 < 60 + E min 

(условие Етах < 20 выполняется автоматически, поскольку 20 > 60 > Етах ). Таким 

образом, [60,60+ E min ] С Я'\. Объединяя случаи 1а и 1б, мы получаем Я'\ = [Етах , 60+ 

+Emin ]. 

Из уравнений (49) и (50) видно, что в случаях 1а и 1б система 3 переходит в со­
стояние, тождественное состоянию системы 1 перед измерением, если сразу после из­
мерения ее подвергнуть унитарным преобразованиям 

{ 
'Ф(6), если 6 > 60, 

'Ф(6) --t -ф(с:) = 'Ф(6 + 'Y)eigT , если 0<6 < 20, 
'Ф(6 - 2Щ, если 20 < 6 < 60, 

(51) 

и 

{ 
'Ф(6), если 6 > 20, 

'Ф(6) --t -ф(6) = 'Ф(6 + 'Y)eigT , если 'У < 6 < 20, 
'Ф(6 - 2Щ, если 0<6 < 'У, 

(52) . 

соответственно. Рассмотрим теперь ситуацию, когда 60 < Етах . В этом случае из­

мерения, давшие результат 20 < 60, заведомо не подходят для телепортации, так 
как интервал изменения аргумента функции 'Ф в (49) .не покрывает носителя функ­
ции 'Ф. Однако если измерение дало результат 20 > 60, то, так же как и в случае 

1б, телепортация возможна (с использованием унитарного преобразования (50», если 
[Emin , Eт~x] С ['У, 2Щ, т. е. если одновременно выполняются условия 'У < E min (т. е. 
20 < 60 + Emin ) и Етах < 20 (теперь это неравенство накладывает еще одно до­
полнительное условие, а не выполняется автоматически). для того чтобы существовал 

некоторый интервал значений О, в котором одновременно выполнялись бы условия 

20 < 60 + E min и Етах < 20, требуется соблюдение неравенства Еmах < E min + 60, 
или, иными словами, 60 > Етах - E min . При этом опять Я'\ = [Етах , 60 + E min ]. Та­
ким образом, в предлагаемой схеме телепортация возможна тогда и только тогда, когда 

ширина спектра ЕРR-пары (42) превосходит спектральную ширину носителя функции 
'Ф. 

Отметим, что вопрос о телепортации широкополосного однофотонного волнового 

шiкета впервые рассматривался в [10,11]. Кроме того, недавно алгоритм телепортации 
одномодового электромагнитного поля с помощью сжатого состояния [3] был обобщен 
на, случай входного широкополосного состояния [12], спектральная плотность которо­
го предполагалась сосредоточенной в окрестности половинной частоты поля накачки, 

порождающего вышеупомянутое сжатое состояние. При этом, в отличие от изложенно­

го выше алгоритма, схема [12] основана на ортогональных измерениях. С физической 
точки зрения неортогональное измерение (44) естественно возникает при рассмотре­
нии состояний системы в энергетическом представлении: точно так же, как в перво­

начально предложенной схеме телепортации, описанной в координатном представле­

нии [2], используется одновременное измерение координаты и импульса; естественно 
предположить, что аналогичная процедура может быть реализована с помощью изме­

рения энергии и сопряженной ей величины,' т. е. времени. Однако в связи с тем, что 

в квантовой механике наблюдаемой времени не соответствует никакой самосопряжен­

ный оператор, получающееся измерение оказывается неортогональным (при этом, есте­

ственно, используется ЕРR-пара, в которой состояния частиц запутаны по энергии, а 

не по координате). 
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Orметим, что в работе [3] исследовалась телепортация квантового состояния, опи­
сываемого динамическими переменными (х,р) (неизвестное состояние в [3] соответ­
ствует одномодовому состоянию фотона) для случая неидеальной ЕРR-пары (сжатого 

состояния). Неидеальность ЕРR-корреляций ведет к уменьшению точности (fidelity) те­
лепортации. Как видно из примера, основанного на ортогональном измерении, с син­

гулярным ЕРR-состоянием можно добиться безусловной точной (fidelity = 1) телепор­
тации. Под безусловной телепортацией здесь понимается такая ситуация, когда любой 

исход измерения приводит к точной телепортации. В случае рассмотренного выше не­

ортогонального измерения безусловная точная телепортация оказывается невозможной 

даже для сингулярной ЕРR-пары: для некоторых исходов измерений не существует уни­

тарного преобразования, применение которого к телепортируемому состоянию перево­

дит его в точную копию исходного состояния; такие исходы должны быть отброшены. 

для оставшихся исходов измерений имеет место точная телепортация. 

В экспериментах по телепортации может возникнуть ситуация, когда вместо из­

мерения, которое теоретически приводит при любом исходе к точной и безусловной 

телепортации, в действительности реализуется некоторое его приближение, и телепор­

тация становится условной (даже если допустить, что в экспериментах используется 

идеальная ЕРR-пара). Формально любое измерение описывается разложением едини­

цы; при экспериментальной реализации того или иного разложения единицы требуется 

подобрать такое взаимодействие с при60ром, чтобы исходы измерений давали распреде­

ление вероятностей, предписываемое данным разложением единицы, и этими исходами 

исчерпывались все возможные результатЫ измерений. Как правило, такое взаимодей­
ствиеподобрать трудно даже для систем с дискретной переменной (например, спином 

или поляризаций), поэтому возникают ненужные исходы, которые должны быть от­

брошены. Например, неортогональное разложение единицы (44) может быть реализо­
вано путем слияния пары фотонов в один при прохождении Чt1рез нелинейный кристалл 

(параметрическая конверсии вверх по энергии) и дальнейшей его регистрацией фотоде­

тектором [11]. Однако из-за малой нелинейной восприимчивости возникает множество 
холостых результатов, которые следует отбросить. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в работе с точки зрения общей теории квантовомеханических изме­

рений рассмотрены измерения, использующиеся в квантовой телепортации. Показано, 

что телепортированное состояние полностью определяется порождаемым соответствую­

щим инструментом (квантовой операцией, описывающей изменение состояние систе­

мы в результате измерения) разложением единицы (положительной операторнозначной 

мерой) в пространстве состояний системы, так что в действительности нет необходимо­

сти полностью задавать сам инструмент, который дает наиболее полное описание воз­

действия процедуры измерения на квантовую сис~ему. Предложен протокол квантовой 

телепортации состояния системы с невырожденным непрерывным спектром, основан­

ный на неортогональных измерениях. В этом протоколе, как и во всех других известных 

протоколах, обеспечивающих точную телепортацию, приходится использовать идеаль­

ную ЕРR-пару с сингулярными корреляциями, которой отвечает ненормируемая вол-
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новая функция 1) • При этом вопрос о возможности точной телепортации непрерывной 
квантовой переменной с помощью физически реализуемых (нормированных) состоя­

ний остается открытым; так, ДО сих пор не известно ни одного алгоритма точной теле­

портации непрерывной переменной для несингулярных EPR -состояний. 
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1) Вообще говоря, корректное рассмотрение таких состояний требует привлечения аппарата осна­
щенных гильбертовых пространств; в нашем рассмотрении вопрос о бесконечной норме использу­

емых ЕРR-состояний удается обойти, в силу того что для нас существенными оказываются только 

относительные вероятности попадания результата измерения в то или иное множество. 

792 


