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в рамках обобщенной u-модели аналитически исследуется рещение эащiчи рассея
ния MarнoHoB в двумерных иэотропных ферро- и антиферромагнетиках в присугствии со

литона Белавина-Полякова. Получено точное аналитическое рещение задачи рассеяния 

для парциальной моды с аэимутальным юiaнтoвым числом m = 1. Амплитуды рассеяния 
для остальных эначений m "11 иэучены анaJIИТИчеСки в дЛинно- и коротковолновом при

ближениях, а также численно при проиэволъных эначе'!!fЯХ волнового числа. Выяснены 

общие эакономерности солитон-магнонного вэанмодеЙсmия. для магнетика с конечны

ми раэмерами вычислены частоты магнониых мод. На основе данных о локальных модах 

построены уравнения движения солитона. РаССЧИТl!на ниэкотемпературная (длинновол

новая) асимптотика магнонной плотНости состояний, обусловленная солитон-магнонным 
вэаимодеЙcmием. 

PACS: 75.10.нk, 75.30.Ds, 75.50Ее 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

в настоящее время считается установленным, ЧТQ солитоны играют принципиаль

ную роль в низкоразмерном магнетизме, т. е. для одномерных (1D) и двумерных (2D) 
магнетиков. Исследования начались с более простого lD-случая. Крумхансл и Шриф
фер [1] показали, то при построении термодинамики lD-магнетиков в качестве эле
. ментарных возбуждений наравне с магнонами должны рцссматриваться также солитоны 
(кинки). Карри и др. [2] построили последовательную солитонную феноменологию, в 
которой выяснилось нетривиальное обстоятельство - кинк-магнонное взаимодействие 

существенно меняет магнонную плотность состояний, что влияет на термодинамиче

ские свойства системы. В частности, температурная зависимость плотности солитонов 

определяется сдвигом фазы магнонов при рассеянии на кинке и может существенно из

меняться для магнетиков с различным характером кинк-магнонного взаимодействия, 

см. [3,4]. . 
Особая роль в солитонной феноменологии принадлежит локальным MarнoHHЫM мо

дам, которые представляют собой спиновые волны, локализованные на магнитном со_· 
литоне. Так, например, именно число этих мод определяет суммарное изменение маг

нонной плотности состояний и в силу этого температурную зависимость плотности кин-
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ков [3]. Кроме того, изучение локальных мод представляет самостоятельный интерес, 
связанный с прямыми экспериментами по их возбуждению и детектированию: характе

ризуя внутренние скрытые степени свободы сощrrона, локальные моды обусловливают 

солитонный магнитный резонанс на характерных частотах «внутреннего. движения [5]. 
Ряд важных результатов по солитонной термодинамике 2D-маmетиков был полу

чен Мертенсом и др. в [6], а также последующих работах (см. обзоры [3,7]). В работах 
по 2D-солитонам плотность солитонов (вихрей) рассматривалась как некоторый внеш

ний параметр. Такой подход применялся и при анализе экспериментальных данных, 

в которых наблюдался вклад локализованных 2D-солитонов в релаксацию спиновых 

возбуждений [8-14]. Основная трудность при анализе 2D-систем связана с отсутстви
ем для большинства моделей точных аналитических решений. Анализ солитонов про

водился, как правило, численно на основе диaroнализации относительно небольших 

дискретных систем [15-18]. В такой конечной геометрии солитон-маmонное взаимо
действие проявлялось, прежде всего, в существовании специфических голдстоуновских 

локальных мод С аномально малой частотой, а также в возбуждении маЛIОННЫХ мод бла

годаря движению солитона. Вследствие обратного эффекта динамические параметры 

солитона удалось описать с помощью данных о локальных модах [19]. 
В этой связи особую роль играет анализ таких 2D-моделей, для которых возможно 

получение' аналитических результатов и выяснение общих закономерностей солитон
маЛIОННОГО взаимодействия. Известно единственное точное аналитическое решение 

Белавина-Полякова (БП-солитон), описывающее топологический солитон в изотроп
ном 2D-мarнетике [20]. Существование локальных мод в такой системе было предска
зано в [21] для изотропного 2D-ферромаmетика и в [22] для антиферромаmетика. В 
частности, было показано, ЧТО БП-солитон С топологическим зарядом v обладает 21vl 
локальными модами с нулевой частотой (локальными нулевыми модами). 

В настоящей работе построено решение задачи рассеяния MarнoHoB на БП -солитоне 

в 2D~мarнетиках. В разделе 2 проведено описание обобщенной u-модел:и, на основе 
которой можно описать как ферромarнетик, так и антиферромаmетик, а также ферри

мarнетик вблизи точки компенсации спинов подрешеток. В разделе 3 для этой модели 
сформулирована задача рассеяния и получено ее точное решение для парциальной мо

ды с азимутальным квантовым числом т = 1. В следующих двух разделах вычислена 
амплитуда рассеяния для остальных значений т "11 аналитически в длинноволновом 
приближении kR ~ 1 (разд. 4) и численно при произвольных значениях kR (разд. 5), 
k - волновое число, R - радиус кора солитона. В последующих разделах полученные 

данные использованы для описания различных физических свойств солитонов и ло

кальных MarнoHHЫX мод. В разделе 6 вычислены частоты маЛIОННЫХ мод для маmетика 
с конечными размерами. В этом же разделе по данным о локальных модах построены 

уравнения движения солитона. В р~еле 7 вычислена мarнонная плотность состоя
ний, обусловленная солитон-мarнонным взаимодействием. В заключительном разделе 

обсуждаются варианты развития теории и ее возможные приложения. 

2. MOДFJIЬ. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ 

Динамическое описание широкого класса классических изотропных гей~нбергов

ских 2D-мarнетиков может б1>lТЬ проведено в терминах классического единичного век-
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торного параметра порядка В, 

Динамика классического ферромагнетика описывается уравнениями Ландау-Лифши

ца для нормированной намагниченности (23), которая играет роль динамической пе
ременной в; В классическом антиферромагнеmке в качестве динамической перемен

ной выступает вектор антиферромагнетизма"КОТОРЫЙ в длинноволновом приближении 
можно считать единичным. Динамика антиферромагнетика описывается уравнениями 

и-модели.В-ПОЛЯ [24,25]. 
для общности будем рассматривать оба типа магнетиков в рамках единого подхо

да - на основе обобщенной и-модели, лагранжиан которой в 2D-случае может быть 

записан в виде [26] 

А = J 82, J - обменный интеграл, 8 - спин атома. Конкретный вид магнети~ опре
деляется соотношением параметров с и D. для описания ферромагнетика необходи
мо опустить в уравнениях движения вторые производные по времени, т. е. формаль

но устремить с к бесконечности. Динамическое слагаемое в лагранжиане ферромагне

тика имеет чисто гироскопическую природу, величина D имеет смысл коэффициента 
спиновой жесткости ферромагнетика. Динамика изотропной и-модели, описывающей 

антиферромагнетик, имеет лоренц-инвариантный вид с характерным параметром ско

рости с. для антиферромагнетика гироскопический член отсутствует (коэффициент D 
нужно устремить к бесконечности). Orметим, что обобщенная и-модель при конечных 

D и с описывает ферримагнетик вблизи точки компенсации механических моментов 
~ , 

подрешеток. для такого магнетика гироскопическое слагаемое имеет такую же структу-

ру, как и в ферромагнетике, но пропорционально малому параметру (81 - 82)/(81 + 82), 
где 81, 82 - средние значения механических моментов атомов подрешеток [27,28]. 

Простейшими элементарными линейными возбуждениями изотропного 2D-магне

тика, возникающими на фоне основного однородного состояния, являются магноны 

непрерывного спектра. Выбирая ориентацию параметра порядка в вдоль полярной оси, 

получим магнонные решения в виде циркулярно поляризованной волны (J = const « 1, 
Ф = kr - VJ(k)t. Закон дисперсии для ферромагнетика квадратичен, VJFM(k) = Dk2• В 
случае антиферромагнетика закон дисперсии линеен, IVJ AF М (k)1 = ck, присутствуют две 
вырожденные ветви с противоположными циркулярными поляризациями VJ = ±ck, что 
эквивалентно возможности линейной поляризации магнонов. 

Простейшими статическими нелинейными возбуждениями в 2D-случае являются 

БП-солитоны [20]: 

Фа = <{)а + vx, 
r 

х= -
R' 

(2) 

которые, естественно, имеют одинаковый вид как для ферромагнетика и антиферро

магнетика, так и для ферримагнетика. Здесь т, Х - полярные координаты в плоскости 

магнетика, целое число V - топологический заряд солитона, R и <{)о - произвольные 

параметры. 
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(3) 

и не зависит от R и <ро. Неоднозначность выбора <ро характерна для мноГих моделей 
и является следствием изотропности гейзенберговского обмена. Существование про

извольноro параметра R (радиуса солитона) и независимость энергии от R связаны с 
масштабной инвариантностью статической двумерной а-модели [23]. Очевидно, что 
подобная симметрия нарушается в динамике, за исключением тривиальноro случая чи

cтoro антиферромаrilетика и трансляционноro движения, когда все сводится к преобра-

зованию Лоренца. , 
для анализа статических решений удобно перейти к комплексному параметру по

рядка w = (nж + iny) / (1 - n z), рассматривая ero как функцию комплексной переменной 
( = reiX , описывающей положение точки в плоскости магнетика. В этих переменных 
статические уравнения а-модели сводятся к уравнениям самодуальности [29] aw / д( = о 
или aw/a( = О. БП-солитону отвечает простейшее ero решение вида 

Wo = АС' при v > О, Wo = A(-II при V < О. (4) 

Ясно, что существуют и более общие решения вида w = f«() или w = f«), где f -
любая аналитическая функция комплексной переменной (. В частности, статическое 
мноroсолит.онное решение с топологическим зарядом v зависит от 21vl параметров [23] 
и может быть записано в виде 

11 

П «( - ak) 
w = A..;;k:....=::-I ---

11-1 

П (1- bk() 
k=1 

при v > О (5) 

(построение TaKoro же общеro решения при v < О тривиально). Ero энергия опреде
ляется формулой (3) и не зависит от параметров А, ak, bk. Если ассоциировать центр 
солитона со значением 8 = 7Г, то В этом решении при различных ak и bk имеется v со
литонов С единичными топологическими зарядами, расположенными в точках ( = ak. 
Есл){ все ak совпадаЮт, то при bk = О решение (5) совпадает с (4) и описывает один 
солитон с топологическим зарядом v, расположенный в точке ( = ak. Таким образом, 
изменение параметров ak и bk существенно меняет структуру солитона, не изменяя ero 
энергию и топологический заряд. Значит, БП-солитон характеризуется весьма высоким. 

внутренним вырождением, что отражает свойство конформной инвариантности стати

ческой двумерной а-модели [20,29]. Следовательно, БП -солитон обладает целым набо
ром локальных мод с нулевой частотой. Явный вид для нулевых мод можно получить, 

варьируя (5) по параметрам ak и bk. В пределе ak, bk - О ero можно представить в виде 
разложения 

г\ =_ w - Wo = ~ Ат ~" L.., при Ат - О, 
Wo m=-II+I (т 

(6а) 

или, вводя отклонения 8 и Ф от величин 80 и фо в простейшем решении (2), в виде 
формулы 

I 8 8 .. 8 (ф' ф) sin80Am - о + ~ sш о - о = - ---:=-:;:~ 
(()т 

(6Ь) 
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Orсюда следует, 1fГO существует 21Р! независимых типов малых возмущений, не меня
ЮЩИХ энергию солитона. их вид определяется фуНкцией 

Q ос () -т ос exp(iтx). 

Это эквивалентно утверждению, 1fГO с БП-солитоном связано 21vl локальных мод с ну
левой частотой, см. ниже. 

3. МАГНОННЫЕ МОДЫ В ПРИCYfСТВИИ СОЛИТОНА 

для описания MarнoHHЫX возбуждени;й, возникающих на фоне БП-солитона, удоб

но ввести локальные координаты {е!, е2, ез}, характеризующие распределение параметра 
порядка внеподвижном солитоне: ез совпадает с параметром порядка 110 неподвижного 
солитона (2), е! = еу соsФо - ех siпфо, е2 = [езе!]. Тогда линейные колебания парамет
ра порядка можно описать в термйнах npоекций вектора о на локальные оси е! и е2: 

{) = ое! и JL = пе2 ({) и JL/ sin80 - малые отIbIОнения соответственно от 80 и Фо). 
Линеаризованные уравнения для {) и /1;- можно представить в виде системы 

[ 1 д2 ] 211 ___ д~ R2 д2{) R2 aJL _V2 + -- +И!(х) {)+-cos80-+ --+ - - =0 
х х2 дх2 х2 - дх с2 at2 D at ' 

[ 1 д2 ] 2v д{) R2 a2JL R2 д{) 
_V2 + - - +И2(х) JL- ---:cos8o- + - - - - - = о 

х х2 дх2 х2 дх. с2 at2 D at ' 

(7) 

где V;, _ О/х)д/дх (хд/дх) - радиальная часть оператора Лапласа, И!(х) = 
2 - 2 

= (v/x) cos280 и И2(Х) = ctg8oV;'8o - (d8o/dx) - «потенци8ЛЪ1» [18,19]. Исполь-
зуя явный вид (2) для статического решенйя, легко показать, 1fГO «потенциалы» В обо
ИХ уравнениях совпадают. Этот факт является уникальным для изотропной а-модели. 

Например, для вихрей в магнетике с плоскостями легкого намагничивания [18, 19] по
тенциалысущественно различны. Тот факт, 1fГO потенциалы различны, не только тех
нически усложняет анализ (по сравнению с обыкновенным уравнением Шредингера), 

но и привносит принципиальные проблемы. В частности, для системы типа (7) с не
равными потенциалами И! и И2 не сформули;рованы многие общие утверждения типа 

осцилляционной теоремы. В [18] показано, 1fГO уравнения такого типа могут иметь ис
тинно локализованные состоянйя с экспоненциальным убыванием волновой функции 

и энергией внутри непрерывного спектра, 1fГозаnpещено для уравнений типа Шредин

гера. 

В рассматриваемом вырожденном случае MarнoHцыe моды можно описать одним 

комплексным параметром 'Р = {) + iJL, для которого получается уравнение в!орого по
рядка 

[ 
2 1 д2 v2 ] .2v д'Р R2 д2'Р .R2 д'Р 

-У" + -- + -cos28o 'P-~-cos8o- + - - -~- - =0 
ж х2 дх2 х2 х2 дх с2 at2 D at ' (8) 

анализ которого практически не отличается от анаЛиза уравнения Шредингера. Реше
ние (8) удобно искать в виде разложения по парциальным волнам: -

00 

'Р = L !meim-x.-i",t. (9) 
т--(Х) 
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Каждая парциалъная волна f m является при этом собственной функцией спектральной 
задачи 

x=kR (10) 

для 2D-радиального оператора Шредингера iI = -\7; + ит(х) с потенциалом 

U ( ) = т2 + 2mll cos Во + 112 cos 2Во 
m х 2 • 

Х 

Спектр задачи (10) непрерывен и описывается функциями вида f::', х ~ О. Легко убе
диться, что нулевым MO~aм fr;,. отвечают решения [21] 

(11) 

Эrи моды соответствуют возмушениям типа (6), т. е. их наличие обусловлено конформ
ной инвариантностью задачи. Здесь и далее для определенности рассматриваем случай 

11 > О, для анализа солитонов с 11 < О достаточно заменить т на -т. Эrо решение 
имеет регулярное поведение при r --+ О только для парциальных мод с -00 < т ~ 11. 

Простой анализ решения (11) показывает, что при -11+1 ~ т < 00 функция f~,>, несин
гулярная при r --+ О, убывает также и вдали от солитона. Поэтому при -11 + 1 ~ т ~ 11 

эти функции конечны во всей области изменения т. Эrо соответствует сделанному ра

нее выводу о том, ЧТО БП-солитон С топологическим зарядом 11 обладает 21111 локаль
ными модами, представленными в (6). Orметим, что физический смысл двух из них 
очевиден: трансляционная мода f:::'~1 описывает смещение солитона как целого, рота
ционно-осцилляционная мода f:::'~o - поворот и изменение радиуса (что соответству
ет неопределенности выбора положения центра солитона и произвольным значениям, 

соответственно, констант С{)О, R). НаЙденные связанные состояния (.цокальные моды) 
являются предельными для MarнoHHЫX мод непрерывного спектра при х --+ О в отличие 

от случая 1D-магнетиков, см. обзор [3]. 
Используя стандартный метод вариации произвольной постоянной, можно постро

ить второе линейно независимое решение (10) с х = О: 

/(1) = хт __ + - + __ sinBo, ( 
X2v 2 x-2v ) 

m m+1I т m-II 
(12) 

которое имеет регулярное поведение в нуле при т > 11. 

Таким образом, при UJ = О одно из решений, (11) или (12), для любого т не имеет 
особенностей в нуле. Эrо решение будет использовано ниже для анализа задачи рас

сеяния при малых, но конечных значениях UJ в области достаточно малых т. 

НаЙденные точные решения f~) могут быть использованы для упрощения зада
чи анализа непрерывного спектра на основе преобразования Дарбу [30]. Ранее такой 

подход использовался в 1D-случае [31]. для объяснения метода введем эрмитово-соп-
ряженные операторы понижения и повышения 

А d /(О)' А d 1 /(О)' 
A=--+~ At=-+-+~ 

dx f~) , dx х f~ , 

такие что Af~) = о (здесь и далее штрих обозначает производную по переменной х). 
Введение этих операторов позволяет представить оператор Шредингера iI в факторизо
ванном виде iI = At А. Важно, что это дает возможность переформулировать исходную 
задачу (10) в терминах собственных функций g;' = Af::' спектральной задачи вида 
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(13) 

где потенциал имеет вид 

'lI т(Х) = (т - 1)2 + v2 + ~v(m - 1) cos(}o 
Х 

Orметим, что потенциал 'lI m вдали от солитона (при (}о -+ О) переходит в центробежный 
потенциал вида (v+m-l)2 /т2 , который зависит явным образом от азимyraлъного числа 
с· номером т - 1, что объясняет используемую терминологию для операторов А и А t . 

Исходная функция 1т восстанавливаетсЯ с помощью оператора повышения 

. 1 
1::'= x2Atg~. (14) 

Произведенное преобразование принципиально упрощает задачу для трансляци

онной моды (т = 1). ДейсТвитель"о, в этом случае 'lI1(x) = v2/x2 при всех Х, т. е. 
gi определяет свободное движение. В силу этого несингулярное решение имеет вид 
gi = -J~(xx). Восстанавливая исходную функцию с помощью (14), получим 

и _ 2v JII(kr) 
11 - JII+1(kr) - kr (r/R)211 + l' (15) 

Существование этого точного решения при любых значениях волнового вектора k 
яwmется уникальным свойством модели (1). для других значений т (как и ранее, для 
случая рассеяния магнонов на магнитных вихрях в ферромагнетиках [19] и антифер
ромаmетиках [18] с плоскостями легкого намагничивания) задача может быть решена 
только приближенно или с использованием численных методов. 

Решение (15) демонстрирует важную особенность магнонных мод, отсутствующую 
в случаях [18, 19], для которых характерно экспоненциальное убывание отклонения на
магниченности от плоскости легкого намагничивания в вихре вдали от центра вихря. 

Как видно из (15), отклонение I1И от асимптотического JII+1 (kr) не локализовано в обла
сти с определенным радиусом, а характеризуется более медленным (степенным) убы

ванием. Более того, для наиболее интересныХ случаев длинноволновых асимптотик, 
при k < I/R, решение (15) в широкой области т, R < r < l/k, имеет такой же вид, 
как комбинация функций Бесселя JII+1(Z) ос Zll+! и Неймана NII+1 ос Z-(II+I), Т.е. вто
рое слагаемое в (15) имитирует присутствие функции N. (Далее мы убедимся, что это 
свойство остается справедливым для всех значений т.) . 

для магнитных вихрей соответствующие поправки имели экспоненциальное убы

вание вида ехр (-r/rv ), rv - радиус кора вихря. В силу этого амплитуда рассеяния, 
т. е. коэффициент при функции Неймана, мог быть определен из коэффициента при 

1/ zm в области z < 1. В данном случае это не так, поэтому развитый в [19] для маг
нитных вихрей метод анализа матрицы рассеяния путем анализа поправок к нулевым 

модам в области r v < r < l/k для применения к·данноЙ задаче нуждается в серьезной 
модификацииl), которая будет дана в следующем разделе. 

С другой стороны, слагаемые со степенным убыванием типа 1/т4 , а > 1/2, должны 
учитываться при описании свойств магнонныхмод в ограниченном магнетике с соли

. тоном. Эго будет проделано в разд. 6. 

J) Неучет этого обстоятельства npиводит х т8хому результату, что амплитуда рассеяния транс
ляционной Moды на БП-солитоне ОТJJ}IЧна ОТ нуля [32,22J, в то время как в силу (15) она равна· 
нулю. 
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4. РАССЕЯНИЕ В Д1IИННОВОЛНОВОМ ПРFдEJIЕ 

для описания рассеяния магнонов на БП-солитоне заметим, что свободные маг

нонные состояния MOryr быть наЙдены, если в «потенциале» ит(х) положить v = о. 
Получающиеся при этом магнонные моды 

Z = kl', 

представляют парциальные цилиНдрические волны плоской спиновой волны вида 

00 

eikr-i",t = L i m Jm(z)eimX-i~t. (16) 
т=-оо 

в присyrствии солитона поведение магнонных решений MO~eт быть проанализиро

вано на больших расстояниях от солитона (Т » R). в силу асимптотического поведения 
Ит(х) ::::: n2/х2 в главном приближении по l/х имеем стандартный ответ [21]: 

9т <х Gm(z) == Jlnl(z) + O"~Nlnl(z), 

fm <х Fm(z) == Jlpl(z) + O"~Nlpl(z), 

n = v+т -1, 

р= v+т; 
(17) 

(обозначения n, р, а также Gm(z) и Fm(z) для комбинаций цилиндрических функций 
конкретного вида (17) с учетом о" будет использоваться и далее). Сравнение асимптотик 
Gm{z) и Fm(z) друг с другом, а также с решением (16) для свободных магнонов приво-
,дит к выводу, что O"~ == O"~(x) определяет амплитуду солитон-магнонного рассеяния. 
Поскольку коэффициенты о" одинаковы как для Fm , так и для ат , для вычиСления 

амплитуды рассеяния O"тn(x) можно пользоваться как исходной, так и модифициро

ванной задачами. В частности, для трансляционной моды рассеяние oTcyrcTBYeт. К 

сожалению~ для других мод найти точные аналитические решения не удается, однако 
анализ рассеяния можно провести достаточно полно в предельных случаях. 

для анализа рассеяния магнонов на солитоне в случае малых k может быть исполь
зовано то обстоятельство, что при k = О известны точные решения ff),., (11) для т ~ v 
или (12) для т > v. В этом случае при малых, но конечных значениях k (k « 1/ R) 
решение может быть построено с помощью теории возмущения по k2• При этом ре
шение ищется в nиде f::' = f!j,. (1 + х2а(х») , где х2а(х) « 1. Функция а(х) определя
ется линейным неоднородным уравнением второго порядка, решение которого можно 

определить ,методом вариации произвольной постоянной, если известны два линейно 

независимые решения однородной задачи. для магнетика с плоскостями легкого на
магничивания это может быть реализовано только для трансляционной моды [19]. В 
случае изотропного магнетика указанным способом MOryr быть найдены решения для 
произвольных т [32,22]. 

для конкретного построения решений удобнее пользоваться модифицированной 
задачей, используя уравнение первого порядка At g;:" = х2 f!j,., в котором f!j,. - нулевое 
решение, оrpаниченное при х --+ о. в случае т ~ v таким решением является функция 
fЩ), откуда легко получить 

х 

ф(О)(х) = J (J~)ю)2 ~d~, при т ~ v. (18а) 

О 
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с помощью этих формул легко восстановить явный вид решения исходной зада

чи f::': 

Г'(х) = !(о)(х) [1 ...., j"'. g~Ю dC]. 
т m f~)Ю .. 

о 

(18Ь) 

Анализ этого решения показал, что в широком интервале т, 0:5 r « RS(1/k)l-S (пара
метр s находится в интервале О < s < 1 и зависит от т), добавка к нулевому решению 
fY/.) мала и теория возмущений адекватна. 

Такие же закономерности имели место для магнонной моды с Iml = 1, рассеиваю
щейся на вихре в магнетике с пЛоскостями легкого намагничивания [19]. Посколь
ку отклонения от асимптотического решения были экспоненциально малы, в обла

сти R « т·« l/k справедливы оба решения, асимптотическое (18Ь) и типа (17), 
что позволило найти коэффициент при функции Неймана Nlnl(kr) (с учетом того, что 
Nlnl(kr) <Х (kr)-Inl при kr « 1) и записать аналитическую формулу для O"lml=l(k). 
В нашем случае ситуация более сложная. Как отмечалось' в предыдущем разделе при 

обсуждении точного решения (15), асимптотики решения вдали от солитона содержат 
поправки, убывающие по степенному закону. Хотя они и убывают быстрее, чем асимп

тотическое решение (18Ь), их учет оказывается важен. В частности, они MOryr иметь 
тот же вид, что и функция Неймана при Z « 1. 

Таким образом, для вычисления амплитуды рассеяния нужно сравнивать прибли

женное решение (18Ь) не с асимптотической формой (17), а с yrочненным решением, 
учитывающим слагаемые СО степенным Убыванием вдали от солитона. В случае m =f 1 
точная формула для этих поправок не существует, но они MOryr быть легко вычислены 
в длинноволновом приближении k « 1 / R, когда можно считать, что kR « Z = kr « 1. 

Чтобы это сделать, перейдем в уравнении (13) кпеРеменной z = kr = хх. Тогда 
к~м~инация (R/ т) V, входящая в (Jo(т), переходит в ;кv / ZV и при ненулевhIX Z обращается 
в нуль при х -+ о. Значит, в пределе х = kR -+ О уравнение (13) просто превращается в 
уравнение Бесселя с решением (17), а поправки моryrбыть найдены в виде разложения . 
в ряд по степеням (х / z) V. Ограничиваясь первым неисчезающим приближением по ;кv 
и представляя асимптотическое решение в виде g~(z) = Gm(z)+E1: m(Z)' мы приходим 
К неоднородному уравнению Бесселя ' 

v2 Е1 + (1- n2) Е1 = 4У(l - т) (~. )2V ат . 
z Z2 Z2 Z 

, Отсюда видно, что с данной точностью решение вдали от солитона может быть выра
жено через универсальную функцию E1ln!,v(Z): 

(19) 

которая находится из решения уравнения вида 

Используя стандартный метод вариации -произвольной постоянной, запишем решение 

этого уравнения в интегральной форме 
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(20) 
z z 

Интегрирование (20) может быть выполнено точно. При Inl = v оно приводит K,OТBS:ТY 
:§v.v = _y~O)/ (8V2z2v ). 

Если же Inl =t- v, возможно получить рекуррентное соотношение 

2v - 1 
Alnl.v == 2 (2 2)' 

zg(O) + (V - n)у(О) 
в = n-l n 

V n -v Inl.v - 4v(n2 _ V 2)Z2v ' 

откуда 

v v-l v 

:§Inl.v = :§l П Alnl.k + L Blnl.k П Alnl.i + Blnl.v. 
k=2 k=2 i-k+l 

Ограничиваясь в дальнейшем поправками к функции Бесселя, т. е. полагая в (20) ат = 
= Jlnl' после достаточно длинных вычислений с использованием свойств цилиндриче
ских функций получим для :§ 1 выражение 

:§ (z) = _ Jlnl(z) [..!.. + ln(z/2) - 'Ф(lnl + 1)] + Jlnl-l(Z) + 
Inl.l 4(n + 1) Z2 n(n + 1) 4z(n2 - 1) 

+ 1 ~(_l)k (Inl + 2k)Jlnl+2k + 7ГN1nl(Z) 
41nl(n2 - 1) L...J k(lnl + k) 81nl(n2 - 1)' 

k-l 

(21) 

где 'Ф(х) - пси-функция Эйлера. 

Таким образом, как и для точного решения (15), асимптотическое поведение реше
ния при r ~ R отличается от того, что имеет место в рассмотренных ранее магнетиках 
с плоскостями легкого намагничивания. Даже если (J' = О, т. е. рассеяния нет, в обла
сти далекой от COJIИТона, но при конечных r (R « т« l/k) решение содержит ряд 
слагаемых, которые формально расходятся при z -+ О (kr « 1). в этом случае при 
(J' =t- О в интересующей нас области R « r « 1 / k решение задачи рассеяния можно 
представить в виде 

(22) 

Здесь мы не ВЫПИСЫIJaeМ соответствующие поправки к функции НеЙмана. Как легко 

показатъ, они содержат более высокие степени Х и' не существенны. 

Теперь мы можем, сравнивая приближенное решение вида (18), справедливое при 
0< х « l/х, и решение (22), применимое при 1 «х« l/х, найти амплитуду рассе
яния ит(Х). Анализ удобно npoводитъ раздельно для различных областей изменения 

параметров. 

1. СлуЧай Inl < v включает как локальные моды с числами т в диапазоне -v + 1 < 
< т < 1 (О < n < v), так и нелокальные моды, для которых -2v + 1 < т < -v + 1 
(-v < n < О). для построения асимптотического решения уравнения (18а) заметим, 
что вдали от солитона нулевые моды имеют вид 

f~) R: 2x-n - 1 (1 - x-2V ) • 
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Orсюда ДЛЯ ф(О)(х) в актуальной области х > 1 получим приближение 

ф(О)(х):::::: фо _ ~x-2n + _4_х-2n-211, ,Фа = 2~(Y -.n) , 
n , у+n v2 sш(7Гn/V) 

(24) 

причем вклад константы фа является определяющим при n > О и малой поправкой при 
n<О. 

Интегрирование уравнений (18а) с использованием (23) и (24) приводит к выраже-
НИЮДЛЯ g~: 

(25) 

При записи (25) мы пренебрегли слагаемыми вида х-211 по сравнению с x-2Inl . 
Сравним найденную асимптотику с решением (22) задачи рассеяния. Используя 

разложение цилиндрических функций при малыХ z и сравнивая полученные асимпто
тики, можно сделать вывод, что слагаемое x1nl в (25) связано с функцией Бесселя Jlnl' 
слагаемое x-1nl связано с функцией Неймана Nlnl и обусловливает амплитуду рассея
ния (Т. Простое сравнение приводит к следующей асимптотике ДЛЯ амплитуды рассе

яния и: 

11 _ 7г (nФа/2)n/ 1n l (",)21nl 
(Тт("') - Inl! (lnl- 1)!"2 ' 

-2у + 1 < т < 1; m'Т -у + 1. (26) 

Orметим, что учет поправок ~lnl.1I приводит к несушественному в данной области па
paмe'q)oB вкладу в и порядка ,,(211. 

2. Случай Inl > v реализуется при т < -2У + 1 и т > 1. Интегрирование уравне
ний (18а) с использованием тех же приближений (23) и (24) приводит к асимптотиче
скому решению 

(27) 

в KOТOPOfrl сохранены лишь главные поправки по l/х. 
Асимптотика (27) справедлива для т ::; у, когда нулевые решения f'ln описыва

ются функциями f~. Аналогичный расчет может быть npoведен также при т > v с 
испОльзованием в качестве нулевых решений функций f~), откуда 

ж , 

g;' = x;~) (1 - х2ф(l)(х»), ф(1)(х) = J f~)(~)f~)(~)~~ при т > У. (28) 

О 

Интегрирование (28) приводИт к той же асимптотике (27) при v > 1. В случае v = i 
асимптотическое решение для мод с т > 1 имеет вид 

g~(x) ос x~ (1 + :2 - m(::+ 1) lnX) . (29) 

Таким образом, полученные для Inl > v асимптотические решения (27), (29) прин
ципиально отличаются от рассмотренного выше (25). Решения (27), (29) вообще не 
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содержат слагаемых вида l/x1nl и, следовательно, не MOryr давать асимптотИI(У вида 
Jlnl + O"Nlnl. Это возможно лишь при условии, ЧТО в решении (22) поправка ~Inl,,, 
компенсирует слагаемое рассеяния О" N n. Подчеркнем, что это достаточно сильное усло
вие - компенсируются не только члены l/x1nl , но также все члены вида x 2k /x1nl , где 
О :5 k :5 Inl - 1. Учитывая слагаемое в ~Inl,,,' связанное с N n , см. (21), получим 

откуда амплитуда рассеяния 

О":;'(Х) =.JiI':,. Ci)2" , -211 + 1 < m < 1, m =J -11 + 1, 

.JiI" = _ 1Г2"(211 - 1)!! 
m (11 - l)!lml(m + 1) ... (т + 211 - 1) 

(30) 

3. Специальные случаи Inl = 11 И Inl = О, когда решения (30) и (26) непримени
мы, включают трансляционную моду (т = 1), локализованную моду с m = -11 + 1 и 
нелокализованную с m = -211 + 1. для трансляционной моды из точного решения (15) 
следует, что О" = о. Расчет на основе (18а) и сравнение результатов с решением (22) 
задачи рассеяния приводит в дВУХ других случаях к следующим асимптотикам для 0": 

О":;'(Х) = 21n ~/x)' m = -11 + 1, (31) 

41Г (Х)2" 1 
О":;'(Х) = [(11 _ 1)!]2"2 ln;, m = -211 + 1. (32) 

Проведенный выше анализ задачи рассеяния в длинноволновом пределе позволяет 

вычислить амплитуду рассеяния в длинноволновом приближении, т. е. при k ~ 1/ R. 
Сейчас уместно сделать некоторые общие заключения о характере рассеяния магнонов 

на солитоне. 

Оказалось, что при k -t О амплитУда рассеяния O"m(k) -t О при всех значениях m 
и 11. В большинстве случаях амплитуда О"т(Х) (30), (26) является регулярной функцией 
х. для значений параметров (31), (32), в отличие от (30), (26), некоторая производная 
dPO"/dxP имеет особенность. Величина р = 1 для m = -11 + 1, когда рассеяние макси
мально. Подобная неаналитичность в поведении O"(k) была обнаружена при численном 
анализе рассеяния магнонов при m = О на вихре в антиферромагнетике с плоскостью 
легкого намагничивания [18], см. также [32]. Интенсивность рассеяния (в отличие от 
случая магнитных вихрей [18,19]) не максимальна для парциальных волн с наимень
шими m = ±1,0. 

Тот факт, что для парциальной волны с данным m предельная точка k = О служит 
локальной нулевой модой, не является критическим для интенсивности рассеяния. В 
частности, мода с m = 1 (хорошо известная трансляционная мода) не испытывает рас
сеяния. 

Также отметим, что в случае рассеяния на БП-солитоне нет простыIx закономер

ностей, связывающих интенсивности рассеяния при m = +Iml и m = -Iml. для рас
сеяния магнонов на вихре в магнетиках с плоскостями легкого намагничивания такие 
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зависимости были установлены на основе численного анализа: для антиферромагнети

ков 0':;' (k) = O'~т (k) [18]; в случае ферромагнетиков 0':;' (k) и O'~т (k) получаются друг 
из друга изменением знака частоты магнона [19]. 

В заключение раздела приведем общее решение задачи рассеяния плоской спино

вой волны на БП-солитоне. эго решение удобнее привести в терминах переменной 

Ф = 'Р exp(ivx), которая при r -+ 00 переходит в (n", + iny) ехр( -i,,Л} и описывает спи
новую волну на фоне однородного состояния nllez ' Необходимость перехода от 'Р,к Ф 
связана с тем, ЧТО хотя вдали от СОЛИТОН!i намагниченность однородна, езllеz, орты еl 
и е2 зависят от Х. Асимптотическое решение при r » R с учетом (9) и (17) можно 
записать в виде 

00 

ф = L Ст (Jn(kr) + 0':;' (x)Nn(kr») exp(inX - i(.c)t), n = v + т, (33) 
т==-оо 

где Ст - произвольные постоянные. Используя асимптотики цилиндрических функ

ций в области r » llk и выбирая СП из сравнения асимптотик выражения (33) с асимп
тотиками своБОДНОГ0 движения (16), можно записать общее решение задачи рассеяния 
плоской спиновой волны: 

-i1r /4 00 

~(x) = _е __ L (e2i6:;' - 1) ei(,.,+m)x. 
v'21Гk т--оо 

(34) 

При записи (34) введена фаза рассеяния Ь:;'(х), связанная с амплитудой простым со
отношением О' = - tgb. 

Полное сечение рассеяния 

2.,. 

. (J = J 1~12dx = 
о т=-оо 

00 

где (Jm = (41 k) sin2 Ь:;' - парциальные сечения рассеяния. 
Как уже было отмечено выше, при малых k максимальное рассеяние связано с 

локальной модой т = -v+ 1, для которой согласно (31) фаза рассеяния Ь = 1ГI (21пх). 
Поэтому в главном по k приближении достаточно ограничиться лишь вкладом этой 
моды, откуда для функции рассеяния получим выражение вида 

f1Г ei (x+1r / 4) 

~(x) ~ у 2k lп (kR) , k«.l/R. (35) 

в этом приближении рассеяние изотропно (1~(x)1 не зависит от х). Поправки к этому 
выражению имеют порядок 1/(kR)2,.,+1/2 и существенны только для опРеделеi:.ия ани
зотропии ~(x). 

Полное сечение рассеяния расходится (имеет интегрируемую особенность) в пре

деле х -+ О: 

1Г2 
(J(x) ~ kln2 kR' k «. l/R. (36) 
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S. AIIAJIИЗ ДАННЫХ РАССЕЯНИЯ ПРИ HEМAJIЫX lс 

Анализ рассеяния может быть проведен аналитически также в коротковолновом 

пределе, k > Iml/ R. Разумно предположить, что в этоt.\ случае задача может быть 
npoaнализирована на основе квазиклассического приближения, что дает 

Действительно, анализ показывает, что (37) справедливо при всех значениях z = kT, 
больших, чем координата точки поворота Zo = "Хо, соответствующей условию р(хо) = О. 
Сама величина хо мала, хо "" Iml/" «: 1. 

С другой стороны, на малых расстояниях т «: R (х «: 1) «потенциал,. ov m имеет 
асимптотический вид OV m (х) ~ (у - m + 1)2/ х2 , то есть описывает свободные магноны 
вида (16) со смещенным индексом, 

при т «: R. 

При k > Iml/R существует широкая областыlначенийй т, Iml/k «: т «: R, в кото
рой в этом решении можно оrpаничиться асимптотикой функции Бесседя при z > 1, 
z>lml, 

{2 (1 11' 4(У - m + 1)2 - 1) 
g;' сх Jlv-m+ll ~ у;; cos z - '21У - m + 11- 4" + 8z . (38) 

Решения (37) и (38) с точностью до членов порядка 1/ z2 совпадают во всей области 
перекрытия параметров. Orcюда, проводя асимптотическое разложение (37) вдали от 
солитона, найдем коротковолновую асимптотику Д)lЯ амплитуды рассеяния: 

v 1I'(т - 1) 1 
О'т(") ~ . ( /2 ) -, 

SШll'v" 
,,> Iml· (39) 

Прежде всего, эта формула воспроизводит свойство точного решения (15), соглас
но которому O'~ = О при m = 1. Кроме тoro, амплитуда рассеяния асимптотически 
стремится к нулю как 1/" при всех m т 1, причем величины О' равны по модулю, но 
имеют противоположные знаки Д)lЯ магнонных мод ст = Iml и m = -Iml + 2. Этот 
результат, как мы увидим ниже, существен при анализе плотности состояний магнонов 

в 2D-мamетике. 

Теперь можно сравнить амплитуды рассеяния Д)lЯ длинноволнового и коротковол

нового пределов. Легко видеть, что в обоих случаях О' -+ О, однако знаки у 0'(") при 
" -+ о и " -+ 00 противоположные. Такая ситуация характерна Д)lЯ рассеяния магно
нов на lD-солитоне в моделях синус-Гордон, ф4 и для уравнения Ландау-Лифшица, 
см. обзор [3]. Можно предполаmть, что при некотором конечном k = kp амплиту

да рассеяния ймеет полюс. Естественно, никакой реальной расходимости при этом не 

происходит. Физически наблюдаемая фаза рассеяния О'~ изменяется монотонно. Су

ществование полюса означает, что полное приращение фазы рассеяния 0'(00) - 0'(0) 
отлично от нуля. Согласно численным расчетам Д)lЯ солитона с топологическим заря

дом v = 1 это приращение с точностью до знака равно 11', т. е. с каждой модой связан 
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Рис. 1 Рис. Z 

Рис. 1. Зависимости o",(kR) для 11 = 1 при различных значениях т, величины m отмече
ны цифрами около соответствующих кривых. Штриховые линии, проведенные через значе

ния 10т I = 11'/2, обозначают положения полюсов амплитуды рассеяния 

Рис. Z. Положения полюсов kp в зависимости от номера моды m для 11 = 1. Треугольни

ки соответствуют m > О, кружки - m $ О 

один полюс. Подобная особенность проявляется при анализе числа MarнoHHЫX степе

ней свободы (см. разд. 7). 
для анализа промежугочных значений kR '" 1 численно решалась задача рассея

ния. Расчет проводился на основе численного интегрирования спектральных уравнений 

как исходной (10), так и модифицированной (13) задач в широком диапазоне 10-3 < 
kR <. 103 И - 20 $ m ~ 20 (данные счета соответствуют друг дpyry в соrласии со 
сказанным выше). Мы в основном интересуемся случаем 11 = 1, когда энергия солитона 
минимальная. Однако некоторые данные были получены и для 11 = 2, 3,4. 

Численный расчет верифицировал длинно- и коротковолновые асимптотики ам

плитуды рассеяния, приведенные выше. В промежугочной области волновых векторов 

k '" 1 / R наблюдаются полюсы в точках k = kp амплитуд рассеяния для всех перечис
ленных мод (на рис. 1 приведены данные для мод с различным m в случае солитона с 
11 = 1). 

Остановимся на вопросе о положения полюсов амплитуды рассеяния подробнее. 

Согласно численным данным при 11 = 1 для всех m =f 1 наблюдается только один полюс 
при k = kp. Величина kp растет с увеличением Iml, причем зависимость kp = kp(m) 
различна для m = +Iml и m = -Iml (напомним, что речь идет о солитонах с 1111 = 1). 
для предельно больших значений Iml полюс уходит на бесконечность, см. рис. 2. для 
11 > 1 ситуация несколько более сложная. А именно, предварительные численные дан
ные показывают, что при данном m может быть несколько полюсов, причем их число 
Nm не превышает 11. 

для сравнительного анализа.зависимостеЙ рассеяния мод с различным m выпишем 
явный вид асимптотик фазы рассеяния при 11 = 1 
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б(х) ~ { 1Гsigпm (1 - 2т(: + 1)) , 
1Г(1- т) , 

х 

х«l, m=j-l,О, 
(40) 

х:» Iml. 

Считая, что приведенные асимmотики качественно справеД1IИВЫ и при х", 1, можно 
грубо оценить положение полюса, приравнивая значения б(х) при х« 1 их:» 1. Это 
дает kp ~ Iml/ R при Iml :» 1. Такая оценка неплохо воспроизводит линейный рост kp 

как функцию Iml при больших Iml, см. рис. 2. ' 

6. МАГНОННЫЕ МОДЫ В ОГРАНИЧЕННОМ МАГНЕТИКЕ 

Проведенный выше в Д1Iинноволновом пределе анализ задачи рассеяния может 

быть применен Д1IЯ исследования собственных магнонных мод в магнетике с конечной 

площадью, содержащем солитон. Такая задача важна Д1IЯ многих приложениЙ. Прежде ' 
всего, ее решение может быть использовано Д1IЯ аналитического описания данных чи

сленного моделирования движения солитонов, которое всегда проводится Д1IЯ системы 

. конечных размеров. В частности, в [33, 19] на этой основе была описана динамика вихря 
в ферромагнетике с плоскостью легкого намагничивания и верифицированы неньюто

новские уравнения движения, содержащие третьи производные координаты вихря по 

времени. Во-вторых, как отмечалось выше, этот расчет непосредственно применим Д1IЯ 

описания собственных мод Д1IЯ малых частиц магнетика, находящихся в так называе

мом вихревом состоянии [34]. 
Исследуем простейший случай, а именно, магнонные моды в круговой системе с 

конечным радиусом L и солитоном В центре. Мы обсудим как граНИЧНЬJе условия ди
рихле 

Ч'(r, X)lr=L = О, (41) 

отвечающие фиксированному значению намагниченности на границе, так и граничные 

условия Неймана 

дд Ч'(r, x)l. = О, 
r r=L 

(42) 

моделирующие случай свободных граничных условий. Распространение этих резуль

татов на случай общих граничных условий не представляет труда, и мы не будем его 

обсуждать. Магнонный спектр в такой системе дискретен. В отсутствие солитонов соб

ственные волновые числа km,i = jm,i/ L, где jm,i есть i-й нуль функции Бесселя Jm или 
ее производной соответственно Д1IЯ случаев (41) и (42). 

В магнетике с БП-солитоном Д1IЯ достаточно больших k можно пренебречь лока
лизованной частью функции и записать 

Тогда естественно ожидать то же поведение k = j / L, где величина j лежит между зна
чениями соответствующего корня функции Бесселя и Неймана или их производных. 
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Однако для -v < m :::; v, т. е. в случае нулевых мод симметрия задачи выше 

(восстанавливается масштабная инвариантность). Поэтому следует ожидать появления 

голдстоуновских мод. В безrpаничном магнетике частоты голдстоуновских мод равны 

нулю, при наличии rpаницы они прояВJulЮТ себя как моды С аномально малой часто

той, т. е. kL < 1. В частности, такие моды возникают для вихря в ферромагнетике 
с плоскостью легкого намагничивания в случае 'тl = 1, отвечающем его трансляци
онному движению. для этой моды k '" T,,/L'2 < 1/L, где т" - радиус кора вихря. 
Поскольку в этом случае решение приблюкалось к (17) с экспоненциальной точностью 
уже при r > r '" то существование roлдстоуновских мод полностью определялось мат

рицей рассеяния. 

В случае БП-солитона при анализе roлдстоуновских мод недостаточно оrpаничить

ся решением в виде (17), отвечающем задаче рассеяния, необходимо учитывать так
же вклад локализованной части решения. Соответствующий расчет достаточно rpo
моздкий, поэтому для исследования голдстоуновских мод удобно исходить из получен

ных выше длинноволновых асимптотик, которые применимы при r < 1/k, T.~. при 
kr < kL < 1. Именно эта область aктya.1IЬHa для анализа таких мод. Заметим, что 

для модифицированной задачи roлдстоуновские моды отсутствуют (в длинноволновых 

асимптотиках (18а) отсутствует малый параметр, поэтому rpаничное условие g;' = о 
приводит лишь К решению k", 1/ L). 

для анализа голдстоуновских мод удобно вернуться к исходной задаче для функции 

1::". в указанном диапазоне k для нахождения 1::.. естественно использовать приближе
ние (18Ь). Проведенный на его основе анализ показывает, что голдстоуновскиемоды 

возникают только в области существования локальных мод. В случае .rpаничных усло

вий Дирихле их спектр, наЙденный из условия 1т (kL) = О, имеет вид 

kL= 

J1n(~/R) , m = -v+ 1. 

2v 
1 + n sin (1I'n/v) 
v - n 11' 

(RL)n, ~v + 1:::; т:::; v, 

(43) 

для свободных rpаничных условий ситуация является более сложной. В частности, 

решение (18Ь) не допускает состояния с kL «: 1 для rpаничных условий НеЙмана. Но в 
этом случае решение можно построить,. paCCMOТP~B цилиндрические функции мнимого 

аргумента, что дает U) = Dk2 < О для случая ферромагнетика или U)2 < О для анти
ферромагнетика. Ниже в этом разделе мы обсудим физический смысл отрицательных 

значений U) и U)2. 

Следующие корни уравнения уже отвечают условию kL '" 1. Им соответствуют 
k2 > О для всех типов rpаничных условий. Так как при k '" 1/ L и R «: L величина r / R 
на rpанице велика, значение kpL близко к величине соответствующего нуля функции 
Бесселя jp == jv+l,p, где Jv+i(jp) = о, либо нуля ее производной j~, где Jv+I(j~) = О, В 
случаях; соответственно, фиксированных и свободных rpаничных условий: 

(44а) 

(44Ь) 

1107 



Б. А. Нванов В. М. Муравьев, Д. Д. Шека ЖЭТФ, 1999, 116,I1ьm. 3(9) 

Таким образом, спеICrp собственных частот малой частицы магнетика в неодно

родном состоянии содержит аномально малые частоты, которые должны проявляться в 

магнитном резонансе для образцов, содержащих такие частицы, например, феррожид

костей, гранулярных магнетиков. В работе [34] отмечалось, чТо распределение намаг
ниченности в частице, находящейся в вихревом состоянии, хорошо аппроксимируется 

БП-COJIИТОНОМ. Хотя наш расчет применим буквально лишь к частицам в форме тон

кого диска, обобщение на случай цилиндра не представляет проблемы. 

Вернемся теперь к обсуждению смысла результата k2 < О для голдстоуновской моды 
при свободных граничных условиях. Рассмотрим наиболее интересный случай т = 1, 
отвечающий трансляционному движению БП-солитона (как мы покажем ниже, пара

метры roлдстоуновской моды можно непосредственно связать с уравнениями движения 

солитона). Параметры так называемой трансляционной голдстоуновской моды можно 

непосредственно получить исходя из точного решения (15). В области kR« 1 это ре
шение имеет вид 

",+1 ( 4v(v + 1) 1 ) 
'Р(х)ост 1- (kr)2 (r/R)2v+l ' 

откуда получается, что для фиксированных граничных условий 

k2 = 4v(v + 1) (R)2V 
L2 L 

(45) 

для свободных гранИчных условий решение имеет тот же вид, но с отрицательным k 2• 

Тот факт, что величина k2 < О И В решение входят функции Бесселя мнимого аргумента, 
не имеет противоречия, так как мы рассматриваем это решение в области Ikl ;$ 1/ L, 
когда экспоненциальный рост функции In(z) ос eZ при z » 1 непроявляется. 

для ферро- и антиферромагнетиков эти ответы приводят К принципиально различ

ным физическим картинам динамики солитонов, поэтому эти случаи нужно анализи

ровать отдельно. 

В случае антиферромагнетика есть две частоты, отвечающие трансляционной 

roлдстоуновской моде 

2 = ± 4v(v + l)с2 (R)2V 
"-10 L2 L (46) 

Ясно, что эта частота имеет физический смысл только для фиксированных граничных 

условий, отрицательные "-12 означают неустойчивость системы. В то же время значе
ние"-l = Dk2 < О для ферромагнетика не противоречит условию устойчивости. эти 
ответы могут быть легко объяснены на. основе простой физической картины движения 
солитона. 

ОчевИдно, что для антиферромагнетика, который описывается лоренц-инвари
антными уравнениями, динамика всех возбуждений также должна носить лоренц-ин

вариантный характер. для случая малых скоростей солитона, v « с, это означает, что 

в основном приближении координата солитона Х (начало координат для Х в центре 

. системы) в случае антиферромагнетика удовлетворяет уравнению типа Ньютона 

82х 
М 8t2 = Fe , (47а) 
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где Fe - внешняя сила, действующая на солитон, М 7' Eojc2 - эффективная масса 
солитона, Ео - его энергия, см. (3). Считая, что при малом отклонении солитона от 
положения равновесия, расположенного в центре системы, Fe имеет вид 

(47Ь) 

сопоставим значение частоты, полученное из (46), с величиной VJ2 = -аj(МLР). При 
этом получается, что р = 2(11 + 1), а величина а = =F161ГII2 (II + I)AR2" соответственно 
для граничных условий Дирихле и Неймана. Это отвечает простой картине, что сила F., 
есть сила изображения, действующая на солитон за счет наличия границы. Поскольку 

магнитные вихри взаимодействуют как 2D-зарЯдЫ, а БП-солитон с 11 = 1 есть вихревой 
диполь, солитоны с данным 11 > 1 можно прещ:тавить как 211-МУЛЬТИПОЛИ, что объясняет 
величину р в зависимости (47Ь), а также знак а. 

Таким образом, свойства трансляционной голдстоуновской моды в антиферромаг

нетике легко понять из следующего простого раССуЖДения. Солитон при отклонении 

из положения равновесия Х = о движется под действием силы изображения. для гРа
ничных условий Дирихле сила является возвращающей (отталкивание от границы) и 

движение устойчиво. Если же солитон притягивается к границе (граничные условия 

Неймана), то уравнение (47) описывает уход солитона из неустойчивого положения рав
новесия Х = О. 

Учет следующих значенИЙ kn,i для i > О также может быть объяснен на основе 
эффективных уравнений для х. При этом появляется иерархия эффективных уравне
ний движения, содержащих только четные производные по времени. Коэффициенты 

при этих высших производных расходЯТСЯ при L --+.00. Уравнения такого типа были 

предложены в Р3] для описания внутриплоскостных вихрей в ферромагнетике. 

для ферромагнетика ситуация совершенно иная. Обычно для описания в нем ди

намики солитона используют уравнение 

(48) 

Здесь Fe - внешняя сила, которая, очевидно, такая же как и для случая антиферро

. магнетика, см. (47Ь), G - гироскопическое слагаемое, величина которого определяется 

только топологией и хорошо установлена [3,24,35,36], G = 41ГIIА! D. О значении эф
фективной массы 2D-солитонов и вихрей данные противоречивы: в [37] утверждается, 
что в ферромагнетике с плоскостью легкого намагничивания величина М конечна, но 

расходится при стремлении к нулю константы анизотропии К, М <х 1 j к.. в [38] для 
вИхря был получен результат М <х ljL, в работе [33] масса М <х lnL, в [19] вели
чина М конечна, но только при наличии в эффективных уравнениях типа (48) члена 
Gз [еzдЗХjдtЗ]. В работах [36,39] динамика БП-солитона описывалась на основе га
мильтонова формализма с неканоническими скобками Пуассона. При этом связь им

пульса и скорости, а также значение массы не обсуЖДались. 

Частота трансляционной голдстоуновской моды для ферромагнетика согласно (45) 
имеет вид 

= ± 411(11 + I)D (R) 2" 
VJo L2 L' (49) 
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знаки (+) и (-) соответствуют rpаничным условиям Дирихле и НеЙмана. В данном 
случае неустойчивости нет, так как уравнение (48) с М = О (с учетом только гиросилы) 
описывает малые колебания солитона как в случае притяжения к rpанице, так и в случае 

отталкивания. Учет следующей трансляционной моды, частота которой определяется 

формулой 

W\ = D (j / L ) 2 или W\ = - D и' / L ) 2 (50) 

в случаях rpаничных условий Дирихле или Неймана соответственно, позволяет сделать 

заключение об инерционных слагаемых в уравнении движения. 

Считая, что Wo ~ W\, эти корни легко сопоставить с двумя частотами, возникаю

щими при решении уравнения (48). Действительно, в этом случае Wo ~ -a/(OLP); что 
в точности дает значение частоты трансляционной голдстоуновской моды. для второй 

частоты получается W\ ~ -а/м. Эта величина может быть сопостаВлена с (50), если 
предположить, что 

м = _ 41ГlIА (!=-)2 
D2 j 

41ГlIА (L)2 
или М = [j2 Ji (51) 

соответственно для фиксированных либо свободных rpаничных условий. Таким обра

зом, как я для вихря, динамика с частотой W\ определяется всей областью, оrpаничи

вающей магнетик. Как и коэффициент АЗ в уравнениях третьего порядка для вихрей в 

ферромагнетике, коэффициент М является нелокальным - он зависит от rpаничных 

условий; и расходится при L -+ 00. По-вядимому, расходимость М есть общее свойство 
2D-магнетиков с бесщелевым законом дисперсии. 

Orметим также, что конечное Значение массы солитона, М сх: l/К, где К - кон
станта анизотропии, полученное в [37] для магнетика с осью легкого намагничивания, 
не противоречит найденной выше зависимости М сх: L 2 для изотропного ферромаг
нетика. Действительно, в магнетике с осью легкого намагничивания щель в спектре 

магнонов отлична от нуля и возникает характерный масштаб длины ДJ = J А/ К, ~TКY-
. да при замене L -+ ДJ в (51) получается тот же результат, что и в [37], М сх: ~ сх: 1/ К. 

7. ПЛqI'НОСТЪ МАГНОННЫХ СОСТОЯНИЙ 2D-ИЗОТРОПНОГО МАГНЕТИКА в 
, ПРИСУГСТВИИ СОЛИТОНА 

Термодинамическое описание 2D-магнетика с учетом солитонных возбуждений мо

жет быть проведено на основе обобщения солитонной феноменологии, предложенной 

в [1,2] для lD-систем, на двумерный случай. Согласно этой концепции, при низких 
температурах состояние lD-магнетика может быть описано в терминах почти свобод

ных возбуждений - магнонов и кинков. Главный эффект их взаимодействия 'про

является в вяде асимmотического сдвига фазы магнона, рассеивающегося на кинке. 

Это. обусловливает измеНение полного числа состояний магнонов непрерывного спек-
k. 

тра (по сравнению со случаем магнетика без солитона) на величину дN = J p(k)dk, где 
-k. 

p(k) = (1/211') dБ(k)/dk - плотность состояний. Эта величина является отрицательным 
целым числом, то есть число MarнoHHЫX состояний в присутствии солитона уменьша

ется на величину /:JV. Это понятно, так как часть магнонных состояний теперь опи
сывается как коллективные моды динамики кинка. Изменение плотности состояний 
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MarнoHoB при добавлении к системе кинка приводит к изменению термодинамических 

характеристик газа MarнoHoB, в частностн, свободной энергии MarнOHOB. В феномено

логическом подходе это изменение свободной энергии MarнoHOB рассматривается как 

изменение энергии кинка за счет кинк-маmонного взаимодействия. 

Перенесем эти представления на 2D-случаЙ. Ясно, что в 2D-магиетике полное чис

ЛО состояний должно быть пропорциональн6 L"Ly. Свободному MarнoHY отвечает раЗ-. 
ложение (16) по цилиндрическим гармоникам Jm(kr)eimx , в которых угловая перемен
ная уже квантована и квантованию подлежит лишь радиальная часть J(kr). В круговой 
геометрии с радиусом L простейшее условие квантования (41) имеет вид Jm(kL) = О, 
откуда knL = jm,n. В актуальной области n » 1 нули функции Бесселя jm,n ~ 7Гn, 
откуда допустимые значения волнового числа определяются формально тем же выра

жением, Что и в lD-случае. Однако надо учесть, что подобное приближение для jm,n 
справедливо при не слишком больших т. для мод с Iml » 1 первый нуль jm,! ~ Iml, 
поэтому в системе с конечным размt:ром L возникает ограничение на допустимые но
мера мод: Iml ~ L. Учитывая это обстоятельство, приходим к правилу суммирования 
по магнонным состояниям для 2D-магнетика без солитона: 

k. kL 

L = (L/7Г) J dk L . 
k,m О m=-kL 

Естественно, что для полного числа MarнoHHЫX состояний получается обычная формула 

N2d = L2kб/7Г. 
Учет взаимодействия MarнoHoB с солитоном приводит К сдвигу фазы магнона и 

аналоГично тому, как это имеет место для lD-систем, изменяет выражение для плот

ности состояний (в данном случае парциальных состояний для MarнOHOВC данным т) 

Pm(k) = (1/7Г)d8m(k)/dk. Полная плотность MarнoHHЫx состояний получается сумми

рованием по т: 

92(k) = f: Pm(k) =.!. f: d8m(k) 
7г m=-kL dk 

(52) 
m=-kL 

Отметим, что плотность состояний 92(k) в длинноволновой области имеет (ин
тегрируемую) расходимость, обусловленную модой m = О, для которой согласно (31) 
Po(k) ~ (2kГ!lп-2 (kR) расходится в' пределе kR -4 О, ср. (36). Очевидно также, что 
при низкихтемпературах,Т« Т., где Т. = fiD/ R2 для ферромагиетикаиТ* = 1ic/ Rдля 
антиферромагиетика, достаточно ограничиться рассмотренным длинноволновым при

ближением. В частности, в указанном приближении плотность энергетических состо

яний может быть представлена в виде 

{53) 

ПЛотность состояний может быть в пр"нципе рассчитана численно для произволь

ных k. При этом наличие полюса в амплитуде рассеяния MarнoHoB с данным m озна

чает, что полная фаза изменяетСя на +7Г или -7Г при измене.нии k от нуля до беско
неч.ности, причем моды с m > 1 и m < 1 вносят ПРОТИВОПОЛОЖJIые по знаку вклады 
в 92(k). Таким образом, для .немалых значе.ниЙ k происходит не уменьшение полно
го числа MarнOHHЫX состояний, как в lD-ciлyчае, а перераспределение MarнoHHЫx мод 
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между состояниями с различными т. В целом оказывается, что ряд (52) знакоперемен
ный. При термодинамических вычислениях своеобразным регуляризУющим фактором 

в этом суммировании является температура. Существенный вклад различных мод, в 

ча,стности, изменение числа парциальных состояний на единицу, проявляется при уве

личении k в порядке появления полюсов kp амплитуды рассеяния. Поскольку величина 

kp растет с ростом т (см. выше разд. 5), при повышении температуры последовательно 
проявляются вклады мод со все большими т. 

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, для простейшей, но физически содержательной двумерной моде

ли изотропного магнетика в настоящей работе построена матрица рассеяния магнонов 

на солиroне. Анализ проведен как для уравнения Ландау-Лифшица, описывающего 

ферромагнетики, так и для лоренц-инвариантной сигма-модели, которая используется 

в теории поля' и для описания антиферромагнетиков. Впервые получено точное реше

ние задачи рассеяния для парциальной моды с азимутальным квантовым числом т = 1. 
Заметим, что такие решения извеС1'Ны даже не для всех одномерных задач. 

Важно отметить, что возможность такого подробного исследования не связана с 

точной интегрируемостью задачи. Действительно, модель изотропного магнетика явля

ется точно интегрируемой в статическом случае, n = п(х, у), но ничего не известно о 
ее интегрируемOCТJi для n = п(х, у, t). 

Вычислена амплитуда рассеяния для значений т::; 1 (аналитически в длинновол
новом приближении kR « 1 и при больших kR, а также численно при произвольных 
значениях kR). Обнаружено, что парциальные амплитуды рассеяния имеют полюсы 

(фазы рассеяния проходят через 1г /2) при определенных значениях k = kp , причем ве
личина kp растет с ростом т приблизительно по линейному закону. Этого достаточно, 

чтобы Вычислить магнонную плотность состояний в присутствии солитона. 

Полученные данные исп~ованы для описания различных физических свойств 

солитонов и локальных магнонных мод. В частности, вычислены частоты магнонных 

мод для магнетика с конечными размерами. Показано, что в малых частицах ферромаг

нетиков, содержащих солитон (частицах в так называемом вихревом состоянии, свой

ства которых широко обсуждаются), возникают собственные моды с аномально малыми 

частотами. Данные о частотах локальных мод ИСПОJlЪЗованы для построения уравнения 

движения солитона в ферромагнетике. Вычислена магнонная плотность состояний в 

присутствии солитона, что дает возможность построения солитонной феноменологии 

для 2D-магнетиков с учетом солиroн-магнонного взаимодействия. 

Orметим еще некоторые возможные применения полученных результатов. В ряде 
,работ (см. обзор [7]) для упорядоченных lD-среД, в том числе магнетиков, исследова
лись различные неравновесные характеристики газа солитонов, прежде всего, коэффи

циенты диффузии и вязкости. Развитые теории базировались на использовании точных 
волновых фунКций магнонов на фоне солитона. Построенные в данной работе асимп

тотики волновыХ функций при малых k позволяют исследовать необратимые процессы 
для двумерного газа элементарных возбуждений, включающего солитоны и магноны, в 

изотропных магнетиках при низких температурах. 

резулътаты' касающиеся и-модели, легко переносятся на ЭВКЛИДОВ случай и мо

гут Бытъ использованы для описания квантовых свойств спиновых цепочек с анти-
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ферромагнитным взаимодействием. Свойства таких систем определяются инстантона

ми ЭВКJIидовой версии нелинеЙной и-модели. Обсуждаются инстантоны со структурой 
БП-солитона (см. [40]) и так называемые мероны, имеющие половинный топологиче
ский заряд (см. [41]). для вычисления предэкспоненциальных факторов в соответству
ющих амплитудах перехода (флyJcryационного детерминанта) необходимо знать полный 

набор собственных состояний на фоне инстантона. Особенно существенными являют

ся нулевые моды, см. подробнее [42]. Поэтому полученные в работе ответы, особенно 
касающиеся нетривиальных локальных нулевых мод, могут быть существенными для 

развития инстантонного подхода в квантовой теории одномерных магнетиков. 

Мы благодарны В. Г. Барьяхтару, Г. Хольцварду (G. Holzwarth), Ф. Г. Мертенсу 
(F. G. Mertens), д. И. Шеке и Г. М. Вайсину (G. М. Wysin) за обсуждение работы. Ра
бота выполнена при частичной финансовой поддержке Фонда фундаментальных иссяе

дований Украины (проект 2.4/27). Исследования одного йз авторов (д. Ш.) были под
держаны грантом Международной научно-образовательной программы N2 YSU082065. 
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