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ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÅ ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ��ÀÂÈÒÀÖÈÈÑ. Í. Âåðãåëåñ*Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 ìàðòà 1999 ã.Ïðîâîäèòñÿ êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèè, ñâÿçàííîé ìèíèìàëüíûì îáðàçîì ñ âåùå-ñòâåííûì ñêàëÿðíûì è ñïèíîðíûì ìàéîðàíîâñêèì ïîëÿìè. Ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî �è-çè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé òåîðèè, à òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñèòåëüíîñîñòîÿíèé, áëèçêèõ ê îñíîâíîìó.PACS: 04.60 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊâàíòîâàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè â ÷åòûðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè íàòàëêèâàåòñÿ íà �óíäàìåí�òàëüíûå òðóäíîñòè, êîòîðûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåïðåîäîëåíû. Ýòè òðóäíîñòè ìîæíî óñëîâíî ðàçäå�ëèòü íà êîíöåïòóàëüíûå è âû÷èñëèòåëüíûå. �ëàâ�íàÿ êîíöåïòóàëüíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöè�åé ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà. Ýòîò �àêò äåëàåò íåÿñíîéðîëü âðåìåíè â ãðàâèòàöèè. �ëàâíàÿ âû÷èñëèòåëü�íàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â íåïåðåíîðìèðóåìîñòè òåî�ðèè ãðàâèòàöèè. Óêàçàííûå òðóäíîñòè òåñíî ïåðå�ïëåòåíû. Íàïðèìåð, â çàâèñèìîñòè îò âû÷èñëèòåëü�íîé ïðîöåäóðû â àëãåáðå ñâÿçåé ìîæåò áûòü àíî�ìàëüíûé âêëàä èëè íå áûòü åãî (öåíòðàëüíîãî çà�ðÿäà). Íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå àíîìàëèè â àëãåáðåñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà îïðåäåëÿþùèì îáðàçîì âëèÿåòíà ïðîöåäóðó êâàíòîâàíèÿ è âîçíèêàþùóþ â ðåçóëü�òàòå �èçè÷åñêóþ êàðòèíó.Ïåðå÷èñëåííûå �óíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìûóñïåøíî ðåøàþòñÿ íà îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ìî�äåëÿõ îáùåêîâàðèàíòíûõ òåîðèé â äâóìåðíîìïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ê òàêèì ìîäåëÿì, ïðåæäåâñåãî, îòíîñÿòñÿ äâóìåðíûå ìîäåëè ãðàâèòàöèè,êàê ÷èñòîé, òàê è âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ âåùå�ñòâîì, à òàêæå è äâóìåðíûå ìîäåëè ñòðóíû (ñì.,íàïðèìåð, [1�6℄ è ññûëêè òàì).Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðîâîäèì êàíîíè÷åñêîå êâàí�òîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèè, ìèíèìàëüíî ñâÿ�çàííîé ñ âåùåñòâåííûì ñêàëÿðíûì è ñïèíîðíûììàéîðàíîâñêèì ïîëÿìè. Âñå ïîñòðîåíèÿ è âû÷èñëå�íèÿ ïðîâîäÿòñÿ äî ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà.*E-mail: vergeles�itp.a
.ru

Ïîëíîñòüþ îïèñàíû �èçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ òåîðèè.Ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé îêàçûâàåòñÿ ïîäîá�íûì ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ìíîãîìåðíîìó �îêîâñêî�ìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîì äåéñòâóþò áîçîííûå è�åðìèîííûå îïåðàòîðû. Íà÷àòî âû÷èñëåíèå ñðåä�íèõ çíà÷åíèé ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñèòåëüíîñîñòîÿíèé, áëèçêèõ ê îñíîâíîìó.Îäíàêî íàñòîÿùóþ ðàáîòó ñëåäóåò âîñïðèíè�ìàòü ëèøü êàê îäèí èç ïåðâûõ øàãîâ íà ïóòè áåçàíî�ìàëüíîãî êâàíòîâàíèÿ (åñëè ýòî âîîáùå âîçìîæíî)íåêîòîðûõ èç òåîðèé, êîòîðûå ïðè áîëåå òðàäèöè�îííîì êâàíòîâàíèè ÿâëÿþòñÿ àíîìàëüíûìè. Ëèøüäàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ, âêëþ÷àþùèå ñèñòåìàòè�÷åñêîå èçó÷åíèå ðàñõîæäåíèé â ïðåäñêàçàíèÿõ (êî�òîðûå èìåþò ìåñòî ïðè ðàçíûõ ïîäõîäàõ ê êâàíòî�âàíèþ) äëÿ íàáëþäàåìûõ â âûñøèõ ïîðÿäêàõ, ñòà�íóò êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè âûáðàííîãî ïóòè êâàí�òîâàíèÿ.Ïðîãðåññ, äîñòèãíóòûé ïðè ïîñòðîåíèè äâóìåð�íîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè, ñâÿçàí ñ äâóìÿèäåÿìè. Ýòè èäåè áóäóò ñ�îðìóëèðîâàíû íèæå ïî�ñëå ââåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ îáîçíà÷åíèé.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ òî�ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî äâóìåðíîìó öèëèíäðó.Âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà t èçìåíÿåòñÿ îò ìèíóñ áåñêî�íå÷íîñòè äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè, à ïðîñòðàíñòâåí�íàÿ êîîðäèíàòà � � îò 0 äî 2�. Âñå ðàññìàòðèâàå�ìûå �óíêöèè ïåðèîäè÷íû îòíîñèòåëüíî êîîðäèíà�òû �. Íàáîð êîîðäèíàò (t; �) îáîçíà÷àåòñÿ òàêæåfx�g. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíèîáîçíà÷àåòñÿ g�� , òàê ÷òî êâàäðàò èíòåðâàëà çàïè�ñûâàåòñÿ â âèäåds2 = g00 dt2 + g11 d�2 + 2g01 dt d�: (1:1)5



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000Áîëüøèíñòâî �îðìóë è îáîçíà÷åíèé âî Ââåäåíèèïîçàèìñòâîâàíî èç ðàáîòû [2℄. Äàëåå ìåòðè÷åñêèéòåíçîð ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:g�� = e2�  u2 � v2 vv �1 ! ;g � det g�� = �u2 e4�: (1.2)Ïóñòü i; j = 0; 1 è �ij = diag (1;�1). Ââåäåì îð�òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ fe�i g, òàêîé ÷òîg�� e�i e�j = �ij : (1:3)Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçüìåìe�0 = 1u e��  1v ! ; e�1 =  0e�� ! : (1:4)Äèàäà fei�g îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìèei�e�i = Æ�� $ ei�e�j = Æij . Ñ ó÷åòîì (1.4) èìååìe0� =  ue�0 ! ; e1� = e�  �v1 ! : (1:5)�àññìîòðèì äåéñòâèåS = Z dt 2�Z0 d�p�g � 14� G (� R� 2�)++ 12 g�� ��f ��f + i2 e�j � 
jD�  � : (1.6)ÇäåñüG� ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, �� êîñìîëî�ãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ïðî�ñòðàíñòâà-âðåìåíè, � è f � âåùåñòâåííûå ñêàëÿð�íûå ïîëÿ,  � äâóõêîìïîíåíòíîå ñïèíîðíîå ìàéîðà�íîâñêîå ïîëå è f
ig � äâóìåðíûå ìàòðèöû Äèðàêà.Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
0 =  0 11 0 ! ; 
1 =  0 �11 0 ! ;
5 � 
0
1 =  1 00 �1 ! : (1.7)Ìàéîðàíîâîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ îçíà÷àåò, ÷òî = 
0 � t (âåðõíèé èíäåêñ t îçíà÷àåò òðàíñïîíèðî�âàíèå). Â íàøåì ñëó÷àå èìååì =  �� ! ; � = �y; � = �y: (1:8)Îïåðàöèÿ êîâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñïè�íîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëåíà ñîãëàñíî �îðìóëåD� = � ��x� + 12 !ij� �ij �  ;�ij = 14 [
i; 
j ℄: (1.9)

Ôîðìà ñâÿçíîñòè !ij� îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ èçóðàâíåíèÿ d!i + !ij ^ !j = 0;ãäå !i � ei� dx�. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì!01 = hu0 + u �0 � vu ( _�+ �0 v + v0) i dt++ 1u ( _�+ �0 v + v0) d�: (1.10)Çäåñü è äàëåå òî÷êà ñâåðõó è øòðèõ îáîçíà÷àþòñîîòâåòñòâåííî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �=�t è �=��.Ïðè ïîìîùè ñòðóêòóðíîãî óðàâíåíèÿ Êàðòàíà ëåã�êî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåp�g R dt ^ d� = 2 d!01: (1:11)Òàê êàê ïîëÿ � è � â (1.8) âåùåñòâåííû è ïðè�íàäëåæàò ãðàññìàíîâîé àëãåáðå, èìååì�(x)�(x) = 0; �(x)�(x) = 0: (1:12)Ñ ó÷åòîì (1.12) ìû ìîæåì â (1.6) ñäåëàòü çàìå�íó D� ! (�=�x�) . Ïîýòîìó �åðìèîííàÿ ÷àñòüäåéñòâèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà âûðàæåíèþe� f� _�+ (u+ v)��0 + � _�� (u� v)��0g :Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìíîæèòåëü e� ìîæåò áûòüóñòðàíåí ïðè ïîìîùè çàìåíû�! e��=2 �; �! e��=2 �:Â ñèëó (1.12) ïðè òàêîé çàìåíå â äåéñòâèè íå ïî�ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðîèçâîäíûå ïîëÿ �. Òà�êèì îáðàçîì, ëàãðàíæèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå�ìû èìååò âèäL = Z d� � 12� G �u�1 _� ( _�+ v �0 + v0) ++ �0 � vu ( _�+ v �0 + v0)� u0 � u �0 �� �u e2� i++ 12u h _f2 + 2v _f f 0 � (u2 � v2) f 02i++ i2 [� _�+(u+ v)��0+� _��(u�v)��0℄� : (1.13)Îáîçíà÷èì ÷åðåç �� ; �� è � � ïîëÿ, êàíîíè÷å�ñêè-ñîïðÿæåííûå, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëÿì �, � è f .Ïîëÿ u è v â (1.13) ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè ìíîæè�òåëÿìè. Ñòàíäàðòíûì ïóòåì ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíè�àí ñèñòåìû (1.13):H = Z d� (u E + vP);E = 2� G���� + 12� G [�(�00 � �0 �0) + � e2�℄ ++ 12 (�2 + f 02) + i2 (���0 + ��0); (1.14)P = ���� �0 + �� �0 + � f 0 + i2 ��0 + i2 ��0� :6



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèèÏðîâåäåì ñëåäóþùóþ êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðå�ìåííûõ:� r0 = �12r �4� G e�� (2�0 
h�� 4� G�� sh�) ;� r1 = 12r �4�G e�� (4�G�� 
h�� 2�0 sh�) ;(1.15)�0 � r10 =r �� G e� sh�;�1 + r00 = �r �� G e� 
h �:Çäåñü �(�) = 2�G �Z0 d~� ��(~�):Ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå ìàòåðèþ, îñòàþòñÿ áåçèçìåíåíèé. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ãàìèëüòîíèàí(1.14) ïðèíèìàåò âèäE = 12 [�(�20 + (r0 0)2) + (�21 + (r1 0)2)℄ ++ 12 [�2 + f 02 + i (���0 + ��0)℄;P = �(�0 r00+�1r10)�(� f 0+ i2��0+ i2��0): (1.16)Äî ýòîãî ìîìåíòà ðàññìîòðåíèå áûëî êëàññè÷åñêèì.Íà÷èíàòü êâàíòîâàíèå ñèñòåìû ñëåäóåò ñ îïðåäå�ëåíèÿ îäíîâðåìåííûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøå�íèé êàíîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ. Â íà�øåì ñëó÷àå èìååì[r0(�); �0(�0)℄ = [r1(�); �1(�0)℄ == [f(�); �(�0)℄ = i Æ(� � �0): (1.17)Äëÿ �åðìèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû èìåþò ìåñòî àí�òèêîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿf�(�); �(�0)g = f�(�); �(�0)g = Æ(� � �0): (1:18)Âñå îñòàëüíûå êîììóòàòîðû èëè àíòèêîììóòàòî�ðû �óíäàìåíòàëüíûõ ïîëåé ra; �a; f; �;  ðàâíû íó�ëþ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãài _O = [O; H℄, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè êîììóòàöè�îííûõ ñîîòíîøåíèé (1.17), (1.18), ñîâïàäàþò ñ óðàâ�íåíèÿìè Ëàãðàíæà. Çäåñü O � ëþáîé îïåðàòîð.Òàê êàê ïîëÿ u è v â (1.14) � ëàãðàíæåâû ìíî�æèòåëè, âåëè÷èíû (1.16) ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè. Â ðàì�êàõ êëàññè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ ýòè ñâÿçè ÿâëÿþò�ñÿ ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà. Îäíàêî õîðîøî èçâåñò�íî, ÷òî ïðè êâàíòîâàíèè â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå�ìå ìîæåò âîçíèêíóòü àíîìàëèÿ èëè öåíòðàëüíûéçàðÿä: àëãåáðà îäíîâðåìåííûõ êîììóòàòîðîâ âåëè�÷èí E è P ñîäåðæèò öåíòðàëüíûé çàðÿä. Íàëè÷èå

öåíòðàëüíîãî çàðÿäà â àëãåáðå ñâÿçåé ðàäèêàëüíîóñëîæíÿåò ïðîáëåìó êâàíòîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñè�ñòåìà (1.16)�(1.18) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñîâìåñòíîé.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ðÿäå ðàáîò [1�4; 6℄ áûë ïðåä�ëîæåí áåçàíîìàëüíûé ïîäõîä ê êâàíòîâàíèþ ñèñòå�ìû (1.16)�(1.18). Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà â êâàíòî�âîé àëãåáðå âåëè÷èí (1.16) öåíòðàëüíûé çàðÿä îò�ñóòñòâóåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå îïåðàòîðû (1.16)ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà â ñìûñ�ëå Äèðàêà. Ýòîò íîâûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ â ïðåä�ëàãàåìîé ðàáîòå.Èäåÿ íîâîãî ïîäõîäà ê êâàíòîâàíèþ âîçíèêëàïðè èçó÷åíèè ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ÷èñòóþ ãðàâè�òàöèþ. Ýòà ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ èç ìîäåëè (1.16) ïó�òåì âû÷åðêèâàíèÿ âòîðûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷à�ñòÿõ ñèñòåìû (1.16). Â [1�4; 6℄ ïîêàçàíî, ÷òî â òå�îðèè ÷èñòîé ãðàâèòàöèè öåíòðàëüíûé çàðÿä ðàâåííóëþ, åñëè â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñêàëÿð�íîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî. Ïðè÷è�íà ýòîãî ÿâëåíèÿ â òîì, ÷òî ïðè íîâîì ïîäõîäå ïðî�öåäóðà óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàòîðîâ â âåëè÷èíàõ E è Pðàäèêàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò óïîðÿäî÷åíèÿ ïðè òðàäè�öèîííîì êâàíòîâàíèè.Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì ïîëîæåíèÿ, íà îñíîâå êî�òîðûõ ðàçâèâàåòñÿ íîâûé ìåòîä êâàíòîâàíèÿ.1) Ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé HC , â êîòî�ðîì äåéñòâóþò �óíäàìåíòàëüíûå îïåðàòîðíûå ïî�ëÿ ra; �a; f; �;  , ñíàáæåíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí�íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â ïðîñòðàíñòâå HCèíäå�èíèòíàÿ ìåòðèêà îòñóòñòâóåò.×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå,îáîçíà÷èì ÷åðåç L ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ (1.16)è ÷åðåç  � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìàòåðèàëüíûõ ïîëåéf;  . Óñòðàíèì èç îïåðàòîðîâ L ñòåïåíè ñâîáîäû,îïèñûâàþùèå ìàòåðèàëüíûå ïîëÿ, è îáîçíà÷èì ñî�âîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì îïåðàòîðîâ÷åðåç L(0). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû L(0) îïðåäå�ëÿþò äèíàìèêó ëèøü ãðàâèòàöèîííûõ ñòåïåíåé ñâî�áîäû è [L(0);  ℄ = 0: (1:19)2) Â òåîðèè (1.16) ñóùåñòâóåò óíèòàðíîå ïðåîá�ðàçîâàíèå U , òàêîå ÷òîU L(0)Uy = L: (1:20)Âñëåäñòâèå (1.19) è (1.20) ïîëÿ	 = U  U y (1:21)êîììóòèðóþò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè L.Ïîÿñíèì âàæíóþ ðîëü ïîñëåäíåãî ïîëîæåíèÿ âêâàíòîâàíèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëî�æèì, ÷òî â òåîðèè (1.16) íàéäåíî ñîñòîÿíèå j 0 i, êî�òîðîå àííóëèðóåò âñå îïåðàòîðû L(0) è âñå îïåðàòî�ðû óíè÷òîæåíèÿ ïîëåé  . Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âû�7



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000øå ýòî âîçìîæíî. Òîãäà ñîñòîÿíèå U j 0 i àííóëèðó�åòñÿ âñåìè îïåðàòîðàìè L è âñåìè îïåðàòîðàìè óíè�÷òîæåíèÿ ïîëåé 	. Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòî�ÿíèé, àííóëèðóþùèõ âñå îïåðàòîðû L, ñòðîèòñÿ èçîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ U j 0 i ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâðîæäåíèÿ ïîëåé	. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîñòüþ ðåøà�åòñÿ ïðîáëåìà êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû (1.16)�(1.18).Âî âòîðîì ïîëîæåíèè ñâîéñòâà èíòåðåñóþùåãîíàñ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U îïèñàíû ëèøü âñàìûõ îáùèõ ÷åðòàõ. Íèæå ýòî óíèòàðíîå ïðåîáðà�çîâàíèå ñòðîèòñÿ ÿâíî äëÿ èçó÷àåìîé â ñòàòüå ìî�äåëè äâóìåðíîé ãðàâèòàöèè. Ýêâèâàëåíò �îðìóëû(1.20) èìååò ïðè ýòîì áîëåå ñëîæíûé âèä. Òåì íåìåíåå, ïðè ïîìîùè ïîñòðîåííîãî óíèòàðíîãî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ óäàåòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî ïðîäâèíóòüñÿâ âû÷èñëåíèÿõ.2. ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ ×ÈÑÒÎÉ ��ÀÂÈÒÀÖÈÈÇàäà÷à êâàíòîâàíèÿ äâóìåðíîé ÷èñòîé ãðàâèòà�öèè èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [1�4℄. Â ðàáîòàõ [4; 6℄ áû�ëî ïðîâåäåíî áåçàíîìàëüíîå êâàíòîâàíèå äâóìåð�íîé ñòðóíû, ñèñòåìà ñâÿçåé êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ñè�ñòåìîé ñâÿçåé äâóìåðíîé ÷èñòîé ãðàâèòàöèè â ïðåä�ñòàâëåíèè (1.16). Ýòî äàåò íàì âîçìîæíîñòü ïðèìå�íèòü çäåñü ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â [4; 6℄.Ïóñòü a = 0; 1 è �ab = diag(�1; 1). Â êàëèáðîâ�êå u = 1, v = 0 óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà äëÿ ïîëåéra; �a = �ab�b èìåþò âèä� �2�t2 � �2��2 � ra = 0; � �2�t2 � �2��2 � �a = 0:(2:1)Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëÿ ra è �a ñîäåðæàò êàê ïîëîæè�òåëüíî-, òàê è îòðèöàòåëüíî÷àñòîòíûå ìîäû:ra(�)= xap4�+ ip4�Xn6=0 1n (�anein�+��ane�in�);�a(�) = pap�+ 1p4�Xn6=0(�an ein�+��ane�in�): (2:2)Ïîëîæèì �a0 � ��a0 � pa. Èç óñëîâèé âåùåñòâåí�íîñòè ïîëåé (2.2) âûòåêàåò, ÷òîxay = xa; �ayn = �a�n; ��ayn = ��a�n: (2:3)Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëèñü êîììóòàöèîííûå ñîîò�íîøåíèÿ (1.17), íåîáõîäèìî, ÷òîáû íåíóëåâûå êîì�ìóòàòîðû íîâûõ ïåðåìåííûõ èìåëè âèä[�am; �bn℄ = [��am; ��bn℄ = m�ab Æm+n;[xa; pb℄ = i �ab: (2.4)

Íàáîð îïåðàòîðîâ (1.16) ýêâèâàëåíòåí äâóì ñåðèÿìîïåðàòîðîâLn = 12 2�Z0 d� e�in� (E + P);�Ln = 12 2�Z0 d� ein� (E � P); n = 0; �1; : : : (2.5)Ïðè ïîìîùè (2.2) íàõîäèìLn = 12 :Xm �an�m �am :;�Ln = 12 :Xm ��an�m ��am : : (2.6)Óïîðÿäî÷åíèå îïåðàòîðîâ â (2.6) îïðåäåëÿåòñÿ â ñî�îòâåòñòâèè ñ îáùèìè óñëîâèÿìè êâàíòîâàíèÿ è èã�ðàåò ðåøàþùóþ ðîëü. Öåëüþ êâàíòîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿîòûñêàíèå òàêîãî ïðîñòðàíñòâà �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿ�íèé, íà êîòîðîì âñå îïåðàòîðû (2.6) îáðàùàþòñÿ âíóëü è â êîòîðîì èìååòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêò�íîå è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèç�âåäåíèå.Â ýòîé ñòàòüå ìû ðåàëèçóåì äâà ïîäõîäà ê êâàí�òîâàíèþ èçó÷àåìîé ñèñòåìû.Ïåðâûé ïîäõîä îáùåèçâåñòåí. Îí áûë ñ�îðìóëè�ðîâàí Äèðàêîì è îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé.Ïóñòü f�ng � ïîëíûé íàáîð ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà.Òîãäà �èçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè�ÿì �n j iPD = 0: (2:7)Èç (2.7) âûòåêàþò óñëîâèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåî�ðèè: [�m; �n℄ = 
lmn �l: (2:8)Â (2.8) êîý��èöèåíòû 
lmn ìîãóò áûòü îïåðàòîðíû�ìè âåëè÷èíàìè è äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû ëåâååñâÿçåé �l.Ïðè êâàíòîâàíèè (2.2)�(2.8) âîçíèêàåò ñëåäóþ�ùàÿ òðóäíîñòü (ïîäðîáíåå ñì. [6℄). Èç óñëîâèé (2.7)âûòåêàåò, ÷òî âñå �èçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ íå çàâèñÿòîò íåêîòîðûõ èñõîäíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.Ïî ýòîé ïðè÷èíå âîçíèêàþò ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:à) îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðî�ñòðàíñòâå �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé;á) âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëü�íî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé.Äåëî â òîì, ÷òî íå âñå èñõîäíûå äèíàìè÷åñêèåïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè â �èçè÷åñêîìïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó ìàòðè÷íûå ýëå�ìåíòû îò ýòèõ ïåðåìåííûõ â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàí�ñòâå íå îïðåäåëåíû. Õîòÿ íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû8



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèèíå çàâèñÿò îò óêàçàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,òåì íå ìåíåå, ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâîò íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàí�ñòâå òàêæå ìîãóò âîçíèêíóòü ñåðüåçíûå òðóäíîñòè.Äàëåå êâàíòîâàíèå (2.7)�(2.8) ìû áóäåì íàçû�âàòü ïåðâûì ìåòîäîì êâàíòîâàíèÿ.Â ðàáîòå [6℄ ê ñèñòåìå (2.4), (2.6) áûë ïðèìåíåíäðóãîé ìåòîä êâàíòîâàíèÿ. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà çà�êëþ÷àåòñÿ â íåêîòîðîì îñëàáëåíèè óñëîâèé Äèðàêà(2.7) ïóòåì çàìåíû èõ óñëîâèÿìèhP j�m jP i = 0: (2:9)Çäåñü P íóìåðóåò �èçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ. Óñëîâèÿêâàíòîâàíèÿ (2.9) àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì êâàíòîâà�íèÿ �óïòà�Áëåéëåðà â ýëåêòðîäèíàìèêå, êîãäà ðà�âåíñòâî ��A� = 0 èìååò ìåñòî ëèøü â ñðåäíåì, à òàê�æå óñëîâèÿì êâàíòîâàíèÿ â îáû÷íîé òåîðèè ñòðóíû,êîãäà ãåíåðàòîðû àëãåáðû Âèðàññîðî óäîâëåòâîðÿ�þò óñëîâèÿì Ln = 0 òàêæå ëèøü â ñðåäíåì. Ïðèýòîì óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî �èçè÷å�ñêèõ ñîñòîÿíèé.Ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå ïðåäëàãàåìîãî çäåñüïóòè êâàíòîâàíèÿ îò êâàíòîâàíèÿ �óïòà�Áëåéëåðàè îáùåïðèíÿòîãî êâàíòîâàíèÿ ñòðóíû çàêëþ÷àåò�ñÿ â òîì, ÷òî ïðè íàøåì ïîäõîäå ïîëíîå ïðîñòðàí�ñòâî ñîñòîÿíèé ñíàáæåíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí�íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Íèæå ïîêàçûâàåò�ñÿ, ÷òî ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè áåçàíîìàëüíîåêâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ñòðóíû.Â êà÷åñòâå óñëîâèé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè,çàìåíÿþùèõ óñëîâèÿ Äèðàêà (2.8), òåïåðü ìû èìååìhP j [�m; �n℄ jP i = 0: (2:10)Ôèçè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèé (2.10) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå�äóþùåì. Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò òàêîéâèä, êàê â îáùåêîâàðèàíòíûõ òåîðèÿõ:HT =X vm�m:Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t óñëîâèÿ (2.9)èìåþò ìåñòî. Â áåñêîíå÷íî áëèçêèé ìîìåíò âðåìåíèt+ Æ t ñâÿçü �n ðàâíà�n(t+ Æt) = �n(t) + i ÆtXm vm [�m; �n℄(t):Ïîýòîìó èç óñëîâèé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè (2.10) ñëå�äóåò ðàâåíñòâî (2.9) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ìå�òîä êâàíòîâàíèÿ (2.9), (2.10) äàëåå íàçûâàåòñÿ âòî�ðûì ìåòîäîì êâàíòîâàíèÿ. Ñíà÷àëà ïðèìåíèì ê ìî�äåëè (2.6) ïåðâûé ìåòîä êâàíòîâàíèÿ. Ââåäåì îáî�çíà÷åíèÿx� = x0 � x1; �(�)m = �0m � �1m;��(�)m = ��0m � ��1m: (2.11)

Íåíóëåâûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íîâûõ ïå�ðåìåííûõ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè (2.4):[�(+)m ; �(�)n ℄ = �2mÆm+n; [��(+)m ; ��(�)n ℄ = �2mÆm+n;[x+; �(�)n ℄ = [x�; �(+)n ℄ = �2i Æn: (2:12)Çàïèøåì îïåðàòîðû (2.6) â íîâûõ ïåðåìåííûõ:Ln = �12Xm �(+)n�m �(�)m = �12Xm �(�)n�m�(+)m : (2:13)Äàëåå ìû ïî âîçìîæíîñòè íå âûïèñûâàåì äëÿîïåðàòîðîâ, ñíàáæåííûõ ÷åðòîé, òå ñîîòíîøåíèÿ,êîòîðûå â òî÷íîñòè êîïèðóþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïå�ðàòîðîâ áåç ÷åðòû. Ïî îïðåäåëåíèþ â (2.13) îïåðà�öèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî ýëåìåíòû �(+)ðàñïîëîæåíû ëåâåå âñåõ îïåðàòîðîâ �(�), ëèáî íàî�áîðîò. Îáà ýòè ïîðÿäêà ýêâèâàëåíòíû (ñì. [4; 6℄).Ñîâåðøèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà�! UM �U yM ; ��! UM ��U yM ; x! UM xU yM ;UM = exp� iM2 x+2p+ � :Ïðè ýòîì êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè èçìåíÿþò�ñÿ ëèøü ïåðåìåííûå �(�)0 è x� ñîãëàñíî �îðìóëàì~�(�)0 = UM �(�)0 UyM = �(�)0 � M2p+ ;~x� = UM x� UyM = x� +M2 x+p+ : (2:14)Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ââåäåì â ýòîì ðàçäåëå îáîçíà�÷åíèÿ ~�(�)m = �(�)m ïðè m 6= 0.Íèæå âìåñòî îïåðàòîðîâ (2.13) ìû èñïîëüçóåìîïåðàòîðû Ln = �12 Xm �(+)n�m ~�(�)m : (2:15)Ïðè÷èíà ýòîé çàìåíû ñòàíåò ÿñíîé â ñëåäóþùèõðàçäåëàõ.Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé,â êîòîðîì äåéñòâóþò äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ñè�ñòåìû, êàê ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ïðåäñòàâèì ïîë�íîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèéHCD êàê òåíçîðíîå ïðî�èçâåäåíèå êàëèáðîâî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèéHG è �èçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé HPD:HCD = HG 
HPD : (2:16)Ïðîñòðàíñòâî HG ïîðîæäàåòñÿ ñâîèì âàêóóìíûìâåêòîðîì j 0; G i, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùè�ìè ñâîéñòâàìè:�0�m j 0; G i = 0; �1m j 0; G i = 0; m > 0;h 0; G j 0; G i = 1: (2.17)9



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà HG ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà�0m : : : ��0n : : : �1�l : : : ��1�rj0;Gi; m; n; l; r > 0: (2:18)Òàêèì îáðàçîì, HG ÿâëÿåòñÿ �îêîâñêèì ïðîñòðàí�ñòâîì ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì.Áàçèñ â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé Äè�ðàêà HPD ñîñòîèò èç äâóõ ñåðèé ñîñòîÿíèé j k iD,k = (k0; k1)j, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:~�(�)m j k iD = ~��(�)m j k iD = 0; m = 0; �1; : : : (2:19)Ñîîòíîøåíèÿ (2.12) ñ m = 0 ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå(p2a +M2) j k iD = 0: (2:20)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâj k iD ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ñåðèè âåêòîðîâ j k�iD êàæ�äàÿ èç êîòîðûõ ïàðàìåòðèçóåòñÿ îäíèì íåïðåðûâ�íûì âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì. Íàïðèìåð,p1 j k�iD = �k j k�iD;p0 j k�iD = �pk2 +M2 j k�iD;�1 < k < +1: (2.21)Òàê êàê îïåðàòîðû pa ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè,ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäàh k � j k0�iD = Æ(k � k0); h k � j k0+ iD = 0 (2:22)ñàìîñîãëàñîâàíû.Óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå (2.19), èñ�ïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ [1; 2; 4; 6℄ è ãîðàçäî ðàíüøåÄèðàêîì â ýëåêòðîäèíàìèêå (ñì. [8℄).Çàìå÷àíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïåðåìåííûå �an,��an; n 6= 0, ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè âïðîñòðàíñòâå HG, íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îïå�ðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå HPD . Äåéñòâèòåëüíî, â ðå�çóëüòàòå äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ �(+)n è ��(+)n íà âåêòî�ðû j k�iD ïîëó÷àþòñÿ âåêòîðû, íå ïðèíàäëåæàùèå�èçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó HPD.Â ñèëó (2.13) è (2.19) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàLn j p iD = �Ln j p iD = 0; j p iD 2 HPD: (2:23)Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü (2.6) ïðîêâàíòîâàíà â ðàì�êàõ ïåðâîãî ìåòîäà.Òåïåðü ïðîâåäåì êâàíòîâàíèå ýòîé æå ìîäåëè,èñïîëüçóÿ âòîðîé ìåòîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëíîåïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé HC , â êîòîðîì äåéñòâóþòèñõîäíûå ïåðåìåííûå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òåí�çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿHC = HG 
HP : (2:24)

Çäåñü ïðîñòðàíñòâî HG îïðåäåëåíî ñîãëàñíî (2.17),(2.18). Ïðîñòðàíñòâî HP èìååò áàçèñ ñî ñâîéñòâàìè(2.20)�(2.22). Åñëè âåêòîð j p i 2 HP , òî îí óäîâëå�òâîðÿåò óñëîâèÿì (2.19) ñ m = 0.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò �àêò, ÷òî îïåðàòîðû�(+)n è ��(+)n ñ n 6= 0 (èëè èõ êîìáèíàöèè) äåéñòâó�þò â ïðîñòðàíñòâå HG, íî èõ äåéñòâèå íå îïðåäåëå�íî íè íà îäíîì âåêòîðå èç ïðîñòðàíñòâà HP . Ýòèìïðîñòðàíñòâî HP îòëè÷àåòñÿ îò ïðîñòðàíñòâà HPD(ñì. (2.19)). Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ïðîñòðàíñòâîñîñòîÿíèé (2.24) ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíè�åì ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ äåéñòâóþò ñîîòâåòñòâóþ�ùèå îïåðàòîðû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (2.24)ñíàáæåíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì.Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì íåîáõîäèìîîïðåäåëèòü óïîðÿäî÷åíèå îïåðàòîðîâ. Óïîðÿäî÷å�íèå (2.15) ýêâèâàëåíòíî óïîðÿäî÷åíèþL0 = 12 (p2a+M2)�Xm>0 (�0m �0�m��1�m �1m); (2:25)êîòîðîå ìû èñïîëüçóåì äàëåå.Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìî�äåëè íàèáîëåå óäîáíûìè �èçè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿ�ìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (2.9), ÿâëÿþòñÿ ñî�ñòîÿíèÿ, êîãåðåíòíûå ïî êàëèáðîâî÷íûì ñòåïåíÿìñâîáîäû. �àññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå HG êîãåðåíò�íîå ñîñòîÿíèåj z; �z; G i = Ym>0�� expn� 12m(jz0�mj2+jz1mj2+j�z0�mj2+j�z1mj2)++ 1m (z0�m�0m+z1m�1�m+�z0�m��0m+�z1m��1�m)o�� j 0; G i: (2.26)Çäåñü zam è �zam � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Äàëåå ïîëî�æèì za0 = �za0 è za�m = za�m. Çâåçäî÷êà ñâåðõó îçíà÷à�åò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþz(�)m = z0m � z1m; �z(�)m = �z0m � �z1m:Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå~z(�)m = z(�)m ; ~�z(�)m = �z(�)m ; m 6= 0;~z(�)0 = z(�)0 � M2z(+)0 : (2:27)Âåçäå â ýòîé ñòàòüå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî z00 > 0.Îáîçíà÷èì áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâåHPêàê j z0�iP ; za0 � ka. Èìååìpa j z0�iP = �za0 j z0�iP ; ~z(�)0 = 0: (2:28)10



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèèÏîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (2.28) åñòü ñëåäñòâèå ñîîòíî�øåíèÿ (2.19) ñ m = 0.Ïóñòü íàáîðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë fz; �zg óäîâëå�òâîðÿþò óðàâíåíèÿì (2.28) ñ âåðõíèì çíàêîì èLn(z) � �12 Xm z(+)n�m ~z(�)m = 0;Ln(�z) = 0; n = 0; �1; : : : (2.29)Ïðè ïîìîùè îáîçíà÷åíèéz(+)(�) � 1p2� Xn ein� z(+)n ;�z(+)(�) � 1p2� Xn e�in� �z(+)nýòè óðàâíåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ â áîëåå óäîáíîì âè�äå:z(+)(�) ~z(�)(�) = 0; �z(+)(�) ~�z(�)(�) = 0: (2:290)Ôóíêöèè z(+)(�); ~z(�)(�), �z(+)(�) è ~�z(�)(�) ÿâëÿþò�ñÿ âåùåñòâåííûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè, à èõ íóëåâûåãàðìîíèêè óäîâëåòâîðÿþò (2.27) è (2.28).Ñîñòîÿíèÿj z; �z�iP � j � z; ��z; G i 
 j z0�iP (2:30)íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè �èçè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè,åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.28) è (2.290).Ñîãëàñíî äàííûì îïðåäåëåíèÿì áàçèñíûå �èçè�÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:�0�m j z; �z�iP = �z0�m j z; �z�iP ;�1m j z; �z�iP = �z1m j z; �z�iP ; m � 0: (2:31)Èç �îðìóë (2.25), (2.29) è (2.31) íåìåäëåííî ñëå�äóåò, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå óñëîâèÿ (2.9) âûïîëíåíû:hz; �z � jLnjz; �z�iP = 0;hz; �z � j�Lnjz; �z�iP = 0: (2.32)Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé ñàìîñîãëàñîâàí�íîñòè (2.10). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òîh z; �z � j (LnL�n � L�nLn) j z; �z�iP = 0: (2:33)Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òîLnL�n = 12 nXm=1 m(n�m) + n (~�10)2 ++2n nXm=1 ~�1�m ~�1m ++ 1Xm=n+1 (n+m) ~�1�m~�1m ++ 1Xm=n+1(m�n)~�0m ~�0�m+ : LnL�n : : (2.34)

Àíàëîãè÷íîL�nLn = 12 nXm=1 m(n�m) + n (~�00)2 ++2n nXm=1 ~�0m ~�0�m ++ 1Xm=n+1 (n+m) ~�0m ~�0�m ++ 1Xm=n+1 (m� n) ~�1�m~�1m+ : L�nLn : : (2.35)Çäåñü îïåðàòîðû ~�a âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðû�(+); ~�(�) òàê æå, êàê îïåðàòîðû �a � ÷åðåç îïåðà�òîðû �(+); �(�).Òàê êàê : LnL�n :�: L�nLn :, èç ïîñëåäíèõäâóõ ðàâåíñòâ èìååìLnL�n � L�nLn = 2nL0: (2:36)Óïîðÿäî÷åíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.36) çàäà�åòñÿ ñîãëàñíî (2.25). Èç (2.36) âèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ(2.33) óäîâëåòâîðÿþòñÿ, ò. å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿñàìîñîãëàñîâàííîñòè (2.10).Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,h z; �z � jLn j z; �z�iP 6= 0: (2:37)Ìû âèäèì, ÷òî âòîðîé ìåòîä òàêæå ïðèâîäèò ê ñà�ìîñîãëàñîâàííîé êâàíòîâîé òåîðèè ìîäåëè (2.6).Êîðîòêî îáñóäèì ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ïðè âòî�ðîì ìåòîäå êâàíòîâàíèÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ j z; �z�iP èj z0; �z0�iP � �èçè÷åñêèå. ßâëÿåòñÿ ëè ñîñòîÿíèåj z; �z�iP + j z0; �z0�iP (2:38)�èçè÷åñêèì?Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèèíå îáÿçàòåëüíî ðàñïðîñòðàíÿòü íà íå�èçè÷åñêèå,êàëèáðîâî÷íûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïîýòîìó, åñëè â áî�ëåå ñëîæíûõ òåîðèÿõ ïðè âòîðîì ìåòîäå êâàíòîâà�íèÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè â ïðîñòðàíñòâå HG îêà�æåòñÿ îãðàíè÷åííûì, ýòî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, íåîáåñöåíèò ìåòîä. Â ïðîñòðàíñòâå �èçè÷åñêèõ ñîñòî�ÿíèé ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ñîõðàíÿåòñÿ â ïîëíîìîáúåìå. 3. ÂÊËÞ×ÅÍÈÅ ÌÀÒÅ�ÈÈÈç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (1.17) è àíòè�êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (1.18) âèäíî, ÷òî áî�11



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000çîííûå è �åðìèîííûå ïîëÿ èìåþò ñëåäóþùèå ðàç�ëîæåíèÿ ïî ìîäàì (ñð. ñ (2.2)�(2.4)):f(�) = xp4�+ ip4� Xn6=0 1n (�nein�+��ne�in�);�(�) = pp�+ 1p4�Xn6=0(�nein�+��ne�in�); (3:1)
�(�) = 1p2� Xn �n ein� ;�(�) = 1p2� Xn ��n e�in� : (3.2)Äàëåå ïîëàãàåì �0 � ��0 � p. Âñëåäñòâèå âåùåñòâåí�íîñòè ïîëåé (3.1) è (3.2) èìååìxy = x; �yn = ��n; ��yn = ���n;�yn = ��n; ��yn = ���n: (3.3)Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.17), (1.18) ðàâ�íîñèëüíû ñîîòíîøåíèÿì[�m; �n℄ = [��m; ��n℄ = mÆm+n; [x; p℄ = i; (3:4)f�m; �ng = f ��m; ��ng = Æm+n: (3:5)Ìû âûïèñûâàåì ëèøü íåíóëåâûå êîììóòàöèîííûåñîîòíîøåíèÿ. Îïåðàòîðû (2.6) áóäåì äàëåå îáîçíà�÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç L(0)n è �L(0)n . Ñ ó÷åòîìâêëàäà ìàòåðèàëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû êîìïîíåí�òû Ôóðüå (2.5) èìåþò âèäLn = L(0)n ++ 12 Xm h�n�m�m + �m� n2 � �n�m�m i : (3.6)Ïîñòðîåíèå óêàçàííîãî â êîíöå Ââåäåíèÿ óíèòàð�íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðåøàþùåãî ïðîáëåìó êâàíòî�âàíèÿ, óäîáíî íà÷èíàòü ñ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïîëÿ (1.21). Èíûìè ñëî�âàìè, ïåðâàÿ íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîå�íèè áîçîííûõ è �åðìèîííûõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿè óíè÷òîæåíèÿ ìàòåðèè, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñîâñåìè îïåðàòîðàìè (3.6). Ìû óâèäèì, ÷òî ðåøåíèåèìååò çàäà÷à ñ íåñêîëüêî îñëàáëåííûìè óñëîâèÿìè.Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé.�àññìîòðèì ¾ãðàâèòàöèîííî îáðàáîòàííûå¿ îïå�ðàòîðû ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé:Am =Xn Mm;n �n; �Am =Xn �Mm;n ��n; (3.7)Bm =Xn FMm;n �n; �Bm =Xn F �Mm;n ��n: (3.8)

Áåñêîíå÷íîìåðíûå ìàòðèöû Mm;n; �Mm;n, FMm;nè F �Mm;n â (3.7) è (3.8) îïðåäåëåíû â Ïðèëîæå�íèè. Ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö çàâèñÿò îò îïåðàòîðîâ(x+=p+; �(+)m =p+, ��(+)m =p+), âçàèìíûå êîììóòàòîðûêîòîðûõ ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ìàòðèöâ (3.7), (3.8) âçàèìíî êîììóòèðóþò.Ëåãêî ïðîâåðèòü ïóòåì ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé, ÷òîíåíóëåâûå êîììóòàòîðû îïåðàòîðîâ (3.7) è (3.8)èìåþò ñëåäóþùèé âèä:[Am; An℄ = [ �Am; �An℄ = mÆm+n; (3.9à)fBm; Bng = f �Bm; �Bng = Æm+n: (3.9á)Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîìîùè (3.4), (3.7) è (Ï.14) íà�õîäèì[Am; An℄ =Xl lMm;lMn;�l == �nXl Mm;lM�1l;�n = mÆm+n: (3.10)Òåì ñàìûì ðàâåíñòâà (3.9à) óñòàíîâëåíû. Âñëåä�ñòâèå (3.5), (3.8) è (Ï.140) èìååìfBm; Bng =Xl FMm;lFMn;�l ==Xl FMm;lFM�1l;�n: (3.11)Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü êîììóòàöèîííûõñîîòíîøåíèé (3.9á).Ââåäåííûå çäåñü îïåðàòîðû (3.7) è (3.8) ëèøüíåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò DDF -îïåðàòîðîâ, èñ�ïîëüçóåìûõ â òåîðèè ñòðóíû (ñì. [9; 10℄).Èç äàííûõ îïðåäåëåíèé ëåãêî âèäåòü ÷òî:[�(+)m ; An℄ = [�(+)m ; �An℄ == [�(+)m ; Bn℄ = [�(+)m ; �Bn℄ = 0: (3.12)Ñîîòíîøåíèÿ (3.12) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëèâ íèõ âìåñòî �(+)m ïîäñòàâëåíû ��(+)m èëè x+.Òåïåðü ìû äîëæíû âìåñòî �(�)m ââåñòè â òåîðèþïåðåìåííûå ~�(�)m , êîòîðûå ñîõðàíÿþò ïðåæíèé âèäêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ñ ïåðåìåííûìè �(+)mè èìåþò íóëåâûå êîììóòàòîðû ñ íîâûìè ïåðåìåí�íûìè (3.7), (3.8).Èç îïðåäåëåíèÿ (3.7) íàõîäèì[�(�)m ; An℄ =Xl [�(�)m ;Mn;l℄�l:Âîñïîëüçóåìñÿ (Ï.16), à òàêæå îáðàòèì ðàâåíñòâà(3.7). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì[�(�)m ; An℄ = � 2np+ Xp  Xl Mn;l�mM�1l;p!Ap; m 6= 0:12



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèèÇäåñü ñóììà â êðóãëûõ ñêîáêàõ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïî�ìîùè �îðìóë (Ï.3), (Ï.10) è (Ï.12). Òàêèì îáðàçîì,íàõîäèì[�(�)m ; An℄ = � 2np+ Xp M�1m;p�nAp; m 6= 0;[�(�)0 ; An℄ = � np+ An: (3:13)Çäåñü áûëî ó÷òåíî ðàâåíñòâî (3.11). Ñïðàâåäëèâûòàêæå ñîîòíîøåíèÿ[�(�)0 ; �An℄ = � np+ �An;[�(�)m ; �An℄ = 0; m 6= 0: (3.14)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ �îðìóëû(3.8), (Ï.4), (Ï.11), (Ï.12) è (Ï.14), ïîëó÷àåì[�(�)m ; Bn℄ = � 1p+ Xp (n+ p)M�1m;p�nBp;[�(�)m ; �Bn℄ = 0; m 6= 0;[�(�)0 ; Bn℄ = � np+Bn;[�(�)0 ; �Bn℄ = � np+ �Bn: (3:15)
Èç �îðìóë (3.13)�(3.15), à òàêæå (3.9) è (3.12)íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåííûå~�(�)m = �(�)m � 1p+ Xp;q M�1m;p+q �ApAq�p�q2 BpBq� ;m 6= 0;~�(�)0 � ~��(�)0 = �(�)0 � 12p+��Xp fApA�p+ �Ap �A�p+p(B�pBp+ �B�p �Bp)+2M2g(3:16)êîììóòèðóþò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè An; �An; Bn; �Bn:[~�(�)m ; An℄ = [~�(�)m ; �An℄ = [~�(�)m ; Bn℄ == [~�(�)m ; �Bn℄ = 0: (3.17)×èñëîM2 â �èãóðíîé ñêîáêå â (3.16) ìîæíî âîñïðè�íèìàòü òàêæå êàê ðåçóëüòàò íîðìàëüíîãî óïîðÿäî�÷åíèÿ (ñð. ñ (2.14)).Åñëè â �îðìóëàõ (3.13)�(3.17) âñå âåëè÷èíû áåç÷åðòû çàìåíèòü íà òàêèå æå âåëè÷èíû ñ ÷åðòîé èîäíîâðåìåííî âñå âåëè÷èíû ñ ÷åðòîé çàìåíèòü íàòàêèå æå âåëè÷èíû áåç ÷åðòû, òî ýòè �îðìóëû îñòà�íóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè.Òåïåðü îïðåäåëèì íîðìàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå îïå�ðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ (3.7), (3.8). Ýòè

îïåðàòîðû ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàþòñÿ íîðìàëüíîóïîðÿäî÷åííûìè, åñëè âñå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿA�jnj, �A�jnj; B�jnj, �B�jnj ðàñïîëîæåíû ëåâåå âñåõîïåðàòîðîâ óíè÷òîæåíèÿ Ajnj; �Ajnj; Bjnj; �Bjnj.Ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (3.16) ñîäåðæàò êâàäðà�òè÷íûå �îðìû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ (3.7) è(3.8). Ýòè êâàäðàòè÷íûå �îðìû ïðåäñòàâëåíû â âè�äå ñóìì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíî óïîðÿäî�÷åííûìè. Îäíàêî ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (3.16) âäåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü íîðìàëüíî óïîðÿ�äî÷åííûìè, ïîñêîëüêó èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâàXp;q M�1m;p+q �Ap Aq � p� q2 BpBq � ==:Xp;q M�1m;p+q �Ap Aq � p� q2 BpBq � : : (3.18)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ (3.18) äîñòàòî÷íî óñòà�íîâèòü, ÷òîXp (ApA�p + pB�pBp) =Xp : (Ap A�p + pB�pBp) :==:Xp (Ap A�p + pB�pBp) : : (3.19)Ïåðâîå ðàâåíñòâî â (3.19) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòèç îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ è êîììóòàöèîííûõ ñî�îòíîøåíèé (3.9). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåí�ñòâà â (3.19) ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî �îðìàëüíî1Xn=1 n = �(�1);ãäå �(s) � äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà:�(s) = 1Xn=1 n�s: (3:20)Äçåòà-�óíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííîå àíàëèòè�÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â òî÷êó s = �1, ïðè÷åì�(�1) = �1=12. Óêàçàííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ðàñ�õîäÿùåéñÿ ñóììû P1n=1 n â íàñòîÿùåå âðåìÿîáùåïðèíÿòà. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî 1Xn=1 n!� 1Xn=1 n! = �(�1)� �(�1) = 0:Çäåñü ïåðâàÿ ðàñõîäÿùàÿñÿ ñóììà âîçíèêàåò â ðå�çóëüòàòå óïîðÿäî÷åíèÿ áîçîííûõ îïåðàòîðîâ, à âòî�ðàÿ � �åðìèîííûõ. Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîå ðàâåí�ñòâî â (3.19).Òàêèì îáðàçîì, ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (3.16)ìîæíî ñ÷èòàòü â ðàâíîé ñòåïåíè êàê íîðìàëüíî óïî�ðÿäî÷åííûìè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ (3.7)è (3.8),13



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000òàê è íåóïîðÿäî÷åííûìè è çàïèñàííûìè â �îðìåñóìì, èìåþùèõñÿ â (3.16). Äëÿ íåêîòîðûõ âû÷èñëå�íèé íåóïîðÿäî÷åííûé âàðèàíò ïðàâûõ ÷àñòåé (3.16)ÿâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì.Òåïåðü äîêàæåì ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñî�îòíîøåíèÿ:[~�(�)m ; ~�(�)n ℄ = [~��(�)m ; ~��(�)n ℄ = [~�(�)m ; ~��(�)n ℄ = 0: (3:21)Ïóñòü m 6= 0 è n 6= 0. Âîçüìåì ïåðåìåííûå ~�(�)m âïðåäñòàâëåíèè (3.16). Òîãäà[~�(�)m ; ~�(�)n ℄ = [~�(�)m ; �(�)n ℄� 1p+ ��Xp;q [~�(�)m ;M�1n;p+q℄�ApAq � p� q2 BpBq� : (3.22)Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì (3.16) äëÿ~�(�)n è êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè (3.17). Âïðàâîé ÷àñòè (3.22) âìåñòî ~�(�)m ïîäñòàâèì åãî çíà�÷åíèå ñîãëàñíî (3.16)[~�(�)m ; ~�(�)n ℄ = 1p+ ��Xp;q f [~�(�)n ;M�1m;p+q℄� [~�(�)m ;M�1n;p+q℄g ���ApAq � p� q2 BpBq �+ 1p+ ��Xp;q M�1m;p+q � [�(�)n ; ApAq ℄� p� q2 [�(�)n ; BpBq ℄� :Ïðè ïîìîùè �îðìóë (Ï.17), (3.13), (3.15) ïîñëå ïå�ðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ â íåêîòîðûõ ñóììàõ ïðåîá�ðàçóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ê âèäó1p2+(Xp;q "2mM�(p+q);�(m+n) ���ApAq � p� q2 BpBq��� 2Xr rM�1m;q+rM�1n;p�rApAq ++ 12Xr (r + p)(r � q)M�1m;q+rM�1n;p�rBpBq#)�� 1p2+ fm$ ng: (3.23)Çäåñü ÷àñòè ñóìì ïî r, àíòèñèììåòðè÷íûå ïî èí�äåêñàì m è n, íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé(Ï.18). Â ðåçóëüòàòå âñå ñëàãàåìûå â (3.23) âçàèì�íî ñîêðàùàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òîêîììóòàòîð (3.22) ðàâåí íóëþ. Ñîîòíîøåíèÿ[~��(�)m ; ~��(�)n ℄ = 0; m 6= 0; n 6= 0;

äîêàçûâàþòñÿ òî÷íûì ïîâòîðåíèåì óæå ïðîâåäåí�íûõ âûêëàäîê.Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî[~�(�)0 ; ~�(�)m ℄ = [~�(�)0 ; ~��(�)m ℄ = 0:�àâåíñòâà[~�(�)m ; ~��(�)n ℄ = 0; m 6= 0; n 6= 0òðèâèàëüíî âûòåêàþò èç �óíäàìåíòàëüíûõ ïåðåñòà�íîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (3.4), (3.5) è îïðåäåëåíèé(3.16). Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü êîììóòàöèîííûõñîîòíîøåíèé (3.21) äîêàçàíà ïîëíîñòüþ. Êðîìå òî�ãî, èç îïðåäåëåíèé (3.16) è êîììóòàöèîííûõ ñîîòíî�øåíèé (3.12) èìååì[�(+)m ; ~�(�)n ℄ = [��(+)m ; ~��(�)n ℄ = �2mÆm+n;[x+; ~�(�)n ℄ = [~x�; ~�(+)n ℄ = �2i Æn: (3.24)ßâíûé âèä íîâîé ïåðåìåííîé ~x� çäåñü íå âûïèñû�âàåòñÿ, ïîñêîëüêó ýòà ïåðåìåííàÿ íèæå íå èñïîëüçó�åòñÿ.Èñõîäíûå ïåðåìåííûå fx�; �(�)m ; ��(�)m ; �m; ��m;�m; ��mg (òî÷íåå, èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè) ÿâëÿþò�ñÿ êàíîíè÷åñêèìè. Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøå�íèé (3.9), (3.12), (3.17) è (3.21) ñëåäóåò âûâîä, ÷òîíàáîð ïåðåìåííûõfx+; ~x�; �(+)m ; ~�(�)m ; ��(+)m ; ~��(�)m ; Am; �Am; Bm; �Bmg(3:25)òàêæå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü óíèòàðíîå ïðåîá�ðàçîâàíèå, âõîäÿùåå â (1.21). Îïðåäåëèì óíèòàðíûéîïåðàòîð U ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:U x+ = x+ U; U x� = ~x� U;U �(+)m = �(+)m U; U �(�)m = ~�(�)m U;U �m = Am U; U �m = Bm U;U ��(+)m = ��(+)m U; : : : (3:26)è òàê äàëåå äëÿ îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÷åðòîé. Èç�âåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâà âèäà (3.26) îäíîçíà÷íî îïðå�äåëÿþò ëèíåéíûé îïåðàòîð U è ýòîò îïåðàòîð óíè�òàðåí [11℄.Ìû äîëæíû âûðàçèòü îïåðàòîðû (3.6) ÷åðåç íî�âûå ïåðåìåííûå. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì îïåðàòîðûL(0)n èç (3.6) â âèäå (2.13) è âûðàçèì îïåðàòîðû�(�)m ; �m; �m ÷åðåç îïåðàòîðû x+; �(+)m ; ~�(�)m ; Am; Bmïðè ïîìîùè �îðìóë (3.7), (3.8) è (3.16). Â ðåçóëü�òàòå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðà�14



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèèâèë ñóìì (Ï.20) è (Ï.21) ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì�îðìóëàì:Ln = �12 Xm �(+)n�m ~�(�)m + 14p+ �(+)n N ;�Ln = �12 Xm ��(+)n�m ~��(�)m � 14p+ ��(+)n N ; (3.27)N =Xl �A�l Al � �A�l �Al + l (B�lBl � �B�l �Bl)	 :Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå äëÿ äîêàçà�òåëüñòâà (3.19), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâóN =: N : : (3.28)Â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ (3.27) ìîæíî óáå�äèòüñÿ è áîëåå ïðîñòûì ïóòåì. Äëÿ ýòîãî ñëåäó�åò âû÷èñëèòü êîììóòàòîðû îïåðàòîðîâ (3.7), (3.8),(3.16) ñ îïåðàòîðàìè Ln â ïðåäñòàâëåíèÿõ (3.6) è(3.27). �åçóëüòàòû ýòèõ âû÷èñëåíèé ñîâïàäàþò.Ïðè ïîìîùè (3.26) è (3.27) íàõîäèì, ÷òîLn = U �L(0)n + 12p+ �(+)n N0� U y;�Ln = U ��L(0)n � 12p+ ��(+)n N0� U y; (3.29)N0 =Xl>0 [��l�l � ���l ��l + l (��l �l � ���l ��l)℄:Ñîîòíîøåíèÿ (3.29) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûì âàðèàíòîìñîîòíîøåíèé (1.20). Õîòÿ �îðìóëû (3.29) èìåþòíåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûé âèä, ÷åì �îðìóëû (1.20),èìååòñÿ âîçìîæíîñòü äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ íîâî�ãî ìåòîäà êâàíòîâàíèÿ, îñíîâàííîãî íà ïîëîæåíèÿõ,ñ�îðìóëèðîâàííûõ â êîíöå Ââåäåíèÿ.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èñïîëüçóåìûåçäåñü îïåðàòîðû (3.7), (3.8) ñóùåñòâåííî îòëè÷àþò�ñÿ îò ¾ãðàâèòàöèîííî îáðàáîòàííûõ¿ îïåðàòîðîâ âðàáîòå [2℄. Äëÿ îïåðàòîðîâ (3.7), (3.8) èìååì[Am; Ln℄ = m2p+ �(+)n Am (3:30)è òàê äàëåå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðî�èòü íàáîð îïåðàòîðîâ, ëèíåéíî âûðàæàþùèõñÿ ÷å�ðåç îïåðàòîðû ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé è ïðè ýòîì êîì�ìóòèðóþùèõ ñî âñåìè îïåðàòîðàìè Ln è �Ln. (Àíà�ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â òåîðèè çàìêíóòîéñòðóíû, êîãäà ïîïåðå÷íûå ñòåïåíè ñâîáîäû îïèñû�âàþòñÿ DDF -îïåðàòîðàìè.) Â ðàáîòå [2℄ áûë ïðèìå�íåí äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷àåìîé ìîäåëè: áûëè ââåäå�íû íîâûå îïåðàòîðû L0n è �L0n, îòëè÷àþùèåñÿ îò îïå�ðàòîðîâ Ln è �Ln íà âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûåïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Îïåðàòîðû L0n è �L0n èìåþò òóæå àëãåáðó, ÷òî è îïåðàòîðû Ln è �Ln. Â òî æå âðåìÿ

ñóùåñòâóåò ïîëíûé íàáîð ¾ãðàâèòàöèîííî îáðàáî�òàííûõ¿ îïåðàòîðîâ fCn; �Cng, îïèñûâàþùèõ ñòåïå�íè ñâîáîäû ìàòåðèàëüíûõ ïîëåé è ëèíåéíî ñâÿçàí�íûõ ñ íèìè, à òàêæå êîììóòèðóþùèõ ñî âñåìè îïå�ðàòîðàìè L0n è �L0n. Ýòîò �àêò óïðîùàåò �îðìàëü�íóþ ïðîöåäóðó êâàíòîâàíèÿ. Îäíàêî ïðè ýòîì âîç�íèêàþò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ïðè ïîïûòêå âûðà�çèòü èñõîäíûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå ÷åðåç òåîïåðàòîðû, â òåðìèíàõ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò êâàíòî�âàíèå.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [2℄,ïðåäñòàâëåíû ÿâíûå �îðìóëû, ïðè ïîìîùè êîòî�ðûõ èñõîäíûå ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûåïåðåìåííûå (ñì. (3.16)). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âû�÷èñëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà(1.2) (ñì. ðàçä. 5).4. Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕÑÎÑÒÎßÍÈÉÔîðìóëû, ïîëó÷åííûå â ðàçä. 2 è 3, ïîçâîëÿþòïðîâåñòè êâàíòîâàíèå èçó÷àåìîé ìîäåëè.Áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ óíèòàðíîãî ïðåîáðà�çîâàíèÿ ñî ñâîéñòâàìè (3.26) è (3.29), ìîæíî óòâåð�æäàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (3.6)èçîìîð�íî ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé äâóõ íåâçàèìî�äåéñòâóþùèõ ñèñòåì: ÷èñòîé ãðàâèòàöèè è ñâîáîä�íûõ ïîëåé (3.1), (3.2). Èìåÿ â âèäó ýòî óíèòàð�íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâî �èçè�÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñðàçó â òåîðèè ñî âçàèìîäåéñòâè�åì.Ñíà÷àëà ïðèìåíèì ïåðâûé ìåòîä êâàíòîâàíèÿ.Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì äâà ñåìåéñòâà ñîñòîÿíèé ïðèïîìîùè �îðìóë (ñð. ñ (2.19))~�(�)m j k�iD = ~��(�)m j k�iD = 0;m = 0; �1; : : : ; (4.1)An j k�iD = �An j k�iD == Bn j k�iD = �Bn j k�iD = 0; n > 0: (4.2)Íàëîæèì òàêæå óñëîâèåA0 j k�iD = �A0 j k�iD = 0;êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì è èñïîëüçóåòñÿëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ �îðìóë. Êðîìå òîãî, ìû ïî�ëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (2.21) è (2.22).Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé ïðè÷èíà, ïî êîòîðîéâ �îðìóëû (2.14) è (3.16) áûëà ââåäåíà âåëè÷èíàM2 > 0: âñëåäñòâèå ýòîãî óñëîâèÿ è óñëîâèÿ (4.1) ñm = 0 îïåðàòîð p+ íå èìååò íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ15



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000çíà÷åíèé â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå HPD. Ïîýòî�ìó óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå (3.26) îïðåäåëåíî êîð�ðåêòíî, è íà ñîñòîÿíèÿ j k�iD äåéñòâèòåëüíî ìîæíîäåéñòâîâàòü îïåðàòîðàìè An.Âñå �èçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìèêîìáèíàöèÿìè áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé âèäàjk�;ni; �ni;mi; �mi iD == (A�n1 : : : �A��n1 : : : B�m1 : : : �B� �m1 : : : )�� j k�iD 2 H(�)PD ; ni; �ni; mi; �mi > 0; (4.3) Xi ni +Xi mi �Xi �ni �Xi �mi! = 0: (4.4)Ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììûHPD = H(+)PD �H(�)PD : (4:5)Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (4.1), (4.4) è (3.9) èìååìN j iP = 0; j iP 2 HPD : (4:6)Òåïåðü ïðè ïîìîùè (3.27), (4.1), (4.2) è (4.6) ïîëó�÷àåì Ln j iP = �Ln j iP = 0: (4:7)Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (3.9) è ðà�âåíñòâ (4.2), (2.22) âûòåêàåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå�äåíèå â ïðîñòðàíñòâàõ H(+)PD è H(�)PD ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåíî è ýòè ïðîñòðàíñòâà âçàèìíî îðòîãîíàëü�íû.Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ïðîâåäåíî áåçàíîìàëü�íîå êâàíòîâàíèå ñèñòåìû (3.6) ïðè ïîìîùè ïåðâîãîìåòîäà.Òåïåðü ïðèìåíèì âòîðîé ìåòîä êâàíòîâàíèÿ. Ïîîïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ïîðîæäàåòñÿäâóìÿ ñåðèÿìè ñîñòîÿíèé j z; �z�iP ñî ñëåäóþùè�ìè ñâîéñòâàìè. Ñîñòîÿíèÿ j z; �z�iP óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèÿì (2.28), (4.2), à òàêæå (ñð. ñ (2.31)) ðàâåí�ñòâàì12 (�(+)�m + ~�(�)�m) j z; �z�iP = �z0�m j z; �z�iP ;12(�(+)m � ~�(�)m )jz; �z�iP = �z1mjz; �z�iP ; m > 0;(4.8)è àíàëîãè÷íî äëÿ âåëè÷èí ñ ÷åðòîé.Èç (2.28) ñëåäóåò, ÷òî~�(�)0 j z; �z�iP = 0: (4:9)Áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ â �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåîáîçíà÷àþòñÿ j z; �z�; ni; �ni; mi; �mi iP . Îíè ñòðîÿò�ñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ A�m; : : : ;m > 0 ñîãëàñ�íî (4.3) è (4.4). Ïðîñòðàíñòâî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿ�íèéHP ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îðòîãîíàëüíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ H(+)P è H(�)P . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå�íèå â ïðîñòðàíñòâå HP ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî.Âñëåäñòâèå êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (3.12)è (3.17) óðàâíåíèÿ (4.8) è (4.9) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëè�âûìè òàêæå äëÿ �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, åñëè �èçè�÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ¾÷èñòûìè¿ ïî îòíîøå�íèþ ê êàëèáðîâî÷íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Çäåñü ìûïîíèìàåì ïîä ¾÷èñòîòîé¿ òî, ÷òî âñå �èçè÷åñêèåñîñòîÿíèÿ èìåþò îäèí è òîò æå íàáîð ïàðàìåòðîâfzam; �zamg.Ìû íå ñòàíåì ïîäðîáíî äîêàçûâàòü, ÷òî âðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿêâàíòîâàíèÿ (2.9) è (2.10). Ýòî íåïîñðåäñòâåííîñëåäóåò èç âñåãî èçëîæåííîãî âûøå. Çäåñü ìû ëèøüïîä÷åðêíåì ñëåäóþùèé âàæíûé �àêò: óñðåäíåíèåâ (2.9) è â (2.10) äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü ëèøü âïðîñòðàíñòâå êàëèáðîâî÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû HG(ñì. (2.17), (2.18)); ïî ïåðåìåííûì, îïèñûâàåìûìîïåðàòîðàìè Am; �Am; Bm; �Bm, óñðåäíåíèÿ â (2.9) è(2.10) ïðîâîäèòü íå òðåáóåòñÿ.5. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ Ñ�ÅÄÍÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉÂ èçó÷àåìîé ìîäåëè íàèáîëåå èíòåðåñíîé âåëè�÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåòðè÷åñêîãî òåí�çîðà (1.2) îòíîñèòåëüíî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Äëÿýòîãî, ñîãëàñíî (1.2), ñëåäóåò âû÷èñëèòü ñðåäíåå âû�ðàæåíèÿ exp(2�), ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû u è v ÿâëÿ�þòñÿ ÷èñëîâûìè ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.×òîáû íà÷àòü âû÷èñëåíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî�îðìóëû (1.15), ñïðàâåäëèâûå â êëàññè÷åñêîé òåî�ðèè, èìåþò ìåñòî òàêæå è â êâàíòîâîé òåîðèè. Ýòîïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èñêîìóþ âå�ëè÷èíó ÷åðåç êâàíòîâûå ïîëÿ �a; ra (2.2) ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:�� G e2� = �a�a � r0ara0 + 2 (�0 r10 � �1 r00):Ñ ó÷åòîì (2.2) ýòî ðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â óäîá�íîì äëÿ íàñ âèäå:e2�(�) = �G�  Xm �(+)m eim�!�� Xn ��(�)n e�im�! : (5.1)Â (5.1) ïåðåìåííûå ��(�)n äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÷å�ðåç íîâûå ïåðåìåííûå ��(+)n , ~��(�)n è �Am; �Bm; Am; Bmâ ñîîòâåòñòâèè ñ (3.16). Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïðî�âîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ(5.1), èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.Â ïðàâîé ÷àñòè (5.1) âñå ïåðåìåííûå â ïåðâîéêðóãëîé ñêîáêå êîììóòèðóþò ñî âñåìè ïåðåìåííû�ìè âî âòîðîé êðóãëîé ñêîáêå. Ó÷èòûâàÿ ýòîò �àêò16



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèèè ðåçóëüòàòû ðàçä. 4, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðèâû÷èñëåíèè ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ âåêòî�ðîâ ñïðàâåäëèâà �îðìóëàh e2 � i = �G� *Xm �(+)m eim�+��*Xn ��(�)n e�im�+ : (5.2)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ â âûðàæåíèè (5.2)ïðèìåíèì âòîðîé ìåòîä êâàíòîâàíèÿ. Ñíà÷àëà âû�÷èñëèì ñðåäíèå îòíîñèòåëüíî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿj z; �z+ iP . Ïðåäñòàâèì ïåðåìåííûå �(+)m â âèäå�(+)m = a0m + a1m; a0m = 12 (�(+)m + ~�(�)m );a1m = 12 (�(+)m � ~�(�)m ) (5.3)è âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (4.8) è (2.28). Òàêèìîáðàçîì, ïîëó÷àåìh z; �z + jXm �(+)m eim� j z; �z+ iP =Xm z(+)m eim� :(5:4)Àíàëîãè÷íî íàõîäèìh z; �z + jXn ~��(�)n e�in� j z; �z+ iP =Xn ~�z(�)n e�in� :(5:5)Èç (3.16), (3.18) è (4.2) ñëåäóåò, ÷òîh z; �z + j (��(�)n � ~��(�)n ) j z; �z+ iP = 0: (5:6)Êîìáèíèðóÿ �îðìóëû (5.2), (5.4), (5.5), (5.6) è(2.290), ïîëó÷àåìhz; �z+je2�(�)jz; �z+iP = �2�G� z(+)(�)~�z(�)(�): (5:7)Äëÿ íàõîæäåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå âû�÷èñëåíèÿ.Â ñèëó (Ï.2) èìååìul = zl exp�il x+2p+ � exp(�+ + ��);�+ = lp+ Xm>0 1m (�z�m a0m + zm a1�m);�� = lp+ Xm>0 1m (zm a0�m � z�m a1m): (5:8)
Çäåñü a0m è a1m çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè (5.3). Âñëåä�ñòâèå ñîîòíîøåíèé (4.8) ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷�íûõ ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî òàê óïîðÿäî÷èòü îïåðà�

òîðû â (5.8), ÷òîáû �óíêöèè îò âåëè÷èíû �+ îêà�çàëèñü ëåâåå �óíêöèé îò âåëè÷èíû ��. Ýòîãî ëåãêîäîñòè÷ü, ïîñêîëüêó êîììóòàòîð12 [�+; ��℄ = � lp+ �2 Xm>0 1m (5:9)ÿâëÿåòñÿ 
-÷èñëîì, êîììóòèðóþùèì ñ �+ è ��.Òîãäà, èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ �îðìóëó Áåéêå�ðà�Õàóñäîð�à, ïîëó÷àåìul = exp"�� lp+ �2 Xm>0 1m # zl �� exp�il x+2p+ � e�+ e�� : (5.10)Òåïåðü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ (5.10) âû÷èñ�ëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (4.8):h z; �z + jul j z; �z+ iP � exp"�� lp+ �2 Xm>0 1m #�� exp0�� lp+ Xn6=0 z(+)nn z�n1A : (5.11)Òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè (5.11) ïîêàçàòåëü ïåðâîéýêñïîíåíòû åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøîå îòðèöàòåëüíîå÷èñëî, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå (5.11) ðàâíî íóëþ. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâïîä çíàêîì ñðåäíåãî ýëåìåíòû ìàòðèöû M�1n; l �àê�òè÷åñêè îêàçûâàþòñÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ ëèøü ïðèl = 0. Óêàçàííûé �àêò, îòíîñÿùèéñÿ â ðàâíîé ñòå�ïåíè ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû �M�1n; l, ñóùåñòâåííî óïðî�ùàåò âû÷èñëåíèÿ. Ïðè ïîìîùè (Ï.9) è (Ï.10) ïîëó�÷àåì M�1n; 0 = ��(+)np+ : (5:12)Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå, à òàêæå �îðìóëó(Ï.12), çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè��(�)m = ~��(�)m + ��(+)mp2+ �� :Xp ( �A�p �Ap + p �B�p �Bp) :; m 6= 0; (5.13)è âòîðîé �îðìóëîé (3.16) (ïðè m = 0). Èñïîëü�çóÿ (5.2), (5.4) è (5.13), âû÷èñëèì äèàãîíàëüíûé ìàò�ðè÷íûé ýëåìåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñèòåëü�íî áàçèñíîãî ñîñòîÿíèÿ j p i = j z; �z+; ni; �ni; mi; �mi iâèäà (4.3), (4.4):h p j e2�(�) j p i = �2� G� z(+)(�) ��(~�z(�)(�) + �z(+)(�)(z(+)0 )2  Xi ni +Xi mi!) : (5.14)2 ÆÝÒÔ, âûï. 1 17



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000Ôóíêöèè z(+)(�), �z(+)(�) è ~�z(�)(�) óäîâëåòâîðÿþò(2.290). Ïðè âûâîäå �îðìóëû (5.14) ìû âîñïîëüçîâà�ëèñü ðàâåíñòâîì (4.4) è ñ÷èòàëè, ÷òî áàçèñíûé âåê�òîð íîðìèðîâàí.Äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ âåëè÷èí, èõèçó÷åíèå è èíòåðïðåòàöèÿ íå âõîäÿò â çàäà÷è íà�ñòîÿùåé ðàáîòû.Âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îò ìåòðè÷å�ñêîãî òåíçîðà ïðè ïîìîùè ïåðâîãî ìåòîäà íàòàëêè�âàåòñÿ íà ñåðüåçíûå òðóäíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïå�ðåìåííûå �(+)m íå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè â �èçè÷å�ñêîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé HPD. Ïîýòîìó ñðåä�íèå âèäà*Xm �(+)m eim�+PD ; *Xm ��(+)m e�im�+PD (5:15)íå îïðåäåëåíû. Â ñèëó óñëîâèé êâàíòîâàíèÿ (4.1) è(4.2) ìîæíî áûëî áû äîïóñòèòü, ÷òî ñðåäíåå (5.2)ðàâíî íóëþ, åñëè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âû÷èñëÿåò�ñÿ îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùèõ ñîñòîÿíèé j k�iD.Îäíàêî ýòî íå ñïàñàåò îáùóþ ñèòóàöèþ, ïîñêîëüêóïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëü�íî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòüñðåäíèå âèäà (5.15) (ñì. (5.12) è (5.14)).6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ñòàòüå ïðèìåíåíû äâà ìåòîäà êâàíòî�âàíèÿ ê òåîðèè äâóìåðíîé ãðàâèòàöèè. Ïåðâûé ìå�òîä, ðåàëèçóþùèé ïîäõîä Äèðàêà, ïîçâîëÿåò ïðîâå�ñòè êâàíòîâàíèå äî êîíöà. Ýòî îçíà÷àåòà) ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿ�íèé ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ñêàëÿðíûì ïðî�èçâåäåíèåì;á) ÿâíîå âûðàæåíèå âåëè÷èí, èìåþùèõ �èçè÷å�ñêèé ñìûñë, ÷åðåç òå îïåðàòîðû, ïðè ïîìîùè êîòî�ðûõ ñòðîèòñÿ ïðîñòðàíñòâî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé.Îäíàêî âû÷èñëèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìåòðè÷å�ñêîãî òåíçîðà ïðè ïîìîùè ïåðâîãî ìåòîäà íå óäà�åòñÿ ïî ïðèíöèïèàëüíûì ïðè÷èíàì. Ýòî óòâåðæäå�íèå ñïðàâåäëèâî ïî ìåíüøåé ìåðå â òîì ñëó÷àå, êî�ãäà ïðîñòðàíñòâî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñòðîèòñÿïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ An; Bn; : : : ; îïðåäåëåííûõâ ðàçä. 3.Ïðè âòîðîì ìåòîäå êâàíòîâàíèÿ êðîìå çàäà÷ à)è á) óäàåòñÿ ðåøèòü òàêæå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:â) âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìåòðè÷åñêîãîòåíçîðà îòíîñèòåëüíî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé.Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìîæíîñäåëàòü âûâîä, ÷òî âòîðîé ìåòîä êâàíòîâàíèÿ öåëå�ñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü â äàëüíåéøåì ïðè èçó÷åíèèäðóãèõ ìîäåëåé.Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Ìîäåëü (3.6) ìîæåò áûòü áåç òðóäà ïðîêâàíòîâà�íà â êàëèáðîâêå ¾ñâåòîâîãî êîíóñà¿. Íà ïðèìåíÿå�ìîì â íàñòîÿùåé ñòàòüå ÿçûêå èñïîëüçîâàíèå ýòîéêàëèáðîâêè îçíà÷àåò íàëîæåíèå ñâÿçåé âòîðîãî ðî�äà:�(+)m = 0; ~�(�)m = 0; ��(+)m = 0; ~��(�)m = 0; m 6= 0:(6:1)Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (5.2) è (5.6), ñðåäíåå çíà÷åíèåìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñèòåëüíî îñíîâíîãî ñî�ñòîÿíèÿ ðàâíî íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè âòîðîììåòîäå êâàíòîâàíèÿ, ñîãëàñíî (5.7) è (2.290), ñðåä�íåå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñèòåëüíî îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíî íóëþ. Îòñþäàâèäíî, ÷òî íàëîæåíèÿ ñïåöèàëüíûõ êàëèáðîâî÷�íûõ óñëîâèé, óïðîùàþùèõ ðåøåíèå ïðîáëåìûêâàíòîâàíèÿ, ïî âîçìîæíîñòè ñëåäóåò èçáåãàòü.Äåéñòâèòåëüíî, â íàøåì ñëó÷àå íàëîæåíèå ñâÿçåé(6.1) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó îáåäíåíèþ ïîëó�÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêåïðîãðàììû ÂÍØ (ãðàíò �96-1596821).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏóñòü � � íåêèé ¾âðåìåíèïîäîáíûé¿ ïàðàìåòðè z = ei� . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå îïåðà�òîðíûå �óíêöèè:q(�) � q(z) = x+2p++1i ln z ++ ip+ Xn6=0 1n�(+)n z�n;�q(�) � �q(z) = x+2p++1i ln z++ ip+ Xn6=0 1n ��(+)n z�n: (Ï.1)
Ïî îïðåäåëåíèþu(z) � ei q(z) = z exp�i x+2p+��� exp0��Xn6=0 �(+)nnp+ z�n1A ; �u(z) � ei �q(z): (Ï.2)Ïóñòü êîíòóð C â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðå�ìåííîé z îäèí ðàç îáõîäèò òî÷êó z = 0 ïðîòèâ ÷àñî�18



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèèâîé ñòðåëêè. Îïðåäåëèì ÷åòûðå áåñêîíå÷íîìåðíûåìàòðèöû ñîãëàñíî �îðìóëàìMm;n = 12�i IC dzz z�n um; (Ï.3)FMm;n = 12�i IC dzz z�n ump _q: (Ï.4)Îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö �Mm;n è F �Mm;n ïîëó÷àþòñÿèç îïðåäåëåíèé (Ï.3) è (Ï.4) ïóòåì çàìåíû q ! �q,u! �u. Çäåñü è äàëåå_q = dd� q = iz ddz q = 1 + 1p+ Xn6=0 �(+)n z�n: (Ï.5)Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âñå âåëè÷èíû(Ï.1)�(Ï.5) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê �îðìàëüíûåðÿäû îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé àññîöèà�òèâíîé êîììóòàòèâíîé èíâîëþòèâíîé àëãåáðû A(+)ñ îáðàçóþùèìè fx+=p+; �(+)m =p+; ��(+)m =p+g. Ýòîïîëîæåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äî òåõ ïîð, ïîêàíå ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå êàêèõ-ëèáî ñðåäíèõ îò�íîñèòåëüíî �èçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Êîý��èöèåíòûïðè ìîíîìàõ îòíîñèòåëüíî îáðàçóþùèõ àëãåáðûA(+) â ðàçëîæåíèÿõ âåëè÷èí (Ï.1)�(Ï.5) ÿâëÿþòñÿêîíå÷íûìè ïîëèíîìàìè îòíîñèòåëüíî z è z�1.Ïîýòîìó èíòåãðàëû â (Ï.3) è (Ï.4) îïðåäåëåíûêîððåêòíî. Òåì ñàìûì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèö(Ï.3) è (Ï.4) ïðèíàäëåæàò àëãåáðå A(+).Èç (Ï.2) èìååìvarC lnu(z) = varC ln z � varC 0�Xn6=0 1n �(+)np+ z�n1A :Çäåñü varC F (z) îçíà÷àåò èçìåíåíèå �óíêöèè F (z)(âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íîé âäîëü êîíòóðà C )ïðè îäíîêðàòíîì îáõîäå êîíòóðà C ïðîòèâ ÷àñî�âîé ñòðåëêè. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè êîíòóðà âòî�ðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâàâêëàäà íå äàåò, è ìû èìååìvarC lnu(z) = varC ln z = 2� i: (Ï.6)Èç (Ï.2) è (Ï.5) íàõîäèìdu(z)dz = u(z)z +1Xn=�1 �(+)np+ z�n 6= 0: (Ï.7)Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî�àêòà, ÷òî â àëãåáðå A(+) îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáîñîîòíîøåíèÿ êðîìå òåõ, êîòîðûå âûòåêàþò èç ååêîììóòàòèâíîñòè.Îáðàç êîíòóðà C â àëãåáðå A(+) ïðè îòîáðàæå�íèè (Ï.2) îáîçíà÷èì C�.

Îòîáðàæåíèå (Ï.2) ìîæåò áûòü îáðàùåíî. Ýòîÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà (Ï.7). Óêàçàííîåîáðàùåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ z(u) îò ïåðåìåííîé u, îáðàùàþùàÿ óðàâ�íåíèå (Ï.2) â òîæäåñòâî. Ôóíêöèÿ z(u) ÿâëÿåòñÿ�îðìàëüíûì ðÿäîì ïåðåìåííûõ f�(+)=p+g. Óðàâ�íåíèå (Ï.2) ìîæíî îáðàùàòü ìåòîäîì èòåðàöèé îò�íîñèòåëüíî ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ �(+)=p+. Ïóñòüz(u) = z(0)(u) + z(1)(u) + : : : ;ãäå z(i)(u) = +1Xn=�1 z(i)n u�n;à z(i)n ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè �óíêöèÿìè ïåðåìåí�íûõ �(+)=p+ ñòåïåíè i. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (Ï.2),ïîëó÷àåìz(0)(u) = u e�iÆ; Æ = x+2p+ ;z(1)(u) = u e�iÆ Xn6=0 �(+)nnp+ (e�iÆu)�n; (Ï.8)z(2)(u) = u e�iÆ 8><>:12 24Xn6=0 �(+)nnp+ (e�iÆu)�n 352�� 24Xn6=0 �(+)np+ (e�iÆu)�n 35 24Xm6=0 �(+)mmp+ (e�iÆu)�m 359=;è ò. ä. Óðàâíåíèå (Ï.2) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êàæ�äûé ñëåäóþùèé ÷ëåí z(i)(u) ïî ïðåäûäóùèì.Èç (Ï.6) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ïðè îäíîêðàòíîìîáõîäå ïåðåìåííîé u ïî êîíòóðó C� ïðîòèâ ÷àñî�âîé ñòðåëêè ïåðåìåííàÿ z îäèí ðàç îáõîäèò êîíòóðC ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåòâîçìîæíîñòü ¾ïåðåäåëêè¿ çàìêíóòîãî èíòåãðàëà ïîïåðåìåííîé z âäîëü êîíòóðà C â çàìêíóòûé èíòå�ãðàë ïî ïåðåìåííîé u âäîëü êîíòóðà C� è íàîáîðîò.Ñîãëàñíî (Ï.7) è (Ï.5)duu = dzz 8<: 1 +Xn6=0 �(+)np+ z�n9=; = dzz _q: (Ï.9)Ìàòðèöû, îáðàòíûå ê ìàòðèöàì (Ï.3) è (Ï.4), ïðî�ùå âñåãî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäåM�1n; l = 12�i IC� duu u�lzn; (Ï.10)FM�1n; l = 12�i IC� duu u�lzn ( _q)�1=2: (Ï.11)19 2*



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâMM�1 =M�1M == 1, FM FM�1 = FM�1 FM = 1 èñïîëüçóþòñÿòîæäåñòâà�z ddz �s f(z; u(z)) = 12�i IC dz1z1 f(z1; u(z1))�� +1Xn=�1 ns � zz1�n ;�u ddu �s f(u; z(u)) = 12�i IC� du1u1 f(u1; z(u1))�� +1Xn=�1 ns � uu1�n ; s = 0; 1; : : : (Ï.12)Â (Ï.12) �óíêöèÿ f(z; u) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿäû Ëî�ðàíà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì è èíòåãðèðîâàíèå ïðî�âîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîæäåñòâà (Ï.12)îñíîâàíû íà î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâàõIC dzz zn = IC� duu un = 2�i Æn:Â ñèëó (Ï.6) è (Ï.12) ïðè s = 0 èìååì+1Xl=�1 Mm; lM�1l; n = 12�i IC� du1u1 u�n1 12�i IC dzz um �� +1Xl=�1�z1z �l = 12�i IC� du1u1 um�n1 = Æm�n: (Ï.13)Â (Ï.13) ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî u = u(z) è z1 = z(u1).Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî MM�1 = 1 óñòàíîâ�ëåíî. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿM�1M = 1, FM FM�1 = 1, FM�1 FM = 1.Íåïîñðåäñòâåííî èç �îðìóë (Ï.3) è (Ï.10) âûòå�êàåò ñîîòíîøåíèålM�1n; l = nM�l;�n; (Ï.14)ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ l è n. Èç (Ï.4), (Ï.9) è (Ï.11)ïîëó÷àåì FM�1n; l = FM�l;�n: (Ï.140)Íåíóëåâûå êîììóòàòîðû �(�)m è ��(�)m ñ u(z) è �u(z)íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè (Ï.2) è (2.12):[�(�)m ; u(z)℄ = � 2p+ zm u(z); m 6= 0;[�(�)0 ; u(z)℄ = � 1p+ zm u(z) (Ï.15)

è àíàëîãè÷íî äëÿ âåëè÷èí ñ ÷åðòîé.Èç îïðåäåëåíèé (Ï.3) è (Ï.4) ñ ó÷åòîì (Ï.15) ñëå�äóåò, ÷òî[�(�)m ;Mn; l℄ = � 2np+ Mn; l�m;[�(�)m ; FMn;l℄ = � 12�ip+ IC dzz z�l+mun �� (2n ( _q)1=2 +m ( _q)�1=2); m 6= 0;[�(�)0 ;Mn; l℄ = � np+ Mn; l;[�(�)0 ; FMn; l℄ = � np+ FMn; l: (Ï.16)
Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (Ï.16) ñîõðàíÿþòñâîé âèä, åñëè âåçäå â (Ï.16) ïîäñòàâèòü âåëè÷èíû ñ÷åðòîé. Ñîîòíîøåíèÿ (Ï.16) èñ÷åðïûâàþò âñå íåíó�ëåâûå êîììóòàòîðû ìåæäó âåëè÷èíàìè �(�); ��(�);M; �M; FM; F �M.Äàëåå èç (Ï.14) è (Ï.16) ïîëó÷àåì[�(�)m ;M�1n; l℄ = 2np+ M�l;�(m+n); m 6= 0;[�(�)0 ;M�1n; l℄ = np+ M�l;�n = lp+M�1n; l: (Ï.17)Â ðàçä. 3 èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå �îðìóëû:Xq M�1m; l+qM�1n; p�q =M�1(m+n); (l+p); (Ï.18à)Xq q �M�1m; l+qM�1n; p�q �M�1n; l+qM�1m;p�q � == (m� n)M�(l+p);�(m+n); (Ï.18á)Xq q2 �M�1m; l+qM�1n; p�q �M�1n; l+qM�1m;p�q � == (m� n) (p� l)M�(l+p);�(m+n): (Ï.18â)Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (Ï.10) è (Ï.12) ïðè s = 1, ìîæ�íî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:+1Xq=�1 qM�1m; l+qM�1n; p�q == 12� i IC� duu�p zn ddu (u�l zm): (Ï.19)Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò ëèøü àíòèñèììåòðè÷íàÿïî èíäåêñàì m è n ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (Ï.19),â åãî ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî âûíåñòè u�l èç-ïîäçíàêà äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî(dz=du) du = dz, ïîëó÷àåì �îðìóëó (Ï.18á). Îñòàëü�íûå �îðìóëû ((Ï.18à) è (Ï.18â)) äîêàçûâàþòñÿ àíà�ëîãè÷íî.20
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