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ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÔÓÍÊÖÈß ��ÈÍÀ ÂÎ ÂÍÅØÍÅÌÏÎËÅ È Ï�ÎÖÅÑÑÛ �ÀÑÑÅßÍÈß ÍÀ ÌÀËÛÅ Ó�ËÛ�. Í. Ëè, À. È. Ìèëüøòåéí*, Â. Ì. ÑòðàõîâåíêîÈíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èì. �. È. ÁóäêåðàÑèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 èþëÿ 1999 ã.Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ �óíêöèé �ðèíà óðàâíåíèé Äèðàêà è Êëåéíà��îðäîíàñ ó÷åòîì ïåðâîé íåèñ÷åçàþùåé ïîïðàâêè â ïðîèçâîëüíîì ëîêàëèçîâàííîì ïîòåíöèàëå, íå îáëàäàþùåì,âîîáùå ãîâîðÿ, ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Ñ åå ïîìîùüþ íàéäåíî ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â ïðèáëèæå-íèè, àíàëîãè÷íîì ïðèáëèæåíèþ Ôàððè�Çîììåð�åëüäà�Ìàóý. Ïîêàçàíî, ÷òî êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ �ðèíà íå ñâîäèòñÿ ê �óíêöèè �ðèíà, ïîëó÷åííîé â ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà, è èìååò áîëåå øèðîêóþîáëàñòü ïðèìåíèìîñòè. Ýòî èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ çàðÿæåííîé÷àñòèöû íà ìàëûå óãëû è àìïëèòóäû äåëüáðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä. Äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ çà-ðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå, íå îáëàäàþùåì ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, íàéäåíà ïîïðàâêà, ïðîïîð-öèîíàëüíàÿ óãëó ðàññåÿíèÿ. Âû÷èñëåíà ðåàëüíàÿ ÷àñòü àìïëèòóäû äåëüáðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä âýêðàíèðîâàííîì êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå.PACS: 12.20.Ds, 95.30.Cq1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊàê èçâåñòíî, ðàññìîòðåíèå ïðîöåññîâ êâàíòî�âîé ýëåêòðîäèíàìèêè âî âíåøíèõ ïîëÿõ óäîáíî ïðî�âîäèòü ñ ïîìîùüþ âîëíîâûõ �óíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Äèðàêà â äàííîì ïîëå, è ñîîò�âåòñòâóþùèõ �óíêöèé �ðèíà. Â ñëó÷àå áîëüøîé ïîñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ýíåðãèè ÷àñòèöû è ìàëûõ óã�ëîâ ðàññåÿíèÿ, êîãäà õàðàêòåðíûå óãëîâûå ìîìåí�òû â ïðîöåññå âåëèêè, ïðèìåíèìî êâàçèêëàññè÷å�ñêîå ïðèáëèæåíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå êâàçè�êëàññè÷åñêèõ �óíêöèé �ðèíà ñóùåñòâåííî óïðîùà�åò âû÷èñëåíèÿ.Âïåðâûå êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíàýëåêòðîíà G(r2; r1j") áûëà ïîëó÷åíà äëÿ ñëó÷àÿêóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà â [1, 2℄, èñõîäÿ èç òî÷íîé�óíêöèè �ðèíà óðàâíåíèÿ Äèðàêà [3℄. Áîëåå óäîá�íîå ïðåäñòàâëåíèå êâàçèêëàññè÷åñêîé êóëîíîâñêîé�óíêöèè �ðèíà äëÿ ñëó÷àÿ ïî÷òè êîëëèíåàðíûõâåêòîðîâ r1 è r2 áûëî ïîëó÷åíî â [4, 5℄. Â ýòîéæå ãåîìåòðèè êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíàäëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãîóáûâàþùåãî ïîòåíöèàëà áûëà íàéäåíà â [6, 7℄.Â ðàçä. 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû âûðàæåíèÿ äëÿ*E-mail: A.I.Milstein�inp.nsk.su

êâàçèêëàññè÷åñêèõ �óíêöèé �ðèíà óðàâíåíèé Äè�ðàêà è Êëåéíà��îðäîíà âûâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ëî�êàëèçîâàííîãî ïîòåíöèàëà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâ�ëÿþùåãîñÿ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì. Ïîä ëîêàëè�çîâàííûì ïîíèìàåòñÿ ïîòåíöèàë, èìåþùèé ìàêñè�ìóì â íåêîòîðîé òî÷êå è äîñòàòî÷íî áûñòðî óáû�âàþùèé ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íåå. Ôóíêöèè �ðè�íà ïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïîïðàâêè. Ñ èõ ïî�ìîùüþ íàéäåíû êâàçèêëàññè÷åñêèå âîëíîâûå �óíê�öèè óðàâíåíèé Äèðàêà è Êëåéíà��îðäîíà è ïîïðàâ�êè ê íèì (ðàçä. 3). Ýòè âîëíîâûå �óíêöèè îáîá�ùàþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðèáëèæåíèè Ôàð�ðè�Çîììåð�åëüäà�Ìàóý [8�10℄ íà ñëó÷àé ïðîèç�âîëüíîãî ëîêàëèçîâàííîãî ïîòåíöèàëà.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóä ïðîöåññîâ ïðè âûñî�êèõ ýíåðãèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå ýéêî�íàëà. Ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå �óíêöèè è �óíê�öèè �ðèíà, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àþòñÿ îò êâàçè�êëàññè÷åñêèõ è èìåþò áîëåå óçêóþ îáëàñòü ïðèìå�íèìîñòè. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ýéêîíàëüíîãî ïðè�áëèæåíèÿ áåç ñïåöèàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ ìîæåò ïðè�âîäèòü ê íåïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòàì. Â ðàçä. 4 ìûïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ çàðÿ�æåííîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå íà ìàëûå óãëû.Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé âû�âîä âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû ïðîöåññà ñ èñïîëü�75



�. Í. Ëè, À. È. Ìèëüøòåéí, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000çîâàíèåì êâàçèêëàññè÷åñêèõ âîëíîâûõ �óíêöèé. Â÷àñòíîñòè, îêàçàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå ýêðàíèðîâàí�íîãî êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåäà÷àõ èì�ïóëüñîâ áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàòíûì ðàäèó�ñîì ýêðàíèðîâêè (êîãäà ýêðàíèðîâêîé ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî îòâåòà íåîáõîäè�ìî èñïîëüçîâàòü èìåííî êâàçèêëàññè÷åñêóþ âîëíî�âóþ �óíêöèþ, à íå ýéêîíàëüíóþ.Â ðàçä. 5 ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êâàçèêëàñ�ñè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âû÷èñëå�íèÿ àìïëèòóäû óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ �îòîíà âïåðåäâ ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå àòîìà (äåëüáðþêîâñêîå ðàññå�ÿíèå âïåðåä). Êàê ïîêàçàíî â [2℄, ïðè âû÷èñëåíèèýòîé àìïëèòóäû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïîïðàâêè êêâàçèêëàññè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà. Ýòè ïîïðàâêèñóùåñòâåííû â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ýéêîíàëüíî�ãî ïðèáëèæåíèÿ, òîãäà êàê âêëàä âûñøèõ ïîðÿä�êîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ïî âíåøíåìó ïîëþ (êóëî�íîâñêèå ïîïðàâêè) îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïåðåìåí�íûõ, ãäå ýéêîíàëüíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà íåïðèìåíèìà.Âïåðâûå ïîëó÷åíà ðåàëüíàÿ ÷àñòü àìïëèòóäû äåëü�áðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä äëÿ ýêðàíèðîâàííî�ãî êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà. Ïðè ðàññåÿíèè âïåðåäóæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ýíåðãèÿõ �îòî�íà ðåàëüíûå ÷àñòè äåëüáðþêîâñêîé àìïëèòóäû èàìïëèòóäû êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ íà àòîìíûõýëåêòðîíàõ îêàçûâàþòñÿ îäíîãî ïîðÿäêà. Ýòî ìî�æåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè îïèñàíèè ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ �îòîíîâ â âåùåñòâå.2. ÔÓÍÊÖÈß ��ÈÍÀÊàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [6, 4℄, ïðè âû÷èñëå�íèè àìïëèòóä ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ÊÝÄ óäîáíî èñ�ïîëüçîâàòü �óíêöèþ �ðèíà êâàäðèðîâàííîãî óðàâ�íåíèÿ Äèðàêà D(r2; r1j"), êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ îáû÷�íîé �óíêöèåé �ðèíà G(r2; r1j") ñîîòíîøåíèåìG(r2; r1j ") = �
0("� V (r2))� 
p2 +m�D(r2; r1j ") ;(1)ãäå 
� � ìàòðèöû Äèðàêà, p = �ir � îïåðàòîð èì�ïóëüñà, V (r)� ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Â êâàçèêëàñ�ñè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè �óíêöèþ D(r2; r1j") ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäåD(r2; r1j ") = �1� i2"(� � (r1+r2))�D(0)(r2; r1j ") ;(2)ãäå D(0)(r2; r1j ") = hr2j 1�2 � H + i0 jr1i;H = p2 + 2"V (r)� V 2(r); (3)

�2 = "2�m2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû�÷èñëåíèþ êâàçèêëàññè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà D(0)óðàâíåíèÿ Êëåéíà��îðäîíà ñ ïîòåíöèàëîì V (r)(óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H).Ïåðåéäåì â �óíêöèè D(0)(r2; r1j ") îò ïåðåìåí�íûõ r1 è r2 ê ïåðåìåííûì r1 è r = r2 � r1. Â ýòèõïåðåìåííûõ �óíêöèÿ D0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ[�2�2��(r1+r)�p2℄D(0)(r+r1; r1j ") = Æ(r); (4)ãäå � = �V � V 2=2�, � = "=�, p = �irr. Â óëüòðà�ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå � = +1 ïðè " > 0 è � = �1ïðè " < 0.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäåD(0)(r+ r1; r1j ") = �exp(i�r)4�r F (r; r1) : (5)Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü ïðè F â (5) ÿâëÿåòñÿ �óíê�öèåé �ðèíà óðàâíåíèÿ (4) ïðè � = 0. Ôóíêöèÿ Fóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ�i ��r � �(r1 + r)�F = � 12�r�(F=r) (6)ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì F (r = 0; r1) = 1. Äëÿ äàëü�íåéøèõ ðàññóæäåíèé îïðåäåëèì ý��åêòèâíûé ïðè�öåëüíûé ïàðàìåòð �� ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè �,ñîåäèíÿþùåé òî÷êè r1 è r2, êàê�� = minx2� j�(x)jjr?�(x)j : (7)Ïóñòü ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷�êå x = r�. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòèêâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå��� � 1, êîòîðîå ìû áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ a1;2 = jr1;2 � r�j �àññìîòðèìäâå ïåðåêðûâàþùèåñÿ îáëàñòè:1) min(a1; a2)� ��2�; 2) min(a1; a2)� ��: (8)Â ïåðâîé îáëàñòè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) ìàëà.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþèìååò âèäF0 = exp24�ir 1Z0 �(r1 + xr)dx35 ; (9)÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ ýéêîíàëà. Äëÿ âû�÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ê F0 èùåì ðåøåíèå óðàâ�íåíèÿ (6) â âèäå F = F0(1 + g) è ïðåíåáðåãàåì g â76



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà : : :ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à�åì óðàâíåíèå äëÿ g:2i� ��rg = �2(r1 + r) ++ ir 1Z0 dx x2�1�(r1 + xr) ++ r2 24 1Z0 dx xr1?�(r1 + xr)352 ; (10)ãäå èíäåêñ 1 ó ïðîèçâîäíûõ îáîçíà÷àåò äè��åðåí�öèðîâàíèå ïî r1, r1? åñòü ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà,ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ r, �1 = r21. Ïîñëå èíòåãðèðîâà�íèÿ ïî r íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ g:g = 12�"r2 1Z0 dx x(1�x)�1�(r1+xr) �� ir 1Z0 dx�2(r1+xr)� 2ir3 1Z0 dx �� (1�x)r1?�(r1+xr) xZ0 dy yr1?�(r1+yr)#: (11)Îêîí÷àòåëüíî ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè �óíêöèÿ �ðè�íà D(0) â ïåðâîé îáëàñòè èìååò âèäD(0)(r2; r1j") =� 14�r exp24i�r � i�r 1Z0 V (r1 + xr)dx35 ��8<:1 + 12� 24�r2 1Z0 dx x(1� x)�1V (r1 + xr)�� 2ir3 1Z0 dx(1� x)r1?V (r1 + xr) �� xZ0 dy yr1?V (r1 + yr)359=; : (12)Â ýòîì âûðàæåíèè ìû èñïîëüçîâàëè ñâÿçü � è V èïðåäïîëàãàëè, ÷òî " � m (ïîëîæèëè �2 = 1). Ïîä�ñòàâëÿÿ (12) â (2), íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèèD â ïåðâîé îáëàñòè:

D(r2; r1j") =� 14�r exp24i�r � i�r 1Z0 V (r1 + xr)dx35 ��(1� r2� 1Z0 dx�r1V (r1 + xr) ++ �r22� 1Z0 dx x(1�x)�1V (r1 + xr) �� ir3� 1Z0 dx(1�x)r1?V (r1+xr)�� xZ0 dy yr1?V (r1+yr)): (13)Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîé îáëà�ñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6) íåÿâëÿåòñÿ ìàëîé. Èñïîëüçóÿ ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíà�òû, åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:�i ��r � �(r1 + r)� L22�r2 �F = � 12� �2�r2F ; (14)ãäå L2 � êâàäðàò îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà. Âýòîì óðàâíåíèè r ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåí�íîé. Íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå �óíêöèè F (r; r1) ïðèr = r2 � r1. Ïîëÿðíóþ îñü ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìûêîîðäèíàò óäîáíî íàïðàâèòü âäîëü r2 � r1. ×ëåíâ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèé L2, îêàçû�âàåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè r � a1. Ýòî ñòàíîâèò�ñÿ ÿñíûì, åñëè ïîäåéñòâîâàòü îïåðàòîðîì L2 íàýéêîíàëüíóþ �óíêöèþ (9). Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ�óíêöèè F (r2 � r1; r1) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü óç�êóþ îáëàñòü ïîëÿðíûõ óãëîâ âåêòîðà r ïîðÿäêà� � ��=a1 � 1. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (14) ÿâ�ëÿåòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé. Èùåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâ�íåíèÿ â âèäåF = eiAF ; A = �1r � 1a1� L22� : (15)Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (14), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ F�i ��r � ~��F = � 12� �� � �2�r2 � iL2�r2 � ��r � 1r � iL24�r2��F ; (16)ãäå ~� = e�iA�(r1 + r)eiA : (17)Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîìïåðâîé ïîïðàâêè ïî ïàðàìåòðó 1=���. Äëÿ ýòîãî â77



�. Í. Ëè, À. È. Ìèëüøòåéí, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000ðàçëîæåíèè ~� ïî êîììóòàòîðàì îïåðàòîðà A ñ � äî�ñòàòî÷íî óäåðæàòü òîëüêî ïåðâûå äâà ÷ëåíà:~� � �� i[A; �℄:Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî ïàðàìåòðó 1=��� ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü ïðàâîé ÷àñòüþ â (16) è çàìåíèòü ~�íà �. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè �óíêöèÿ F ñîâïàäàåòñ ýéêîíàëüíîé �óíêöèåé F0 (ñì. (9)). ×òîáû íàéòèïåðâóþ ïîïðàâêó, ïðåäñòàâèì F â âèäåF = F0(1 + g1):Ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåì äëÿ g1 ñëåäóþ�ùåå óðàâíåíèå:2i� ��r g1 = �2(r1 + r)��1r � 1a1��� 24iL2�(r1 + r) + 2r(L�(r1 + r)) �� 1Z0 dxL�(r1 + xr)35 : (18)Èíòåãðèðóÿ åãî ïî r, íàõîäèìg1 = � ir2�" 1Z0 dx�2(r1 + xr) ++ ir 1Z0 dx x�1� ra1x��1?�(r1 + xr) ++ 2r2 1Z0 dx�1� ra1x� (r1?�(r1 + xr)) �� xZ0 dy yr1?�(r1 + yr)# : (19)Çäåñü �1? = r21?. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî ñ�å�ðè÷åñêèì �óíêöèÿì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè � � 1äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè g(r) ñ íóæíîé òî÷íî�ñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåexp[�i�2L2℄ g(r) � Z dqi� eiq2 g(r+ 2�rq) ; (20)ãäå q � äâóìåðíûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé r.Èñïîëüçóÿ (15), (19) è (20), ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì ïî�ïðàâêè ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíàD(0) âî âòîðîé îáëàñòè:

D(0)(r2; r1j ") = iei�r4�2r �� Z dq exp24iq2 � i�r 1Z0 dxV (rx)35��8<:1� ir2�"i�r 1Z0 dx x�1� ra1x��1?V (rx)++ 2r2 1Z0 dx�1� ra1x� (r1?V (rx))�� xZ0 dy yr1?V (ry)#9=; ; (21)ãäå rx = r1 + xr+ qxp2r(r � a1)=(�a1), r = r2 � r1.Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäèåíòû ïî r1 â ýòîé �îðìóëå áå�ðóòñÿ ïðè �èêñèðîâàííîì r.Çàìåòèì, ÷òî â rx ó÷åò ÷ëåíà, ïðîïîðöèî�íàëüíîãî q, íåîáõîäèì òîëüêî â óçêîé îáëàñòèjx� a1=rj � ��=r � 1. Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò, ïåðåïè�øåì �îðìóëó (21) â âèäå, íå çàâèñÿùåì ÿâíî îò a1.Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì rx = Rx + Ærx, ãäåRx = r1 + xr+ qp2x(1� x)r=�;Ærx =p2r=��xpr=a1 � 1�px(1� x)�q : (22)�àçëîæèì V (rx) â �àçå ïî Ærx äî ïåðâîãî ÷ëåíà, çà�ìåíèì rx íà Rx â ïðåäýêñïîíåíòå è âûïîëíèì èíòå�ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïî q. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìD(0)(r2; r1j ") = iei�r4�2r �� Z dq exp24iq2 � i�r 1Z0 dxV (Rx)358<:1 + ir32� �� 1Z0 dx xZ0 dy(x�y)(r1?V (Rx))(r1?V (Ry))9=; : (23)Êàê óæå ãîâîðèëîñü, îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè �îð�ìóë (12) è (23) ïåðåêðûâàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè�� � min(a1; a2)� ��2� ìîæíî ðàçëîæèòü V (Rx) ïîq äî êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ è âûïîëíèòü èíòåãðèðî�âàíèå ïî dq. Ïîñëå ýòîãî �îðìóëà (23) ïåðåõîäèò â(12) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ O(1=���) âêëþ÷èòåëüíî.Ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü �îðìóëó, êîòîðàÿ ñïðà�âåäëèâà â îáåèõ îáëàñòÿõ ïðè óñëîâèè ��� � 1:78



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà : : :
D(0)(r2; r1j ") = iei�r4�2r Z dq�� exp24iq2 � i�r 1Z0 dxV (Rx)35��8<:1� �2� 242 1Z0 dxV (Rx)� V (r1)� V (r2)35++ ir3� 1Z0 dx xZ0 dy hpx(1� x)y(1� y)� (1� x)yi�� (r1?V (Rx))(r1?V (Ry))9=; ; (24)âåëè÷èíà Rx îïðåäåëåíà â (22). Äåéñòâèòåëüíî, âïåðâîé îáëàñòè ìîæíî ðàçëîæèòü V (Rx) ïî q äîêâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ è âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèåïî dq, ïîñëå ÷åãî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ �îð�ìóëà (12). Âî âòîðîé îáëàñòè íóæíî ó÷åñòü, ÷òî,êàê óæå ãîâîðèëîñü, îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàëûäàåò óçêàÿ îáëàñòü x è y âáëèçè a1=r ñ øèðèíîéÆx � Æy � ��=r. Ïîýòîìó2 hpx(1� x)y(1� y)� (1� x)yi = x� y � (x� y)2 �� �px(1� x)�py(1� y)�2 � x� yñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ïî ��=r ÷ëåíîâ. Êðî�ìå òîãî, ëèíåéíûå ïî V ÷ëåíû â ïðåäýêñïîíåíòå òàê�æå äàþò ïðåíåáðåæèìûé âêëàä ïî ïàðàìåòðó ��=r.Òàêèì îáðàçîì, âî âòîðîé îáëàñòè (24) ïåðåõîäèòâ (21).Èñïîëüçóÿ (2), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæå�íèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà D(r2; r1j")D(r2; r1j ") = iei�r4�2r �� Z dq exp24iq2 � i�r 1Z0 dxV (Rx)35��8<:1� r2� 1Z0 dx�r1V (Rx) �� �2� 242 1Z0 dxV (Rx)� V (r1)� V (r2)35+

+ ir3� 1Z0 dx xZ0 dy hpx(1� x)y(1� y)� (1� x)yi�� (r1?V (Rx))(r1?V (Ry))9=; : (25)Äîñòîèíñòâîì ïðåäñòàâëåíèé (24) è (25) ÿâëÿåòñÿòî, ÷òî îíè ñîõðàíÿþò ñâîé âèä â ëþáîé ñèñòåìå êî�îðäèíàò.Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé q â �îðìóëàõ(24) è (25) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ó÷åò êâàí�òîâûõ �ëóêòóàöèé âáëèçè ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòî�ðèè ìåæäó âåêòîðàìè r1 è r2. Îñíîâíîé âêëàä â èí�òåãðàë ïî q äàåò îáëàñòü q � 1. Êâàíòîâûìè �ëóê�òóàöèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè1Z0 dxpx(1�x)r=�jr1?V (r1+xr)j � 1Z0 dxjV (r1+xr)j;÷òî �àêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïåðâîìó óñëîâèþ â�îðìóëå (8), îáåñïå÷èâàþùåìó ïðèìåíèìîñòü ïðè�áëèæåíèÿ ýéêîíàëà.Â �îðìóëàõ (24) è (25) ÷ëåíû â ïðåäýêñïîíåíòå,ñîäåðæàùèå ïîòåíöèàë, îïðåäåëÿþò ïîïðàâêó ê êâà�çèêëàññè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà. Óñëîâèåì ïðèìå�íèìîñòè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòüýòèõ ïîïðàâîê. Íàøè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíûäëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëèçîâàííîãî ïîòåíöèàëà. Íà ñàìîìäåëå â ñëó÷àå ìàëîñòè óêàçàííûõ ïîïðàâîê, îíè ïðè�ìåíèìû òàêæå äëÿ ïîòåíöèàëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ëî�êàëèçîâàííûìè, íàïðèìåð, äëÿ ñóïåðïîçèöèè ëîêà�ëèçîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ.Äëÿ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà êâà�çèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà áåç ïîïðàâîê ìîæåòáûòü ïîëó÷åíà òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [6, 7℄, âêîòîðûõ îíà âû÷èñëÿëàñü äëÿ ñëó÷àÿ ïî÷òè êîëëè�íåàðíûõ âåêòîðîâ r1 è r2. Â ýòèõ ðàáîòàõ ñ ïîìîùüþêâàçèêëàññè÷åñêèõ ðàäèàëüíûõ âîëíîâûõ �óíêöèéáûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèèD(0)(r2; r1j ") ïðè ìàëîì óãëå � ìåæäó âåêòîðàìè r2è �r1:D(0)(r2; r1j ") = iei�(r1+r2)4��r1r2 1Z0 dllJ0(l�)�� exp�i� l2(r1 + r2)2�r1r2 ++ 2�Æ� l��+ �(�(r1) + �(r2))��: (26)Â ýòîé �îðìóëå �(r) = 1Zr V (�)d� ;79



�. Í. Ëè, À. È. Ìèëüøòåéí, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000Æ(�) = � 1Z0 V �p�2 + �2� d� ; � = "=� :Åñëè ìàë óãîë �0 = � � � ìåæäó âåêòîðàìè r1 èr2, òî D(0)(r1; r2j ") = � 14�jr1 � r2j �� exp fi�jr1 � r2j+ i�sign(r1 � r2) �� (�(r1)��(r2))g : (27)Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî ïåðåïè�ñàòü �îðìóëó (26) â äðóãîì âèäå, èñïîëüçóÿ òîæ�äåñòâîZ dl lJ0(l�)g(l2) = 12� Z dq exp(iq � �) g(q2) ;ãäå g(x) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, à q � äâóìåðíûéâåêòîð. Ïîäñòàâèì ýòî ñîîòíîøåíèå â (26) è ñäåëàåìçàìåíó ïåðåìåííûõq!r 2�r1r2r1 + r2q� �r1r2r1 + r2 � :Îïðåäåëèì ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð � ñîîòíîøåíèåì� = r� [r1 � r2℄r3 ;ãäå r = r2 � r1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè � � 1 ïðèöåëü�íûé ïàðàìåòð � � �r1r2=(r1 + r2) è � � r, ìîæíîïðèâåñòè �îðìóëó (26) ê âèäóD(0)(r2; r1j ") = iei�r4�2r Z dq�� exp24iq2�i�r 1Z0 dxV �r1+xr+qp2r1r2=�r�35 : (28)Çäåñü q � äâóìåðíûé âåêòîð, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè,ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó r. Ýòà �îðìóëà áûëà ïî�ëó÷åíà äëÿ ìàëûõ óãëîâ �. Îäíàêî îíà ñïðàâåäëèâàè ïðè � � 1, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü ÷ëåíîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì q â àðãóìåíòåïîòåíöèàëà, è �óíêöèÿ �ðèíà (28) ïåðåõîäèò â ýé�êîíàëüíóþ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè �0 � 1 îíà ñîâïàäàåò ñ(27). Åñëè â �îðìóëå (24) îïóñòèòü ïîïðàâêó, òî îíàñîãëàñóåòñÿ ñ (28), òàê êàê â ñèòóàöèè, êîãäà íåîáõî�äèìî óäåðæèâàòü ÷ëåí ñ q â àðãóìåíòå ïîòåíöèàëà,ìîæíî çàìåíèòü px(1� x) íà pr1r2=r2.3. ÂÎËÍÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÌÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÏîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé�óíêöèè �ðèíà ïîçâîëÿþò íàéòè êâàçèêëàññè÷å�ñêèå âîëíîâûå �óíêöèè ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê. �àíåå

êâàçèêëàññè÷åñêèå âîëíîâûå �óíêöèè áûëè íàéäå�íû â ðàáîòàõ [8, 9℄ äëÿ ñëó÷àÿ êóëîíîâñêîãî ïî�ëÿ (�óíêöèè Ôàððè�Çîììåð�åëüäà�Ìàóý) è â [10℄äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óáûâàþùåãî öåíòðàëüíîãî ïî�òåíöèàëà. Ýòè âîëíîâûå �óíêöèè áûëè âû÷èñëåíûâ ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè. Â ðàáîòå [11℄ äëÿ ïðîèç�âîëüíîãî ïîòåíöèàëà â ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà áûëèíàéäåíû âîëíîâûå �óíêöèè è ïîïðàâêè ê íèì.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé âîñïîëüçó�åìñÿ èçâåñòíûìè (ñì., íàïðèìåð, [12℄) ñîîòíîøåíèÿ�ìè limr2!1D(0)(r2; r1j") = �exp[i�r2℄4�r2  (�)�p2 (r1);limr1!1D(0)(r2; r1j") = �exp[i�r1℄4�r1  (+)p1 (r2): (29)
Çäåñü p1 = ��r1=r1, p2 = �r2=r2,  (+)p (r) ( (�)p (r))îáîçíà÷àåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êëåéíà � �îðäîíà,ñîäåðæàùåå íà áåñêîíå÷íîñòè ïëîñêóþ âîëíó ñ èì�ïóëüñîì p è ðàñõîäÿùóþñÿ (ñõîäÿùóþñÿ) ñ�åðè÷å�ñêóþ âîëíó. Èç (24) è (29) ïîëó÷àåì äëÿ óðàâíå�íèÿ Êëåéíà � �îðäîíà êâàçèêëàññè÷åñêèå âîëíîâûå�óíêöèè ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè: (�)p (r) = � Z dqi� �� exp24ip � r� iq2 � i� 1Z0 dxV (rx)35��(1 + �2�V (r) � i� 1Z0 dx xZ0 dy [pxy � y℄�� (r?V (rx))(r?V (ry))) ; (30)

rx = r� px=�+ qp2x=� ; � = jpj :Çäåñü q � äâóìåðíûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé p,r? � ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿp. Àíàëîãè÷íî, äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà êâàçèêëàññè�÷åñêèå âîëíîâûå �óíêöèè ñ ïîïðàâêîé ïîëó÷àþòñÿèç (25):80



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà : : :
	(�)p (r) = � Z dqi� �� exp24ip � r� iq2 � i� 1Z0 dxV (rx)35��8<:1� 12� 1Z0 dx� � rV (rx)++ �2�V (r) � i� 1Z0 dx xZ0 dy (pxy � y) (r?V (rx))�� (r?V (ry))9=;u�p ; (31)ãäå u�p � ñâîáîäíûå ïîëîæèòåëüíî (� = 1)- è îòðè�öàòåëüíî (� = �1)-÷àñòîòíûå äèðàêîâñêèå ñïèíîðûñ èìïóëüñîì p. Â ñëó÷àå, êîãäà V (rx) ìîæíî ðàç�ëîæèòü ïî q, �îðìóëà (31) ïåðåõîäèò â âîëíîâóþ�óíêöèþ â ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà ñ ïîïðàâêàìè èñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â [11℄.
4. �ÀÑÑÅßÍÈÅ ÇÀ�ßÆÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖÂ ýòîì ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì ïîëó÷åííóþ êâà�çèêëàññè÷åñêóþ �óíêöèþ �ðèíà äëÿ âû÷èñëåíèÿàìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû çàðÿæåííûõ÷àñòèö âûñîêîé ýíåðãèè â ëîêàëèçîâàííîì ïîòåíöè�àëå. Â ñëó÷àå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì íóëü àìïëèòóäàðàññåÿíèÿ èìååò âèäf(p2;p1) = � �2� Z dr (�)�p2 (r)�(r)eip1 �r : (32)Íàïîìíèì, ÷òî � = �V � V 2=2�.Ïîìåñòèì äëÿ óäîáñòâà íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷�êó ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëà è ïåðåéäåì ê öèëèíäðè÷å�ñêèì êîîðäèíàòàì ñ îñüþ z âäîëü âåêòîðà p2. Ïîä�ñòàâëÿÿ (30) â (32), ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïî�

ïðàâêèf = i�2�2 1Z�1 dz Z d� Z dq�� exp24�iQzz�iQ? � �+iq2�i� 1Z0 dxV (x+z;�x)35�� �V (z;�)241 + i� 1Z0 dx xZ0 dy [pxy � y℄ �� (r�V (x + z;�x))(r�V (y + z;�y))35 ; (33)ãäå �x = �+p2x=�q, Q = p2 � p1.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü èñ�ïîëüçîâàíèÿ â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ èìåííî êâàçèêëàñ�ñè÷åñêèõ, à íå ýéêîíàëüíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé.Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì àìïëèòóäó â ãëàâíîì ïðèáëè�æåíèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå êâàäðàòíîé ñêîáêèâ ïðåäýêñïîíåíòå �îðìóëû (33) íà åäèíèöó. �àçî�áüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z íà äâå: (�1; 0) è(0;1). Â îáëàñòè îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ìîæíîçàìåíèòü �x íà � (ïðåíåáðå÷ü êâàíòîâûìè �ëóêòóà�öèÿìè) è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî q. Òîãäà âêëàä ýòîéîáëàñòè ïðèíèìàåò âèäf+ = � �2� 1Z�1 dz Z d��� exp24�iQzz � iQ? � �� i� 1Z0 dxV (x+ z;�)35�� �V (z;�) : (34)Èíòåãðèðóÿ òåïåðü ïî ÷àñòÿì ïî z ñ ïîìîùüþ ñîîò�íîøåíèÿ�V (z;�) exp24�i� 1Z0 dxV (x + z;�)35 == �i ��z 8<:exp24�i� 1Z0 dxV (x+ z;�)35� 19=; ; (35)6 ÆÝÒÔ, âûï. 1 81



�. Í. Ëè, À. È. Ìèëüøòåéí, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000ïîëó÷àåìf+ = � i�2� Z d��� exp[�iQ? � �℄0�exp24�i� 1Z0 dxV (x;�)35� 1 �� iQz 1Z0 dz exp[�iQzz℄�� 0�exp24�i� 1Z0 dxV (x;�)35 � 11A1A : (36)Îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë ïî z â ýòîé �îðìóëå äà�åò îáëàñòü z � �. Îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà âêëàäà,ïðîïîðöèîíàëüíîãî ýòîìó èíòåãðàëó, ïî ñðàâíåíèþñ âíåèíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì åñòü Qz� � Qz=Q? � 1,ïîýòîìó â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ýòèì âêëàäîì ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü. Â îáëàñòè îò �1 äî íóëÿ â ãëàâíîìïðèáëèæåíèè ìîæíî çàìåíèòü x íà jzj â �x. Ïîñëåýòîãî äåëàåì ñäâèã �! �� qp2jzj=� è ïîëó÷àåìf� = i�2�2 0Z�1 dz Z d� Z dq�� exp24�i�Qz�Q2?2� � z�iQ? � �+i q+Q?r jzj2�!2�� i� 1Z0 dxV (x+ z;�)35�V  z;�� qr2jzj� ! : (37)Çàìåòèì, ÷òî ïðè �� � 1 äëÿ ëþáûõ z âûïîëíÿ�åòñÿ óñëîâèå p2jzj=� � max(jzj; �), ïîçâîëÿþùååïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì q â àðãóìåí�òå ïîòåíöèàëà. Â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ óãëîâ èìååìQz = Q2?=2�, ò. å. êîý��èöèåíò ïðè z â ïîêàçàòåëåýêñïîíåíòû îáðàùàåòñÿ â íóëü. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëïî q, à çàòåì èíòåãðèðóÿ ïî z ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæ�äåñòâà (35), íàõîäèìf� = � i�2� Z d� exp[�iQ? � �℄��0�exp24�i� 1Z�1 dxV (x;�)35�� exp24�i� 1Z0 dxV (x;�)351A : (38)Ñêëàäûâàÿ f+ è f�, ïîëó÷àåì îòâåò, èçâåñòíûé êàê

àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà:f = � i�2� Z d� exp[�iQ? � �℄��0�exp24�i� 1Z�1 dxV (x;�)35� 11A : (39)Îáû÷íî ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àþò, èñïîëüçóÿ ýéêî�íàëüíóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ âî âñåé îáëàñòè èíòå�ãðèðîâàíèÿ ïî z è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíîì Qzz â ïîêà�çàòåëå ýêñïîíåíòû. Èç íàøåãî ðàñ÷åòà ñëåäóåò, ÷òîïðè ïðîèçâîëüíûõ ïåðåäà÷àõ èìïóëüñà îáà ýòè ïðè�áëèæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíû�ìè. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ýêðàíèðîâàííûéêóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë ñ ðàäèóñîì ýêðàíèðîâêè r
.Îñíîâíîé âêëàä â àìïëèòóäó äàåò îáëàñòü èíòåãðè�ðîâàíèÿ z � r
, � � 1=Q?. Åñëè â ýòîé îáëàñòè âåëè�÷èíà Qzz � Q2?r
=� íå ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíè�öåé, òî â âåëè÷èíå �x íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì ñq, ïîñêîëüêó � � 1=Q? �pr
=�. Òåì ñàìûì èñïîëü�çîâàíèå ýéêîíàëüíîé âîëíîâîé �óíêöèè îêàçûâàåò�ñÿ íåçàêîííûì. Îäíîâðåìåííî íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòüâåëè÷èíîé Qzz â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû. Åñëè æåñîõðàíèòü ýòîò ÷ëåí, íî èñïîëüçîâàòü ýéêîíàëüíóþâîëíîâóþ �óíêöèþ, òî ïðè óñëîâèè Q2?r
=� � 1 ðå�çóëüòàò äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íåâåð�íûì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äåéñòâîâàòü òàêèì îáðàçîì,òî â ïðåäåëå r
 ! 1 (íåýêðàíèðîâàííûé êóëîíîâ�ñêèé ïîòåíöèàë) íå âîñïðîèçâîäèòñÿ õîðîøî èçâåñò�íûé ðåçóëüòàò (�îðìóëà �åçåð�îðäà). Òàêèì îáðà�çîì, �îðìóëà (39) ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè ëþ�áûõ Q? � �, îäíàêî åå êîððåêòíûé âûâîä íåâîçìî�æåí áåç èñïîëüçîâàíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé âîëíîâîé�óíêöèè.Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ àìïëèòóäû ðàñ�ñåÿíèÿ ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè. Äëÿ óäîáñòâà èíòåãðèðî�âàíèå ïî z áóäåì ïðîâîäèòü îò �L äî +1, à çàòåìóñòðåìèì L ê áåñêîíå÷íîñòè. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî24�V (z;�)+i ��z+� 1Z0 dxp2�xq � r�V (z + x;�x)35�� exp24�i� 1Z0 dxV (x+ z;�x)35 = 0; (40)ìîæíî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïî z âïåðâîì ÷ëåíå êâàäðàòíûõ ñêîáîê �îðìóëû (33). Âðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëÿ f ïðèîáðåòàåò âèäf = f0 + f1;82



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà : : :ãäåf0 = � �2�2 limL!1 Z d� Z dq exp"iQ2?2� L�iQ? � �++ iq2 � i� 1Z�L dxV (x;�x+L)#; (41)f1 = i�2�2 1Z�1dz Z d� Z dq�� exp"�iQ2?2� z�iQ? � �+iq2�i� 1Z0 dxV (x+ z;�x)#�� " i�� V (z;�) 1Z0 dx xZ0 dy (pxy � y)�� (r�V (x+ z;�x))(r�V (y + z;�y)) ++ Q2?2� � � 1Z0 dxp2�xq � r�V (z + x; �x)#: (42)Â âûðàæåíèè äëÿ f0 îïóùåí ÷ëåí, íå çàâèñÿùèé îòïîòåíöèàëà è îáðàùàþùèéñÿ â íóëü ïðè Q? 6= 0.Â ÿâíîì âèäå ìû ó÷òåì åãî â îêîí÷àòåëüíîì âû�ðàæåíèè äëÿ àìïëèòóäû. ×òîáû íàéòè ïðåäåë â�óíêöèè f0, äåëàåì ñäâèã � ! � � qp2L=� èq ! q � Q?pL=2�. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëåíèå ïðå�äåëà L!1 è èíòåãðèðîâàíèå ïî q ñòàíîâÿòñÿ ýëå�ìåíòàðíûìè. Ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïîïðàâêè ïî Q?=�ïîëó÷àåìf0 = � i�2� Z d� exp24�iQ? � �� i� 1Z�1 dxV (x;�)35 �� 241 + i�2� 1Z�1 dx xQ? � r�V (x;�)35 : (43)Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ f1. Èíòåãðàë ïî � â(42) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè � � 1=Q?. Êâàíòîâûå �ëóê-òóàöèè âàæíû òîëüêî ïðè z < 0 è x âáëèçè �z. Òàêêàê âåëè÷èíà f1 óæå ÿâëÿåòñÿ ïîïðàâêîé, â �îðìóëå(42) ìîæíî çàìåíèòü �x íà �jzj. Êðîìå òîãî, V (z;�)â ïðåäýêñïîíåíòå ìîæíî çàìåíèòü íà V (z; �jzj), ïî�ñêîëüêó ðàçíèöà ìåæäó íèìè ìàëà ïðè ëþáûõ z.Èíòåãðàë ïî z îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ñõîäèòñÿ âîáëàñòè z � �. Ïðè ýòîìzQ2?=2� � �Q2?=� � Q?=�� 1:Ïîýòîìó ìîæíî çàìåíèòü â ýêñïîíåíòå zQ2?=2� íà�jzjQ2?=2�. Ïðîèíòåãðèðóåì ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëü�íûé q, ïî ÷àñòÿì ïî q òàê, ÷òîáû â ïðåäýêñïîíåíòå

ýòîò âåêòîð âõîäèë òîëüêî â àðãóìåíò ïîòåíöèàëà.Ïîñëå ýòîãî âûðàæåíèå äëÿ f1 ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäóf1 = 1Z�1 dz Z d� Z dqi� exp �iQ2?2� jzj�iQ? � �+iq2��� g �z;�+p2jzj=�q� (44)ñ íåêîòîðîé �óíêöèåé g. Ïîñëå ñäâèãà� ! � � qp2jzj=� èíòåãðàë ïî q ñòàíîâèòñÿýëåìåíòàðíûì. Â ðåçóëüòàòåf1 = 1Z�1 dz Z d� exp [�iQ? � �℄ g(z;�): (45)Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âû�ðàæåíèå äëÿ f1:f1 = � 12� Z d� 1Z�1 dz �� exp24�iQ? � �� i� 1Z0 dxV (x+ z;�)35�� 24i�V (z;�) 1Z0 dx xZ0 dy (pxy � y) (r�V (x+ z;�)) �� (r�V (y + z;�)) ++ 12 1Z0 dx 1Z0 dy �1�px=y��� (r�V (x+ z;�))(r�V (y + z;�))35 : (46)Ïðè ïîëó÷åíèè ýòîé �îðìóëû ìû ïðîèíòåãðèðîâà�ëè ïî ÷àñòÿì ïî � ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé Q2?â ïðåäýêñïîíåíòå. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäûíòå�ãðàëüíîå âûðàæåíèå â (46) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèç�âîäíîé ïî z, ïîýòîìó èíòåãðèðîâàíèå ïî z îêàçû�âàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøååñÿ âû�ðàæåíèå ñ (43) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïî � ÷ëåí,ïðîïîðöèîíàëüíûé Q?, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì àì�83 6*



�. Í. Ëè, À. È. Ìèëüøòåéí, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000ïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïîïðàâêè:f = � i�2� Z d��� exp [�iQ? � �℄(exp24�i� 1Z�1 dxV (x;�)35� 1 ++ exp24�i� 1Z�1 dxV (x;�)35" �2� 1Z�1 dx x��V (x;�)�� i� 1Z�1 dx xZ�1 dy y(r�V (x;�))(r�V (y;�))#): (47)Çäåñü �� = r2�. Èñïîëüçóÿ âîëíîâóþ �óíêöèþ (31),ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [13℄), ÷òî ïðè ðàñ�ñåÿíèè íà ìàëûå óãëû àìïëèòóäà äëÿ ÷àñòèö ñîñïèíîì 1=2 ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ Q?=�âêëþ÷èòåëüíî ñ àìïëèòóäîé (47) äëÿ ÷àñòèö ñî ñïè�íîì íóëü.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àìïëèòóäà îá�ëàäàåò ïðàâèëüíûìè ñâîéñòâàìè îòíîñèòåëüíî ñäâè�ãîâ íà÷àëà êîîðäèíàò. Èç �îðìóëû (33) ñëåäóåò, ÷òîïðè çàìåíå ïîòåíöèàëà V (r) ! V (r + r0) àìïëèòó�äà f(p2;p1) ïåðåõîäèò â f(p2;p1) exp[iQ � r0℄. Àì�ïëèòóäà (47), î÷åâèäíî, îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîìïðè ñäâèãå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì p2,âäîëü êîòîðîãî íàïðàâëåíà îñü z. �àññìîòðèì òå�ïåðü ñäâèã âäîëü îñè z: V (z;�)! V (z+z0;�). Äåëàÿâ èíòåãðàëàõ ïî x è y çàìåíó ïåðåìåííûõ x! x�z0è y ! y � z0, ïîëó÷àåì äîáàâêó ê àìïëèòóäå, ïðî�ïîðöèîíàëüíóþ z0:Æf = iz04� Z d� exp24�iQ? � �� i� 1Z�1 dxV (x;�)35�� 264� 1Z�1 dx��V (x;�)� i0� 1Z�1 dxr�V (x;�)1A2375 == � z04� Z d� exp[�iQ? � �℄����0�exp24�i� 1Z�1 dxV (x;�)35 � 11A : (48)Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïî � è çàìåíÿÿ Q2?=2� íà Qz,ïîëó÷àåì, ÷òî f + Æf � f exp(iQzz0) ïðè óñëîâèèQzz0 � 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíûé çàêîí ïðåîá�ðàçîâàíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïðè òðàíñëÿöèÿõâûïîëíÿåòñÿ ñ òîé æå òî÷íîñòüþ, ñ êàêîé ñïðàâåä�ëèâà ñàìà �îðìóëà (47).Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî�âèþ V (z;�) = V (�z;�), âûðàæåíèå (47) ñîãëàñóåòñÿ

ñ ïîëó÷åííûì â [11℄ â ýéêîíàëüíîì ïðèáëèæåíèè ñó÷åòîì ïîïðàâêè. Îäíàêî, êàê îáñóæäàëîñü âûøå,�îðìóëà (47) ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâà è ïðè òàêîìñîîòíîøåíèè ïåðåäà÷ èìïóëüñà è ïàðàìåòðîâ ïîòåí�öèàëà, êîãäà ýéêîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå íåïðèìåíè�ìî. 5. ÄÅËÜÁ�ÞÊÎÂÑÊÎÅ �ÀÑÑÅßÍÈÅÏðîöåññ êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ �îòîíîâ â ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå àòîìîâ ÷åðåç âèðòóàëüíûå ýëåêò-ðîí-ïîçèòðîííûå ïàðû (äåëüáðþêîâñêîå ðàññåÿíèå)èíòåíñèâíî èçó÷àëñÿ êàê òåîðåòè÷åñêè, òàê è ýêñïå�ðèìåíòàëüíî (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [14℄). Â ýòîì ðàç�äåëå â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿïîëó÷åííîé êâàçèêëàññè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà ìûðàññìîòðèì àìïëèòóäó äåëüáðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿâïåðåä â ýêðàíèðîâàííîì êóëîíîâñêîì ïîëå. Ýíåð�ãèÿ �îòîíà ! ïðåäïîëàãàåòñÿ áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþñ ìàññîé ýëåêòðîíà m. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïòè÷åñêîéòåîðåìîé ìíèìàÿ ÷àñòü ýòîé àìïëèòóäû âûðàæàåò�ñÿ ÷åðåç ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõïàð �îòîíîì â ïîëå àòîìà. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ ñâåòà â ñðåäå íåîáõîäèìî çíàòü òàêæå èâåùåñòâåííóþ ÷àñòü àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ.Ïðè âû÷èñëåíèè àìïëèòóä äåëüáðþêîâñêîãî ðàñ�ñåÿíèÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèé �ðèíà íåîáõîäèìî èñ�ïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ýòèõ �óíê�öèé ïðè ðàçíûõ ïåðåäà÷àõ èìïóëüñà � = k2 � k1(k1;k2 � èìïóëüñû íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî �îòî�íîâ). Ïðè � � ! êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèåíåïðèìåíèìî, ïîñêîëüêó îñíîâíîé âêëàä â àìïëèòó�äó äàþò îðáèòàëüíûå ìîìåíòû l � !=� � 1. Àì�ïëèòóäà ïðè òàêèõ ïåðåäà÷àõ èìïóëüñà áûëà âû�÷èñëåíà â [15℄. Â îáëàñòè ! � � � m2=! ìîæ�íî ïîëüçîâàòüñÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé �óíêöèåé �ðè�íà áåç ïîïðàâêè [1, 16℄. Âû÷èñëåíèå àìïëèòóäûäåëüáðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðè� � m2=! ïîòðåáîâàëî ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ(ñì. [17, 2℄). Â ýòîì ñëó÷àå âêëàä â àìïëèòóäó äàþòïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû � âïëîòü äî � � !=m2. Ïðèòàêèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðàõ íåîáõîäèìî ó÷èòû�âàòü ïîïðàâêó ê êâàçèêëàññè÷åñêîé �óíêöèè �ðè�íà [2℄. Äëÿ ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî ïîòåíöè�àëà ïðè !=m2 � r
 (r
 � ðàäèóñ ýêðàíèðîâêè, âìîäåëè Òîìàñà�Ôåðìè r
 � (m�)�1Z�1=3 � 1=m)âêëàä â àìïëèòóäó äàþò ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû� � r
 � !=m2. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü èñ�ïîëüçîâàíà êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà áåçïîïðàâêè ïðè ïðîèçâîëüíûõ � � ! [6, 7℄. Åñëè æå�; r�1
 � m2=!, òî ïîïðàâêó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü.Áîëåå òîãî, âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿâïåðåä (� = 0), ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàçè�êëàññè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà áåç ïîïðàâêè, îêàçû�84



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà : : :âàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì. Íèæå ìû ïîëó÷èì àìïëè�òóäó äåëüáðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä ïðè ïðîèç�âîëüíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó r
 è !=m2.Êàê áûëî ïîêàçàíî â [6℄, àìïëèòóäó äåëüáðþêîâ�ñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ �îòî�íà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåM = i� !Z0 d" Z dr1dr2 exp[ik � (r1 � r2)℄�� Sp �(2e� � p2�ê�k̂)D(r2; r1j!�")��� �(2e � p1 + êk̂)D(r1; r2j�")�; (49)ãäå e; k � ïîëÿðèçàöèÿ è 4-èìïóëüñ �îòîíà, p1;2 == �ir1;2. Â ýòîé �îðìóëå ïîäðàçóìåâàåòñÿ âû÷èòà�íèå èç ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ åãî çíà÷åíèÿïðè íóëåâîì âíåøíåì ïîëå. Òàê êàê â öåíòðàëüíîìïîëå àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ âïåðåä íå çàâèñèò îò ïî�ëÿðèçàöèè �îòîíà, óäîáíî â �îðìóëå (49) ñäåëàòüïîäñòàíîâêó e�i ej ! (Æij � kikj=!2)=2.Ïåðåéäåì â (49) îò ïåðåìåííûõ r1;2 êr = r2 � r1; � = r� [r1 � r2℄r3 ; z = �r � r1r2 :Òàê êàê � � r = 0, èíòåãðèðîâàíèå ïî � ïðîâîäèò�ñÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó r. Îñíîâ�íîé âêëàä â àìïëèòóäó äàåò îáëàñòü èíòåãðèðîâà�íèÿ, â êîòîðîé r � !=m2, jzj � 1 è óãëû ìåæäóâåêòîðîì r è k ïîðÿäêà �r � m=! � 1. Âñëåäñòâèåìàëîñòè óãëîâ �r ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîð � ïåðïåí�äèêóëÿðíûì k. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî îñíîâíîéâêëàä äàþò � � 1; m2r
=!.�àçîáüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî � íà äâå: îò0 äî �0 è îò �0 äî 1, ãäå m=! � �0 � 1; m2r
=!.Â ïåðâîé îáëàñòè (ïðè � < �0) äëÿ �óíêöèè �ðèíàìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèåD(r2; r1j ") = iei�r4�2r Z dq �1+� � q" r �r2r1r2 ���exp24iq2�i�r 1Z0 dxV �r1+xr+qp2r1r2=�r�35 ; (50)êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (28) â (2). Ïðèýòîì â ÷ëåíå ñ � ìû îïóñòèëè ïðîäîëüíûå êîìïî�íåíòû ãðàäèåíòà, êîòîðûå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîïåðå÷�íûìè èìåþò äîïîëíèòåëüíóþ ìàëîñòü �, è ïðîèí�òåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì ïî q. Êðîìå òîãî, â ñèëóîïðåäåëåíèÿ �0, â ýòîé îáëàñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷üýêðàíèðîâêîé è çàìåíèòü V (r) íà êóëîíîâñêèé ïî�òåíöèàë V
(r) = �Z�=r, ïîñëå ÷åãî èíòåãðàë ïî x â�àçå ëåãêî áåðåòñÿ.

Ýêðàíèðîâêà ñóùåñòâåííà òîëüêî âî âòîðîé îá�ëàñòè, ãäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (13),ò. å. ýéêîíàëüíóþ �óíêöèþ �ðèíà ñ ïîïðàâêîé. Ïðèïîäñòàíîâêå (13) â (49) çàâèñÿùèå îò ïîòåíöèàëà�àçû �óíêöèé �ðèíà ñîêðàùàþòñÿ. Ïîýòîìó âêëàäâòîðîé îáëàñòè êâàäðàòè÷åí ïî ïîòåíöèàëó, ò. å.ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó áîðíîâñêîìó ïðèáëèæåíèþ.Êðîìå òîãî, ñîêðàùåíèå �àç ïðèâîäèò ê íåîáõîäè�ìîñòè ó÷åòà ïîïðàâêè ê �óíêöèè �ðèíà. Â ýòîé îá�ëàñòè âêëàäû â àìïëèòóäó îò ïîïðàâêè è îò ãëàâ�íîãî ÷ëåíà â �óíêöèè �ðèíà îêàçûâàþòñÿ îäíîãîïîðÿäêà.Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ âêëàäàM1 ïåðâîé îáëà�ñòè â àìïëèòóäó ïðîöåññà. Ïîäñòàâèì â (49) �óíê�öèþ �ðèíà (50) â ñëó÷àå êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèà�ëà, ïðîâåäåì äè��åðåíöèðîâàíèå è âû÷èñëèì ñëåä
-ìàòðèö. Èñïîëüçóÿ ìàëîñòü óãëà ìåæäó âåêòîðà�ìè r è k è ñîîòíîøåíèå p"2 �m2 � j"j � m2=2j"j,ïîëó÷àåìM1 = � i�(2�)4 !Z0 d""� Z dr r5d�r Z�<�0 d��� 1Z0 dz(z(1� z))3 Z dq1dq2 "Re� j�� q1jj�� q2j�2iZ�� 1#�� exp�i r2 �!�2r � m2!"� + "q21 + �q22z(1� z) ���� �2"�[q1 � q2 � z(1� z)�2r ℄++ !4(z(1� z)) ("q1 � �q2) � (q1 � q2)� i!r � ; (51)ãäå � = ! � ", à �r � äâóìåðíûé âåêòîð â ïëîñ�êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé k (òàê æå, êàê è âåêòîðûq1;2). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èíòåãðàë ïî z âýòîé �îðìóëå áåðåòñÿ â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî åäèíè�öû. Äåëî â òîì, ÷òî âíå ýòîãî èíòåðâàëà �óíêöèè�ðèíà èìåþò ýéêîíàëüíûé âèä, è �àçû, çàâèñÿùèåîò ïîòåíöèàëà, ñîêðàùàþòñÿ. Äëÿ � < �0 � 1 ýòîïðèâîäèò ê ìàëîñòè âêëàäà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿâíå èíòåðâàëà 0 � z � 1 ïî ñðàâíåíèþ ñî âêëàäîìñàìîãî ýòîãî èíòåðâàëà.Ïðîèíòåãðèðóåì òåïåðü ïî �r, ïåðåéäåì îò ïåðå�ìåííûõ q1;2 ê Q = (q1 + q2)=2 è q = (q1 � q2)=2 èñäåëàåì çàìåíó �! �+Q. Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàë ïî� ïðèîáðåòàåò âèäJ = Zj�+Qj<�0 d�"Re� j�� qjj�+ qj�2iZ� � 1# : (52)Îñíîâíîé âêëàä â àìïëèòóäó (51) äàþòQ; q � m=! � �0, ïîýòîìó â (52) ìîæíî îïóñòèòü85



�. Í. Ëè, À. È. Ìèëüøòåéí, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000Q â ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿèíòåãðàëà (52) èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ïðèåì. Âû�÷òåì è ïðèáàâèì ê ïîäûíòåãðàëüíîìó âûðàæåíèþ�óíêöèþ �2(Z�)2 [2� � q=(�2 + q2)℄2, èíòåãðàë îòêîòîðîé ëåãêî áåðåòñÿ:J1 = Z�<�0 d�"�2(Z�)2� 2� � q�2 + q2�2# == �4�(Z�)2q2�ln �20q2 � 1� : (53)Â ñâîþ î÷åðåäü, â èíòåãðàëå îò ðàçíîñòè ìîæíî çà�ìåíèòü �0 íà áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãîèíòåãðàëà óäîáíî óìíîæèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà�æåíèå íà1 � 1Z�1 dy Æ�y � 2� � q�2 + q2� = (�2 + q2)�� 1Z�1 dyjyjÆ((��q=y)2�q2(1=y2�1)) (54)è ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî � è y. Â ðå�çóëüòàòå èíòåãðàë ïî � ñòàíîâèòñÿ ýëåìåíòàðíûì, èìû ïîëó÷àåìJ2 = 4�q2 1Z0 dyy3 "Re�1�y1+y�iZ��1+2(Z�)2y2# : (55)Ïîñëå çàìåíû y = th � èíòåãðàë ïî � ñòàíîâèòñÿ òà�áëè÷íûì, è äëÿ J = J1 + J2 ïîëó÷àåìJ = 8�q2(Z�)2 �ln 2q�0�1+Re (1+iZ�)+C� ; (56)ãäå C = 0:577::: � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà,  (x) = d �� ln �(x)=dx.Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî � â (51) îñòàâ�øèåñÿ èíòåãðàëû óäîáíî áðàòü â òàêîì ïîðÿäêå: ïîQ, q, r, z è ". Îêîí÷àòåëüíî, âêëàä ïåðâîé îáëàñòèðàâåíM1 = i28�(Z�)2!9m2 �� �ln !�0m � i�2 �Re (1 + iZ�)� C � 4742� : (57)Âêëàä âûñøèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ïîâíåøíåìó ïîëþ (êóëîíîâñêèå ïîïðàâêè) ñîîòâåò�ñòâóåò ÷ëåíó �Re (1+ iZ�)�C â (57) è ñîâïàäàåòñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì [17℄. Òàêèì îáðàçîì, êó�ëîíîâñêèå ïîïðàâêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ïåð�âîé îáëàñòüþ, â êîòîðîé êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ �ðèíà íå ñâîäèòñÿ ê ýéêîíàëüíîé.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ âêëàäàM2 âòîðîé îáëà�ñòè. Ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî r1;2, âû÷èñëåíèÿñëåäà 
-ìàòðèö è âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî �r ïðèõîäèìê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ M2:M2 = �2�! !Z0 d" Z dr r2 exp��i!rm22"� ��� Z�>�0d� 1Z�1 dz 1Z0 1Z0 dx dy �� �2y(1� x)[2#(x� y) + 1℄� !22"���� [r�V (Rz�x)℄ � [r�V (Rz�y)℄; (58)ãäå Rs = rps2 + �2. Â ýòîé �îðìóëå îïóùå�íû ÷ëåíû, àíòèñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî çàìåíû" ! ! � ", z ! 1 � z, èíòåãðàë îò êîòîðûõ ðàâåííóëþ. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ïåðâîé îáëàñòè,âî âòîðîé èíòåãðèðîâàíèå ïî z èäåò â áåñêîíå÷íûõïðåäåëàõ. Âûðàæåíèå (58) óïðîùàåòñÿ, åñëè â òðîé�íîì èíòåãðàëå ïî x; y; z ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõz ! z + x, y ! y + x è âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèåïî x. Ïîëó÷àåìM2 = �2�! !Z0 d" Z dr r2 exp��i!rm22"� ��� Z�>�0d� 1Z�1 dz 1Z0 dy(1� y)�� �43(1� y)2 + 2y � !2"���� [r�V (Rz)℄ � [r�V (Rz�y)℄ : (59)Ïðè r � r
 ïîòåíöèàë V (r) � �Z�=r. Ïîýòîìó óäîá�íî ïðåäñòàâèòü âêëàä (59) â âèäå M2 = M 
2 + ÆM ,ãäå M 
2 � çíà÷åíèå M2 ïðè V (r) = V
(r) = �Z�=r.Ïðè V = V
 èíòåãðàëû ïî r è " ëåãêî áåðóòñÿ, èìû íàõîäèìM
2 = �2i�(Z�)2!m2 1Z�0d� �3 1Z�1 dz �� 1Z0 dy(1� y) 2(1� y)2=9 + y=3� 1[z2 + �2℄3=2[(z � y)2 + �2℄3=2 : (60)Èñïîëüçóÿ �åéíìàíîâñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ çíàìå�íàòåëåé 1(AB)3=2 = 8� 1Z0 dv pv(1� v)[Av +B(1� v)℄3 ;86



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà : : :áåðåì èíòåãðàëû ïî � è z, à çàòåì ïî y è v ñ ó÷åòîìòîãî, ÷òî �0 � 1. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ýòîãî (êóëîíîâ�ñêîãî) âêëàäà ïîëó÷àåìM
2 = �i28�(Z�)2!9m2 �ln �02 + 3121� : (61)Ñóììà âêëàäîâ (57) è (61) äàåò èçâåñòíûé îòâåò äëÿñëó÷àÿ êóëîíîâñêîãî ïîëÿ [17℄:M
 = i28�(Z�)2!9m2 �� �ln 2!m � i�2 �Re (1 + iZ�)� C � 10942 � : (62)Ïðè âû÷èñëåíèÿ äîáàâêè ÆM , ñâÿçàííîé ñ íàëè�÷èåì ýêðàíèðîâêè, áëàãîäàðÿ âû÷èòàíèþ èç ïîäûí�òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (59) åãî çíà÷åíèÿ ïðèV = V
 ìîæíî çàìåíèòü �0 â íèæíåì ïðåäåëå èí�òåãðèðîâàíèÿ ïî � íà íóëü. Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðå�îáðàçîâàíèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü èìïóëüñíîå ïðåä�ñòàâëåíèå äëÿ ïîòåíöèàëîâ:V (r) = Z dp(2�)3 eip�r ~V (p) :Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áåðóòñÿ èíòåãðà�ëû ïî � è z. �åçóëüòàò ýòîãî èíòåãðèðîâàíèÿïðîïîðöèîíàëåí Æ(p1 � p2). Èíòåãðèðóÿ ïî p2 èóãëàì âåêòîðà p1, èìååìÆM = �2�3! !Z0 d" Z dr r exp��i!rm22"� ��� 1Z0 dy(1� y) �43(1� y)2 + 2y � !2"���� 1Z0 dp hp4 ~V 2(p)�(4�Z�)2i� sin ��3 �
os ��2 � ; (63)ãäå � = rpy. Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé r ê �, èíòåãðè�ðóåì ïî ÷àñòÿì ïî p è áåðåì èíòåãðàë ïî �. Äåëàÿçàìåíó "! !", ïîëó÷àåìÆM = �!2�3m2 1Z0 d""(1� ") 1Z0 dy�1y � 1��� �43(1� y)2 + 2y � 1"(1� ")��� 1Z0 dp��pp4 ~V 2(p)��� �1� + 12 �1� 1�2� ln� 1 + �1� � � i0�� ; (64)

ãäå � = 2!"(1� ")py=m2. Äåëàåì òåïåðü çàìåíó ïå�ðåìåííûõ y ! y=(2"(1 � ")), ìåíÿåì ìåñòàìè ïîðÿ�äîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî " è y è áåðåì èíòåãðàë ïî ".Îêîí÷àòåëüíî âêëàä â àìïëèòóäó äåëüáðþêîâñêîãîðàññåÿíèÿ âïåðåä, ñâÿçàííûé ñ ýêðàíèðîâêîé, èìååòâèäÆM = � �!18�3m2 1Z0 dp (�pp4 ~V 2(p))�� 1=2Z0 dyy �1� + 12 �1� 1�2� ln� 1 + �1� � � i0���� h(6y2 + 7y + 7)p1� 2y + 3y(2y2 � 3y � 3)�� ln�1 +p1� 2y1�p1� 2y�� ; (65)ãäå � = !py=m2. Ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðî�èçâîëüíîãî âèäà ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî ïî�òåíöèàëà. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ îíà ìîæåò áûòü ñóùå�ñòâåííî óïðîùåíà. Òàê, äëÿ ïîòåíöèàëàV (r) = �Z� exp(��r)=r;÷òî ñîîòâåòñòâóåò~V (p) = �4�Z�=(p2 + �2);âñå èíòåãðàëû â (65) áåðóòñÿ:ÆM = 4i�(Z�)2!9m2 �33� 13�2 + 32�4++ 12�(24�13�2+3�4)L+38(8�9�2+�6)L2� ;� =s1 + 2im2!� ; L = ln � � 1� + 1 : (66)
Áîëåå ðåàëèñòè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë Ìîëüå�ðà [18℄, äëÿ êîòîðîãî~V (p) = �4�Z� 3Xn=1 �np2 + �2n ; (67)�1 = 0:1; �2 = 0:55; �3 = 0:35; �n = �0bn;b1 = 6; b2 = 1:2; b3 = 0:3; �0 = mZ1=3121 :87



�. Í. Ëè, À. È. Ìèëüøòåéí, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 1, 2000Â ýòîì ñëó÷àåÆM = �4i�(Z�)2!9m2 1=2Z0 dyy �(6y2 + 7y + 7)p1� 2y ++ 3y(2y2 � 3y � 3) ln�1 +p1� 2y1�p1� 2y����8<:Xn6=k �n�k �1� 2i
n + 
k � 2
2n � 
2k ln�
n + i
k + i��++Xn �2n 
n
n + i) ; (68)ãäå 
n = !�ny=m2.Êàê èçâåñòíî, ìíèìàÿ ÷àñòü àìïëèòóäû äåëü�áðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä ñâÿçàíà ñ ïîëíûì ñå�÷åíèåì ðîæäåíèÿ �îòîíîì ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõïàð âî âíåøíåì ïîëå ñîîòíîøåíèåì � = ImM=!.Èñïîëüçóÿ (62) è (68), ïîëó÷àåì ñå÷åíèå ðîæäåíèÿýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð äëÿ ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëàÌîëüåðà:� = 28�(Z�)29m2 (ln 2!m �Re (1 + iZ�)� C � 10942 �� 1=2Z0 dyy ��67y2 + y + 1�p1� 2y++ 37y(2y2 � 3y � 3) ln�1 +p1� 2y1�p1� 2y���� 24Xn6=k �n�k �1� 1
2n � 
2k ln�1 + 
2n1 + 
2k ��++ Xn �2n 
2n1 + 
2n#) ; (69)êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå (ñì.,íàïðèìåð, [19℄) âûðàæåíèÿìè.Îáñóäèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ðåàëüíîé ÷àñòèäåëüáðþêîâñêîé àìïëèòóäû îò ýíåðãèè �îòîíà !.Ïîêà !=m2 � r
, ýêðàíèðîâêîé ìîæíî ïðåíåáðå÷üè ReM = ReM
 = 14��(Z�)2!=9m2:Ñ óâåëè÷åíèåì ! ðîñò ðåàëüíîé ÷àñòè çàìåäëÿåòñÿ,è ïðè !=m2 � r
 èç (62) è (65) ïîëó÷àåìReM � �2�3 ln2� !m2r
� 1Z0 dpp ��pp4 ~V 2(p)� : (70)Â ýòîé àñèìïòîòèêå ìû ñîõðàíèëè òîëüêî ÷ëåí, ñî�äåðæàùèé ñòàðøóþ ñòåïåíü áîëüøîãî ëîãàðè�ìà. Â

Çàâèñèìîñòü îò ! ðåàëüíîé ÷àñòè àìïëèòóäûäåëüáðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä äëÿ ïîòåíöè-àëà V (r) = �Z� exp(�m�Z1=3r)=r â åäèíèöàõ4�Z�=m, Z = 82êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ðèñóíêå ïîêàçàíà çàâèñè�ìîñòü îò ! ðåàëüíîé ÷àñòè àìïëèòóäû äåëüáðþêîâ�ñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä ïðè Z = 82 äëÿ ïîòåíöèàëàV (r) = �Z� exp(�m�Z1=3r)=r:Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåõàíèçìîâ óïðóãîãî ðàññå�ÿíèÿ �îòîíà ÿâëÿåòñÿ êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå íààòîìíûõ ýëåêòðîíàõ. Äëÿ ðàññåÿíèÿ âïåðåä àìïëè�òóäà ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷è�íîé è íå çàâèñèò îò !:MComp = �4�Z�=m:Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè �îòîíà âïåðåäíåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èíòåð�åðåíöèþ ìåæäó àì�ïëèòóäàìè êîìïòîíîâñêîãî è äåëüáðþêîâñêîãî ðàñ�ñåÿíèé óæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ýíåðãèÿõ.Íà ïðèìåðå äåëüáðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ìû åùåðàç óáåæäàåìñÿ, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýéêîíàëüíî�ãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿíà ìàëûå óãëû ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ áåç äîëæíî�ãî îáîñíîâàíèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåïðàâèëüíûìðåçóëüòàòàì. Òàê, åñëè âû÷èñëÿòü àìïëèòóäó äåëü�áðþêîâñêîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä, èñïîëüçóÿ ýéêîíàëü�íóþ �óíêöèþ �ðèíà, òî â îòâåòå äëÿ ìíèìîé ÷àñòèàìïëèòóäû, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñå÷åíèþ ðîæäåíèÿýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð, áóäóò îòñóòñòâîâàòü êó�ëîíîâñêèå ïîïðàâêè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. A. I. Milstein and V. M. Strakhovenko, Phys. Lett. A95, 135 (1983).2. À. È. Ìèëüøòåéí, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî, ÆÝÒÔ 85,14 (1983).88
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