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äëÿ ñàìîïîäîáíûõ ðåøåíèé âñåãî ñåìåéñòâà ÍÓØ,à òàêæå íåêîòîðûõ èíòåðåñíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé.�àññìîòðèì èíòåãðèðóåìûå îáîáùåíèÿ íåëèíåé-íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, çàïèñàííûå â âèäå ëà-ãðàíæåâîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è
δ

∫∫
(L0 + V (p, q, qx)) dx dt = 0,

L0 = iqpt + pxqx.

(1)Â îñíîâíîì íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé (ñð. [2℄)
V = εp2z2 + αpz2 + βz2 + γp2z + δp2, z = qx, (2)êîãäà ïîòåíöèàë V (p, q, qx) íå çàâèñèò îò q. Â ýòîìñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ (1) ïàðà óðàâíåíèé äëÿ

p, z = qx,
ipt = (Vz + px)x, izt = (Vp − zx)x, (3)îáëàäàåò òðåìÿ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî ïî-ðÿäêà (ñð. [3℄)

ρt + jx = 0 (4)634



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 3, 2000 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. . .ñ ïëîòíîñòÿìè ρ ðàâíûìè p, z è pz, ñîîòâåòñòâåííî.Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è âûäå-ëÿåò ñèñòåìû (3) ñðåäè ñèñòåì îáùåãî âèäà
iut − uxx = F (u, v, ux, vx),

ivt + vxx = G(u, v, ux, vx).
(5)�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ëàãðàíæèàí âèäà (1) ñ ïî-ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà è ðàñòÿæåíèÿ ìîæíîïðèâåñòè ê îäíîé èç êàíîíè÷åñêèõ �îðì, ñâÿçàííûõïðåîáðàçîâàíèÿìè Ìèóðû. Óðàâíåíèÿ äëÿ àâòîìî-äåëüíûõ ðåøåíèé áóäóò ïîëó÷åíû äëÿ êàæäîé èçýòèõ �îðì.Â ðàçä. 3 ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå, â ÷àñòíîñòè,êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ïîìåñòèòü ýëåêòðè÷åñêèåçàðÿäû â òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîîòâåò-ñòâóþùèå ïîëîæåíèåì ïîëþñîâ ëþáîãî ðàöèîíàëü-íîãî ðåøåíèÿ ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå, ïðè-÷åì âåëè÷èíà çàðÿäîâ äîëæíà áûòü ðàâíà âû÷åòó âýòîì ïîëþñå, òî òàêàÿ êîí�èãóðàöèÿ çàðÿäîâ ÿâëÿ-åòñÿ ðàâíîâåñíîé â ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëå.Ïîêàçàíî, ÷òî àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ íåëèíåé-íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ñîîòâåòñòâóþùèå èç-âåñòíîìó êîëëàïñèðóþùåìó ðåøåíèþ (ñì., íàïðè-ìåð, [4℄), îáëàäàþò Z3-ñèììåòðèåé òàê æå, êàê è ðå-øåíèÿ PIV.�àçäåë 4 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ìîäåëè Ëàíäàó�Ëè�øèöà. Ïîñòðîåíà ïàðàìåòðèçàöèÿ âåêòîðà ñïè-íà ÷åðåç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñïåêòðàëüíîé çà-äà÷è. Ïîëó÷åíî ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ñïè-íîâîé äèíàìèêè â àâòîìîäåëüíîì ðåæèìå.Íàéäåíî ÷àñòíîå ñàìîïîäîáíîå ðåøåíèå äëÿÍÓØ ñ ïåðåìåííîé äèñïåðñèåé � îïòè÷åñêèéñîëèòîí.2. ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÛ ÈÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÀß ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÀÇäåñü ìû ïðèâîäèì ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿëàãðàíæèàíà (1) ê îäíîé èç êàíîíè÷åñêèõ �îðì.1. Ìîäåëü Ëàíäàó�Ëè�øèöà ǫ 6= 0. Ëàãðàí-æèàí (1) ïðè ïîìîùè ñäâèãîâ

P = p− α

2ǫ
, Q = q − γ

2ǫ
x− αδ

ǫ
t, X = x+

αγ

ǫ
tïðèâîäèòñÿ ê âèäó

L = L0 + ǫp2z2 +

(
δ − γ2

4ǫ

)
p2 +

(
β − α2

4ǫ

)
z2. (6)

Ïðè ïîìîùè ðàñòÿæåíèé p → −p/ǫ è t → −t/ǫ, ïå-ðåîáîçíà÷àÿ êîíñòàíòû, ïîëó÷àåì
L1 = L0 − p2z2 + ν2

1p
2 + ν2

2q
2
x. (7)Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçîòðîïíàÿ ìî-äåëü Ëàíäàó�Ëè�øèöà (β = 0, δ = 0), ò. å.

L = L0 − p2z2. (8)2. Ìîäåëü Âîëüòåððà (ǫ = 0, α 6= 0, γ 6= 0).Ëàãðàíæèàí (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
L2 = L0 + p z2 + p2z (9)ïðè ïîìîùè ñäâèãîâ

P = p− β

α
, Q = q − δ

γ
x− δ2α

γ2
t− 2βδ

α
t,

X = x+ 2

(
αδ

γ
+
γβ

α

)
t

(10)è ðàñòÿæåíèé
p→ p

γ
, q → q

α
.3. Ìîäåëü Òîäà (ǫ = 0, α 6= 0, γ = 0). Ëàãðàí-æèàí (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

L3 = L0 + p z2 + p2 (11)ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé
P = p− β

α
, Q = q − 2

βδ

α
t (12)

p→ p

δ
, q → q

α
. (13)Îòìåòèì, ÷òî p ↔ qx ⇐⇒ α ↔ γ, β ↔ δ. Äðó-ãèå ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíîé çàäà÷å.Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû ìû ïåðåïèøåì óðàâíå-íèÿ (3), ñîîòâåòñòâóþùèå ëàãðàíæèàíàì L1, L2 è

L3, â ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ:
ip̂t =

[
2(ν2

2 − p̂2)ẑ + p̂x

]
x
,

iẑt =
[
2(ν2

1 − ẑ2)p̂− ẑx

]
x
,

(14)
iat =

[
2ab+ a2 + 2µa+ ax

]
x
,

ibt =
[
2ab+ b2 + 2µb− bx

]
x
,

(15)
izt = (2p+ z2 − zx)x, ipt = (2zp+ px)x. (16)Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè óðàâíåíèÿìè çàäàåòñÿ ñëåäóþ-ùèìè �îðìóëàìè:

p = ax + ab, z = a+ b+ µ, (17)635
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a =

p̂x

ν2 + p̂
+ (p̂− ν2)(ν1 − ẑ),

b = −(p̂+ ν2)(ẑ + ν1).

(18)Â ÷àñòíîñòè, �îðìóëà (18) ñâÿçûâàåò ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèé (15) ïðè µ = 2ν1ν2 ñ ðåøåíèÿìè (14). Îòìåòèìåùå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ρ ýòèõ �îðìóë ïðåîáðàçîâà-íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ íóëå-âîãî ïîðÿäêà (4):
ρ = c1pz + c2p+ c3z + c4 + ∂xϕ(p, z),âèä êîòîðîé íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà óðàâ-íåíèÿ (3).Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3)îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòåéøèì âûáîðîì àâòîìîäåëüíîéïîäñòàíîâêè:
p = km(t)P ′(ξ), z = kn(t)Q′(ξ),

ξ = xk(t), k′ = 2k3,
(19)ãäå øòðèõè îáîçíà÷àþò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ñî-îòâåòñòâóþùèì àðãóìåíòàì. Ïðè ýòîì íà ïîòåíöèàë

V (p, z) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå îáîáùåííîé îäíîðîä-íîñòè
V (kmp, knz) = km+n+1V (p, z), (20)ïîçâîëÿþùåå ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå ξ è t â óðàâíå-íèÿõ (3). Äëÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé (3) ìû ïîëó-÷àåì, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþùóþ ñèñòåìó îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

2i(m1P + c1 + ξP ′) − P ′′ = Vz(P
′, Q′),

2i(n1Q+ c2 + ξQ′) +Q′′ = Vp(P
′, Q′),

(21)ãäå m1 = m−1, n1 = n−1 à c1, c2 � êîíñòàíòû èíòå-ãðèðîâàíèÿ. Âûáîð ïîêàçàòåëåé m, n â (21) îïðåäå-ëÿåòñÿ óñëîâèåì (20). Ýòè îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿäîïóñêàþò ïîíèæåíèå ïîðÿäêà è îáëàäàþò ïåðâûìèíòåãðàëîì
2i [ξP ′Q′ + (m+ n− 1)R+ c] =

= Q′P ′′ − P ′Q′′ + (zVz + pVp − V )(P ′, Q′), (22)ãäå R′ = P ′Q′. Íàëè÷èå ýòîãî èíòåãðàëà ñâÿçàíî ñäîïîëíèòåëüíûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ (4) ñ ïëîòíî-ñòüþ ρ = pz, à â ïðàâîé ÷àñòè (22) ñòîèò ñîîòâåò-ñòâóþùèé ïîòîê j.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëàãðàíæèàíà L2  V = pz2+p2zóñëîâèå (20) âûïîëíåíî ïðè m = n = 1 è îïðåäåëÿ-þùàÿ ñèñòåìà äëÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé çàïèñû-âàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
2iξa+ c1 − a′ = 2ab+ a2,

2iξb+ c2 + b′ = 2ab+ b2,
(23)

ãäå a = P ′, b = Q′. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èñêëþ÷å-íèå ëþáîé èç èñêîìûõ �óíêöèé a èëè b ïðèâîäèò ê÷åòâåðòîìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå PIV (ñð. [5℄):
yyηη =

1

2
y2

η +
3

2
y4 + 4ηy3 + 2(η2 − α)y2 + β. (24)Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y = y(η, α, β) óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ (24), òî a è b èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

a = κ y

(
κξ, −1 + i

(c2
2

− c1

)
,

1

2
c22

)
,

b = κ y

(
κξ, 1 + i

(c1
2

− c2

)
,

1

2
c21

)
,

κ2 = −i.

(25)Î÷åâèäíî, �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ (17), (18) èìàñøòàáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò âûðàçèòü,òàê èëè èíà÷å, àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ âñåãî êëàñ-ñà óðàâíåíèé (3), (2) â òåðìèíàõ ðåøåíèé (24). Ìå-íåå î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå èíòåãðèðóåìîå îáîáùåíèåÍÓØ ïðèâîäèòñÿ (ñì. [2℄) ê ðàññìàòðèâàåìûì ëà-ãðàíæåâûì óðàâíåíèÿì.3. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ PIV È ÊÓËÎÍÎÂÑÊÈÉ �ÀÇ×åòâåðòûé òðàíñöåíäåíò Ïåíëåâå òåñíî ñâÿçàí ñäâóìÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ëèíåéíûìè çàäà÷àìè, êî-òîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Ψxx = U(x, λ)Ψ. (26)Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë U(x, λ) � êâàäðàòè÷íàÿ èëè ëè-íåéíàÿ �óíêöèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, ñîîò-âåòñòâåííî.Â êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíàÿ çà-äà÷à (58) ïðèâîäèòñÿ ê (26) è ñî ñëåäóþùåéïàðàìåòðèçàöèåé U(x, λ):

4U(x, λ) = (z − λ)2 + 2zx − 4p. (27)Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ
ψxx + (z − λ)ψx + pψ,

λψλ = (λ+ x+ z)ψx − pψ
(28)îáðàçóþò ëàêñîâó ïàðó äëÿ PIV. Äåéñòâèòåëüíî,ïîäñòàíîâêà

ψλ = Aψx +Bψ ⇒ ψxλ =

= [Ax +B + (λ− z)A]ψx + [Bx − pA]ψâ óðàâíåíèå
ψxxλ + (z − λ)ψxλ + pψλ = ψx636



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 3, 2000 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. . .ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì
−Axxx + 4UAx + 2UxA = λ− z,

2Bx = 1 + (zA− λA−Ax)x.
(29)Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå λA = λ + y(x)äàåò

2yyxx − y2
x = 3y4 − 4xy3 + (x2 + 2c1)y

2 + c2,

y = z + x,
(30)÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî òðèâèàëüíûõ ðàñòÿæåíèé y è xñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (24) äëÿ PIV.Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

λA = λ + y(x) óðàâíåíèÿ (29) ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå
zx = 2p+ z2 + zx+ c1, (px + 2pz + px)x + p = 0è èñêëþ÷èòü èç íèõ z, à íå p. Ýòî äàåò
Y 2

xx + 4Yx

(
Y 2

x + c̃1Yx + c̃2
)

= (Y − xYx)2,

Yx = p,
(31)ãäå c̃1 = c1 + 1.Ïî-âèäèìîìó, �îðìóëû (61), (28) çàäàþò àâòî-ìîäåëüíûå ðåøåíèÿ (62).Íàðÿäó ñ óðàâíåíèÿìè (28), îïèñûâàþùèìè ñâÿ-çàííûå ñ PIV èçîìîíîäðîìíûå äå�îðìàöèè, âàæ-íóþ ðîëü â òåîðèè PIV èãðàåò ëèíåéíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà

ψxx = (u(x) − λ)ψ, (32)ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîìó ïî λ ïîòåíöèàëó
U(x, λ) â (26). Äèñêðåòíûì ñèììåòðèÿì (24) ñî-îòâåòñòâóþò ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó äëÿóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, à ñàìî óðàâíåíèå PIVçàìåíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèéïåðâîãî ïîðÿäêà [6℄

g′1 = g1(g3 − g2) + α1,

g′2 = g2(g1 − g3) + α2,

g′3 = g3(g2 − g1) + α3,

(33)ñ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì
g1 + g2 + g3 = xγ, γ = α1 + α2 + α3. (34)Ó÷èòûâàÿ ïåðâûé èíòåãðàë, íåòðóäíî ïðîâåðèòü(Ñð. (23)), ÷òî êàæäàÿ èç �óíêöèé gj ≡ y, j = 1, 2, 3,óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (24):

2yyxx−y2
x = y2(3y2−4γxy+γ2x2+2cj)−α2

j ,

cj = αj+2 − αj+1.
(35)

Âûðàæàÿ g2 ÷åðåç g1, ïîëó÷àåì îäíî èç ïðåîáðàçî-âàíèé Áýêëóíäà äëÿ (24):
2ỹ =

α1 − y′

y
− y + γx.Ôóíêöèÿ ỹ óäîâëåòâîðÿåò, â ñèëó (35), óðàâíå-íèþ (24), íî ñ èçìåíåííûìè ïàðàìåòðàìè α, β.Îäíèì èç ïðèëîæåíèé (33) ÿâëÿåòñÿ êðàñèâàÿ�îðìóëà, óòî÷íÿþùàÿ ñâÿçü óðàâíåíèé (30) è (31).Îáîçíà÷èì

Y = g1g2g3 + α1g2 − α2g1 ⇒ Y ′ = γh, h = g1g2.Èñïîëüçóÿ ïåðâûé èíòåãðàë xγ = g1 +g2 +g3 è �îð-ìóëû
h′

h
= g2

(α1

h
− 1

)
+ g1

(α2

h
+ 1

)
,

Y

h
− xγ = g2

(α1

h
− 1

)
− g1

(α2

h
+ 1

)
,

γh = Y ′,ìîæíî âûðàçèòü g1, g2 ÷åðåç Y è åãî ïðîèçâîäíûå.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåëèíåéíîå îáûêíîâåííîåäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
Y 2

xx = γ2(Y−xYx)2+4γ−1Yx(α1−Yx)(α2+Yx). (36)Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðåäåëå γ → 0 �óíêöèè
hi = gigi+1 +µi+1, i ∈ Z3, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþäëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé

1

2
h′′ +

∂

∂h
(h− µ1)(h− µ2)(h− µ3) = 0,ãäå αn = µn − µn+1. Î÷åâèäíàÿ ñâÿçü ýòîãî óðàâíå-íèÿ ñ (36) èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêîãîèíòåãðèðîâàíèÿ PIV.�àññìàòðèâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå (33) ñóùåñòâåí-íî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå èçâåñòíûõ ñåìåéñòâ ÷àñò-íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (24). Â ÷àñòíîñòè, êàíîíè-÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ g3 = α3 = 0 ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêàñèñòåìû (33) ïðèâîäèò ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñå-ìåéñòâó ðåøåíèé (24), âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç �óíê-öèè Ýðìèòà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè g3 ≡ 0 íàõîäèì

g1 = γx − g2 è, òàêèì îáðàçîì, g2 óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ �èêêàòè
g′2 = γxg2 − g2

2 + α2.Ïîäñòàíîâêà g2(x) = λy′(λx)/y(λx), λ2 = γ/2 ïðèâî-äèò ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ Ýðìèòà
y′′ − 2xy′ − 2

α2

γ
y = 0. (37)637



Â. �. Ìàðèõèí, À. Á. Øàáàò, Ì. Áîéòè, Ô. Ïåìïèíåëëè ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 3, 2000Íàêîíåö, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü äè��åðåíöèðîâà-íèåì, ïðåîáðàçîâàíèå
ĝ1 = g1, ĝ2 = g2 −

α1

g1
,

ĝ3 = g3 +
α1

g1
; α̂1 = −α1,

α̂2 = α2 + α1, α̂3 = α3 + α1

(38)ïåðåâîäèò ðåøåíèå (33) ñíîâà â ðåøåíèå.3.1. �àöèîíàëüíûå ðåøåíèÿÕîðîøî èçâåñòíî [7℄, ÷òî óðàâíåíèå (24) ïðè ñïå-öèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α, β îáëàäàåò ðà-öèîíàëüíûìè ðåøåíèÿìè. Èçâåñòíî [8℄, ÷òî äëÿ ðà-öèîíàëüíûõ ðåøåíèé (33) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
αj =

γ

3
γj , γj ∈ Z,

γ1 + γ2 + γ3 = 3, γ1 ≡ γ2 ≡ γ3 (mod 3).
(39)Ôîðìóëû (39) îçíà÷àþò, ÷òî α = (α1, α2, α3) ðàñïî-ëàãàåòñÿ ëèáî â öåíòðå, ëèáî â âåðøèíàõ ñîîòâåò-ñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïîñëåäíåìó ñîîòâåòñòâó-åò ñëó÷àé

γ1 ≡ γ2 ≡ γ3 ≡ 0 (mod 3),â ÷àñòíîñòè, ïðè α3 = 0 ìû íàõîäèì (ñð. (37)):
α = ((m+ 1)γ,−mγ, 0) ⇒ g1 = γx− (logPm)x,

g2 = (logPm)x, g3 = 0,ãäå Pm � ïîëèíîì ñòåïåíè m, òàêîé ÷òî
P ′′

m = γxP ′
m −mγPm.Ñóùåñòâåííî äëÿ äàëüíåéøåãî èìåòü â âèäó åäèí-ñòâåííîñòü [8℄ ðàöèîíàëüíîãî ðåøåíèÿ (33) ïðè çà-äàííîì α. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé åäèíñòâåííîñòèè èíâàðèàíòíîñòè (33) îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè

gj(x) 7→ −gj(−x) ñëåäóåò, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ðåøå-íèÿ îòâå÷àþò íå÷åòíûì �óíêöèÿì gj(x).Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàìåíèâ gj, j ∈ Z3,â (33) íà Qj, j ∈ Z3, ïî �îðìóëàì
gj =

1

3
γx+ ∂x log(Qj+1/Qj−1),ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ ïîëè-íîìîâ Qj :

(Q′′
j −xQ′

j+mjQj)Qj+1+

+ (Q′′
j+1+xQ

′
j+1−mj+1Qj+1)Qj =

= 2Q′
jQ

′
j+1, γ = 3. (40)

Çäåñü íîðìèðîâêà γ = 3 íå îãðàíè÷èâàåò ïî ñóùå-ñòâó îáùíîñòè, à mj îáîçíà÷àþò ñòåïåíè ïîëèíîìîâ
Qj . Â ñèëó ïåðèîäè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ Qj, j ∈ Z3,èç (40) ñëåäóåò, ÷òî
Q′′

1Q2Q3 +Q1Q
′′
2Q3 +Q1Q2Q

′′
3 =

= Q′
1Q

′
2Q3 +Q′

2Q
′
3Q1 +Q′

3Q
′
1Q2,÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äàåò â ãëàâíîì ïî x ïîðÿäêå

(m1 −m2)
2 + (m2 −m3)

2 + (m3 −m1)
2 =

= 2(m1 +m2 +m3). (41)Î÷åâèäíî, óðàâíåíèÿ (33) äîëæíû ñëåäîâàòüèç (40), è ñðàâíåíèå ïàðàìåòðîâ ýòèõ óðàâíåíèé äà-åò
αj =

γ

3
(1 +mj+1 +mj−1 − 2mj) ⇒

⇒ γj+1 − γj = 3(mj −mj+1).Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ (39).Óêàçàííûå âûøå �îðìóëû âìåñòå ñ (41) ïîçâîëÿþòíàéòè m1, m2, m3 ïðè çàäàííîì α = (α1, α2, α3):
mj =

1

3
(γj−1)(γj−2)+

1

9
(γj−γj+1)(γj−1−γj),

γj =
3

γ
αj .

(42)Îòìåòèì åùå ïîëåçíóþ �îðìóëó
m1 +m2 +m3 = 1 − 1

3
(γ1γ2 + γ2γ3 + γ3γ1),êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà (41).Îáðàç (39) ïðè îòîáðàæåíèè (42) âûõîäèò, âî-îáùå ãîâîðÿ, çà ðàìêè ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõöåëûõ ÷èñåë mj. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïðîòè-âîðå÷èå ñíèìàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

γ1 ≡ γ2 ≡ γ3 6≡ 0 (mod 3), (43)âûäåëÿþùèì öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ (39). Ïî-âèäè-ìîìó, ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò òàêæå, ÷òî öåëûìè÷èñëàìè ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ Qj ,íàéäåííûõ èç (40). Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:
α = (−1, 2, 2), Q = (x, 1, 1),

α = (−1, 5,−1), Q = (x2 − 1, 1, x2 + 1), (44)
α = (1, 4,−2), Q = (x, 1, x2 + 1),

α = (5,−4, 2), Q = (x, x4 + 2x2 − 1, x2 + 1).Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ (33)îòâå÷àþò íå÷åòíûì �óíêöèÿì gj. Ñîîòâåòñòâóþùèå638



ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 3, 2000 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. . .ýòèì ðåøåíèÿì ïîëèíîìû Qj ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè�óíêöèÿìè x, åñëè èõ ñòåïåíè mj ÷åòíû, è íå÷åò-íûìè â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå. Ìîæíî äîêàçàòü,÷òî ïîëèíîìû Qj, íàéäåííûå èç (40), (43), íå ìîãóòèìåòü îáùèõ íóëåé.Îòìåòèì, ÷òî âûøå ïåðå÷èñëåíû âñå âîçìîæíûåðåøåíèÿ (40), äëÿ êîòîðûõ îäíî èç mj = 0. Ïðèýòîì Qj = 1, à îñòàëüíûå äâà ïîëèíîìà ÿâëÿþòñÿ, âñèëó (40), ïîëèíîìàìè Ýðìèòà.3.2. Êóëîíîâñêèé ãàçÎáùåïðèíÿòîìó îïðåäåëåíèþ PIV ñîîòâåòñòâóåòñëó÷àé γ = −2 â (30). Âîñïîëüçóåìñÿ òåì ñâîéñòâîìóðàâíåíèÿ PIV, ÷òî ëþáàÿ îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ âêîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èìååò âèä
w ∼ c

ξ − ξ0
− ξ0, c2 = 1. (45)Õîðîøî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïî-âåäåíèå �óíêöèé gi íà áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿêàê

gi → −2

3
ξ, ξ → ∞, (46)ëèáî

g1 → −2ξ, g2, g3 → 0, ξ → ∞. (47)Áóäåì èñêàòü ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿÏåíëåâå IV â âèäå
w = −δξ +

∑

i

ci
ξ − ξi

, (48)ãäå δ = 2/3 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ¾öåíòðîâ¿ (46),(39), à δ = 0 èëè δ = 2 ïðèâîäèò ê ñëó÷àþ ¾óãëîâ¿òðåóãîëüíèêà. Ïîäñòàâëÿÿ (48) â (45), ïîëó÷àåì
(δ − 1)ξi =

∑

j 6=i

cj
ξi − ξj

, ci = ±1. (49)Óðàâíåíèå (49) îïèñûâàåò ýëåêòðîííûé ãàç ñ êóëî-íîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì  ïàðàáîëè÷åñêèì ïîòåí-öèàëîì, à òàêæå ñòàòèñòèêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéñëó÷àéíîé ýðìèòîâîé ìàòðèöû, òàê êàê (49) ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî âàðüèðîâàíèåì ñëåäóþùåãî �óíêöè-îíàëà:
U =

∑

i

1

2
(1 − δ)ciξ

2
i +

∑

i6=j

cicj log(ξi − ξj). (50)×àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå çàðÿäû ci = 1 (ëèáîâñå ci = −1), ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó ðåøåíèþ óðàâ-íåíèÿ PIV
w = −2ξ +

H ′
n(ξ)

Hn(ξ)
, (51)

ãäå Hn(ξ) � ïîëèíîìû Ýðìèòà (ð. [9℄). Òàêèì îáðà-çîì, êîðíè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà Hn îïèñûâàþò ñòàòè-÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îäèíàêîâûõ çàðÿäîâ â ïîòåí-öèàëå (50).Èíòåðåñíî, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ ðàçíîèìåííûõ çà-ðÿäîâ ðåøåíèÿ (48) íåò � ïðîèñõîäèò àííèãèëÿ-öèÿ ýëåêòðîíà íà äûðêå. Â òî æå âðåìÿ ðåøåíèå
Q(1, 4, 2) (ñì. (44)) îïðåäåëÿåò òðè ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (49) ïðè δ = 2/3, äâà èç êîòîðûõ òðèâèàëüíû(ñîîòâåòñòâóþò êîðíÿì ïîëèíîìîâ Ýðìèòà), à îäíîñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ è îäíî-ãî îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäîâ:

ξ1,2 = ±i, ξ3 = 0, c1,2 = 1, c3 = −1. (52)Â îáùåì ñëó÷àå èìååì òðè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (49),ïðè÷åì âñå ïîëîæèòåëüíûå çàðÿäû ðàñïîëîæåíû âêîðíÿõ ïîëèíîìà Qj+1, à âñå îòðèöàòåëüíûå � âêîðíÿõ ïîëèíîìà Qj−1; ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî çàðÿ-äîâ N± = degQj±1.4. ÌÎÄÅËÜ ËÀÍÄÀÓ�ËÈÔØÈÖÀÂ îïðåäåëåííîì ñìûñëå íàèáîëåå îáùèì èç ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ íàìè èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ÿâ-ëÿåòñÿ àíèçîòðîïíàÿ ìîäåëü Ëàíäàó�Ëè�øèöà
St = S× (Sxx + ĴS), S2

1 + S2
2 + S2

3 = 1, (53)ãäå Ĵ � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòî âåêòîðíîå óðàâ-íåíèå ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðèçàöèè âåêòîðà S

S = (S1, S2, S3) =

=
(
p(q2 − 1) + q, ip(q2 + 1) + iq, 2pq + 1

) (54)ïðèâîäÿòñÿ ê ëàãðàíæåâîé �îðìå (1):
L = iqpt + pxqx − q2xp

2 − p2r(q)−

− 1

2
pr′(q) − 1

12
r′′(q), (55)ãäå

4r(q) = −
(
∂S

∂p
Ĵ
∂S

∂p

)
. (56)Â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Ĵ èìååì

4r(q) = (J2−J1)q
4+2(J1+J2−2J3)q

2+J2−J1. (57)Cëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàìåíèâ ëàãðàíæèàí L1 èç(7) íà (55), ãäå r(q) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ÷åò-âåðòîé ñòåïåíè ïî ïåðåìåííîé q, ìîæíî áûëî áûóòâåðæäàòü, ÷òî ëþáîå èíòåãðèðóåìîå îáîáùåíèåÍÓØ ñâîäèòñÿ ê (1) èëè (55) (ñì., íàïðèìåð, [2, 3℄).639



Â. �. Ìàðèõèí, À. Á. Øàáàò, Ì. Áîéòè, Ô. Ïåìïèíåëëè ÆÝÒÔ, òîì 117, âûï. 3, 2000Íàðÿäó ñ (54) èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ïàðàìåòðè-çàöèè êîìïëåêñíîé ñ�åðû, íàïðèìåð, ñòåðåîãðà�è-÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Íàèáîëåå èíòåðåñíîé äëÿ íàñ ÿâ-ëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ ñâÿçü çàäà÷è î ïàðàìåòðèçàöèè ñîñïåêòðàëüíîé çàäà÷åé
ψxx + (z(x) − λ)ψx + p(x)ψ = 0. (58)À èìåííî, åñëè S = S(x) � êðèâàÿ íà ñ�åðå

(S,S) = S2
1 + S2

2 + S2
3 = 1, òî

(S,S) = 1 ⇒ Sx = kN,

Nx = −kS + χB, Bx = −χN,
(59)ãäå B = S × N � áèíîðìàëü. Ýòè óðàâíåíèÿ Ôðåíåòåñíî ñâÿçàíû ñ (58), è, îïðåäåëèâ êîý��èöèåíòû

p, z èç �îðìóë
k2 = 4p, iχ+ z + (log k)x = λ, (60)ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà ðåøåíèé ψj(x), j = 1, 2,óðàâíåíèÿ (58) ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü êðèâóþ S(x)ïî çàäàííûì êðèâèçíå è êðó÷åíèþ:

w(x)S3 = (ψ1ψ2)x, w(x)(S1 + iS2) = i(ψ2
2)x,

w(x)(S1 − iS2) = i(ψ2
1)x.

(61)Çäåñü w = w(x) îáîçíà÷àåò âðîíñêèàí
w = ψ1,xψ2 − ψ2,xψ1ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé.4.1. Ñëó÷àé J = 0Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèÿ (16) çàäàþò âðå-ìåííóþ äèíàìèêó êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ äëÿ èçî-òðîïíîé ìîäåëè Ëàíäàó�Ëè�øèöà:

St = S× Sxx, S2
1 + S2

2 + S2
3 = 1. (62)Äåéñòâèòåëüíî, äè��åðåíöèðóÿ ïî t óðàâíåíèÿÔðåíå (59), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿêðèâèçíû k è êðó÷åíèÿ χ:

kt + 2kxχ+ kχx = 0, χt =

(
kxx

k2
+

1

2
k2 − χ2

)

x

.Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàíîâêà (60) ïåðåâîäèò ýòèóðàâíåíèÿ â (16):
iψt = (z + λ)ψx − pψ, (63)

iwt + wxx + 2pw = 2λwx, wx = (λ− z)w.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìèóðû (18), ìîæ-íî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, óðàâíåíèå íåïîñðåäñòâåííîäëÿ ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z äëÿ ìîäåëè (62):
(
∂ξ +

w′ + γ

w

)
S3 = −(w + 2ξ),

γ = c1 − c2 + 2,

(64)ãäå w = w(ξ, α, β) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ PIV ñ ïàðàìåòðàìè
a =

1

2
(c1 + c2), b = −1

2
(c1 − c2 + 2)2. (65)Óðàâíåíèå (64) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå σ = ±1,åñëè

w′ + γ = ∓w(w + 2ξ) ⇐⇒ w = −ξ ± ψ′
ν

ψν
,

ψ′′ + (2ν + 1 − ξ2)ψ = 0, ∓(γ − 1) = 2ν + 1,

(66)ïðè÷åì, åñëè ν = 0, 1, 2..., ìû îïÿòü ïîëó÷èì íàáîððàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé PIV (51).Òàê êàê σ = ±1 + Cψe±ξ2

, ÷àñòíîå ðåøåíèå (64)èìååò âèä
S3 = ±1 + C Hn(ξ). (67)Èñïîëüçóÿ Z3-ñèììåòðèþ óðàâíåíèÿ PIV, ìîæíî çà-ïèñàòü óðàâíåíèå (64) ÷åðåç �óíêöèè gi (ñì. (33)),ïîëó÷àÿ ñðàçó òðè àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèÿ ìîäåëèËàíäàó�Ëè�øèöà (62)

(∂ξ + gi − gi+1)S
i
3 = gi + gi+1. (68)Î ñâÿçè ìîäåëè �åéçåíáåðãà ñ óðàâíåíèåì PIV ñì.òàêæå [10℄. 5. ÌÎÄÅËÜ ÍÓØÈíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå (â òîì ÷èñëåè íåèíòåãðèðóåìûå) îáîáùåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâ-íåíèÿ Øðåäèíãåðà. Èòàê, ÍÓØ ñ êîý��èöèåíòàìè,çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè, èìååò âèä

iqt + f(t)qxx + g(t)|q|2q = 0. (69)Ïåðåîáîçíà÷àÿ âðåìÿ
t→

t∫
f(t′)dt′ (70)è êîíñòàíòó ñâÿçè g(t)

g(t) → g (t)

f (t)
, (71)640
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iqt + qxx + g(t) |q|2 q = 0. (72)Îíî äîïóñêàåò ñàìîïîäîáíîå ðåøåíèå g(t) âèäà
g(t) = α(4t)(m−1)/2, (73)ãäå m ∈ R, à êîíñòàíòó α ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé

±1 (âàæåí âûáîð çíàêà). Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå (ñòî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è t > 0)èìååò âèä
q = |q| eiΘ(η,t), |q|2 = 4k(t)m+1Y ′(η),

η = k(t)x, k(t) =
1

2t1/2
,

(74)ãäå
Θ(η, t) = θ(η) + θ0 log t, θ0 ∈ R, (75)

θ(η) =
η2

2
+m

∫
Y

Y ′
dη, (76)à Y óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

2Y ′′′Y ′ − Y ′′2 + 4η2Y ′2 − 4m2Y 2+

+ 16αY ′3 − 16θ0Y
′2 = 0. (77)Òåñò Ïåíëåâå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê âû-âîäó, ÷òî ðåøåíèÿ (77) íå èìåþò ïîäâèæíûõ îñîáûõòî÷åê ïðè m2 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (77) èí-òåãðèðóåòñÿ äî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (ñ ïîìî-ùüþ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ Y ′′/Y ′, ñð. (31))

Y 2
ηη + 4 (ηYη − Y )

2
+

+ 2αYη(2Yη − αθ0)
2 + 2αµ2Yη = 0, (78)ãäå µ2 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Àâòîìîäåëüíîåðåøåíèå ÍÓØ áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî â [1℄ â ñëó-÷àå θ0 = 0. Â îáùåì ñëó÷àå ñâîéñòâà òàêèõ ðåøåíèéÍÓØ ìîãóò áûòü èçó÷åíû òàê æå, êàê è â [1℄. �å-øåíèå Y ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

− αY =
1

2
W (W − η)

2
+

1

8W
×

×
[
W 2

η − 2Wη − µ2 + 1
]
+

1

2
θ0 (W − η) , (79)ãäå W óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

WWηη =
1

2
W 2

η − 6W 4 + 8ηW 3−

− 2(η2 − θ0)W
2 − 1

2
(µ− 1)

2
, (80)ñîâïàäàþùåìó (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ïåðåìåííûõ)ñ PIV. Óðàâíåíèå (79) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àë-ãåáðàè÷åñêóþ êâàäðàòóðó (78), êîòîðàÿ êâàäðàòè÷-íà ïî Yηη.

Îòìåòèì, ÷òî
−2αYη = (W − η)

2
+

(Wη + µ− 1)
2

4W 2
. (81)Òàêèì îáðàçîì, ïðè α = −1 è âåùåñòâåííûõ µè W óñëîâèå Yη ≥ 0 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Ñäðóãîé ñòîðîíû, äëÿ α = 1 è ïðè âåùåñòâåííûõ µè W ïîëó÷àåì, ÷òî Yη ≤ 0, ò. å. íåò àâòîìîäåëüíûõðåøåíèé. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå α = −1.Ìîæíî âûðàçèòü W ÷åðåç Y :

W =
−µYηη + (2Yη + θ0) (2Y + ηθ0) + ηµ2

(2Yη + θ0)
2
+ µ2

. (82)Èñõîäÿ èç âûâîäà Áþðî [11, ñòð. 210℄ óðàâíå-íèå (78) ìîæíî ðåøèòü àëãåáðàè÷åñêè èíûì ïóòåì,à èìåííî, ìîæíî âûðàçèòü Y ÷åðåç äðóãóþ �óíê-öèþ Ŵ :
4Y = hη +

Ŵ 2
η

2Ŵ
− 2Ŵ 3 − 4ηŴ 2+

+ 2
(
η2 − a

)
Ŵ +

b

4Ŵ
, (83)ïðè÷åì Ŵ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ŴŴηη =
1

2
Ŵ 2

η − 6Ŵ 4 + 8ηŴ 3−

− 2
(
η2 − a− σ2

)
Ŵ 2 +

b

4
, (84)ãäå

σ4 = −1,à êîíñòàíòû a, b è h îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðà-çîì:
4a3 + 3(3µ2 − θ20)a+ θ0

(
9µ2 + θ20

)
= 0, (85)

3b = −2a2 − 2(3µ2 − θ20), (86)
h =

2

3
(a− 2θ0) . (87)Êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà a èìåþò âèä

a1 = −θ0, (88)
a2,3 =

1

2
θ0 ±

3

2
iµ. (89)Òîãäà

b1 = −2µ2, (90)
b2,3 =

1

2
(θ0 ∓ iµ)

2
, (91)

h1 = −2θ0, (92)
h2,3 = −θ0 ± iµ, (93)12 ÆÝÒÔ, âûï. 3 641
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Ŵ1 =

1

2
η − 1

2

Y

Yη
− σ2

4

Yηη

Yη
, (94)à â ñëó÷àå a2,3 = θ0/2 ± 3iµ/2

Ŵ2,3 =
ηYη − Y

2Yη + θ0 ± iµ
− σ2

2

Yηη

2Yη + θ0 ± iµ
. (95)Âåëè÷èíû Ŵ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

ζ2W2

W2 −W1
=

ζ3W3

W3 −W1
=
ζ3W3 − ζ2W2

W3 −W2
, (96)ãäå

ζ2,3 =
1

2
(θ0 ± iµ) . (97)Ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà äëÿ ÍÓØ ðåäóöèðóþò-ñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ àâòîìî-äåëüíûõ ðåøåíèé Y.Ìîæíî ïîëó÷èòü íîâîå àâòîìî-äåëüíîå ðåøåíèå Ỹ , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò (78) ïðè

µ→ 2 − µ è èìååò âèä
Ỹ = Y +

1

2
×

×
(µ− 1)

[
(2Yη + θ0)

2
+ µ2

]

[−µYηη + (2Yη + θ0) (2Y + ηθ0) + ηµ2]
. (98)6. ÍÓØ Ñ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÅÉ.ÒÎ×ÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ�àññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðàñ ïåðåìåííîé äèñïåðñèåé d(z)

iψz + d(z)ψxx + g(ψ∗ψ)ψ = 0, (99)êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âàðüèðîâàíèåì ñëå-äóþùåãî ëàãðàíæèàíà:
L =

∫
dz×

×
∫

dt
[
iψ∗ψz − d(z)ψ∗

xψx +
g

2
(ψ∗ψ)2

]
. (100)Ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

(ψ, ψ∗) → (ρ, φ) (ïðè ýòîì ψ = ρ1/2 eiφ) ëà-ãðàíæèàí (100) ïåðåõîäèò â
L =

∫
dz

∫
dt

[
−ρφz − dρφ2

t − d
ρ2

t

4ρ
+
g

2
ρ2

]
. (101)Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

ρz + 2d∂tρφt = 0 (102)ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, âûáðàâ àâòîìîäåëüíóþ�îðìó ρ:
ρ = λ(z) f(ξ),

φ = − λ′

4dλ
t2 + φ0(z), ξ = λt.

(103)Ëàãðàíæèàí (101) ïðè òàêîì âûáîðå àâòîìîäåëü-íîé ïîäñòàíîâêè ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
L =

∫
dz

λ(z)

∫
dξ

[
−fλ∂zφ0(z) −

dλ3

4

f2
ξ

f
+
g

2
λ2f2+

+

{
1

λ

(
λ′

4dλ

)′

− dλ

(
λ′

2dλ

)2
}
fξ2

]
. (104)Âàðüèðóÿ ëàãðàíæèàí (104) ïî f è φ0, ìîæíî ïîëó-÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèé

λd = α, (d′)2 = ǫd2 + 4α3γ (105)óðàâíåíèå äëÿ ¾ïëîòíîñòè¿ f èìååò âèä
α

2

[
f ′′

f
− f ′2

f2

]
+ γξ2 + gf = 0. (106)Åñëè αγ > 0, ìû ïîëó÷àåì ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-íèå äëÿ d(z), íî f → ∞ ïðè ξ → ∞; åñëè æå

αγ < 0, ǫ > 0, òî (106) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
d =

√
−4α3γ

ǫ
ch

(
z
√
ǫ
)
,

y′′ +
γ

α
ξ2y +

g

α
y3 + Ey = 0, y2 = f.

(107)Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíîòî÷íîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (99), ïî-ñêîëüêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (107) äëÿ y êîíå÷íûïðè ξ → ∞, íå èìåþò îñîáûõ òî÷åê è îáëàäàþò èç-âåñòíûìè àñèìïòîòèêàìè (óðàâíåíèå Øðåäèíãåðàîñöèëëÿòîðà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ). Ñ ýòîéòî÷êè çðåíèÿ, â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé äèñïåðñèèòî÷íûõ ðåøåíèé íåò. Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé èíòåðå-ñåí òåì, ÷òî óðàâíåíèå (99) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðà-íåíèå ñèãíàëà â îïòè÷åñêèõ âîëîêíàõ, ñîñòîÿùèõèç ïðîòÿæåííûõ êóñêîâ ñ ðàçëè÷íîé äèñïåðñèåé. Âðàáîòå [12℄ áûëî ïîñòðîåíî âàðèàöèîííîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ òèïà (99). Âûâîä îá îòñóòñòâèè òî÷íûõðåøåíèé (99) â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå íå îáÿçàòåëü-íî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèé òèïà âàðèàöèîí-íûõ, íî ìîæåò óêàçûâàòü íà èõ íåóñòîé÷èâîñòü.642
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