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ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÍÎÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈÇÀ�ßÆÅÍÍÎÉ ×ÀÑÒÈÖÛ ÂÎ ÂÍÅØÍÅÌ ÏÎËÅÈ Å�Î Ï�ÈËÎÆÅÍÈßÂ. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî *Èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èì. �. È. Áóäêåðà630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18 ñåíòÿáðÿ 2000 ã.Äàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé âûâîä îïåðàòîðíîé �îðìû ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñ-òèöû â ïðîèçâîëüíîì âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-íû ïðè ðåøåíèè ëþáûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè âî âíåøíèõ ïîëÿõ â ðàìêàõ êâàçèêëàññè÷åñêîãîîïåðàòîðíîãî ìåòîäà. Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå ïðîöåññà ìà-ëîóãëîâîãî óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ �îòîíà âûñîêîé ýíåðãèè â ïðîèçâîëüíîì ëîêàëèçîâàííîì ýëåêòðè÷åñêîìïîëå. Âïåðâûå ýòà çàäà÷à ðåøåíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ïîòåíöè-àëà âíåøíåãî ïîëÿ.PACS: 03.65.Sq, 12.20.Ds1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒî÷íûé ó÷åò âëèÿíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ íà ïðîöåñ�ñû êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè (ÊÝÄ) óäîáíî ïðî�âîäèòü â ïðåäñòàâëåíèè Ôàððè. �ÿä òåîðèè âîçìó�ùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþ êâàíòîâàííûõ ïîëåé çà�ðÿæåííûõ ÷àñòèö è �îòîíîâ âûãëÿäèò â ýòîì ïðåä�ñòàâëåíèè òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñ�òèö, åñëè çàìåíèòü ñâîáîäíûå âîëíîâûå �óíêöèè(è �óíêöèè �ðèíà) íà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõóðàâíåíèé âî âíåøíåì ïîëå. Îãðàíè÷åíèÿ ïðè èñ�ïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî òî÷�íûå ðåøåíèÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé èçâåñòíû òîëüêîâ íåñêîëüêèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ è ïðåäñòàâëÿþòñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíûå �óíêöèè, ÷òî çàòðóäíÿåòïðîâåäåíèå äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ.Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðåîäîëåâàþòñÿ â ðàìêàõ âïåð�âûå ñ�îðìóëèðîâàííîãî â [1℄ êâàçèêëàññè÷åñêîãîîïåðàòîðíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ÊÝÄ â ïðèñóò�ñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ. Â äàëüíåéøåì ýòîò ìåòîä áûëóñïåøíî èñïîëüçîâàí ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ ÊÝÄäëÿ ìíîãèõ �èçè÷åñêè èíòåðåñíûõ êîí�èãóðàöèéâíåøíåãî ïîëÿ (ñì., íàïðèìåð, [2℄ è öèòèðîâàííóþòàì ëèòåðàòóðó). Èñõîäíûì ìîìåíòîì êâàçèêëàññè�÷åñêîãî îïåðàòîðíîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëå�*E-mail: v.m.strakhovenko�inp.nsk.su

íèå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â îïåðàòîðíîé�îðìå, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîãî âíåøíåãî ïîëÿ. Èñ�ïîëüçóÿ ýòó �îðìó, ìû ïîëó÷àåì äëÿ êâàäðàòà ìàò�ðè÷íîãî ýëåìåíòà, õàðàêòåðèçóþùåãî ïðîöåññ, âû�ðàæåíèå, èìåþùåå âèä ñðåäíåãî îò ïðîèçâåäåíèÿíåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ. Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåò�ñÿ íàäëåæàùåå ïðåîáðàçîâàíèå (ïåðåãðóïïèðîâêà)âõîäÿùèõ îïåðàòîðîâ è çàòåì � âû÷èñëåíèå ñðåäíå�ãî. Ïåðâûå äâà ýòàïà êâàçèêëàññè÷åñêîãî îïåðàòîð�íîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûìè,êîãäà îò õàðàêòåðà âíåøíåãî ïîëÿ ìîãóò çàâèñåòüóñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷àåìûõ âûðàæåíèé, íîíå ñàìà èõ �îðìà. Íà ýòàïå óñðåäíåíèÿ õàðàêòåðâíåøíåãî ïîëÿ, íàïðèìåð íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîñòè âñëó÷àå êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, îêàçûâàåòñÿ âàæ�íûì. Îäíàêî è çäåñü ìû èìååì äåëî ëèøü ñ äâóìÿâîçìîæíûìè ñèòóàöèÿìè, îäíà èç êîòîðûõ ìîæåòðåàëèçîâàòüñÿ â ëîêàëèçîâàííûõ ïîòåíöèàëàõ ñ ñó�ùåñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ, â ÷àñòíîñòè â êóëî�íîâñêîì ïîëå äëÿ ìàëûõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, àäðóãàÿ � âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, â ÷àñòíîñòèâ ïîñòîÿííîì âíåøíåì ïîëå è äàæå â êóëîíîâñêîìïîëå äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåò�ðîâ.Â ðàçä. 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû âïåðâûå äàåòñÿ ïî�ñëåäîâàòåëüíûé âûâîä îïåðàòîðíîé �îðìû ðåøå�íèÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â649



Â. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001ïðîèçâîëüíîì âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå è îá�ñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïåðåãðóïïèðîâêè îïåðàòîðîâ âìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ. Íà êàæäîì ýòàïå äàåòñÿ îöåí�êà òî÷íîñòè èñïîëüçóåìûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðîáëåìàóñðåäíåíèÿ ðàññìîòðåíà â ðàçä. 3 íà ïðèìåðå ïðî�öåññà óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ �îòîíà âûñîêîé ýíåðãèèâ ëîêàëèçîâàííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Äî ñèõ ïîðýòà çàäà÷à íå ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ êâàçèêëàññè÷å�ñêîãî îïåðàòîðíîãî ìåòîäà è ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîãîïîäõîäà îñîáåííî èíòåðåñíà, òàê êàê â íåé ðåàëèçó�þòñÿ îáå àëüòåðíàòèâíûå ñõåìû óñðåäíåíèÿ. Íàìèïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ýòîãî ïðîöåñ�ñà, ñïðàâåäëèâîå âî âñåé îáëàñòè ïåðåäà÷ èìïóëüñà�, ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé �îòîíà !. Ïðèýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ïî�òåíöèàëà âíåøíåãî ïîëÿ.2. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÍÀß ÔÎ�ÌÀ �ÅØÅÍÈßÂÎËÍÎÂÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÈÌÀÒ�È×ÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛÂîëíîâûì óðàâíåíèåì äëÿ ÷àñòèö ñ íóëåâûì ñïè�íîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Êëåéíà��îðäîíà:�i ��t � eA0(r)�2  = H2 ; H =pP2 +m2; (1)ãäå P = p� eA(r); p = �i ��r ; A� � (A0;A);ãäå A� � 4-ïîòåíöèàë âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ, e � çàðÿä ÷àñòèöû. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåò�ñÿ ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé ~ = 
 = 1. Áóäåì ïî�êà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 4-ïîòåíöèàë A� íå çàâèñèò îòâðåìåíè. Åñëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E = ��A0(r)=�rîòñóòñòâóåò, òî óðàâíåíèå (1) èìååò äâà òî÷íûõ îïå�ðàòîðíûõ ðåøåíèÿ: (�) = exp(�iHt)j0i; (2)êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöà�òåëüíî-÷àñòîòíûì ñîñòîÿíèÿì. Ñîñòîÿíèå j0i �îð�ìàëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâóþ �óíêöèþ â ìî�ìåíò âðåìåíè t = 0. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ñîñòîÿ�íèå àáñîëþòíî ïðîèçâîëüíî è âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåò�ñòâèè ñ ðåøàåìîé çàäà÷åé. Â ïðèñóòñòâèè ýëåêòðè�÷åñêîãî ïîëÿ óðàâíåíèå (1) ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîìïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòà�âèì (1) â âèäå L = 0, ãäåL = �i ��t +H� V (r)� ���i ��t �H � V (r)�+ [H; V (r)℄

èëèL = �i ��t �H � V (r)� �� �i ��t +H� V (r)�� [H; V (r)℄:Çäåñü V (r) îáîçíà÷àåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ÷àñ�òèöû: V (r) � eA0(r). Åñëè òåïåðü ïðåíåáðå÷ü êîììó�òàòîðîì [H; V (r)℄ â âûðàæåíèè äëÿ L, òî â êà÷åñòâåíóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ (1) âïðèñóòñòâèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ: (�)0 = exp[�i(H� V (r))t℄j0i: (3)Ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå (�)1 (t) = (1 + C(�)) (�)0 (t):Èç óðàâíåíèÿ L = 0 ïîëó÷àåì â ïåðâîì ïðèáëè�æåíèè C(�) = �V=(2H), ïðè÷åì ìû ïðåíåáðåãëè÷ëåíàìè ïîðÿäêà [H�1; V ℄. Åñëè òåì íå ìåíåå èñ�ïîëüçîâàòü â ïðèëîæåíèÿõ  (�)0 (t), òî õàðàêòåðíàÿâåëè÷èíà ïîïðàâêè ïîðÿäêà V=" (" � ýíåðãèÿ ÷àñ�òèöû) îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ (3). Êîíêðåò�íàÿ îöåíêà ýòîé òî÷íîñòè çàâèñèò êàê îò ñâîéñòâïîòåíöèàëà V (r), òàê è îò õàðàêòåðà ñàìîãî ïðîöåñ�ñà, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ íàéäåííîåðåøåíèå. Íàïðèìåð, ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè �îòî�íà ñ ýíåðãèåé ! � m â ïîëå ÿäðà ñ çàðÿäîì Zjej(e � çàðÿä ýëåêòðîíà) ýíåðãèÿ âèðòóàëüíûõ ÷àñòèöñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó " � !, è jV j=" � Z�=(�!), ãäå� = e2 = 1=137� ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû, ��ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð. Ïîñêîëüêó â ýòîì ïðîöåññåñóùåñòâåííû ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû, óäîâëåòâîðÿ�þùèå óñëîâèþ !=m2 � � � 1=(m + �), ïîëó÷àåìjV j=" � Z�(m+�)=!, ò. å. jV j=" � 1 äëÿ ìàëîóãëî�âîãî (�� !) ðàññåÿíèÿ.Äëÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2 ñëåäóåò ðåøàòü óðàâ�íåíèå Äèðàêà, êîòîðîå âî âíåøíåì ïîëå èìååò âèäi ��t D = HD D ; HD = � �P+ �m+ V (r): (4)Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö 
�;� = 
0, � = 
0
. Îïåðàòîðíîå ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (4) î÷åâèäíî: D(t) = exp(�iHDt) D(0); (5)îäíàêî îíî íå óñòðàèâàåò íàñ ïî íåñêîëüêèì ïðè�÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ðåøåíèå,ðàçâèòèå êîòîðîãî âî âðåìåíè ñ òî÷íîñòüþ äî ñïèíî�âûõ ÷ëåíîâ îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåëÿòèâèñò�ñêèì ãàìèëüòîíèàíîì, êàê ýòî áûëî (ñì. (3)) äëÿ ñêà�ëÿðíûõ ÷àñòèö. Âî-âòîðûõ, æåëàòåëüíî ðàçäåëèòü650



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé �óíêöèè : : :ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûå ñîñòîÿ�íèÿ. Äëÿ ñâîáîäíîãî (A� = 0) äâèæåíèÿ ýòè öåëèäîñòèãàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôîëäè�Âîéòõàóçåíà(èíäåêñ FW , òîãäà êàê èíäåêñ D îçíà÷àåò èñõîä�íîå � äèðàêîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå), êîòîðîå óäàëÿåòèç ãàìèëüòîíèàíà HD íå÷åòíûå ìàòðèöû �, ñìåøè�âàþùèå âåðõíèå è íèæíèå äâóõêîìïîíåíòíûå ïðî�ñòðàíñòâà âîëíîâîé �óíêöèè.Êàê è äëÿ ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö, ðàññìîòðèì ñíà�÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòñóòñòâóåò,ò. å. êîãäà HD = � �P+�m. Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå D = U�1 FW , ãäåU = R�1+ 
 �P~H+m� ; ~H = �(� �P)2+m2�1=2 ;R =  ~H +m2 ~H !1=2 ; (6)èìååò òàêîé æå âèä, êàê è ïðè ïðåîáðàçîâàíèèÔîëäè�Âîéòõàóçåíà äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, åñ�ëè â ïîñëåäíåì çàìåíèòü p íà P. Îòìåòèì, ÷òî[
 � P; ~H ℄ = 0, ïîñêîëüêó (� � P)2 = �(
 � P)2.Òàêæå ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ óíèòàð�íûì îïåðàòîðîì: U+ = U�1. Â ðåçóëüòàòå ýòîãîïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèå (4) ïðèîáðåòàåò âèäi ��t FW = HFW FW ;HFW = UHDU�1 = � ~H: (7)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ñëåäóþùåå: FW (t) = exp(�i� ~Ht) FW (0): (8)Îïåðàòîð � ~H ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, ò. å. íå ñìåøèâàåòâåðõíèå è íèæíèå äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû â âîë�íîâîé �óíêöèè. Âûáåðåì òåïåðü â êà÷åñòâå  FW (0)ñîáñòâåííûå �óíêöèè ìàòðèöû �:� (�)FW (0) = � (�)FW (0);  (+)FW (0) = �'0 � j0i; (�)FW (0) = � 0�� j0i; (9)ãäå ñîñòîÿíèå j0i èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è äëÿñêàëÿðíûõ ÷àñòèö, ' è � � äâóõêîìïîíåíòíûå ñïè�íîðû, îïèñûâàþùèå ïîëÿðèçàöèþ ÷àñòèö â ìîìåíòâðåìåíè t = 0. Ôóíêöèè (�)FW (t) = exp(�i� ~Ht) (�)FW (0) = exp(�i ~Ht) (�)FW (0);î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëîæèòåëüíî- (+)è îòðèöàòåëüíî- (�) ÷àñòîòíûå ñîñòîÿíèÿ, ò. å. ñî�îòâåòñòâåííî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ  (�)D = U�1 (�)FW â ìàãíèòíîì ïî�ëå ïîëó÷àåì (+)D (t) =  ~H +m2 ~H !1=2�1� 
 �P~H +m��� exp(�i ~Ht)�'0 � j0i; (�)D (t) =  ~H +m2 ~H !1=2�1� 
 �P~H +m��� exp(i ~Ht)� 0�� j0i: (10)
Âûðàæåíèÿ (10) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûì îïåðàòîðíûì ðå�øåíèåì óðàâíåíèÿ (4) ïðè V (r) = 0. Â ãàìèëüòîíè�àíå~H = ((� �P)2 +m2)1=2 = �P2 +m2 � eH ���1=2 ;ãäå H(r) � ìàãíèòíîå ïîëå, � = �
5�, ìîæíî îòäå�ëèòü ñïèíîâûé ÷ëåí, åñëè jeHj � "2. Òîãäà~H � H� eH(r) ��2H ; H =pP2 +m2: (11)Â ðàçëîæåíèè ãàìèëüòîíèàíà ~H ìû ïðåíåáðåãëè÷ëåíàìè ïîðÿäêà [H�1; eH � �℄ è ñ ýòîé òî÷íîñòüþïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ îïåðàòîðîâ H�1 è eH � � â(11) íåñóùåñòâåí. Îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà îòáðî�øåííûõ ÷ëåíîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ eH��H�1 ñîñòàâëÿåòv(a")�1, ãäå a � õàðàêòåðíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíî�ñòè ïîëÿ H, v � ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Çàìåòèì, ÷òîîïóùåííûå ïðè íàõîæäåíèè ïîïðàâêè ê ðåøåíèþ(3) ÷ëåíû èìåþò òî÷íî òàêóþ æå âåëè÷èíó îòíîñè�òåëüíî ñàìîé ïîïðàâêè C(�), åñëè ïîä a ïîíèìàòüðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ïîòåíöèàëà V (r). Èòàê, ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèé jeHj � "2; a� v=" ìîæíî çàìå�íèòü ~H â (10) íà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå (11). ÅñëèjeHj � m", òî ìîæíî äîïîëíèòåëüíî çàìåíèòü â (10)~H íà H âñþäó, êðîìå ýêñïîíåíòû exp(�i ~Ht).Ïóñòü òåïåðü V (r) 6= 0. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçî�âàíèÿ Ôîëäè�Âîéòõàóçåíà ñ ìàòðèöåé U èç (6) äëÿãàìèëüòîíèàíà H(1)FW = UHDU�1 ïîëó÷àåìH(1)FW = � ~H + V (r) + 12 �[R; V (r)℄; R�1�++R�12 [Q; [Q; V (r)℄℄ + [Q; V (r)℄�R; (12)ãäå Q = (
 � P)=( ~H + m), îïåðàòîð R îïðåäå�ëåí â (6), òàê ÷òî U = R(1 + Q). Åäèíñòâåííûìíå÷åòíûì îïåðàòîðîì â H(1)FW ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûéïî Q ÷ëåí R[Q; V (r)℄R, êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ,651



Â. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ V (r), êàê è îñòàëüíûå ÷ëåíûâ (12), ñîäåðæàùèå êîììóòàòîðû. Âåëè÷èíó íå÷åò�íîãî ÷ëåíà â ãàìèëüòîíèàíå ìîæíî äîïîëíèòåëü�íî óìåíüøèòü, ñäåëàâ åùå îäíî ïðåîáðàçîâàíèå:H(2)FW = H(1)FW + [B;H(1)FW ℄. ÂûáèðàÿB = 12�R[Q; V (r)℄R ~H�1è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè, êâàäðàòè÷íûìè ïî ïîòåíöè�àëó, íàõîäèìH(2)FW = � ~H + V (r) + 12 �[R; V (r)℄; R�1�++ 12R �[Q; [Q; V (r)℄℄ + h[Q; V (r)℄; ~Hi ~H�1�R: (13)Îïóùåííûå ïðè ïîëó÷åíèè (13) êâàäðàòè÷íûå ïî ïî�òåíöèàëó ÷ëåíû èìåþò (â ÷èñòî ýëåêòðè÷åñêîì ïî�ëå) ïîðÿäîê âåëè÷èíû (�V (r)=�r)2 ="3. Íàïðèìåð,â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå VC(r) = �Z�=r èõ âå�ëè÷èíà â åäèíèöàõ ñàìîãî ïîòåíöèàëà ñîñòàâëÿåòZ�=("r)3 è äëÿ Z� � 1 óêàçàííîå ïðåíåáðåæåíèåâîçìîæíî, åñëè "�� 1, ãäå � � õàðàêòåðíûé ðàçìåð(íàïðèìåð, ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð) çàäà÷è. Ïîðÿäîêâåëè÷èíû ÷ëåíà �[R; V (r)℄; R�1� â (13) ñîñòàâëÿåòV (r)(mv="2r)2. Îöåíêà âåëè÷èíû íå÷åòíîãî ÷ëåíà â(13) äàåò v2V (r)=("r)2. ×ëåí (1=2)R [Q; [Q; V (r)℄℄Rìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:12R�� 1~H +m; [V (r); ~H ℄�+ 1~H +m �� (�V (r) + 2e([P�E℄ ��)) 1~H +m�R: (14)Â ýòîì âûðàæåíèè äâîéíîé êîììóòàòîð ïî ïîðÿäêóâåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ íå÷åòíûì ÷ëåíîì â (13). Ôîð�ìàëüíàÿ îöåíêà âåëè÷èíû ïðîïîðöèîíàëüíîãî �V÷ëåíà äàåò V (r)=("r)2. Îí ìàë, è â äàëüíåéøåì ìûáóäåì èì ïðåíåáðåãàòü. Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü â âè�äó, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå òîíêîé ñòðóêòóðû àòîìà âîäîðî�äà ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíèàíà H(2)FW ýòîò ÷ëåí íàäîóäåðæàòü, òàê êàê â ýòîé çàäà÷å åãî ìàëîñòü îêàçû�âàåòñÿ ïîðÿäêà èñêîìîé ïîïðàâêè ê óðîâíÿì ýíåð�ãèè. Íàêîíåö, ïðîïîðöèîíàëüíûé ([P�E℄ ��) ÷ëåíâ (14) îòâå÷àåò ñïèí-îðáèòàëüíîìó âçàèìîäåéñòâèþè èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà vV (r)=("r). Îòáðàñûâàÿòåïåðü â (13) âñå ÷ëåíû, èìåþùèå ïîðÿäîê âåëè÷èíûV (r)=("r)2 è ìåíüøå, è ðàçëàãàÿ ~H êàê â (11), ïîëó�÷àåì ãàìèëüòîíèàí HFW â �îðìå, êîòîðàÿ è áóäåòèñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì:HFW = � �� �H+�V (r)� e2H ��H+� [E�P℄H+m � ���� : (15)

Óñëîâèå "�� 1, èñïîëüçîâàííîå ïðè ïîëó÷åíèè (15),îçíà÷àåò (äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî äâèæåíèÿ), ÷òî äëè�íà âîëíû 1=", àññîöèèðóåìàÿ ñ ÷àñòèöåé, ìàëà ïîñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ìàñøòàáàìè çàäà÷è, íà�ïðèìåð ñ òèïè÷íûì ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì èëèìàñøòàáîì íåîäíîðîäíîñòè (ñð. îöåíêó ïðèìåíèìî�ñòè ðàçëîæåíèÿ (11)). Ïî ñóùåñòâó ýòî óñëîâèå ñîâ�ïàäàåò ñ îáùèì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàñ�ñè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.Óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè  FW (t) èìååò âèä (7) ñãàìèëüòîíèàíîì HFW , îïðåäåëåííûì â (15), à åãîðåøåíèå âûãëÿäèò êàê (8), åñëè òàì çàìåíèòü � ~Híà HFW (15). Êàê è ðàíüøå, âûáèðàåì â êà÷åñòâå FW (0) ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà �, îïðåäå�ëåííûå â (9). Òîãäà ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëü�íî-÷àñòîòíûå ñîñòîÿíèÿ åñòü (�)FW (t) = exp(�iH(�)t) (�)FW (0);H(�) = H� V (r)� e2H ��H� [E�P℄H+m � ��� : (16)Çàìåòèì, ÷òî H(+) îòëè÷àåòñÿ îò H(�) èçìåíå�íèåì çíàêà ïîòåíöèàëà V (r). �åçóëüòèðóþùååïðåîáðàçîâàíèå Ôîëäè�Âîéòõàóçåíà èìååò âèäU (1) = (1 + B)U . Ïîñêîëüêó (îöåíêà â ÷èñòî ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå) B � jeEj="2 � ("r)�2 èìååò òàêóþæå ìàëîñòü, êàê è ÷ëåíû, óæå îòáðîøåííûå ïðèïîëó÷åíèè (16), ìîæíî çàìåíèòü U (1) íà U .Ñîñòîÿíèÿ  FW (t) è âìåñòå ñ íèìè  D(t) == U�1 FW (t) áóäóò ñòàöèîíàðíûìè, åñëè  FW (0)ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà:HFW FW (0) = " FW (0). Ìû, â ÷àñòíîñòè, ïðîâå�ðèëè, ÷òî â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå ïîëó÷åííàÿèç ýòîãî óðàâíåíèÿ (ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ U�1)�óíêöèÿ  (+)D ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì Ôàððè [3℄(ñì. (39, 10) â [4℄). Ïðè ýòîì íóæíàÿ òî÷íîñòüîáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî â (16) óäåðæèâàþòñÿ,âîîáùå ãîâîðÿ, ìàëûå ñïèíîâûå ÷ëåíû. Ýòè ÷ëåíû,åñòåñòâåííî, âàæíû òàêæå, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿðàçâèòèåì âî âðåìåíè ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé. Îä�íàêî, êàê ýòî áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî, èìèìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ, åñëè, êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò â óëü�òðàðåëÿòèâèñòñêîì (" � m) ñëó÷àå, ñïèí ìàëîìåíÿåòñÿ çà âðåìÿ �îðìèðîâàíèÿ ïðîöåññà. Êðîìåòîãî, ïðè " � m è jeHj � "m ìîæíî óïðîñòèòüìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ U , ðàçëîæèâ R è ~H . Îêîí�÷àòåëüíî ïðè îïèñàíèè ðàäèàöèîííûõ ïðîöåññîâ(èñïóñêàíèå �îòîíà, ðîæäåíèå e+e�-ïàðû è ò. ä.) ñó÷àñòèåì óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì1/2 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå îïåðàòîðíîåïðåäñòàâëåíèå äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ âîëíîâûõ�óíêöèé:652



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé �óíêöèè : : :j (+)i = 1p2 �1� 
 �PH+m��� expf�i(H+ V (r))tg�'0 � j0i;j (�)i = 1p2 �1� 
 �PH+m��� expfi(H� V (r))tg� 0�� j0i: (17)
Çäåñü j �i îçíà÷àåò â èñïîëüçîâàííûõ âûøå îáîçíà�÷åíèÿõ  (�)D . Â (17) ïîêà íå êîíêðåòèçèðóåòñÿ ïðåä�ñòàâëåíèå (íàïðèìåð, êîîðäèíàòíîå, èìïóëüñíîå èò. ï.) âîëíîâîé �óíêöèè. Äëÿ ïåðåõîäà ê êîíêðåòíî�ìó ïðåäñòàâëåíèþ íàäî ñïðîåêòèðîâàòü j i íà ñî�îòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ. Íàïðèìåð,â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè  (r; t) = hrj i, ãäåjri � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà êîîðäèíàòû.Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî 4-ïîòåíöèàëâíåøíåãî ïîëÿ A� íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Åñëè ýòîíå òàê, òî ãàìèëüòîíèàí HD â èñõîäíîì óðàâíåíèè(4) òàêæå çàâèñèò îò âðåìåíè, HD � HD(t), è âìåñòî(5) ïîëó÷àåì îïåðàòîðíîå ðåøåíèå äëÿ (4) â âèäå D(t) = [#(t)T+ + #(�t)T�℄�� exp8<:�i tZ0 dsHD(s)9=; D(0); (18)ãäå #(t) = 1 ïðè t > 0 è #(t) = 0 ïðè t < 0.Ñèìâîë T� â (18) îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîðû äîëæíûáûòü óïîðÿäî÷åíû ïî âðåìåíè. Èìåííî, ïîä çíàêîìT+ îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå áîëåå ðàííèì ìî�ìåíòàì âðåìåíè, äîëæíû ñòîÿòü ñïðàâà îò îïåðàòî�ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëåå ïîçäíèì ìîìåíòàì âðå�ìåíè, è íàîáîðîò äëÿ T�. Ñîâåðøàÿ ïðåîáðàçîâàíèåÔîëäè�Âîéòõàóçåíà  D = U�1 FW , ãäå îïåðàòîð Uîïðåäåëåí â (6) è òàêæå ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè,åñëè îò íåãî çàâèñèò âåêòîð-ïîòåíöèàë A, ïðèõîäèìê óðàâíåíèþ (7) ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(1)FW (t):H(1)FW (t) = UHD(t)U�1+ i2 ��U�t U+�U �U+�t � : (19)×ëåí UHD(t)U�1 ñîâïàäàåò ñ (12), ãäå òåïåðü V (r)ìîæåò çàâèñåòü è îò âðåìåíè: V (r) ! V (r; t). Ñòî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà "�2, êîòîðûìè, êàê èðàíüøå, áóäåì ïðåíåáðåãàòü, âòîðîé ÷ëåí â (19) åñòüi2 ��U�t U+ � U �U+�t � �� �e��P� �A�t � ���2H(H+m) � ie2H (
 �A): (20)

Ïðîïîðöèîíàëüíûé 
 �A ÷ëåí â (20) ÿâëÿåòñÿ íå÷åò�íûì îïåðàòîðîì, ñîâïàäàþùèì ïî ïîðÿäêó âåëè÷è�íû ñ íå÷åòíûì îïåðàòîðîì â (12). Âèäîèçìåíÿÿ òå�ïåðü îïåðàòîð B â äîïîëíèòåëüíîì ïðåîáðàçîâàíèèH(2)FW = (1+B)H(1)FW (1+B)�1, ìîæíî îäíîâðåìåííîóìåíüøèòü âåëè÷èíó âñåõ íå÷åòíûõ ÷ëåíîâ â (19) äîçíà÷åíèé ïîðÿäêà "�2, êîòîðûìè ìû ïðåíåáðåãàåì âîêîí÷àòåëüíîì îòâåòå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñ ïðèíÿòîéòî÷íîñòüþ ðîëü âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïåðåõîä îòH(1)FW êH(2)FW ) ðåçóëüòàòèâíî ñâîäèòñÿ ê óäàëåíèþ èçH(1)FW íå÷åòíûõ îïåðàòîðîâ, ñàì æå îïåðàòîð B ââè�äó åãî ìàëîñòè ìîæåò áûòü îïóùåí â âûðàæåíèè (+)D = U�1(1 + B)�1 FW (t). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷à�åì â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðíîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà â çàâèñÿùåì îò âðåìåíèýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå: (�)(t) = U�1[#(t)T+ + #(t)T�℄�� exp8<:�i tZ0 dsH(�)(s)9=; (�)FW (0): (21)Çäåñü îïåðàòîð U îïðåäåëåí â (6), �óíêöèè (�)FW (0) � â (9), ãàìèëüòîíèàí H(�)(t) � â (16),ãäå îò âðåìåíè ìîæåò çàâèñåòü ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ V (r; t), âåêòîð-ïîòåíöèàë A(r; t) è âìåñòåñ íèìè ïîëÿ E è H. Îòìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì âêëàäàïåðâîãî ñëàãàåìîãî â �îðìóëå (20) íà ìåñòå E âH(�) òåïåðü ñòîèò âåêòîð ��A0=�r � �A=�t, ò. å.ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âñëó÷àå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ïîòåíöèàëà.Íàïîìíèì òåïåðü íà ïðèìåðå ïðîñòåéøèõ ïðî�öåññîâ, êàê çàïèñûâàþòñÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì îïå�ðàòîðíîì ìåòîäå ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûå ýëå�ìåíòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ âûøå îïåðà�òîðíûõ ðåøåíèé âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Áóäåì ðàñ�ñìàòðèâàòü òîëüêî ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2, ïîñêîëü�êó âñå ïðèíöèïèàëüíûå ìîìåíòû ïðèìåíåíèÿ ýòîãîìåòîäà îäèíàêîâû äëÿ ñïèíîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ÷àñ�òèö. Â ïðåäñòàâëåíèè Ôàððè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò,ñîîòâåòñòâóþùèé èñïóñêàíèþ �îòîíà ýëåêòðîíîì, ñòî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ èìååò âèäV radif = ie Z d4x (+)f (x)ê� exp(ikx) (+)i (x); (22)ãäå e � çàðÿä ýëåêòðîíà, k�; e� � 4-âåêòîðû èìïóëü�ñà è ïîëÿðèçàöèè �îòîíà, ê� � 
�e��. Ïîäñòàâèì â(22)  (+)(x) =  (+)(r; t) = hrj (+)i, ãäå j (+)i îïðå�äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (17), è âíåñåì exp(ikx) ïîä îá�êëàäêó hrj â653



Â. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001exp(ikx) (+)(r; t) = exp(ikx)hrj (+)i == hrj exp(ikx) (+)i:Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàë ïî r ñâîäèòñÿ ê R d3rjrihrj èðàâíÿåòñÿ åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó, ÷òî âûðàæàåò ñî�áîé óñëîâèå ïîëíîòû ñèñòåìû ñîñòîÿíèé jri. Â ðå�çóëüòàòå äëÿ V radif â êàëèáðîâêå e0 = 0 ïîëó÷àåìV radif = �i e2 1Z�1 dthf j('+f ; 0)C(t)�'i0 � jii;C(t) = exp(iHet)�1 + 
 �PH+m� (� � e)�� exp(ikx)�1� 
 �PH+m� exp(�iHet); (23)
ãäå He = H + V (r) è äëÿ ñîñòîÿíèÿ j0i ââåäåíûîáîçíà÷åíèÿ jii â j (+)i i è jfi â j (+)f i. Áëàãîäàðÿ�àêòè÷åñêîé äâóõêîìïîíåíòíîñòè âîëíîâûõ �óíê�öèé íåíóëåâîé âêëàä â (23) äàåò òîëüêî ÷åòíàÿ ÷àñòüîïåðàòîðà C(t). Ïðîíîñÿ åùå îïåðàòîð exp(ikx) âC(t) íàëåâî, ñ ðåëÿòèâèñòñêîé (m="� 1) òî÷íîñòüþíàõîäèìV radif = �i e2 1Z�1 dt�� hf j exp(ikx) exp(iH 0et)'+f (ar + ibr � �)'i �� exp(�iHet)jii;ar = �2 + !H0�e� � v;br = !H0 hv �1� mH�� n; e�i : (24)
Çäåñü � � ìàòðèöû Ïàóëè, H0 � H(P ! P � k),H 0e = H0+V (r), v = P=H. Ìû ïðåíåáðåãëè íåêîììó�òàòèâíîñòüþ âõîäÿùèõ â ar;br îïåðàòîðîâ, ïîñêîëü�êó åå ó÷åò ïðèâîäèò ê ïîïðàâêàì ïîðÿäêà jeHj="2,à ÷ëåíû òàêîãî ïîðÿäêà îòáðàñûâàëèñü åùå ïðè ðå�øåíèè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè òåïåðü ïðîíåñòèîïåðàòîð exp(�iHet) íàëåâî äî exp(iH 0et), ïîäûíòå�ãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèähf j exp(�ik � r)Lr(t)'+f (ar(t) + ibr(t) � �)'ijii; (25)ãäå Lr(t) = expfi(H0e + !)tg exp(�iHet);ar(t);br(t) � ãåéçåíáåðãîâñêèå îïåðàòîðû: a(t) == exp(iHet)a exp(�iHet). Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ìûñîõðàíèëè ñïèíîâûå ÷ëåíû â He (16), òî � â (25) òî�æå ïðåâðàòèëèñü áû â ãåéçåíáåðãîâñêèå îïåðàòîðû.

Òîãäà â âûðàæåíèè äëÿ êâàäðàòà ìàòðè÷íîãî ýëå�ìåíòà �èãóðèðîâàëè áû çàâèñÿùèå îò ðàçíûõ âðå�ìåí îïåðàòîðû �(t1) è �(t2):Xf jV radif j2 = �4 1Z�1 dt1dt2hij'+i [a+r (t2)�� ib+r (t2) � �(t2)℄L+r (t2)�� Lr(t1)[ar(t1) + ibr(t1) � �(t1)℄'ijii: (26)Ïîïðàâêà, âîçíèêàþùàÿ â ìàòðè÷íîì ýëåìåíòå ïðèó÷åòå çàâèñèìîñòè ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ îò âðåìåíè,èìååò îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíóÆ � e" t2Zt1 dt [H(t) + [E(t)� v(t)℄℄ ;ãäå äëÿ îöåíêè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ïî�ëåé îò âðåìåíè áåðåòñÿ íà êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè,ò. å., íàïðèìåð, H(t) = H(r
l(t)). Âåëè÷èíà Æ èìååòñìûñë óãëà ïîâîðîòà âåêòîðà ñïèíà çà õàðàêòåðíîåâðåìÿ �îðìèðîâàíèÿ ïðîöåññà è, ñîãëàñíî óðàâíåíè�ÿì äâèæåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ óãëîì ïîâîðîòà âåêòîðàñêîðîñòè çà ýòî æå âðåìÿ. Òàê (ñì., íàïðèìåð, [2℄),â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ïðè èñïóñêàíèè �î�òîíîâ ñ ÷àñòîòàìè â ðàéîíå ìàêñèìóìà èíòåíñèâíî�ñòè ìàãíèòîòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ýòîò óãîë ìàë èÆ � m=" � 1. À ïðè ïðîëåòå ìèìî ÿäðà ïðè ïðè�öåëüíîì ïàðàìåòðå � èìååì Æ � Z�=(�") � 1 äëÿ�� 1=".Ñëåäóþùèé øàã â ïðèìåíåíèè êâàçèêëàññè÷å�ñêîãî îïåðàòîðíîãî ìåòîäà ñîñòîèò â îáúåäèíåíèèäâóõ ýêñïîíåíò, èç êîòîðûõ ñîñòîèò îïåðàòîð Lr(t)(25), â îäíó. Äè��åðåíöèðóÿ Lr(t) ïî âðåìåíè, íà�õîäèì dLr(t)dt = iLr(t)B(t);B(t) = H(P(t) � k) + ! �H(P(t)): (27)Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ V (r) âõîäèò â(27) òîëüêî â íåÿâíîì âèäå, ÷åðåç çàâèñèìîñòü îòâðåìåíè ãåéçåíáåðãîâñêîãî îïåðàòîðà P(t). Èç (27)ïîëó÷àåìLr(t) = [#(t)T� + #(�t)T+℄ exp8<:i tZ0 dsB(s)9=; : (28)Ñìûñë îáúåäèíåíèÿ (¾ðàñïóòûâàíèÿ¿) ýêñïîíåíò âîïåðàòîðå Lr(t) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ¾áîëüøèå¿ (âûñî�êî÷àñòîòíûå) îïåðàòîðû, ïðèñóòñòâóþùèå â êàæäîé654



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé �óíêöèè : : :èç ýêñïîíåíò, ñîêðàùàþòñÿ â êîìáèíàöèè B. Äåé�ñòâèòåëüíî,B(t) =p(P(t) � k)2 +m2 + ! �H(t) ==p(H(t)� !)2 + 2kP (t)� (H(t) � !) �� kP (t)H(t)� ! � ! �m2 +P2?(t)�2H(t)(H(t)� !) ; (29)ãäå P? = P� n(n �P); n = k=!:�àçëîæåíèå (29) ñïðàâåäëèâî, åñëè îïåðàòîð(kP )=(H(t) � !)2 ìàë. Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìñëó÷àå ïîðÿäîê åãî âåëè÷èíû åñòü m2=(" � !)2,òîãäà (29) ñïðàâåäëèâî ïðè " � ! � m. Â îöåí�êàõ ïîäîáíîãî ðîäà ìû çàìåíÿåì îïåðàòîðû íàèõ õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ñîñòî�ÿíèåì jii, ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ óñðåäíåíèåâ (26). Äëÿ ! > " êîìïåíñàöèè â (29) íåò, èìû èìååì äåëî â (26) ñ áûñòðîîñöèëëèðóþùèìè�óíêöèÿìè âðåìåíè, èíòåãðèðîâàíèå êîòîðûõïðèâîäèò ê ïðåíåáðåæèìî ìàëîìó ðåçóëüòàòó. Ââûðàæåíèè (26) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïðîèçâåäå�íèå L+r (t2)Lr(t1), âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåìLr(t) = expfi(H 0e+!)tg exp(�iHet) è ðåøåíèåì (28):L+r (t2)Lr(t1) = exp(iHet) exp(iHe�=2)�� expf�i(H 0e + !)�g exp(iHe�=2) exp(�iHet) == exp(iHet)L+r (�=2)Lr(��=2) exp(�iHet) == [#(�)T++#(��)T�℄ exp8><>:i �=2Z��=2 dsB(s+t)9>=>; ; (30)ãäå � = t2 � t1, t = (t1 + t2)=2.Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî hij : : : jii â âûðàæå�íèÿõ òèïà (26) çàâèñèò îò âåëè÷èíû êîììóòàòîðîââõîäÿùèõ îïåðàòîðîâ. Åñëè âñåìè ýòèìè êîììóòà�òîðàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî, âûáèðàÿ â êà÷åñòâåjii ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå ïàêåòû, ìû ïðîñòîçàìåíÿåì îïåðàòîðû íà èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ â ñî�ñòîÿíèè jii. Ïðè ýòîì øèðèíà ïàêåòà äîëæíà áûòüìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì îïåðàòî�ðà (íàïðèìåð, èìïóëüñà) è áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþñ íåîïðåäåëåííîñòüþ, ñâÿçàííîé ñ âåëè÷èíîé îòáðà�ñûâàåìûõ êîììóòàòîðîâ. Èíûìè ñëîâàìè, óñðåäíå�íèå â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ãåéçåíáåðãîâ�ñêèõ îïåðàòîðîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêèåâåëè÷èíû, ò. å. ê ïåðåõîäó ê êëàññè÷åñêèì òðàåêòî�ðèÿì. Ïîñêîëüêó àðãóìåíò ýêñïîíåíòû â (26) (âåëè�÷èíà B(s+t) â (30)) ïðîïîðöèîíàëåím2+P2?, âêëàääàþò jP?j � m, ÷òî áóäåò èñïîëüçîâàíî â ïîñëåäóþ�ùèõ îöåíêàõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñ

ðåëÿòèâèñòñêîé òî÷íîñòüþ ïðåíåáðå÷ü ïîïåðå÷íûìèìïóëüñîì â âûðàæåíèè äëÿ H = pP2 +m2. Ñ ýòîéòî÷íîñòüþ â (26) ìîæíî âûäåëèòü òðè òèïà êîììó�òàòîðîâ: 1) êîììóòàòîðû êîìïîíåíò P? â ïðåäýêñ�ïîíåíòå, 2) êîììóòàòîðû ýòèõ êîìïîíåíò ñ ýêñïîíåí�òîé (ñ îïåðàòîðîì (30)), 3) êîììóòàòîðû, õàðàêòåðè�çóþùèå òî÷íîñòü ïåðåõîäà â (30) îò õðîíîëîãè÷åñêî�ãî ïðîèçâåäåíèÿ ê îáû÷íîé ýêñïîíåíòå. Çàìå÷àòåëü�íî, ÷òî ïîðÿäîê âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ êàæäîãî èçýòèõ êîììóòàòîðîâ ê ïðîèçâåäåíèþ ñàìèõ îïåðàòî�ðîâ (êîòîðîå, ñîáñòâåííî, è õàðàêòåðèçóåò âîçìîæ�íîñòü ïðåíåáðåæåíèÿ íåêîììóòàòèâíîñòüþ) îêàçû�âàåòñÿ îäèíàêîâûì. Â êîíêðåòíûõ îöåíêàõ óäîáíîïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì äëÿ P?(t),ñïðàâåäëèâûì ñ ðåëÿòèâèñòñêîé òî÷íîñòüþ:P?(t) = P?(0) ++ e tZ0 ds [E?(r(s)) + [n�H(r(s))℄℄ ; (31)ãäå P?(0) � øðåäèíãåðîâñêèé îïåðàòîð ïîïåðå÷íî�ãî ê n = k=! èìïóëüñà. Óñëîâèÿ âîçìîæíîñòè ïåðå�õîäà ê êëàññè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì çàâèñÿò, ðàçóìå�åòñÿ, îò õàðàêòåðà âíåøíåãî ïîëÿ. Íàïðèìåð, â îä�íîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûïîë�íÿëîñü óñëîâèå jen � Hj=m2 � jn � Hj=H
r � 1,à â êóëîíîâñêîì ïîëå � Z� � (m�)2, èëè â ïðåä�ïîëîæåíèè, ÷òî Z� � 1; � � 1=m. Çàìåòèì ñðàçó,÷òî äëÿ ïðîöåññîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â àðãó�ìåíòå ýêñïîíåíòû íàðÿäó ñ ìàññîé ìîæåò �èãóðè�ðîâàòü è îáùàÿ ïåðåäà÷à èìïóëüñà, ñîîòâåòñòâåííî÷åìó ìîæåò èçìåíèòüñÿ è îöåíêà õàðàêòåðíîé âåëè�÷èíû jP?j. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â ñëåäó�þùåì ðàçäåëå, ãäå òàêæå áóäåò ñ�îðìóëèðîâàí ñïî�ñîá âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî hij : : : jii â ñèòóàöèè, êîãäàïåðåõîä ê êëàññè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì íåâîçìîæåí.Äåéñòâóÿ, êàê ïðè âûâîäå (24), äëÿ ìàòðè÷íîãîýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðîæäåíèþ e+e�-ïàðû�îòîíîì, èìåþùèì èìïóëüñ k� è ïîëÿðèçàöèþ e�(â òîé æå íîðìèðîâêå, ÷òî è â (22)), ïîëó÷àåìV pairif (k; e) = �e 1Z�1 dtVif (k; e; t);Vif (k; e; t) == hf j'+f R(k; e; t)�iLp(k; t) exp(ik � r)jii: (32)Çäåñü 'f ; �i � äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû èç (17),ñîñòîÿíèÿ j0i â (17) çàìåíåíû íà jfi äëÿ ýëåêòðîíîâ655



Â. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001è íà jii äëÿ ïîçèòðîíîâ, îïåðàòîð R(k; e; t) ñ ðåëÿòè�âèñòñêîé òî÷íîñòüþ èìååò âèäR(k; e; t) = exp(iHet)R(k; e) exp(�iHet);R(k; e) = !2HH0 �� �([e�P℄ � n)+i (� � (em+n(e �P))) 2H0�!! � ; (33)ãäå, êàê è â (24), He = H+V (r), H0 = H(P! P�k).Îïåðàòîð Lp(k; t) â (32) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèç�âåäåíèå äâóõ ýêñïîíåíò,Lp(k; t) = exp(iHet) expfi(H0 � V (r)� !)tg;êîòîðûå (ñð. (28)) ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó:Lp(k; t) = [#(t)T+ + #(�t)T�℄�� exp8<:i tZ0 dsBp(s)9=; ;Bp(s) = exp(iHes)[H +H0 � !℄ exp(�iHes) == H(s) +H0(s)� !: (34)Êîìïåíñàöèÿ ¾áîëüøèõ¿ ÷ëåíîâ â Bp(t) ïðîèñõî�äèò òåïåðü ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ îïåðàòî�ðà ! �H(t) (! > "). Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèáëèæåííîåâûðàæåíèå äëÿ Bp(t) â îáëàñòè êîìïåíñàöèè, êîòî�ðàÿ òîëüêî è äàåò âêëàä â (32), âûãëÿäèò êàê (29),åñëè ïðîâåñòè òàì çàìåíó H(t)� ! ! ! �H(t):Bp(t) � kP (t)! �H(t) � ! �m2 +P2?(t)�2H(t)(! �H(t)) : (35)Ïðè ïîëó÷åíèè (35) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî " � m,! � "� m.Äî ñèõ ïîð ìû ñ÷èòàëè �îòîí ðåàëüíûì (k2 = 0).Â äèàãðàììàõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîãóò �è�ãóðèðîâàòü âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âçàèìîäåé�ñòâèþ ñ âèðòóàëüíûìè (k2 6= 0) �îòîíàìè. Âûðà�æåíèÿ (24) è (32) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â ýòîìñëó÷àå, ïîñêîëüêó óñëîâèå k2 = 0 èñïîëüçîâàëîñü íà�ìè íà áîëåå ïîçäíåì ýòàïå � ïðè ðàçëîæåíèè îïåðà�òîðîâ B(t) è Bp(t) â îáëàñòè êîìïåíñàöèè. Óòî÷íèìýòî ðàçëîæåíèå äëÿ k2 6= 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òîH0 �p(P� k)2 +m2 =p(H� !)2 + 2kP + k2;íàõîäèìB(t) � kP (t)�k2=2H(t)�! � ! �m2+P2?(t)�2H(t)(H(t)�!)+ k22! ;Bp(t) � kP (t)�k2=2!�H(t) � ! �m2+P2?(t)�2H(t)(!�H(t))� k22! ; (36)

ãäå ! = k0, k2 = !2 � k2. Êðîìå òîãî, â äèàãðàììàõáîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå îáúåê�òû � �óíêöèè �ðèíà ÷àñòèö è �îòîíîâ. Â ïðåäñòàâ�ëåíèè Ôàððè ïðîïàãàòîð �îòîíà ñîõðàíÿåò ñâîáîä�íûé âèä, à �óíêöèÿ �ðèíà ÷àñòèö ìîæåò áûòü âû�ðàæåíà ÷åðåç ðåøåíèÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Íàïðè�ìåð, �óíêöèÿ �ðèíà ýëåêòðîíà G(x2; x1) âûðàæàåò�ñÿ ÷åðåç ïîëîæèòåëüíî- è îòðèöàòåëüíî-÷àñòîòíûåðåøåíèÿ  (�)i (x) óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ñîîòâåòñòâóþ�ùåì âíåøíåì ïîëå ñëåäóþùèì îáðàçîì:iG(x2; x1) = #(t2 � t1)Xi  (+)i (x2) (+)i (x1)�� #(t1 � t2)Xi  (�)i (x2) (�)i (x1): (37)Ìîæíî èñïîëüçîâàòü â (37) îïåðàòîðíóþ �îðìó ðå�øåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà (17) è äàëåå äåéñòâîâàòü,êàê ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîöåñ�ñîâ íèçøåãî ïîðÿäêà.3. �ÀÑÑÅßÍÈÅ ÔÎÒÎÍÀ ÂÛÑÎÊÎÉÝÍÅ��ÈÈ Â ËÎÊÀËÈÇÎÂÀÍÍÎÌÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅÁóäåì íàçûâàòü ëîêàëèçîâàííûì ýëåêòðè÷åñêîåïîëå, èìåþùåå ìàêñèìóì (âîçìîæíî ñèíãóëÿðíîñòü)â åäèíñòâåííîé òî÷êå è óáûâàþùåå ïî ìåðå óäàëå�íèÿ îò ýòîé òî÷êè. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,ïîëå êóëîíîâñêîãî öåíòðà è ïîëå îòäåëüíîãî àòîìà.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à âîñòàëüíîì äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî, â ÷àñòíîñòè, ïî�òåíöèàë V (r) íå îáÿçàí îáëàäàòü öåíòðàëüíîé ñèì�ìåòðèåé. Ïðè âûñîêèõ (! � m) ýíåðãèÿõ ïåðåõîä íà�÷àëüíîãî (èìïóëüñ k1, ïîëÿðèçàöèÿ e1) �îòîíà â êî�íå÷íûé (k2; e2) ïðîèñõîäèò ÷åðåç âèðòóàëüíóþ ýëåê�òðîí-ïîçèòðîííóþ ïàðó, êîòîðàÿ è âçàèìîäåéñòâóåòñ âíåøíèì ïîëåì. Èìåííî ýòîò ìåõàíèçì ðàññåÿíèÿðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Îí èçó÷àëñÿýêñïåðèìåíòàëüíî â ðÿäå ðàáîò (ñì. [5℄ è îáçîð [6℄).Òåîðåòè÷åñêè òàêîå ðàññåÿíèå (÷àñòî îíî íàçûâàåò�ñÿ ðàññåÿíèåì Äåëüáðþêà) áûëî èñ÷åðïûâàþùèì îá�ðàçîì èçó÷åíî â ñëó÷àå êóëîíîâñêîãî öåíòðà â ðàáî�òàõ [7�9℄. Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ àìïëèòóäû ýòî�ãî ïðîöåññà áûëî ïîëó÷åíî â [10℄ ñ ïîìîùüþ êâàçè�êëàññè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíà ýëåêòðîíà â êóëîíîâ�ñêîì ïîëå. Îáîáùåíèå ýòîé �óíêöèè �ðèíà íà ñëó�÷àé ïðîèçâîëüíîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿáûëî ñäåëàíî â [11℄, ãäå òàêæå ðàññìàòðèâàëîñü ðàñ�ñåÿíèå Äåëüáðþêà íà ýêðàíèðîâàííîì êóëîíîâñêîìïîòåíöèàëå äëÿ ïåðåäà÷ èìïóëüñà � = k2 � k1, ìà�656



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé �óíêöèè : : :ëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ýëåêòðîíà, �àêòè÷åñêèâ óñëîâèÿõ ïîëíîé ýêðàíèðîâêè.Âî âñåõ óïîìÿíóòûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîòàõðàññìàòðèâàëîñü ìàëîóãëîâîå ðàññåÿíèå, êîãäà� � !. Ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî äëÿ ïðèìåíèìî�ñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîñêîëüêóîáåñïå÷èâàåò áîëüøóþ âåëè÷èíó óãëîâîãî ìîìåíòà:l � !� � !=� � 1. Õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè îáñó�æäàåìîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ (â ñëó÷àå êóëîíîâñêîãîïîëÿ) êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà 1=mè ðàññòîÿíèå (âðåìÿ), íà êîòîðîì �îðìèðóåòñÿïðîöåññ � !=m2. Ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðàì òàêîãîïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþò (� � 1=�) çíà÷åíèÿ � � mè � � m2=!. Åñëè ïîòåíöèàë ñïàäàåò áûñòðåå÷åì êóëîíîâñêèé, â çàäà÷å ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèíïàðàìåòð rs
 � ðàçìåð ïîòåíöèàëà. Äëÿ ïîòåíöèàëààòîìà âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå rs
 � 1=m, îäíà�êî ñîîòíîøåíèå ìåæäó rs
 è !=m2 â çàâèñèìîñòè îò! ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáûì. ßñíî, ÷òî ýêðàíèðîâêàíà÷èíàåò âëèÿòü íà ïðîöåññ íà÷èíàÿ ñ ! � m2rs
.Àìïëèòóäà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà èìååòâèäT (k1; k2) = 2i� Z d4x1d4x2Tr [G(x2; x1)ê1 �� exp(�ik1x1)G(x1; x2)ê�2 exp(ik2x2)℄ ; (38)ãäå �óíêöèÿ G(x2; x1) îïðåäåëåíà â (37). Ïîäñòàâ�ëÿÿ (37) â (38) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî (ñì. îáñóæäåíèåâ [10℄) ïðè ! � m ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿä�êà (!=m)2 âêëàä â (38) äàåò äèàãðàììà, â êîòîðîéðîæäåíèå e+e�-ïàðû íà÷àëüíûì �îòîíîì ïðåäøå�ñòâóåò åå àííèãèëÿöèè â êîíå÷íûé �îòîí, ïîëó÷à�åì, óäåðæèâàÿ â (38) òîëüêî ÷ëåí ïðîïîðöèîíàëü�íûé #(t2 � t1), ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ T (k1; k2):T (k1; k2) = 2i�Xi;f Z d4x1d4x2#(t2 � t1)��  (+)f (x1)ê1 exp(�ik1x1) (�)i (x1)��  (�)i (x2)ê�2 exp(ik2x2) (+)f (x2) == 2i�Xi;f 1Z�1 dt1 1Z�1 dt2#(t2 � t1)�� Vif (k1; e1; t1)V +if (k2; e2; t2); (39)ìíîæèòåëü Vif (k;e;t) îïðåäåëåí â (32) è ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé ïîäûíòåãðàëüíîå (ïî t) âûðàæåíèå âìàòðè÷íîì ýëåìåíòå, ñîîòâåòñòâóþùåì ðîæäåíèþe+e�-ïàðû �îòîíîì. Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿðàññåÿíèÿ �îòîíà íå ïðîèñõîäèò, òàê ÷òî â (38), (39)

è ïîñëåäóþùèõ �îðìàõ çàïèñè àìïëèòóäû ïîäðàçó�ìåâàåòñÿ âû÷èòàíèå çíà÷åíèÿ T ïðè A� = 0. Â ÿâíîìâèäå ýòî âû÷èòàíèå áóäåò ñäåëàíî íèæå. Âûïîëíÿÿâ (39) ñóììèðîâàíèå ïî jii è ïî âñåì ñïèíîâûì ñî�ñòîÿíèÿì è ïîëüçóÿñü âîçìîæíîñòüþ öèêëè÷åñêîéïåðåñòàíîâêè îïåðàòîðîâ â âûðàæåíèèXf hf j : : : jfi;ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (39) êâèäóXi;f Vif (k1; e1; t1)V +if (k2; e2; t2) == exp[i(!2 � !1)t℄��TrXf hf jR �k1; e1;��2�D(k1;k2; �)��R+ �k2; e2; �2� jfi;D(k1;k2; �) = expn�i(He � !1)�2o�� exp(ik1 � r)�� expf�i(H� V (r))�g exp(�ik2 � r)�� expn�i(He � !2)�2o ;
(40)

ãäå îïåðàòîð R(k1; e1;��=2) îïðåäåëåí â (33) è ìûïåðåøëè îò t1; t2 ê t = (t1 + t2)=2 è � = t2 � t1.Èíòåãðèðîâàíèå ïî t â (39) äàåò 2�Æ(!2 � !1). Òå�ïåðü ìîæíî ïîëîæèòü !1 = !2 � !, òîãäà îïåðàòîðD(k1;k2; �) â (40) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:D(k1;k2; �) = Lp �k1;��2��� exp(�i� � r)L(+)p �k2; �2� == T�"exp�i ��=2Z0 Bp(s;k1)� exp(�i� � r)�� exp��i �=2Z0 Bp(s;k2)�#; (41)ãäå áûëî èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå îïåðàòîðàLp(k; t) è åãî ÿâíîå âûðàæåíèå (34) ÷åðåç Bp(s;k) == H(s) + H0(s;k) � !. Íàïîìíèì, ÷òî òåïåðüâåêòîð-ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ, A = 0, èH =pp2 +m2; H(s) =pp2(s) +m2;H0(s;k) =p(p(s) � k)2 +m2:3 ÆÝÒÔ, âûï. 4 657



Â. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001Îïðåäåëÿÿ àìïëèòóäó M ñîîòíîøåíèåì T (k1;k2) ==MÆ(!2 � !1) è âñòàâëÿÿI = Z d3rjrihrjðÿäîì ñ îïåðàòîðîì exp(i� � r), ÷òî ïîçâîëÿåò âû�ïîëíèòü ñóììèðîâàíèå ïî f , íàõîäèìM = 4�i� Z d3r exp(�i� � r)��Tr 1Z0 d�hrjT� exp��i �=2Z0 dsBp(s;k2)���R+ �k2; e2; �2�R�k1; e1;��2��� T� exp�i ��=2Z0 dsBp(s;k1)�jri: (42)Àìïëèòóäà M íîðìèðîâàíà òàê æå, êàê è â ðàáî�òàõ [5�11℄, òàê ÷òî äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàñ�ñåÿíèÿ �îòîíà åñòü d�=d
 = jM=(4�)j2. Îòìåòèì,÷òî (42) èìååò âèäM = Z d3r exp(�i� � r)Q(r;�):Íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ � � m ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü çàâèñèìîñòüþ Q(r;�) îò ïåðåäà÷è èìïóëüñà�. Â ýòîì ñëó÷àå (42) ïðèîáðåòàåò âèä òèïè÷íûéäëÿ àìïëèòóäû ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ, ïîëó÷åí�íîé â ïåðâîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè. �îëü ïîòåí�öèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ �îòîíà ñ âíåøíèì ïîëåì èã�ðàåò çäåñü êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíàUph(r) = �Q(r; 0)=(2!):Ôàêòè÷åñêè ýòî âçàèìîäåéñòâèå íîñèò òåíçîðíûé õà�ðàêòåð, ïîñêîëüêó Q(r; 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðò�êó: Q(r; 0) = e1iQij(r; 0)e�2j .Ïåðåõîäÿ ê âû÷èñëåíèþ àìïëèòóäû M , âûáå�ðåì îñü (îñü z) öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàòâäîëü � = (n1+n2)=jn1+n2j, òîãäà r = (�; z), ïðè÷åì� �� = 0 è� �r =� ��, òàê êàê� �� = 0. Îïåðàòîðûêîîðäèíàòû è èìïóëüñà ìåæäó îáêëàäêàìè hrj : : : jriâ (42) ïðèñóòñòâóþò òîëüêî â ãåéçåíáåðãîâñêèõ îïå�ðàòîðàõ èìïóëüñà p(t):p(t) = p� tZ0 ds�V (r(s))�r � p+ Æp(t); (43)

ãäå (ñð. (31)) p � p(0) � øðåäèíãåðîâñêèé îïåðà�òîð èìïóëüñà p = �i�=�r. Äëÿ z-êîìïîíåíòû p(t)ïîëó÷àåì èç (43) pz(t) = pz + Æpz(t), ïðè÷åìÆpz(t) � ÆV (t) = V (r)� V (r+ �t):Ïîñêîëüêó âêëàä â (42) äàþò áîëüøèå çíà÷åíèÿpz � ", ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâîê ïîðÿäêà ÆV (t)=",êîòîðûìè ìû ñèñòåìàòè÷åñêè ïðåíåáðåãàåì, ìîæ�íî çàìåíèòü pz(t) íà pz. Îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíàêîììóòàòîðà [pz; pi?(t)℄ îêàçûâàåòñÿ òîãî æå ïîðÿä�êà (� ÆV (t)=") ìàëîñòè. Èòàê, ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþîïåðàòîð pz(t) ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíûì è êîììóòè�ðóåò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè â (42). Ýòî ïîçâîëÿåòïåðåïèñàòü (42), ïðîêëàäûâàÿ âíóòðè hzj : : : jzi ïîë�íûì íàáîðîì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà pz,ò. å. ïëîñêèìè âîëíàìè. Ñõåìàòè÷åñêè èìååì â (42)1Z�1 dzhzjf(pz; z)jzi = 1Z�1 dq2� 1Z�1 dzf(q; z);ïðè÷åì, ïîñêîëüêó êîìïåíñàöèÿ â ýêñïîíåíòàõ (ñî�êðàùåíèÿ â Bp(s;k), ñì. (35)) ïðîèñõîäèò ëèøü äëÿ0 < q < !, èíòåãðèðîâàíèå ïî q ñëåäóåò ïðîâî�äèòü èìåííî â ýòèõ ïðåäåëàõ. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå" =pq2 +m2 è ïåðåõîäÿ ê x = "=!, ïîëó÷àåìM = i�2!Tr 1Z0 dx[x(1� x)℄2 Z d2� exp(�i� � �)�� 1Z0 d� 1Z�1 dzh�jT� exp8><>:�i �=2Z0 dsf2(s)9>=>;��R+2 R1T� exp8><>:�i 0Z��=2 dsf1(s)9>=>; j�i; (44)ãäå f1;2(s) = m2 + (p? � x�=2)22!x(1� x) :Êàê è â [10; 11℄, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåõîäû èçîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå äëÿ �îòîíîâ ñ îïðåäåëåí�íîé ñïèðàëüíîñòüþ. Òîãäà âñå àìïëèòóäû âûðàæà�þòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [10℄) ÷åðåç äâå íåçàâèñèìûåâåëè÷èíû M++ � áåç èçìåíåíèÿ ñïèðàëüíîñòè èM+� � ñ èçìåíåíèåì åå íà îáðàòíóþ. Äëÿ ñïèðàëü�íûõ ñîñòîÿíèé îïåðàòîðû R2; R1 â (44) èìåþò âèäR1 = �e1 � �p? ���2�+�x2���� (�1 + (2x� 1)� � �)�m� � e1;R2 = �e2 � �p? ��2���x2���� (�2 + (2x� 1)� � �)�m� � e2; (45)658



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé �óíêöèè : : :ãäå �1;2 � ñïèðàëüíîñòü ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíî�ãî è êîíå÷íîãî �îòîíîâ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåò�ñÿ ìàëîóãëîâàÿ çàäà÷à (� � !), â (45) ìîæíî óæåñ÷èòàòü, ÷òî e1 � � = e2 � � = 0. Ñ òîé æå òî÷íîñòüþïðîâåäåíû çàìåíû � �n1 ! � �� â R1 è � �n2 ! � ��â R2.Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî � è z â (44) âêëàääàþò çíà÷åíèÿ � � jzj � !=m2. Èíòåãðàë ïî� ñõîäèòñÿ (äëÿ ðàçíîñòè M(A�) � M(0)) íàmin(��1; !=m2; rs
), è äëÿ � � m âêëàä äàþò� � 1=m. Äëÿ òàêèõ ïåðåäà÷ èìïóëüñà ïåðåõîäê êëàññè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì ïðè âû÷èñëåíèèñðåäíåãî h�j : : : j�i íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó äëÿíåãî òðåáóåòñÿ (ñì. ðàçä. 2) âûïîëíåíèå óñëîâèÿ� � 1=m. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîâåäåííûì àíàëèçîì,ðàçîáüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî � â (44) íàäâå: M � ~MI + ~MII, ãäå â ~MI èíòåãðèðîâàíèå ïî �ïðîâîäèòñÿ îò íóëÿ äî �0, à â ~MII � îò �0 äî áåñ�êîíå÷íîñòè. Âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ñøèâêè �0 îïðåäå�ëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 1=m � �0 � min(!=m2; rs
).�åéçåíáåðãîâñêèé îïåðàòîð r(s) â (43) åñòür(s) = r+ sZ0 dxv(x);ãäå v(x) � îïåðàòîð ñêîðîñòè. Â (44) äâèæåíèå ïîz óæå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíûì: z(s) � z + s. Äëÿïîïåðå÷íîé ê � êîîðäèíàòå èìååì â ïåðâîì ïðèáëè�æåíèè�(s) = �+ sv? � 1" sZ0 dx(s � x)�� ���V (�+ xv? + �(z + x)):Îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà èíòåãðàëüíîãî ÷ëå�íà â ýòîì âûðàæåíèè ðàâíà V=", è èì ñëåäó�åò ïðåíåáðå÷ü. Èòàê, ìîæíî âñþäó ïîëîæèòür(s) = r + sv? + (z + s)�, ÷òî îçíà÷àåò ïðèìå�íèìîñòü ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè äëÿ íàøåéçàäà÷è. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ïîïåðå÷íî�ãî èìïóëüñà ïðèîáðåòàåò âèäp?(t) = p? � z+tZz ds ���V (�+ (s� z)v? + s�); (46)ãäå äëÿ ëþáûõ � èíòåãðàë ïî s íàáèðàåòñÿ íà èí�òåðâàëå ïîðÿäêà ñàìîãî ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà �.×ëåí (s � z)v? â (46) èìååò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíój(s� z)v?j � jzv?j � 1=m, è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âîáëàñòè II, êîãäà � > �0 � 1=m. Äëÿ � < �0 ìîæíî

çàìåíèòü àðãóìåíò ïîòåíöèàëà â (46) íà ��zv?+s�,ïîñêîëüêó â ýòîé îáëàñòè s � � � jzj. Òåïåðü ìîæ�íî óáðàòü v? èç àðãóìåíòà ïîòåíöèàëà îïåðàöèåéñäâèãà:f(�� zv?) = exp�� ip2?z2" � f(�) exp� ip2?z2" � :Ïîñëå ýòîãî îïåðàòîð p?(t) â àìïëèòóäå (44) äëÿëþáûõ � âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:p?(t) = p? � z+tZz ds ���V (�+ s�) � p? + Æ(t): (47)Îòìåòèì, ÷òî jÆ(t)j � jV (�)j, à õàðàêòåðíûå çíà÷å�íèÿ jp?j åñòü max(m;�), ÷òî ïîíÿòíî óæå èç âè�äà �óíêöèé f1;2(s) â (44). Ñîãëàñíî ýòîé îöåíêå, âîáëàñòè II (� > �0) âåëè÷èíà Æ(t) îêàçûâàåòñÿ ìà�ëîé (jÆ(t)j � m), è ïî íåé ñëåäóåò ïðîâåñòè ðàç�ëîæåíèå. Â ðåçóëüòàòå âêëàä ~MII â ïîëíóþ àìïëè�òóäó íå ñîäåðæèò ïîïðàâîê âûñøåãî ïîðÿäêà ïîâíåøíåìó ïîëþ. Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþexp(�i� � �) è óñëîâèþ �0 � 1=m ýòîò âêëàä íåÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì ëèøü äëÿ ïåðåäà÷èìïóëüñà � � m, ÷òî áóäåò èñïîëüçîâàíî â äàëü�íåéøåì.Â îáëàñòè I, ãäå s � �� jzj, ñïðàâåäëèâî ïðèáëè�æåííîå âûðàæåíèå äëÿ Æ(t) èç (47):Æ(t) = Q [#(�t)#(z)#(�t� z)�� #(t)#(�z)#(t+ z)℄ ;Q = ��(�)�� ; �(�) = 1Z�1 dsV (�+ s�): (48)Â àìïëèòóäå ~MI (êàê è â (44)) àðãóìåíò �óíêöèèÆ(t), ïðèñóòñòâóþùåé â f1;2(s) è â R1;2, ïðèíàäëå�æèò îòðåçêó jtj � �=2. Äëÿ òàêèõ t, ñîãëàñíî (48),âåëè÷èíà Æ(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè jzj > �=2, è âñåâûðàæåíèå îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò âíåøíåãîïîëÿ. Ïîäîáíûå âêëàäû ïðîïàäàþò ïðè âû÷èòàíèèàìïëèòóäû â îòñóòñòâèå ïîëÿ è ìîãóò áûòü ñðàçó îò�áðîøåíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, èíòåãðèðîâàíèå ïî z â~MI ñëåäóåò ïðîâîäèòü îò ��=2 äî �=2. Èòàê, ïîäûí�òåãðàëüíîå (ïî x; �; � , êàê â (44)) âûðàæåíèå â ~MIïðèîáðåòàåò âèä0Z��=2 dzh�j exp� iz2!x(D� � p2?)��� exp��i(z+�=2)2!x(1�x) "m2+�p?�Q�x�2 �2#��659 3*



Â. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001�R+2 (p?�Q)R1(p?) exp� i2!xhzp2?��2D+i�j�i++ �=2Z0 dzh�j exp�� i2!x�zp2? + �2D�����R+2 (p?)R1(p? +Q)�� exp� i(z��=2)2!x(1�x) "m2+�p?+Q+x�2 �2#��� exp� iz2!xhp2? �D+i�j�i; (49)D� = m2 + (p?�x�=2)21� x ;ãäå R1;2(P) îáîçíà÷àþò �óíêöèè, îïðåäåëåííûå â(45), â êîòîðûõ p?(��=2) çàìåíåíû íà P. Ñóùå�ñòâåííîé äëÿ äàëüíåéøåãî ÿâëÿåòñÿ �àêòîðèçàöèÿâ (49) ìíîæèòåëåé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò p? è îòîïåðàòîðîâ p?�Q, ñîäåðæàùèõ âíåøíåå ïîëå. Ïîä�÷åðêíåì êëþ÷åâóþ ðîëü íàëè÷èÿ T -óïîðÿäî÷åíèÿ â(44) äëÿ �àêòîðèçàöèè âõîäÿùèõ â ýòî âûðàæåíèåýêñïîíåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Íàïðèìåð, ñ ó÷åòîì(48) äëÿ ��=2 � z � 0 èìååìT� exp��i �=2Z0 dsf2(s)� == exp� iz2!x(1�x) "m2 +�p? � x�2 �2#��� exp��i(z+�=2)2!x(1�x) "m2+�p?�Q�x�2 �2#�: (50)Ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðîâ p?�Q, îò�âå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ q, åñòüexpfi(q�� � �(�))g, ãäå �(�) � îïðåäåëåííàÿ â(48) ýéêîíàëüíàÿ �àçà. Èñïîëüçóÿ ýòè �óíêöèè,ìîæíî òåïåðü âû÷èñëèòü ñðåäíåå h�j : : : j�i â (49).Âñòàâëÿÿ I = Z d2�1j�1ih�1jìåæäó ñâîáîäíûìè è çàâèñÿùèìè îò ïîëÿ îïåðàòî�ðàìè, ñâîäèì âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî ê íàõîæäåíèþìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äâóõ òèïîâ:h�2jf(p?)j�1i = Z d2q(2�)2 �� expfi(q � (�2 � �1))gf(q);h�2jf(p? �Q)j�1i = Z d2q(2�)2 �� expfi(q � (�2 � �1))g �� exp��i[�(�2)� �(�1)℄	f(q): (51)

Â ïîëó÷àþùåìñÿ ïîñëå ïðîâåäåíèÿ óñðåäíåíèÿ
-÷èñëîâîì âûðàæåíèè èíòåãðèðîâàíèå ïî z è �ïðîâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíî. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì~MI = �i�!�4 �0Z0 d2� exp(�i� � �)�� Z d2�1 1Z0 dx expfi(2x� 1)� � �1g �� Z d2q1d2q2(m2 + q21)(m2 + q22) expf2i � ((q2 � q1) � �1)g �� fexp[i(�(�+ �1)� �(�� �1))℄� 1g ��fm2(e1 � e�2) + [�1�2+(2x� 1)2℄�� (e1 � q1)(e�2 � q2)g: (52)Â ýòîì âûðàæåíèè óæå ñäåëàíî íåîáõîäèìîå âû÷è�òàíèå, òàê ÷òî ~MI (52) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ¾âû�êëþ÷åíèè¿ âíåøíåãî ïîëÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòüïîëóñóììó âûðàæåíèÿ (52) è ïîëó÷àþùåãîñÿ èç íåãîçàìåíàìè x ! 1 � x, q1;2 ! �q1;2, �1 ! ��1, òîexp[i(�(� + �1) � �(� � �1))℄ � 1 â (52) ïåðåõîäèò â
os[�(� + �1) � �(�� �1)℄� 1. Òåì ñàìûì ñòàíîâèò�ñÿ î÷åâèäíûì âûïîëíåíèå òåîðåìû Ôàððè: â ðàçëî�æåíèè (52) â ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ïðèñóòñòâóþòòîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè ïîòåíöèàëà. Èíòåãðàëû ïîq1;2 â (52) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèè Ìàêäî�íàëüäà K0 è K1 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèéZ d2qm2 + q2 exp(�2iq � �) = 2�K0(2m�);Z d2qm2+q2q exp(�2iq � �) = �2�iK1(2m�)m�� : (53)Ìîæíî âçÿòü è ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë ïî x, âûðà�çèâ òåì ñàìûì ~MI äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà÷åðåç 4-êðàòíûé èíòåãðàë:~MI = 4i�!m2�2 �0Z0 d2� exp(�i� � �)�� Z d2�1�1� 
os[�(�+ �1)� �(�� �1)℄	���K20(2m�1)(e1 � e�2) + (e1 � �1)(e�2 � �1)�21 ��K21 (2m�1)h�1�2 � d2dt2 i� sin tt ; (54)ãäå t = � � �1. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñèçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå èíîãäà îêàçûâàåòñÿ óäîá�íûì èíîé ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â (52). Íàïðè�ìåð, ïîëó÷åííàÿ â [12℄ �îðìà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ660



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé �óíêöèè : : :äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè � � m2=! âîñ�ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè â (52) ìíîæèòåëè (m2 + q21;2)�1ïðåäñòàâèòü êàê1m2 + q21;2 = i 1Z0 ds1;2 expf�is1;2(m2 + q21;2)g;à óæå çàòåì èíòåãðèðîâàòü ïî q1;2.Ïðåäñòàâèì òåïåðü ~MI êàê ~MI � MI � ÆMI, ãäåäëÿ MI áåðåòñÿ âûðàæåíèå (52) èëè (54), â êîòîðîìèíòåãðèðîâàíèå ïî � ðàñïðîñòðàíåíî äî áåñêîíå÷íî�ñòè, à â ÆMI îíî ïðîâîäèòñÿ îò �0 äî áåñêîíå÷íîñòè.Èç (53) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë ïî �1 â (52) ñõîäèò�ñÿ íà �1 � 1=m. Òîãäà ïðè âû÷èñëåíèè ÆMI âî âñåéîáëàñòè � � �0 � �1 è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëî�æåíèå1� 
os[�(�+ �1)� �(�� �1)℄ � 2��1 � ��(�)�� �2 :Êðîìå òîãî, êàê è ~MII (ñì. îáñóæäåíèå ïîñëå �îð�ìóëû (47)), âåëè÷èíó ÆMI ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîëüêîäëÿ ïåðåäà÷ èìïóëüñà � � m. Òîãäà j� � �1j � 1,è ìîæíî çàìåíèòü âåëè÷èíó exp[i(2x � 1)� � �1℄ íàåäèíèöó. Ïîñëå ýòîãî âûïîëíÿåì ñíà÷àëà èíòåãðè�ðîâàíèå ïî �1, ðåçóëüòàò êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëåíÆ(q2 � q1), à çàòåì ïî âñåì îñòàëüíûì ïåðåìåííûì,êðîìå �. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ÆMI íàõîäèìÆMI = i�!18�m2 bij �� 1Z�0 d2� exp(�i� � �)��(�)��i ��(�)��j ; (55)ãäå b(++)ij = 7Æij , b(+�)ij = �2eiej (îáîçíà÷åíèå (++)îòíîñèòñÿ ê àìïëèòóäå áåç èçìåíåíèÿ ñïèðàëüíîñòè,à (+�) � ñ èçìåíåíèåì åå íà îáðàòíóþ). Ïîä÷åðê�íåì, ÷òî âåëè÷èíà MI óæå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðàñøèâêè �0. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïåðåäà÷ (â êó�ëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå äëÿ �� m2=!) âñÿ àìïëèòó�äà ñâîäèòñÿ ê MI.Ïåðåõîäÿ ê âû÷èñëåíèþ ~MII, íàïîìíèì, ÷òî âýòîé âåëè÷èíå ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü ïåðåäà÷åé èì�ïóëüñà � ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé m, à ïðè óñðåäíå�íèè h�j : : : j�i âñå îïåðàòîðû âíóòðè îáêëàäîê ìîæíîñ÷èòàòü êîììóòèðóþùèìè. Â ðåçóëüòàòå â ~MIIh�jf(p?;�)j�i = Z d2q(2�)2 f(q;�);è ìû ïîëó÷àåì èç (44)

~MII = i�! Z d2q(2�)2 1Z�0 d2� exp(�i� � �)�� 1Z0 dxx2(1� x)2 1Z0 d� 1Z�1 dz exp�� i��2!x(1� x)��� �m2(e1 � e�2) + [�1�2 + (2x� 1)2℄�� (e1 � (q+ Æ(��=2)))(e�2 � (q + Æ(�=2)))	; (56)ãäå Æ(t) äàåòñÿ �îðìóëîé (47) è� = m2 + q2 + 2(q � hÆi) + hÆ2i;hÆi = 1� �=2Z��=2 dsÆ(s);hÆ2i = 1� �=2Z��=2 dsÆ2(s): (57)
Òåïåðü áåðåì â (56) ãàóññîâ èíòåãðàë ïî q, ðàçëàãà�åì ýêñïîíåíòó ïî Æ (jÆj � m) è âû÷èòàåì çíà÷åíèå~MII ïðè íóëåâîì âíåøíåì ïîëå. Ïîëó÷àåì~MII = � �2� 1Z�0 d2� exp(�i� � �)�� 1Z0 dx 1Z0 d�� exp(�i��) 1Z�1 dzF; (58)ãäå � = m2=[2!x(1� x)℄ è F èìååò âèäF (++) = x2 + (1� x)22x(1� x) �Æ ��2�� Æ ���2��2 ++ 4� �=2Z��=2 dss�dÆ(s)ds � (Æ(s)� hÆi)� ;F (+�) = 4�e � �Æ ���2�� hÆi���� �e � �Æ ��2�� hÆi�� : (59)
Ïðè ïîëó÷åíèè F (++) â ÷ëåíå ïðîïîðöèîíàëüíîìm2(e1 � e�2) â (56) ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷à�ñòÿì ïî ïåðåìåííîé � . Ïîäñòàâëÿÿ �óðüå-ïðåäñòàâ-ëåíèå ïîòåíöèàëàV (�) = Z d2Q?dQk(2�)3 �� exp(iQkz) exp(iQ? � �) ~V (Q?; Qk) (60)661



Â. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001â âûðàæåíèå (47) äëÿ Æ(t), íàõîäèì èç (58)~MII = ��2 1Z�0 d2� exp(�i� � �) 1Z0 dx 1Z�1 dQk �� Z d2Q1?(2�)2 Z d2Q2?(2�)2 expfi(��(Q1?+Q2?))g�� ~V (Q1?; Qk) ~V (Q2?;�Qk)Qi1?Qj2? �� 1Z0 dss(Qks)2 � �2 + i0Fij ;F (++)ij = Æij�x2 + (1� x)24x(1� x) + s(1� s)�;F (+�)ij = �s2eiej :
(61)

Ïðåäñòàâèì ïðîèçâåäåíèå ~V (Q1?; Qk) ~V (Q2?;�Qk)â (61) êàê[ ~V (Q1?; Qk) ~V (Q2?;�Qk)� ~V (Q1?; 0) ~V (Q2?; 0)℄++ ~V (Q1?; 0) ~V (Q2?; 0)è, ñîîòâåòñòâåííî, ~MII � MII + ÆMII, ãäå MII � èí�òåãðàë îò ðàçíîñòè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïîñëåä�íåì âûðàæåíèè, à ÆMII � îò V (Q1?; 0)V (Q2?; 0). Ïî�ñêîëüêó âMII ìàëûå � íå äàþò âêëàäà, èíòåãðèðîâà�íèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñþ îáëàñòü èçìåíå�íèÿ �, ò. å. çàìåíèòü �0 íà íóëü. Ïîñëå ýòîãî áåðåòñÿèíòåãðàë ïî �:MII = �!�4m2 1Z0 dx 1Z0 dy Z d2q �� h ~V (q; �y) ~V (�� q;��y)��V (q; 0)V (�� q; 0)iB;B(++) = (q � (�� q)) 1Z0 dsss2y2 � 1 + i0 �� hx2 + (1� x)24 + x(1� x)s(1� s)i;B(+�) = (e � q)(e � (q��))x(1� x)�� 1Z0 dss3s2y2 � 1 + i0 ;
(62)

ãäå ìû ïåðåøëè ê ïåðåìåííîé y = Qk=�. Èíòåãðàëûïî s â (62) áåðóòñÿ ýëåìåíòàðíî:B(++) = (q � (�� q))2y2 ���14(x2+(1�x)2) ln(1�y2�i0)+x(1�x)�

� �1� 1y2 ln(1�y2�i0)+1y ln�1�y�i01+y ���;B(+�) = 12y2 (e � q)(e � (q��))x(1� x)�� h1 + 1y2 ln(1� y2 � i0)i: (63)Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ýéêîíàëüíîé �àçû �(�)(48) è óðàâíåíèÿ (60), (61), ïðåäñòàâèì ÆMII â ñëå�äóþùåé �îðìå:ÆMII = � ��2 1Z�0 d2� exp(�i� � �)��(�)��i ��(�)��j �� 1Z0 dx 1Z�1 dQk Z dss(Qks)2 � �2 + i0Fij ; (64)ãäå Fij îïðåäåëåíû â (61). Èíòåãðàëû ïî Qk, à çàòåìè ïî x; s â (64) ëåãêî áåðóòñÿ, è ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òîÆMII = ÆMI, ãäå ÆMI � âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ â(55). Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ àìïëèòóäàM = ~MI + ~MII ==MI � ÆMI +MII + ÆMII =MI +MII;êàê è äîëæíî áûòü, íå çàâèñèò îò �0.Èòàê, äëÿ ëþáûõ � � ! àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ�îòîíà ñ ! � m íà ïðîèçâîëüíîì ëîêàëèçîâàííîìïîòåíöèàëå äàåòñÿ ñóììîé âûðàæåíèé (62) è (52)(èëè (54)), ïðè÷åì â ïîñëåäíåì èíòåãðèðîâàíèå ïî� ïðîâîäèòñÿ ïî âñåé îáëàñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äîñèõ ïîð âûðàæåíèå äëÿ ýòîé àìïëèòóäû, ñïðàâåäëè�âîå ïðè ëþáûõ �� ! áåç êàêèõ-òî äîïîëíèòåëüíûõîãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû çàäà÷è, áûëî èçâåñòíîòîëüêî äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì òåïåðü âêëàä â àì�ïëèòóäóMII â ïîòåíöèàëå Ìîëüåð [13℄, äëÿ êîòîðîãî~V (Q) = �4�Z� 3Xn=1 anQ2 + b2n ;a1 = 0:1; a2 = 0:55; a3 = 0:35; bn = �0�n;�1 = 6; �2 = 1:2; �3 = 0:3;�0 = mZ1=3=121: (65)Çàìåòèì, ÷òî �óðüå-îáðàç êóëîíîâñêîãî ïîòåí�öèàëà ïîëó÷àåòñÿ èç (65), åñëè òàì ïîëîæèòübn = 0; an = 1=3. Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðò e1â âåêòîðå êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè e = (e1 + ie2)=p2íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ (e1 k �). Òîãäàèñïîëüçîâàííûå, íàïðèìåð, â [8℄ àìïëèòóäû ñ âåêòî�ðîì ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè â ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ,662



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé �óíêöèè : : :Mk, è ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé ïëîñêîñòè, M?, îêàçû�âàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñî ñïèðàëüíûìè àìïëèòóäàìèïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì:M? =M++ �M+�; Mk =M++ +M+�:Ïîäñòàâëÿÿ (65) â (62) è èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðèçàöèþ(
d)�1 = 1Z0 dt[
t+ d(1� t)℄�2;âû÷èñëÿåì â (62) èíòåãðàëû ïî q è y. Ïîñëå ýòîãîâêëàäMII â ïîëíóþ àìïëèòóäó ïðèîáðåòàåò ñëåäóþ�ùèé âèä:MMolII = 4i�(Z�)2!m2 1Z0 dx 1Z0 ds 1Z0 dt�� 3Xk;n=1 akanBMol;B(++)Mol = �x(1� x)[s2 + (1� s)2℄� 12��� �Q(t; s) + 2 ln�1 + i�sf(t)�� ;B(+�)Mol = s2x(1� x)Q(t; s);
(66)

ãäå ïî-ïðåæíåìó � = m2=[2!x(1�x)℄ è ââåäåíû îáî�çíà÷åíèÿf2(t) = tb2k + (1� t)b2n +�2t(1� t);Q(t; s) = �2t(1� t)f(t) � si�+ sf(t) � 1f(t)� : (67)Äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷àåì MCII â�îðìå (66), ãäå ñóììàXk;n akanBMolçàìåíÿåòñÿ âåëè÷èíîé BC , äëÿ êîòîðîé èìååìB(++)C = �x(1� x)[s2 + (1� s)2℄� 12��� �g(s; t)� 1� 2 ln g(s; t)�;B(+�)C = s2x(1� x) [g(s; t)� 1℄ ;g(s; t) = "1 + i�2spt(1� t)#�1 ; (68)
ãäå � = 2�=� = m2=[!�x(1� x)℄. Çàìåòèì, ÷òî ïðè� � m âåëè÷èíàMMolII ñîâïàäàåò ñMCII ñ òî÷íîñòüþ

äî ìàëûõ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà b2n=�2. Â ñâîþ î÷åðåäüïðè � � m âåëè÷èíà BC îêàçûâàåòñÿ ìàëîé (ïîðÿä�êà m=!), ÷òî â ÿâíîì âèäå ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííîåâûøå îáùåå çàêëþ÷åíèå î íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòüMII ëèøü äëÿ � � m. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõt! (1+p1� t2)=2, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïî t ÷ëåíïðîïîðöèîíàëüíûé ëîãàðè�ìó â B(++)C è âûïîëíÿÿèíòåãðèðîâàíèå ïî x è s íå ñîäåðæàùèõ g(s; t) ÷ëå�íîâ, íàõîäèìMCII = 4i�(Z�)2!m2 �� 24 1Z0 dx 1Z0 ds 1Z0 dtF (s; t; x) +RII35 ;F (++)(s; t; x) = �x(1�x)[s2+(1�s)2℄�12��� s(2� t2)p1� t2(i�+ st) ;F (+�)(s; t; x) = s3t2x(1� x)p1� t2(i�+ st) ;R(++)II = �79 �1 + ln� im22!���� 2;R(+�)II = � 118 :
(69)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé àìïëèòóäû ïðîöåññà ðàññåÿ�íèÿ �îòîíà â ïîëå êóëîíîâñêîãî öåíòðà ïðè �� míàäî ñëîæèòü (69) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêîéâêëàäà MI (52). Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííîå íàìè âûðà�æåíèå äëÿMCI ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [12℄,ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé(17) èç [12℄. Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèìMC(�� m) = 4i�(Z�)2!m2 ��24 1Z0 dx 1Z0 ds 1Z0 dtF (s; t; x)+R35 ;R(++) = 79 ���ln�2!m �� i�2 �10942 �C�Re	(1+iZ�)� ;R(+�) = 0; (70)
ãäå �óíêöèè F (s; t; x) îïðåäåëåíû â (69), C == 0:577 : : : � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, 	(y) == d ln �(y)=dy � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿãàììà-�óíêöèè. Âûðàæåíèå (70) ñîâïàäàåò ñ �îð�ìóëîé (8.1) ðàáîòû [8℄, åñëè â ïîñëåäíåé èñïðàâèòüî÷åâèäíûå îïå÷àòêè: óáðàòü ëèøíèé ìíîæèòåëü 4663



Â. Ì. Êàòêîâ, Â. Ì. Ñòðàõîâåíêî ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001ïåðåä èíòåãðàëîì â (8.1) è èçìåíèòü çíàê êóëîíîâ�ñêîé ïîïðàâêè C+Re	(1+iZ�) âî âíåèíòåãðàëüíîì÷ëåíå.Èòàê, íàéäåííîå íàìè ñ ïîìîùüþ êâàçèêëàññè÷å�ñêîãî îïåðàòîðíîãî ìåòîäà âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòó�äû ìàëîóãëîâîãî (� � !) óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ �î�òîíà âûñîêîé (! � m) ýíåðãèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãîëîêàëèçîâàííîãî ïîòåíöèàëà âîñïðîèçâîäèò, â ÷àñò�íîñòè, âñå èçâåñòíûå â ëèòåðàòóðå ðåçóëüòàòû. �àç�âèòûé ñïîñîá óñðåäíåíèÿ ïðîèçâåäåíèé íåêîììóòè�ðóþùèõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êâàçè�êëàññè÷åñêèé îïåðàòîðíûé ìåòîä äëÿ èçó÷åíèÿ ðàç�íîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ ÊÝÄ â ëîêàëèçîâàííîì âíåø�íåì ïîëå.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîä�äåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå�äîâàíèé (ïðîåêò 00-02-18007).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. Í. Áàéåð, Â. Ì. Êàòêîâ, ÆÝÒÔ 53, 1478 (1967).2. V. N. Baier, V. M. Katkov, and V. M. Strakhovenko,Ele
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