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ÏÎÄÀÂËÅÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�Î ÕÀÎÑÀÂ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕÂ. Â. Âå÷åñëàâîâ*Èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èì. �. È. Áóäêåðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26 èþíÿ 2000 ã.Îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû âûïîëíåííîãî íåäàâíî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿñ ïèëîîáðàçíîé ñèëîé. Îáñóæäàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû îáðàçîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ðåçîíàíñíûõñòðóêòóð ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ, íàëè÷èå êîòîðûõ èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ðàçâèòèÿ ãëîáàëüíîãî õàîñàè îãðàíè÷èâàåò äè��óçèþ ïî èìïóëüñó â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿâáëèçè ñåïàðàòðèñû öåëîãî ðåçîíàíñà â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ðåæèìà è âûÿñíÿþòñÿ îáñòîÿòåëü-ñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü ýòîé ñåïàðàòðèñû â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Íàðÿäó ñ îòîáðàæåíèåìðàññìàòðèâàåòñÿ ðîäñòâåííàÿ åìó íåïðåðûâíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ââîäÿòñÿ ñå-ïàðàòðèñíîå îòîáðàæåíèå è èíòåãðàë Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà, àíàëèç êîòîðûõ ñïîñîáñòâóåò ïîíèìàíèþïðè÷èí, ïîðîæäàþùèõ íåîáû÷íóþ äèíàìèêó. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ äèíàìèêà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çíà÷èòåëü-íûõ èçìåíåíèÿõ �îðìû ïèëû. Îòìå÷åíû âîçíèêøèå íîâûå ïðîáëåìû è îòêðûòûå âîïðîñû.PACS: 05.45.-a, 05.45.Gg1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂîçíèêíîâåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, ñîãëàñíîñîâðåìåííîé òåîðèè íåëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè�ñòåì, ñâÿçàíî ñ ý��åêòîì ðàçðóøåíèÿ ñåïàðàòðèñðåçîíàíñîâ è îáðàçîâàíèåì íà èõ ìåñòå õàîòè÷åñêèõñëîåâ [1�3℄. Êàê èçâåñòíî, ñåïàðàòðèñà îäèíî÷íîãîíåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà � ýòî äâå ïðîñòðàíñòâåí-íî-ñîâïàäàþùèå âåòâè, îòâå÷àþùèå õîäó âðåìåíèñîîòâåòñòâåííî âïåðåä è íàçàä. Îáå âåòâè ÿâëÿþò�ñÿ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè ñ áåñêîíå÷íûì ïå�ðèîäîì äâèæåíèÿ, êîòîðûå âûõîäÿò èç ïîëîæåíèÿíåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (ñåäëî) è çàòåì àñèìïòî�òè÷åñêè ê íåìó æå ïðèáëèæàþòñÿ. Ïðè íàëè÷èè âñèñòåìå äðóãèõ íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ îíè ðàñùåï�ëÿþòñÿ è, ïî-ïðåæíåìó âûõîäÿ èç ñåäëà íàâñòðå÷óäðóã äðóãó, áîëåå ê íåìó íå âîçâðàùàþòñÿ. Ñâîáîä�íûå êîíöû âåòâåé ðàñùåïëåííîé ñåïàðàòðèñû îáðà�çóþò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïåòåëü íåîãðàíè÷åííî âîç�ðàñòàþùåé äëèíû, êîòîðûå çàïîëíÿþò ïðè ýòîì óç�êóþ îáëàñòü âáëèçè íåâîçìóùåííîé ñåïàðàòðèñû,�îðìèðóÿ õàîòè÷åñêèé ñëîé [1�3℄. Ïåðåêðûòèå õàî-*E-mail: ve
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òè÷åñêèõ ñëîåâ âñåõ ðåçîíàíñîâ ñèñòåìû êàê ðàç èîçíà÷àåò âîçíèêíîâåíèå ãëîáàëüíîãî õàîñà.Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ðàñùåïëåíèå ñåïàðàòðè�ñû ðåçîíàíñà è îáðàçîâàíèå íà åå ìåñòå õàîòè÷åñêî�ãî ñëîÿ â òèïè÷íîé (ò. å. íåèíòåãðèðóåìîé) ãàìèëü�òîíîâîé ñèñòåìå ïðîèñõîäÿò ïðè ïî÷òè ëþáîì âîç�ìóùåíèè, ìîæíî íàçâàòü öåíòðàëüíûì ïóíêòîì ñî�âðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñ÷èòàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñå�ïàðàòðèñû ðàçðóøàþòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïîòîìó÷òî èìåþò íóëåâóþ ÷àñòîòó è âçàèìîäåéñòâèå íåëè�íåéíûõ ðåçîíàíñîâ â èõ îêðåñòíîñòè âñåãäà ñóùå�ñòâåííî [1�3℄. Â ýòîé ¾îáû÷íîé¿ äèíàìèêå ïåðåõîäîò õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ ê õàîòè÷åñêîìó ìîðþ ñ ðîñòîìïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ èçó÷åí äîñòàòî÷íî õîðîøî èîáúÿñíÿåòñÿ ðàçðóøåíèåì èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ñèððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ è îáðàçîâàíè�åì òàê íàçûâàåìûõ êàíòîð-òîðîâ [4℄.Óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî õàîñà ðàçëè÷�íû äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ àíàëèòè÷åñêèìèè ãëàäêèìè çàâèñèìîñòÿìè âîçìóùåíèÿ îò �àçû.Îñíîâíîé òåìîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñòåïåíèãëàäêîñòè (÷èñëî l íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ ñè�ëû), ïðè êîòîðîé ãëîáàëüíûé õàîñ èìååò ìåñòî íåäëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñèñòå�ìû, à ëèøü âûøå íåêîòîðîé ïîðîãîâîé âåëè÷èíû.853



Â. Â. Âå÷åñëàâîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001Èññëåäîâàíèÿ Ìîçåðà è �þññìàíà ïîêàçàëè, ÷òî òà�êîé ïîðîã ñóùåñòâóåò âñåãäà ïðè l > 3 [5℄. Îäíàêî îò�ñóòñòâóþò äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ îòîì, ÷òî ïðè l � 3 ïîðîãà íåò è äè��óçèÿ ïî èìïóëü�ñó â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íè÷åì íå îãðàíè÷åíà.Íåäàâíî ïîÿâèëàñü òåîðåìà Îâñÿííèêîâà î ñó�ùåñòâîâàíèè ó äâóìåðíîãî êàíîíè÷åñêîãî îòîáðàæå�íèÿ âèäàp = p+Kf(x); x = x+ p (mod 1) (1)ñ ïåðèîäè÷åñêîé f(x+1) = f(x) è àíòèñèììåòðè÷íîéf(�x) = �f(x) ïèëîîáðàçíîé ñèëîé (ñòåïåíü ãëàäêî�ñòè l = 0):f(x) = 8><>: 4x ïðè x � 0:25;4(0:5� x) ïðè j0:5� xj � 0:25;4(x� 1) ïðè jx� 1j � 0:25; (2)íåðàçðóøåííûõ ñåïàðàòðèñ öåëûõ ðåçîíàíñîâ ïðèòî÷íî îïðåäåëåííîì ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå êðèòè÷å�ñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñèñòåìû K [6℄. Ýòîò âàæ�íûé ðåçóëüòàò äî ñèõ ïîð íå îïóáëèêîâàí è ïîýòîìóäëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ òåêñò ñîîáùåíèÿ [6℄ ïðèâåäåíâ Ïðèëîæåíèè.Òåîðåìà Îâñÿííèêîâà ïîñëóæèëà äëÿ íàñ òîë÷�êîì ê èíòåíñèâíîìó ÷èñëåííîìó è òåîðåòè÷åñêî�ìó èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû (1), (2) è åå ìîäè�èêà�öèé [7; 8℄. Áûëî íàéäåíî, ÷òî íå òîëüêî äëÿ öåëûõ,íî è äëÿ äðîáíûõ ðåçîíàíñîâ ëþáîãî ïîðÿäêà ñóùå�ñòâóþò ñâîè êðèòè÷åñêèå ÷èñëà, ïðè êîòîðûõ èõ ñå�ïàðàòðèñû òàêæå íå ðàñùåïëÿþòñÿ. Êðàòêèé îáçîðïîëó÷åííûõ íàìè ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îñíîâíûõ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äàåòñÿ íèæå âî âòîðîì ðàç�äåëå. Ê ñîæàëåíèþ, àâòîðàì [6�8℄ áûëà íåèçâåñòíàâàæíàÿ è èíòåðåñíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòüÿ Áóëè�òà [9℄, â êîòîðîé èññëåäîâàëàñü òà æå ìîäåëü. Ïîýòîé ïðè÷èíå âî âòîðîé ðàçäåë âêëþ÷åíû òàêæå ñâå�äåíèÿ îá îñíîâíûõ ñòðîãî äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòàõÁóëèòà è îòìå÷åíû ðàçëè÷èÿ â åãî è íàøèõ ïîäõî�äàõ ê ïðîáëåìå.Â òðåòüåì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿñèòóàöèÿ âáëèçè ñåïàðàòðèñû öåëîãî ðåçîíàíñà âîêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî ðåæèìà. Çäåñü âûÿñíÿþò�ñÿ íåêîòîðûå îáñòîÿòåëüñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå óäè�âèòåëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ýòîé ñåïàðàòðèñû â êðèòè�÷åñêîì ñîñòîÿíèè.Íàðÿäó ñ îòîáðàæåíèåì (1), (2) áóäåò ðàññìîò�ðåíà òàêæå ðîäñòâåííàÿ åìó íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà ñãàìèëüòîíèàíîì

H(x; p; t) = H0(x; p) + �U(x; t);H0 = p2=2 + !20V (x);U(x; t) = 
os(2�x� � � �0) + 
os(2�x+ � + �0);� = 
t; (3)ãäå V (x) = � R f(x)dx � ïîòåíöèàë ïèëû, � � 1è âîçìóùåíèå ñîäåðæèò äâå ñèììåòðè÷íûå ãàðìîíè�êè. Èññëåäîâàíèå ýòîé ñèñòåìû, âûïîëíåííîå â ÷åò�âåðòîì ðàçäåëå, ïîìîãàåò ïîíÿòü íåêîòîðûå äåòàëèäèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îòîáðàæåíèÿ (1), (2).Ïÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ îáùåé ìî�äåëè íåñèììåòðè÷íîé ïèëû, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòî�ðîé ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïèëà (2). Çäåñü ïîêàçà�íî, ÷òî íåîáû÷íàÿ äèíàìèêà ñîõðàíÿåòñÿ âíóòðè âñå�ãî äèàïàçîíà âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ïå�ðåêîñà è èñ÷åçàåò òîëüêî â ïðåäåëüíûõ òî÷êàõ (ãäåäâóçóáàÿ ïèëà ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîçóáóþ). Â çàêëþ�÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èòîãè è îáñóæäàþòñÿîòêðûòûå âîïðîñû.2. Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ×ÈÑËÀ ÈÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ �ÅÆÈÌÛÑÈÑÒÅÌÛ (1), (2)Ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó è îòâå÷àþùèé åé ðåçî�íàíñ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷èñëîì âðàùåíèÿ � == P=Q, ãäå Q � ÷èñëî èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ íà Pïåðèîäîâ îðáèòû [2℄. �åçîíàíñû ñ Q = 1 íàçûâàþò�ñÿ öåëûìè, îñòàëüíûå � äðîáíûìè. Íåâîçìóùåííûåñåïàðàòðèñû ðåçîíàíñîâ èìåþò � = 0 è èìåííî îíèÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ.Îäíîé èç âàæíûõ ÷åðò îáñóæäàåìîé äèíàìèêèîêàçàëîñü íàëè÷èå äëÿ ðåçîíàíñà ëþáîãî ïîðÿäêà Qñâîåãî (ïî-âèäèìîìó, ñ÷åòíîãî) ìíîæåñòâà ¾êðèòè�÷åñêèõ¿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà KQ;m (m = 1; 2; : : : ),ïðè êîòîðûõ åãî ñåïàðàòðèñà íå òîëüêî íå ðàñùåïëÿ�åòñÿ (íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ñèëüíîãî ëîêàëüíîãî õàî-ñà, ñì. ðèñ. 1), íî è îêàçûâàåòñÿ íåïðîõîäèìûì áà�ðüåðîì äëÿ äðóãèõ òðàåêòîðèé. Èìåÿ ïîëíóþ ïðîòÿ�æåííîñòü ïî �àçå, îíà èçîëèðóåò âíóòðåííîñòü ¾ñâî�åãî¿ ðåçîíàíñà (îáëàñòü ñ êîíå÷íûì �àçîâûì îáú�åìîì) îò îñòàëüíîé ÷àñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Ýòî èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ïîëó÷èëî íàçâàíèåèíâàðèàíòíîé ðåçîíàíñíîé ñòðóêòóðû [7℄. Íàëè÷èåòàêèõ ñòðóêòóð, êàê è íàëè÷èå èíâàðèàíòíûõ êðè�âûõ, ïîëíîñòüþ çàïðåùàåò ãëîáàëüíûé õàîñ è îãðà�íè÷èâàåò äè��óçèþ ïî èìïóëüñó.Äëÿ ïîèñêà êðèòè÷åñêèõ ðåæèìîâ èñïîëüçîâà�ëàñü ðàçðàáîòàííàÿ íàìè ðàíåå òåõíèêà èçìåðåíèÿ854



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ïîäàâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà : : :
0 1

0.0050
p0.003 1.1�0:1 x
x

dp
�èñ. 1. Ïàðàìåòð ñèñòåìû ðàâåí âòîðîìó êðèòè÷å-ñêîìó ÷èñëó K = K1;2 = 1=8. Ñèëüíî óâåëè÷åííàÿìàëàÿ îáëàñòü ¾ùåëè¿ (ïî èìïóëüñó) ìåæäó îäíîéõàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèåé ñ íà÷àëüíûìè êîîðäèíà-òàìè x = 0, p = 0:37 è íèæíåé ñåïàðàòðèñîé öåëîãîðåçîíàíñà (ñì. òåêñò). Çäåñü dp = p�ps, ãäå p(x) �èìïóëüñ òðàåêòîðèè è ps(x) � èìïóëüñ íà ñåïàðà-òðèñå. Íà âñòàâêå: îáëàñòü, çàíÿòàÿ ýòîé òðàåêòî-ðèåé. ×èñëî èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ ðàâíî 109óãëà �Q ïåðåñå÷åíèÿ âåòâåé ñåïàðàòðèñ â öåíòðàëü�íîé ãîìîêëèííîé òî÷êå (ñì. [10℄, ãäå îïèñàíû äåòà�ëè è ðåçóëüòàòû òàêèõ èçìåðåíèé äëÿ ñòàíäàðòíîãîîòîáðàæåíèÿ).Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî çàâèñèìîñòè �Q(K) äëÿâñåõ îáñëåäîâàííûõ íàìè ðåçîíàíñîâ ñèñòåìû (1),(2) îêàçàëèñü çíàêîïåðåìåííûìè è êîëåáàòåëüíû�ìè [7℄, ÷òî êà÷åñòâåííî îòëè÷àåò èõ îò õîðîøî èçó�÷åííîé ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè àíàëîãè÷íîé çàâèñè�ìîñòè äëÿ ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ (ïîñëåäíÿÿ ÿâ�ëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé è ñòðîãî ìîíîòîííîé [10℄).Ýòî îòëè÷èå ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì äè�íàìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ýòèõ äâóõ ñèñòåì.Êðèòè÷åñêèå ÷èñëà KQ;m (m = 1; 2; : : : ) ðåçîíàí�ñà ïîðÿäêà Q îòâå÷àþò óñëîâèþ �Q(KQ;m) = 0 è îêà�çûâàþòñÿ äâóõ òèïîâ: äëÿ íå÷åòíûõ m óãîë ïðîõî�äèò ÷åðåç íóëü â ïðîöåññå ïëàâíîãî èçìåíåíèÿ, äëÿ÷åòíûõ m � ñêà÷êîì.Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ÷åòíûå êðèòè÷åñêèå ÷èñëàöåëûõ ðåçîíàíñîâ ñèñòåìû (1), (2) òî÷íî ñîâïàäà�þò ñ ýëåìåíòàìè óêàçàííîãî â òåîðåìå Îâñÿííèêî�âà ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà è îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèòðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ (1.4) ïðè öåëûõ çíà÷å�íèÿõ êîý��èöèåíòà k (ñì. Ïðèëîæåíèå). Îêàçàëîñü,÷òî íå âõîäÿùèå â òåîðåìó Îâñÿííèêîâà íå÷åòíûåêðèòè÷åñêèå ÷èñëà òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèòîãî æå ñàìîãî óðàâíåíèÿ, íî ïðè ïîëóöåëûõ çíà÷å�íèÿõ êîý��èöèåíòà, è ïîòîìó äëÿ ëþáîãî êðèòè÷å�

ñêîãî ÷èñëà öåëîãî ðåçîíàíñà èìååìK1;m = sin2(�m=2); m = 1; 2; : : : ; (4)ãäå �m åñòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíüóðàâíåíèÿ p2 sin m�2 = 
os �2 : (5)Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè, â ÷àñòíî�ñòè, òî÷íûå çíà÷åíèÿ äâóõ ïåðâûõ êðèòè÷åñêèõ ÷è�ñåë K1;1 = 1=3 è K1;2 = 1=8.Îòîáðàæåíèå (1), (2) ïîäðîáíî èññëåäîâàëîñüòàêæå â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [9℄, ãäå áûëî ñòðîãî äî�êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ñ ðàöè�îíàëüíûìè è èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿâ øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà K. Ñî�õðàíåíèå ñåïàðàòðèñ è îáðàçîâàíèå èíâàðèàíòíûõðåçîíàíñíûõ ñòðóêòóð ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ â [9℄ ñïå�öèàëüíî íå îáñóæäàþòñÿ, íî èìåþòñÿ óïîìèíàíèÿîá èíâàðèàíòíûõ ñâîéñòâàõ ñåïàðàòðèñ ñ � = 0öåëûõ ðåçîíàíñîâ äëÿ ïåðâûõ êðèòè÷åñêèõ ÷èñåëK1;1 = 1=3 è K1;2 = 1=8. Ïî-âèäèìîìó, èìåííî âýòîé ðàáîòå â ïîëíîé ìåðå áûë âïåðâûå óñòàíîâëåí�àêò ¾íåîáû÷íîãî¿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòå�ìû (1), (2).Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷å�íèé ïàðàìåòðà K, ïðè êîòîðûõ ñåïàðàòðèñû ðåçî�íàíñîâ íå ðàçðóøàþòñÿ, íåñìîòðÿ íà âîçìóùàþùååâëèÿíèå ìíîãèõ äðóãèõ ðåçîíàíñîâ, ïðèâîäèò ê âàæ�íûì äèíàìè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì.Íà âñòàâêå ê ðèñ. 1 ïîêàçàíà îáëàñòü, êîòîðóþçàíÿëà îäíà õàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïðè çíà÷åíèèïàðàìåòðà ñèñòåìû, ðàâíîì ïåðâîìó ÷åòíîìó êðèòè�÷åñêîìó ÷èñëó K = K1;2 = 1=8. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿãðàíèöû ýòîé îáëàñòè âåñüìà áëèçêè (ýòî îïðåäåëå�íèå ïîÿñíÿåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå) ê âû÷èñëåí�íûì ïî òî÷íûì �îðìóëàì Îâñÿííèêîâà (1.5) ñåïà�ðàòðèñàì öåëûõ ðåçîíàíñîâ. Çäåñü âñå ïðîòèâîðå÷èòïðåäñòàâëåíèÿì ¾îáû÷íîé¿ äèíàìèêè.Èçâåñòíî, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ¾íåòè�ïè÷íûõ¿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ñåïàðà�òðèñû âñåõ ðåçîíàíñîâ íåðàñùåïëåíû. Ýòî òàê íà�çûâàåìûå ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, â äè�íàìè÷åñêîì ïîâåäåíèè êîòîðûõ íåò íèêàêîãî õàî-ñà [2; 3℄. Ïîðàçèòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñèòóàöèè,ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1, ÿâëÿåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèåíåðàçðóøåííûõ ñåïàðàòðèñ äâóõ ñîñåäíèõ öåëûõ ðå�çîíàíñîâ ñ îáëàñòüþ ìîùíîãî õàîñà, ãäå âñå îñòàëü�íûå èíâàðèàíòíûå ðåçîíàíñíûå ñòðóêòóðû è èíâà�ðèàíòíûå êðèâûå ñ ñàìûìè óñòîé÷èâûìè èððàöèî�íàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ ðàçðóøåíû è õàîòè÷å�ñêèå ñëîè âñåõ äðîáíûõ ðåçîíàíñîâ ïåðåêðûòû.855



Â. Â. Âå÷åñëàâîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001Êðèòè÷åñêèå ÷èñëà äðîáíûõ ðåçîíàíñîâ ¾ùåëè¿Q 13 15 17 19 21 23K1;2 �KQ 6:71 � 10�8 4:19 � 10�9 2:62 � 10�10 1:63 � 10�11 1:02 � 10�12 6:39 � 10�14Âûÿñíåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèòóàöèè âáëèçè òàêîéñîõðàíèâøåéñÿ ñåïàðàòðèñû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ãëàâ�íûõ âîïðîñîâ, ÷àñòè÷íûé îòâåò íà êîòîðûé äàí âñëåäóþùåì ðàçäåëå.Ïîëîæåíèå äåë ñ ïåðâûì íå÷åòíûì êðèòè÷åñêèì÷èñëîì K = K1;1 = 1=3 âûãëÿäèò åùå áîëåå óäèâè�òåëüíûì. Äëÿ âñåõ îáñëåäîâàííûõ íàìè äðîáíûõ ðå�çîíàíñîâ ÷èñëåííî (ñ 25 âåðíûìè çíàêàìè ïîñëå çà�ïÿòîé) áûëî ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî KQ;1 = K1;1 = 1=3.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåçîíàíñû âñåõ ïîðÿäêîâ ïðèK = 1=3 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ðåçîíàíñíûìèñòðóêòóðàìè è õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè íèêîãäà íåïåðåñåêàþò ñåïàðàòðèñó ¾ñâîåãî¿ ðåçîíàíñà, âíóòðèêîòîðîãî îíè ñòàðòîâàëè.3. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÂÁËÈÇÈ ÑÅÏÀ�ÀÒ�ÈÑÛÖÅËÎ�Î �ÅÇÎÍÀÍÑÀ Ï�È K �K1;2Â ýòîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ îäèí èç îñíîâíûõâîïðîñîâ � äèíàìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ âáëèçè ñåïàðà�òðèñû öåëîãî ðåçîíàíñà ïðè ïîäõîäå ê êðèòè÷åñêî�ìó ñîñòîÿíèþ, â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè (ñì. ðèñ. 1)è íà âûõîäå èç íåãî.Ïðè íåáîëüøîì îòêëîíåíèè ïàðàìåòðà ñèñòåìûK îò êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû K1;2 = 1=8 â ñòîðîíóóâåëè÷åíèÿ ñåïàðàòðèñà íà÷èíàåò ïðîïóñêàòü äðó�ãèå òðàåêòîðèè, íî ñðåäíåå âðåìÿ (÷èñëî èòåðàöèé)TC ïðîõîæäåíèÿ ðåçîíàíñà çàâèñèò îò âåëè÷èíû ðàñ�ñòðîéêè �K = K�K1;2 > 0. Â [7℄ ïîëó÷åíà ýìïèðè�÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ïðîõîæ-äåíèÿ öåëîãî ðåçîíàíñà:hTCi = 135� K1;2K �K1;2�1:193 (1� 0:09);K > K1;2: (6)Âèäíî, ÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê êðèòè÷åñêîìóðåæèìó âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò.Â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè (ñì. ðèñ. 1), êàê îòìå�÷àëîñü âûøå, õàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ âåñüìà áëèç�êî ïîäõîäèò ê ñåïàðàòðèñàì. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîéîöåíêè ýòîé áëèçîñòè �èêñèðîâàëîñü ìèíèìàëüíîå(ïî èìïóëüñó) ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòîé òðàåêòîðèåéè âû÷èñëåííûìè ïî òî÷íûì �îðìóëàì Îâñÿííèêî�âà ñåïàðàòðèñàìè öåëûõ ðåçîíàíñîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî

ìåæäó òðàåêòîðèåé è íèæíåé ñåïàðàòðèñîé (íàçî�âåì åå ãëàâíîé) èìååòñÿ ¾ùåëü¿, ìèíèìàëüíàÿ øè�ðèíà êîòîðîé dpmin � 3�10�6. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíàñèëüíî óâåëè÷åííàÿ ìàëàÿ åå ÷àñòü, îòêóäà âèäíî,÷òî íåïîñðåäñòâåííî ê ãëàâíîé ñåïàðàòðèñå ïðèìû�êàåò îáëàñòü, çàïîëíåííàÿ äðîáíûìè ðåçîíàíñàìè1=Q îòíîñèòåëüíî âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, êîòîðûå ðàñ�ïîëàãàþòñÿ ñëîÿìè òåì áëèæå ê íåé, ÷åì áîëüøå âå�ëè÷èíà Q (ñàìûé íèæíèé åùå ðàçëè÷èìûé íà ýòîìðèñóíêå ðåçîíàíñ åñòü 1=23). Ïîñêîëüêó êàæäûé òà�êîé ðåçîíàíñ èìååò ïîëíóþ ïðîòÿæåííîñòü ïî �à�çå, òî, ÷òîáû ïîïàñòü â íèæíèé ñëîé, íàäî ïåðåñå÷üâåðõíèé. Äëÿ íåêîòîðûõ èç ðåçîíàíñîâ ¾ùåëè¿ áû�ëè íàéäåíû áëèæàéøèå ê âåëè÷èíå K1;2 = 1=8 êðè�òè÷åñêèå ÷èñëà KQ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîêàçàíû âòàáëèöå. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ðåçîíàíñà Qåãî ÷èñëî âðàùåíèÿ 1=Q è åãî êðèòè÷åñêîå ÷èñëîKQñòðåìÿòñÿ ê ÷èñëó âðàùåíèÿ (íóëþ) è êðèòè÷åñêî�ìó ÷èñëó K1;2 = 1=8 ãëàâíîé ñåïàðàòðèñû, ïðè÷åìäëÿ ëþáîãî Q èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî KQ < K1;2.Ñòðåìÿùàÿñÿ ïîäîéòè ê ãëàâíîé ñåïàðàòðèñåõàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ äîëæíà ýòè ðåçîíàíñû ïå�ðåñå÷ü, çàòðà÷èâàÿ íà ïðîõîæäåíèå êàæäîãî èç íèõîïðåäåëåííîå âðåìÿ. Ïðÿìîå èçìåðåíèå âðåìåíèïðîíèêíîâåíèÿ òðàåêòîðèè èç õàîòè÷åñêîãî ìîðÿ âõàîòè÷åñêóþ îáëàñòü âíóòðè äðîáíîãî ðåçîíàíñà âû�ñîêîãî ïîðÿäêà òåõíè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïî ýòîéïðè÷èíå áûëà èçìåðåíà äðóãàÿ âåëè÷èíà � ñðåäíååâðåìÿ TE âûõîäà èç ðåçîíàíñà õàîòè÷åñêîé òðàåêòî�ðèè, ñòàðòîâàâøåé âíóòðè íåãî [7℄:hTEi = 80e0:705Q(1� 0:07): (7)Ýòà �îðìóëà îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ñ óâåëè÷åíè�åì âåëè÷èíû Q êðèòè÷åñêèå ÷èñëà ðåçîíàíñîâ ùå�ëè ïðèáëèæàþòñÿ (ñíèçó) ê çíà÷åíèþ K1;2 = 1=8.Êàê ñëåäñòâèå, ñîáñòâåííûå ñåïàðàòðèñû ýòèõ ðåçî�íàíñîâ ñòàíîâÿòñÿ âñå ìåíåå è ìåíåå ¾ïðîçðà÷íû�ìè¿ è âðåìÿ âûõîäà èç íèõ õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèèíåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè öå�ëîãî ðåçîíàíñà ãëîáàëüíûé õàîñ, ðàçóìååòñÿ, ïîëíî�ñòüþ èñêëþ÷åí.Ñèòóàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè âûõîäå èç êðèòè÷å�ñêîãî ñîñòîÿíèÿ (ò. å. ïðè îòêëîíåíèè K îò êðèòè�÷åñêîé âåëè÷èíû K1;2 â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ) îêàçà�ëàñü íàìíîãî ñëîæíåé.856



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ïîäàâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà : : :Ïðè K1;2 = 0:125 > K > K1;3 = 0:06191 : : : èâäàëè îò êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë ãëîáàëüíûé õàîñ îïðå�äåëåííî èìååò ìåñòî. Òàê, íàïðèìåð, â èíòåðâàëå0:1090 � K � 0:1094 íàáëþäàëàñü ãëîáàëüíàÿ äè���óçèÿ, ñêîðîñòü êîòîðîé ðåçêî óáûâàëà ïðè ïðè�áëèæåíèè ê êðàÿì èíòåðâàëà (íà÷àëüíûå óñëîâèÿx = 0, p = 0:37, ÷èñëî èòåðàöèé 109). Íî åñëèïëàâíî óìåíüøàòü âåëè÷èíó ïàðàìåòðà, íà÷èíàÿ îòK = K1;2 = 0:125, òî èç äàííûõ, ïðèâåäåííûõ âòàáëèöå, ñëåäóåò, ÷òî ðåçîíàíñû ùåëè áóäóò îäèí çàäðóãèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîïàäàòü â ñâîè êðèòè÷å�ñêèå ðåæèìû è íå ïîçâîëÿò òðàåêòîðèè ïîäõîäèòüê ãëàâíîé ñåïàðàòðèñå íà ðàññòîÿíèå áëèæå íåêîòî�ðîãî dpmin. Òàê, ïðè K = 0:12499999581 : : : (êðè�òè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ Q = 15) ìèíèìàëüíîå ðàñ�ñòîÿíèå òðàåêòîðèè îò ñåïàðàòðèñû îêàçàëîñü ðàâíîdpmin � 4:6 � 10�5, à ïðè K = 0:12499993294 : : : (êðè�òè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ Q = 13) dpmin � 1:8�10�4 ïðè÷èñëå èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ 1011 â êàæäîì ñëó÷àå.Èòîã âñåãî ðàññìîòðåíèÿ ìîæíî ïîäâåñòè â ñëå�äóþùåé íåñêîëüêî îáðàçíîé �îðìå. �åçîíàíñû âû�ñîêèõ ïîðÿäêîâ �îðìèðóþò ïåðåä ãëàâíîé ñåïàðàò�ðèñîé ñâîåãî ðîäà ¾çàñëîí¿, êîòîðûé ¾ñîïðîòèâëÿåò�ñÿ¿ ïðèáëèæåíèþ ê íåé õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Âíàäêðèòè÷åñêîì ðåæèìå, K > K1;2, òðàåêòîðèè óäà�åòñÿ ïåðåñå÷ü öåëûé ðåçîíàíñ, çàòðà÷èâàÿ íà ýòî òåìáîëüøå âðåìåíè, ÷åì áëèæå K ê K1;2. Ïðè K = K1;2â ïðîöåññå î÷åíü äëèòåëüíîé ýâîëþöèè òðàåêòîðèÿìîæåò ïîäîéòè ê ãëàâíîé ñåïàðàòðèñå ñêîëü óãîä�íî áëèçêî, íî íèêîãäà åå íå äîñòèãíåò. Íà âûõîäåèç êðèòè÷åñêîãî ðåæèìà ïðè ïëàâíîì óìåíüøåíèèïàðàìåòðà K ñèñòåìà áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõî�äèòü ÷åðåç êðèòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ðåçîíàíñîâ ùåëèè ðàçâèòèå ãëîáàëüíîãî õàîñà ïðèíöèïèàëüíî âîç�ìîæíî ëèøü âíóòðè èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîñåäíèìèêðèòè÷åñêèìè ÷èñëàìè.4. ÑÅÏÀ�ÀÒ�ÈÑÍÎÅ ÎÒÎÁ�ÀÆÅÍÈÅ ÈÈÍÒÅ��ÀË ÌÅËÜÍÈÊÎÂÀ�À�ÍÎËÜÄÀÄËß ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ (3)Èçëîæåííûå âûøå ýìïèðè÷åñêèå �àêòû íóæäà�þòñÿ â îáúÿñíåíèÿõ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü õîòåëîñü áûïîíÿòü ïðèðîäó ìåõàíèçìà, îòâåòñòâåííîãî çà êîëå�áàòåëüíûé è çíàêîïåðåìåííûé õàðàêòåð îñíîâíîéçàâèñèìîñòè �1(K), î êîòîðîé ãîâîðèëîñü â ðàçä. 2.Èçâåñòíî, ÷òî ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèåëó÷øå ñ îòîáðàæåíèÿìè, à àíàëèòè÷åñêîå � ñ íåïðå�ðûâíûìè ñèñòåìàìè [2℄. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íèæå ìûáóäåì ðàáîòàòü ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3) è èñïîëüçóåì

çàòåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â îòíîøåíèè îòîáðà�æåíèÿ (1), (2).Ñåïàðàòðèñà (xs( ),  = 2!0t) íåâîçìóùåííîé(� = 0) ñèñòåìû (3) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:xs( ) ==8>>>>>><>>>>>>: ae ïðè �1 <  < ��=4;12 �1+ 1p2 sin � ïðè ��=4 <  < �=4;1� ae� ïðè �=4 <  <1; (8)ãäå îáîçíà÷åíî a = e�=4=4.Çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà íà ñåïàðàòðèñå ðàâíîH0;s = !02=4, à ïåðèîä äâèæåíèÿ âáëèçè íåå âû÷èñ�ëÿåòñÿ ïî �îðìóëåTs(w) � 12!0 ln�2e�=2jwj �: (9)Çäåñü è äàëåå w = H0=H0;s � 1 � îòíîñèòåëü�íîå îòêëîíåíèå îò ñåïàðàòðèñû ïî ýíåðãèè. Çàìå�òèì, ÷òî �îðìóëà (9) èìååò ñðàâíèòåëüíî íåïëîõóþòî÷íîñòü: äàâàåìûå åþ çíà÷åíèÿ îòêëîíÿþòñÿ îòíàéäåííûõ ÷èñëåííî ìåíåå ÷åì íà 5% â èíòåðâàëå�0:47 � w � 1:06.Ñåïàðàòðèñíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ñèñòåìû (3) çà�ïèñûâàåòñÿ â âèäå [1℄w = w +W sin �;� = � + � ln�2e�=2jwj � (mod 2�): (10)Çäåñü � = 
=(2!0) � ïàðàìåòð àäèàáàòè÷íîñòè(2!0 � ÷àñòîòà êîëåáàíèé âáëèçè òî÷êè óñòîé÷èâî�ãî ðàâíîâåñèÿ x = 0:5, p = 0). Âõîäÿùàÿ â (10) àì�ïëèòóäà W ìîæåò áûòü íàéäåíà ÷èñëåííî (è òîã-äà ìû áóäåì ïèñàòü W = WE) èëè òåîðåòè÷åñêè(W = WT ); 
ðàâíåíèå ýòèõ çàâèñèìîñòåé áóäåò ïðî�âåäåíî íèæå.Òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû WT îïðåäå�ëÿåòñÿ �îðìóëîéWT (�) = �max jw � wj == �max(�H0)H0;s = 16��!02 WMA(�); (11)ãäå çíàê ñîâïàäàåò ñî çíàêîì �H0 è WMA � èíòå�ãðàë Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà.Ñëåäóÿ îïèñàííîé â [1℄ ìåòîäèêå, áóäåì èñêàòüèçìåíåíèå íåâîçìóùåííîé ýíåðãèè H0 çà ïîëóïåðè�857



Â. Â. Âå÷åñëàâîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001îä êîëåáàíèé èëè ïåðèîä âðàùåíèÿ (çäåñü f: : : g �ñêîáêà Ïóàññîíà):�H0 = 1Z�1 fH0; Hg dt = �� 1Z�1 p(t) �U�x dt:Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñèñòåìà äâèæåòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî êñåïàðàòðèñå, è âû÷èñëÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèx = xs, p = ps = _xs = 2!0 dxs=d , íàõîäèì:�H0 = �4�� sin �0 �� 1Z�1 �ps( )2!0 � sin [2�xs( )℄ sin(� )d :Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî âõîäÿùèé â ïîäûíòåãðàëüíîåâûðàæåíèå ìíîæèòåëü ps ñíèìàåò èçâåñòíóþ ïðî�áëåìó ñïåöèàëüíîé íîðìèðîâêè ýòîãî èíòåãðàëà äëÿïîäàâëåíèÿ åãî îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè, ïîñêîëüêóàñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà îáîèõ ïðåäå�ëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ (ïîäðîáíîñòè â ðàçä. 4.4 îáçî�ðà [1℄).Îêîí÷àòåëüíî èíòåãðàë Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäàìîæíî çàïèñàòü â âèäåWMA(�) = max�H04�� == 1p2 �=4Z0 sin� �p2 sin � 
os sin(� ) d ++ 2a 1Z�=4 e� sin(2�ae� ) sin(� ) d : (12)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé �îðìóëå îïèñûâàåòâêëàä îò ¾ýëëèïòè÷åñêîãî¿ ó÷àñòêà ñåïàðàòðèñû(0:25 � xs � 0:75), âòîðîå � îò îñòàëüíîé ÷àñòè.Îáà ñëàãàåìûõ ÿâëÿþòñÿ êîëåáàòåëüíûìè è çíà�êîïåðåìåííûìè, èõ êîëåáàíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî÷òè âïðîòèâî�àçå. �åçóëüòèðóþùàÿ �óíêöèÿ WMA(�)òàêæå îêàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé è êîëåáàòåëü�íîé (ñì. ðèñ. 2). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî �îðìóëà(12) äîïóñêàåò âåñüìà ïðîñòîå àñèìïòîòè÷åñêîå(�� 1) ïðåäñòàâëåíèå:WMA(�) � �1:17��3:034 
os��4��; (13)ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò,íàïðèìåð, â èíòåðâàëå 10 � � � 150 îêîëî 4%, àâ èíòåðâàëå 50 � � � 150 îêîëî 1:3%.Âû÷èñëåííóþ ïî �îðìóëàì (11), (12) òåîðåòè÷å�ñêóþ çàâèñèìîñòü WT íåîáõîäèìî ñðàâíèòü ñ íàé�äåííûìè ÷èñëåííî âåëè÷èíàìè WE . Ïîÿñíèì, êàê
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��èñ. 2. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � íîðìèðîâàííàÿ òåîðåòè-÷åñêàÿ àìïëèòóäàW �T ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ(10), êðóæêè � íîðìèðîâàííàÿ àìïëèòóäà W �E, ïî-ëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ýòîãîîòîáðàæåíèÿ ïî ïåðèîäàì äâèæåíèÿ ñèñòåìûîïðåäåëÿëèñü çíà÷åíèÿ WE (ïîäðîáíîñòè â [11℄).Öåíòðàëüíàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âåòâåé ñåïàðàòðè�ñû îñíîâíîãî ðåçîíàíñà ñèñòåìû (3) ëåæèò íà ëèíèèx = 0:5, è â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ýòîé ëèíèè ñ âûñîêîéòî÷íîñòüþ îòûñêèâàëàñü åå îðäèíàòà ph. Íà÷àëüíûåóñëîâèÿ äëÿ îðáèò âûáèðàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîìíà ýòîé æå ëèíèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè âîêðóã phãàðàíòèðîâàííî âíóòðè õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ. Òðàåêòî�ðèÿ ñîâåðøàëà ïðåäïèñàííîå åé ÷èñëî ïåðèîäîâ äâè�æåíèÿ N (ïåðèîä äâèæåíèÿ T � èíòåðâàë âðåìåíèìåæäó ñîñåäíèìè ìîìåíòàìè ïðîõîæäåíèÿ óñòîé÷è�âîé �àçû x = 0:5). Äëÿ êàæäîãî T âû÷èñëÿëàñüñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ïî �îðìóëåw = 2 exp��2 � 2!0T�: (14)Îïðåäåëÿÿ èçìåíåíèå ýíåðãèè Æw = w�w äëÿ ïàðûñîñåäíèõ ïåðèîäîâ è ïðèïèñûâàÿ åãî ê îáùåìó äëÿýòèõ ïåðèîäîâ ìîìåíòó âðåìåíè tk, ìîæíî ïîñòðî�èòü ñåïàðàòðèñíîå îòîáðàæåíèå (10) (Æwk, �k = 
tk(mod 2�), k = 1; 2; : : : ; N � 1) è íàéòè åãî àìïëèòó�äó WE .Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åí�íîé ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà (12) òåîðåòè÷åñêîé WTè íàéäåííîé ÷èñëåííî WE àìïëèòóä ñåïàðàòðèñíî�ãî îòîáðàæåíèÿ (10). Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óäîáíîãî ìàñ�øòàáà ñðàâíèâàþòñÿ íå ñàìè ýòè âåëè÷èíû, à èõ íîð�ìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ:W �T = AWT ; W �E = AWE ; A = !02 �3:03416�� (15)(ïîêàçàòåëü ñòåïåíè � â êîððåêòèðóþùåì ìíîæè�òåëå âçÿò èç ïîäãîíî÷íîé �îðìóëû (13)). Ïðåêðàñ�858



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ïîäàâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà : : :íîå ñîâïàäåíèå ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïîçâîëÿåò â äàëü�íåéøåì óâåðåííî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (12) äëÿèíòåãðàëà Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà è ñ÷èòàòü â (10)W =WT .Íàèáîëåå âàæíîé äëÿ ïðàêòèêè âåëè÷èíîé ÿâëÿ�åòñÿ íå àìïëèòóäà W ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæåíèÿ,à ïîëóøèðèíà õàîòè÷åñêîãî ñëîÿwmax. Äëÿ âñåõ óêà�çàííûõ íà ðèñ. 2 êðóæêàìè çíà÷åíèé àìïëèòóä áûëîâûïîëíåíî èòåðèðîâàíèå ñåïàðàòðèñíîãî îòîáðàæå�íèÿ è íàéäåíû çíà÷åíèÿ wmax. Îêàçàëîñü, ÷òî óñòà�íîâëåííîå ×èðèêîâûì ñîîòíîøåíèå (�îðìóëà (6.8)â [1℄) ìåæäó ðàçìåðîì ñëîÿ wmax è àìïëèòóäîé W ,wmax � � jW j; (16)âåñüìà íåïëîõî âûïîëíÿåòñÿ â íàøåì ñëó÷àå,ïðè÷åì äàæå â îêðåñòíîñòè íóëåâûõ W . Ïðè� > 10, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî0:94 � wmax=� jW j � 1:3.Ïîëó÷åííûå äëÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû (3) ðå�çóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà îòîáðàæåíèå(1), (2). Áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèìè òå çíà÷åíèÿ�1;m (m = 1; 2; : : : ), äëÿ êîòîðûõ WMA(�1;m) = 0(ïåðâûé èíäåêñ óêàçûâàåò íà îòíîøåíèå ê îñíîâíî�ìó ðåçîíàíñó). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïåðå�âåñòè íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó (3) ñ ïàðàìåòðîì � âîòîáðàæåíèå (1), (2) ñ ïàðàìåòðîì K èëè íàîáîðîò,òî íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåìK = !02 = (�=�)2 : (17)Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ïåðåñ÷èòàòü êðèòè÷åñêèåçíà÷åíèÿ �1;m ñèñòåìû (3) â êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿïàðàìåòðà îòîáðàæåíèÿ. Îáîçíà÷èâ íàéäåííûå ïó�òåì òàêîãî ïåðåñ÷åòà âåëè÷èíû ÷åðåç K�, ïîëó÷èìK�1;m = � ��1;m�2 ; m = 1; 2; : : : (18)Ýòè ÷èñëà ñëåäóåò ñðàâíèòü ñ âåëè÷èíàìè K1;m, âû�÷èñëåííûìè ïî �îðìóëàì (4), (5). �åçóëüòàò òàêîãîñðàâíåíèÿ õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ïðèáëèæåííîé �îð�ìóëîéK1;mK�1;m � 1 + 0:676m�0:875; m = 1; 2; : : :Â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå (m � 1) ìíîæåñòâàK1;m è K�1;m ñîâïàäàþò, ÷òî è îïðàâäûâàåò ïðèìå�íåíèå ïîëó÷åííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ â îòíîøåíèèîòîáðàæåíèÿ (1), (2).Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííàÿ â íà÷à�ëå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà öåëü ÷àñòè÷íî äîñòèãíóòà:ïåðèîäè÷åñêîå ïðîõîæäåíèå àìïëèòóäû ñåïàðàòðèñ�íîãî îòîáðàæåíèÿ WT ÷åðåç íóëü (è îòñóòñòâèå â

ýòèõ òî÷êàõ ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñ) ¾îáåñïå÷èâà�åò¿ èíòåãðàë Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà. Ñòàëà ïîíÿò�íîé è ïðè÷èíà ýòîãî ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òîíà ¾ýëëèïòè÷åñêîì¿ è ¾ãèïåðáîëè÷åñêîì¿ ó÷àñòêàõñåïàðàòðèñû èçìåíåíèå ýíåðãèè èìååò ðàçíûå çíà�êè. 5. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈÏðåäñòàâëåííàÿ âûøå äèíàìèêà îêàçûâàåòñÿ, íàíàø âçãëÿä, âåñüìà íåòðèâèàëüíîé. Âîçíèêàåò åñòå�ñòâåííûé âîïðîñ: íå ÿâëÿåòñÿ ëè ïîðîæäàþùàÿ åå�óíêöèÿ (2) ÷åì-òî óíèêàëüíîé è íå èñ÷åçíóò ëèâñå íåîáû÷íûå äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû ïðè ìàëîì¾øåâåëåíèè¿ ýòîé êîíñòðóêöèè? Äëÿ îòâåòà íà ýòîòâîïðîñ ðàññìîòðèì â ýòîì êîðîòêîì ðàçäåëå ìîäåëüíåñèììåòðè÷íîé ïèëû, ââåäÿ â (2) ïàðàìåòð ïåðåêî�ñà s: f(x; s) ==8>>>>>>><>>>>>>>:
4x1 + 4s ïðè 0 � x � 0:25 + s;2� 4x1� 4s ïðè 0:25 + s � x � 0:75� s;4(x� 1)1 + 4s ïðè 0:75� s � x � 1: (19)Ïàðàìåòð s ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â èíòåðâàëå �0:25 �� s � 0:25, è ïðè s = 0 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñèììåò�ðè÷íîé ìîäåëè (2).Â êðàéíèõ òî÷êàõ óêàçàííîãî èíòåðâàëà äâóõçó�áàÿ ïèëà âûðîæäàåòñÿ â îäíîçóáóþ, íî äèíàìè÷å�ñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ýòèõ ïðåäåëüíûõ òî÷êàõêà÷åñòâåííî ðàçëè÷íî. Ïðè s = �0:25 äâèæåíèå ïîñåïàðàòðèñå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ãàðìîíè÷åñêèì êîëå�áàíèåì è ìû íå áóäåì åãî ðàññìàòðèâàòü. Â äðóãîìïðåäåëå, s = 0:25, ñåïàðàòðèñû ðàñùåïëÿþòñÿ ïðèëþáîì K è õàîñ ñòàíîâèòñÿ ãëîáàëüíûì. Äèíàìè�êà ýòîãî ðåæèìà èíòåíñèâíî èññëåäîâàëàñü ðàíåå èâ íåé íåò íè÷åãî íåîáû÷íîãî (ñì., íàïðèìåð, [12℄).�ëàâíàÿ öåëü äàííîãî ðàçäåëà � ïîíÿòü îñíîâíûåäåòàëè ýòîãî ïåðåõîäà. Âîñïîëüçóåìñÿ óñòàíîâëåí�íîé âûøå ýêâèâàëåíòíîñòüþ íåïðåðûâíîãî è äèñ�êðåòíîãî îïèñàíèé è ïðîñëåäèì ýâîëþöèþ èíòåãðà�ëà Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåò�ðà s.Ïðè s 6= 0 ¾ýëëèïòè÷åñêèé¿ è ¾ãèïåðáîëè÷å�ñêèé¿ ó÷àñòêè ïåðèîäà ïèëû îêàçûâàþòñÿ íåðàâíû�ìè è äâèæåíèå íà íèõ îïèñûâàåòñÿ ðàçíûìè ÷àñòî�òàìè, ñîîòâåòñòâåííî !1 è !2:!1 = !0=p1� 4s; !2 = !0=p1 + 4s: (20)859



Â. Â. Âå÷åñëàâîâ ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé çäåñü óäîáíî èñ�ïîëüçîâàòü âðåìÿ t. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü Tsm äâèæå�íèÿ ïî ñåïàðàòðèñå îò òî÷êè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâå�ñèÿ x = 0:5 äî òî÷êè èçëîìà x = 0:75� s îïðåäåëÿ�åòñÿ �îðìóëîé Tsm = 12!1 ar
sinr1� 4s2 : (21)Ñåïàðàòðèñà xs(t) íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (3) çàïè�øåòñÿ â âèäåxs(t; s) =8>>>><>>>>: ase2!2t ïðè �1 < t < �Tsm;12  1 +r1� 4s2 sin 2!1t! ïðè � Tsm < t < Tsm;1� ase�2!2t ïðè Tsm < t <1; (22)ãäå îáîçíà÷åíî as = (1 + 4s)e2!2Tsm=4.Èíòåãðàë Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà çàäàåòñÿ �îðìóëîéWMA(�; s) = 2!1r1� 4s2 TsmZ0 sin �r1� 4s2 sin 2!1t! 
os(2!1t) sin(
t)dt++ 4!2as 1ZTsm e�2!2t sin(2�ase�2!2t) sin(
t)dt: (23)Ñ ïîìîùüþ ýòîé �îðìóëû óäàëîñü èññëåäîâàòü âåñüèíòåðâàë èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà s, è âûÿñíèëàñü ñëå�äóþùàÿ êàðòèíà. Âñþäó âíóòðè ýòîãî èíòåðâàëàñîõðàíÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûé è êîëåáàòåëüíûé õà�ðàêòåð èíòåãðàëà Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà è, ñëåäî�âàòåëüíî, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë è îòâå÷àþ�ùèõ èì èíâàðèàíòíûõ ðåçîíàíñíûõ ñòðóêòóð. Ïðèýòîì, îäíàêî, ïîëóïåðèîä êîëåáàíèé �0 (ðàññòîÿíèåïî � ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè ýòîãî èíòåãðàëà) ïðès ! 0:25 íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Ïðè s = 0:25 ïåð�âûé íóëü èíòåãðàëà Ìåëüíèêîâà�Àðíîëüäà óõîäèòâ áåñêîíå÷íîñòü è âîññòàíàâëèâàåòñÿ ¾îáû÷íàÿ¿ äè�íàìèêà [12℄.Ýòîò âûâîä ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòà�ìè áîëåå ðàííåé ðàáîòû [9℄, ãäå áûëà ðàññìîòðåíàáëèçêàÿ ê (1), (19) ìîäåëü íåñèììåòðè÷íîé ïèëûè äëÿ íåå áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíò�íûõ êðèâûõ ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ, ñðå�äè êîòîðûõ óïîìèíàëàñü òàêæå ñåïàðàòðèñà öåëîãîðåçîíàíñà ñ � = 0.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÎòîáðàæåíèå (1), (2) è íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà (3),äåìîíñòðèðóþùèå íåîáû÷íóþ äèíàìèêó, çàñëóæè�âàþò, ïî íàøåìó ìíåíèþ, äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ, èõîòåëîñü áû îòìåòèòü íåñêîëüêî íàèáîëåå âàæíûõïðîáëåì.

Ïðîâåäåííûå â ðàáîòå [9℄ è âûïîëíåííûå íàìèèññëåäîâàíèÿ âûÿâèëè ñëåäóþùóþ î÷åíü íåïðîñòóþäèíàìè÷åñêóþ êàðòèíó îòîáðàæåíèÿ (1), (2). Ñ êàæ�äûì ðåçîíàíñîì èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà âñåõ ðåçî�íàíñîâ ýòîé ñèñòåìû ñâÿçàíî ñâîå (âåðîÿòíî, ñ÷åò�íîå) ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðàK, ïðè êîòîðûõ ýòîò ðåçîíàíñ ñòàíîâèòñÿ èíâàðè�àíòíîé ñòðóêòóðîé (ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ � = 0) èíå ïðîïóñêàåò ÷åðåç ñåáÿ äðóãèå òðàåêòîðèè. Ê ýòî�ìó ìíîæåñòâó íàäî äîáàâèòü âñå òå çíà÷åíèÿ K (èõòàêæå ìîæíî íàçâàòü êðèòè÷åñêèìè ÷èñëàìè), äëÿêîòîðûõ â [9℄ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíò�íûõ êðèâûõ ñ ðàöèîíàëüíûìè è èððàöèîíàëüíûìè� > 0. Ïðåäñòàâëÿþùåå áåçóñëîâíûé èíòåðåñ èçó�÷åíèå ãëîáàëüíîé äè��óçèè ñèñòåìû (1), (2) ïðèK � 1=3 ïîìîæåò, ïî-âèäèìîìó, ïîíÿòü, êàê óñòðîå�íî è ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ êðè�òè÷åñêèõ ÷èñåë.Â ðàçäåëå 3 îïèñàíà äèíàìèêà ïîäõîäà ê êðèòè�÷åñêîìó ðåæèìó è âûõîäó èç íåãî äëÿ öåëîãî ðåçî�íàíñà. ßâëÿåòñÿ ëè ýòîò ñöåíàðèé òèïè÷íûì, è ñïðà�âåäëèâ ëè îí â îòíîøåíèè äðîáíûõ ðåçîíàíñîâ �îòêðûòûé âîïðîñ.Â ðàáîòå [8℄ ïðåäñòàâëåíà ïðîñòàÿ òåîðèÿ, îáúÿñ�íÿþùàÿ ïðèðîäó çíàêîïåðåìåííîãî õàðàêòåðà çàâè�ñèìîñòè �1(K) è óñòîé÷èâîñòü ñåïàðàòðèñû öåëîãîðåçîíàíñà. Ñëåäîâàëî áû ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå ðàñ�ñìîòðåíèå â îòíîøåíèè äðîáíûõ ðåçîíàíñîâ.860



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 4, 2001 Ïîäàâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà : : :Âîçìîæíî, îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå è äðóãèåâîïðîñû ïîçâîëÿò ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü íåêîòîðûåïðåäñòàâëåíèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè íåëèíåéíûõãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí Á. Â. ×èðèêîâó çà ìíî�ãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è ñîâåòû è Ä. Ë. Øåïå�ëÿíñêîìó çà èí�îðìàöèþ î ñòàòüå Áóëèòà [9℄. �àáî�òà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �îññèéñêèì �îíäîì �óí�äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 97-01-00865).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÒåîðåìà Ë. Â. Îâñÿííèêîâà î ñåïàðàòðèñàõïèëîîáðàçíîãî îòîáðàæåíèÿ [6℄�àññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè x(t),îïðåäåëåííîé íà âñåé ïðÿìîé R(�1 < t < +1)x(t+ h) + x(t� h)� 2x(t) = h2f(x(t)); (1:1)ãäå h > 0 � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à �óíêöèÿ f(x) �íå÷åòíàÿ, 4-ïåðèîäè÷åñêàÿ è çàäàíà äëÿ 0 � x � 2�îðìóëîé f(x) = ( �x; 0 � x � 1;x� 2; 1 � x � 2: (1:2)�åøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (1.1) ñ �óíêöèåé (1.2) íà�çûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñîé, åñëè x(t) ìîíîòîííà è íåïðå�ðûâíà íà âñåé îñè R, x(0) = 0 è x(t) ! 2 ïðèt! +1, x(t)! �2 ïðè t! �1.Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüfhkg, k = 1; 2; : : : , ÷òî hk ! 0 ïðè k !1 è äëÿ êàæ�äîãî h = hk ñóùåñòâóåò ñåïàðàòðèñà x = xk(t) êàêðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñ �óíêöèåé (1.2). Ïîñëåäî�âàòåëüíîñòü fxk(t)g ïðè k ! 1 ðàâíîìåðíî íà Rñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ � ñåïàðàòðèñå äëÿ ïðåäåëüíî�ãî óðàâíåíèÿ x00(t) = f(x)x(t) = ( p2 sin t; 0 � t � �=4;2� e�=4�t; �=4 � t � 1: (1:3)Êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü hk = 2 sin(�k=2), ãäå �kåñòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿp2 sin(k�) = 
os(�=2): (1:4)Òîãäà äëÿ nhk � t � (n + 1)hk ñåïàðàòðèñà äàåòñÿ�îðìóëàìèxk(t) = Xn�n+ 1� thk�+Xn+1� thk � n� ;n = 0; 1; 2 : : : (1.5)
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