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Î ÑÏÅÊÒ�Å ÑÊÎ�ÎÑÒÅÉ ÒÎÏÎËÎ�È×ÅÑÊÈÕ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ ÂÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ ÄÆÎÇÅÔÑÎÍÎÂÑÊÎÉ ÝËÅÊÒ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÅÂ. Ì. Åëåîíñêèé *, Í. Å. Êóëàãèí **�îñóäàðñòâåííûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ô. Â. Ëóêèíà103460, Çåëåíîãðàä, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 íîÿáðÿ 2000 ã.Äëÿ ìîäåëè íåëîêàëüíîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñ íåãëàäêîé (êóñî÷íî-ëèíåéíîé) íåëèíåéíîñòüþ [6℄ èññëå-äîâàíà çàäà÷à î òî÷å÷íîì ñïåêòðå ñêîðîñòåé òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ ñ íàèìåíüøèì òîïîëîãè÷åñêèìçàðÿäîì. Îïðåäåëåíî èçìåíåíèå ñïåêòðà ñêîðîñòåé ïðè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé äå�îðìàöèè òàêîé íåëè-íåéíîñòè.PACS: 02.30.Fn, 85.25.Cp1. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â èññëåäîâàíèÿõ äèíàìè�êè äæîçå�ñîíîâñêèõ âèõðåé [1�6℄ äîñòàòî÷íî ÷àñòîèñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå êóñî÷íî-ëèíåéíûå àïïðîê�ñèìàöèè íåëèíåéíîñòè, îïðåäåëÿþùåé çàâèñèìîñòüäæîçå�ñîíîâñêîãî òîêà îò ðàçíîñòè �àç ñâåðõïðî�âîäÿùèõ ïàð. Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ýòî áûëî ñòè�ìóëèðîâàíî èññëåäîâàíèÿìè äèíàìèêè òîïîëîãè÷å�ñêèõ ñîëèòîíîâ â òåîðèè äèñëîêàöèé [1℄. Îòìåòèì,÷òî ðàíåå êóñî÷íî-ëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè íåëè�íåéíîñòåé â âîëíîâûõ óðàâíåíèÿõ øèðîêî èñïîëü�çîâàëèñü ïðè èññëåäîâàíèÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíâ íåëèíåéíûõ ëèíèÿõ ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ [7℄.Íà íàø âçãëÿä, íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåò�ñÿ íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷�íî-ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé íåëèíåéíîñòè â çàäà�÷àõ íåëîêàëüíîé äæîçå�ñîíîâñêîé ýëåêòðîäèíàìè�êè, ïðåäñòàâëåííîå â ðàáîòàõ Â. Ï. Ñèëèíà ñ ñîòðóä�íèêàìè [4�6℄. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçìîæåí ñðàâíè�òåëüíûé àíàëèç äèíàìèêè âèõðåé ïðè ðàçëè÷íûõìîäåëÿõ íåëîêàëüíûõ ý��åêòîâ (äè��åðåíöèàëü�íûõ è èíòåãðàëüíûõ).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ïðîñòîãî îáîáùå�íèÿ îäíîé èç ìîäåëåé íåëîêàëüíîé ýëåêòðîäèíàìè�êè, ïðåäëîæåííîé â [6℄, èññëåäîâàíî âëèÿíèå îäíî�ïàðàìåòðè÷åñêîé äå�îðìàöèè êóñî÷íî-ëèíåéíîé àï�ïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîñòè íà ñïåêòð ñêîðîñòåé èâíóòðåííþþ ñòðóêòóðó 2�-êèíêà (òîïîëîãè÷åñêîãîñîëèòîíà). Òàêîå îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè,*E-mail: eleon�nonlin.msk.ru**E-mail: kulagin�nonlin.msk.ru

ïðîñëåäèòü èçìåíåíèå ñïåêòðà ñêîðîñòåé 2�-êèíêàïðè ïåðåõîäå îò êóñî÷íî-ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèéíåëèíåéíîñòè, èñïîëüçóåìûõ â [6, 7℄, ê àïïðîêñèìà�öèè, èñïîëüçóåìîé Îáðè [1℄ è Âîëêîâûì [2℄.Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñ ó÷åòîì íåëîêàëü�íûõ ý��åêòîâ ñâÿçàíî ïîÿâëåíèå âûñøèõ ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ â âîëíîâîì óðàâíåíèè ñ íåëè�íåéíîñòüþ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé �óíêöèåé.Òàêàÿ ñèòóàöèÿ òðåáóåò íåêîòîðîãî óòî÷íåíèÿ ïîíÿ�òèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè îïèñàíèè ðåøåíèé ñîëèòîí�íîãî òèïà (â îòëè÷èå îò íåëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâ�íåíèÿ òèïà Êëåéíà��îðäîíà).Íàïðèìåð, â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ âîëí íåëè�íåéíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäå�ëè ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ëàãðàíæåâ�ñêîãî (èëè ãàìèëüòîíîâñêîãî) òèïà ñ äâóìÿ ñòåïå�íÿìè ñâîáîäû. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè ïðè êó�ñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëà. Ïðè ïî�ñòðîåíèè ïîëíîãî ðåøåíèÿ (öåëîé òðàåêòîðèè) èñ�ïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñàìîé �óíêöèèè òðåõ åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êàõ ïîòåðè ãëàäêîñòèïîòåíöèàëà. Â îáëàñòÿõ ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòèäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ïàðîé ïåðâûõ èí�òåãðàëîâ, èç êîòîðûõ ëèøü îäèí ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëü�íûì, òîãäà êàê äðóãîé íå ñîõðàíÿåòñÿ. À èìåííî,âòîðîé èíòåãðàë ïðåòåðïåâàåò êîíå÷íûå ðàçðûâû âòî÷êàõ ïîòåðè ãëàäêîñòè ïîòåíöèàëà. Òàêàÿ ñèòóà�öèÿ òèïè÷íà è äëÿ ðÿäà äðóãèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõó÷åò íåëîêàëüíûõ ý��åêòîâ ñâÿçàí ñ âîçíèêíîâåíè�åì êîíå÷íîãî ÷èñëà âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ â íåäèññè�971



Â. Ì. Åëåîíñêèé, Í. Å. Êóëàãèí ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001ïàòèâíîì íåëèíåéíîì âîëíîâîì óðàâíåíèè ïðè êó�ñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíîñòè.Îáðàòèì âíèìàíèå íà íåèññëåäîâàííóþ âîçìîæ�íîñòü îòêàçà îò óñëîâèé íàèáîëüøåé ãëàäêîñòè òðà�åêòîðèè (ñ çàìåíîé åãî óñëîâèÿìè ñîõðàíåíèÿ äâóõïåðâûõ èíòåãðàëîâ). Â äàííîé ìîäåëè ýòî îçíà÷à�åò íåïðåðûâíîñòü ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ, åãî ïåðâîéïðîèçâîäíîé è âîçíèêíîâåíèå êîíå÷íûõ ðàçðûâîâäëÿ âòîðîé è òðåòüåé ïðîèçâîäíûõ. Â íàñòîÿùåé ðà�áîòå èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ íàèáîëüøåé ãëàäêîñòèðåøåíèÿ.Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèÿõ ðåøå�íèé ñîëèòîííîãî òèïà âåñüìà ý��åêòèâíûì ÿâëÿåò�ñÿ ñòðîãèé ïåðåõîä îò çàäà÷è ñ àñèìïòîòè÷åñêèìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè ê çàäà÷åñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå,äëèíà êîòîðîãî òàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Òà�êàÿ âîçìîæíîñòü îáóñëîâëåíà êóñî÷íî-ëèíåéíîé àï�ïðîêñèìàöèåé ïîòåíöèàëà è áûëà ðåàëèçîâàíà íàìèïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä,îñíîâàííûé íà ÷èñëåííîì àíàëèçå òðàíñöåíäåíòíûõóðàâíåíèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, èñïîëüçîâàëñÿ íà�ìè ëèøü äëÿ êîíòðîëÿ ðàñ÷åòîâ è ïîñòðîåíèÿ àñèì�ïòîòèê. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò ðÿäâûâîäîâ è ïðåäïîëîæåíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòàõ[6, 7℄ ïðè çíà÷åíèè ñòðóêòóðíîãî ïàðàìåòðà íåëè�íåéíîñòè, îòâå÷àþùåãî âûáðàííûì â ýòèõ ðàáîòàõçíà÷åíèÿì.�àññìàòðèâàåìûå êàê íàìè, òàê è â öèòèðóåìûõðàáîòàõ ïðîáëåìû âëèÿíèÿ íåëîêàëüíûõ âçàèìîäåé�ñòâèé è íåãëàäêèõ íåëèíåéíîñòåé íà äèíàìèêó òî�ïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ íåòîëüêî äëÿ äæîçå�ñîíîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, íîè äëÿ äðóãèõ îáëàñòåé �èçèêè íåëèíåéíûõ ÿâëå�íèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè èçëîæåíèè èñïîëüçóþòñÿïðîñòåéøèå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñíåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, øèðîêî èñïîëüçóå�ìûå â òåîðèè ñîëèòîíîâ.Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàòüîïèñàíèå âëèÿíèÿ ÷åðåíêîâñêîãî çàõâàòà âîëí íàñòðóêòóðó 2�-êèíêà, äàííîå â [4�6℄, 
 âð�åìåííîé ïðè�íàäëåæíîñòüþ òðàåêòîðèè òîïîëîãè÷åñêîãî ñîëèòî�íà (2�-êèíêà) òîðó â ÷åòûðåõìåðíîì �àçîâîì ïðî�ñòðàíñòâå. Äëÿ ãëàäêîé òðàåêòîðèè ðåàëèçàöèÿ òà�êîé âîçìîæíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñâÿçà�íà ñ ðàçðûâîì îäíîãî èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â òî÷êåïîòåðè ãëàäêîñòè íåëèíåéíîñòè.2. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè ðàññìîòðèì ñëåäó�þùåå îáîáùåíèå íåëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:`4uxxxx + `20�uxx � 1
2utt�+ f(u) = 0: (1)

Çäåñü `, `0 è 
 � õàðàêòåðíûå äëèíû è ñêîðîñòü.Äëÿ ðåøåíèé âèäà u(x; t) = u(x � vt) óðàâíåíèå (1)ìîæåò áûòü çàïèñàíî â �îðìå"uxxxx + uxx + f(u) = 0: (2)Çäåñü ïàðàìåòð " îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèåì" = � `̀0�4�1� v2
2��2 ; (3)à ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé îïðåäåëå�íî ñîîòíîøåíèåìx! x`�10 �1� v2
2��1=2 :Óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà:�L�u � ddx � �L�ux�+ d2dx2 � �L�uxx� = 0; (4)äëÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà L = L(u; ux; uxx) èìååìL = �12"u2xx + 12u2x � U(u); U(u) = Z f(u)du: (5)Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íåëîêàëü�íûå ý��åêòû ïðèâîäÿò ê çàâèñèìîñòè �óíêöèè Ëà�ãðàíæà îò âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ.Îïðåäåëèâ êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå (q1; q2,p1; p2) ñîîòíîøåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð [8℄)q1 = u;p1 = �L�ux � ddx � �L�uxx� = ux+"uxxx;q2 = ux; p2 = �L�uxx = �"uxx; (6)
ïðèõîäèì ê çàïèñè óðàâíåíèÿ (2) â �îðìå óðàâíå�íèé �àìèëüòîíà:dq1dx = �H�p1 = q2; dp1dx = ��H�q1 = � �U�q1 ;dq2dx = �H�p2 = �1"p2; dp2dx = ��H�q2 = �p1+q2 (7)ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíàH = p1q2 � 12"p22 � 12q22 + U(q1); (8)ëèíåéíî çàâèñÿùåé îò èìïóëüñà p1.Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f(u) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåé-íîé �óíêöèåé (ðu
. 1):972



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001 Î ñïåêòðå ñêîðîñòåé òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ : : :10 4� a u�1
f

2 41a 2
�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü f(u) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðàa & 0 (êðèâàÿ 1 ) è a . 2 (êðèâàÿ 2 )

f(u) = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
�1au; u 2 [0; a);�2� u2� a ; u 2 [a; 4� a);�1a (u� 4); u 2 [4� a; 4℄ (9)èëè åå ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì (f(u + 4) == f(u)), óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâà�íî íà êàæäîì èç òðåõ óêàçàííûõ âûøå ïðîìåæóòêîâëèíåéíîñòè �óíêöèè f(u) èëè èõ ñäâèãîâ íà ïåðèîä.Áîëåå òîãî, íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ óðàâíå�íèå (2) èìååò äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà:I1 = "uxxxux � 12"u2xx + 12u2x + U(u);I2 = 12"u2xxx + 12u2xx + V (u; ux; uxx): (10)ÇäåñüU(u) = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

� 12au2; u 2 [0; a);(2� u)22(2� a) � 1; u 2 [a; 4� a);12a (4� u)2; u 2 [4� a; 4℄; (11)
V (u; ux; uxx) =

=8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
�1auuxx + 12au2x; u 2 [0; a);�2� u2� auxx � u2x2(2� a) ; u 2 [a; 4� a);4� ua uxx � 12au2x; u 2 [4� a; 4℄: (12)

Äîîïðåäåëÿÿ ðåøåíèå â òî÷êàõ èçëîìà �óíêöèèf(u) óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè u(x) è ååïðîèçâîäíûõ ux; uxx; uxxx, íàõîäèì, ÷òî ïåðâûé èí�òåãðàë I1 ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå âî âñåõ òðåõ ïðî�ìåæóòêàõ ëèíåéíîñòè �óíêöèè f(u). Ýòî îçíà÷àåò,÷òî I1 � ãëîáàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë. Îäíàêî ïåð�âûé èíòåãðàë I2 òåðïèò ðàçðûâû â òî÷êàõ u = a èu = 4� a. À èìåííî,I2 ju=a+ � I2 ju=a� = � 1a(2� a)u2x(a);I2 ��u=(4�a)+ � I2 ��u=(4�a)� == 1a(2� a)u2x(4� a): (13)Çäåñü a� = a� 0.Â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (q1; q2; p1; p2) âûðà�æåíèÿ äëÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (10)�(12) ïðèíèìàþòâèä I1 = H = p1q2 � 12"p22 � 12q22 + U(q1);I2 = 12"(p1 � q2)2 + 12"2 p22 + V (q1; q2; p2): (14)Çäåñü V (q1; q2; p2) =
= 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

� 1a"q1p2 + 12aq22 ; u 2 [0; a);2� q1"(2� a)p2 � 6q222(2� a) ; u 2 [a; 4� a);4� q1a" p2 � 12aq22 ; u 2 [4� a; 4℄; (15)
à ðàçðûâû ëîêàëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà I2 îïðåäå�ëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìèI2 jq1=a+ � I2 jq1=a� = � 1a(2� a)q22(a);I2 ��q1=(4�a)+ � I2 ��q1=(4�a)� == 1a(2� a)q22(4� a): (16)Ïðèâåäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ èí�òåãðàëîâ (I1; I2) è ðàçðûâîâ ëîêàëüíîãî èíòåãðàëàI2 ìîãóò áûòü ëåãêî îáîáùåíû íà ñëó÷àé èíûõ êó�ñî÷íî-ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé íåëèíåéíîñòè f(u).973



Â. Ì. Åëåîíñêèé, Í. Å. Êóëàãèí ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001Íàïðèìåð, ñëåäóþùåé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé êóñî÷�íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè f(u):
f(u) =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

� (4� a)uab ; u 2 [0; a);(4� a+ b)u� 4bb(b� a) ; u 2 [a; b);4� u4� b ; u 2 [b; 4℄; (17)
óäîâëåòâîðÿþùåé òàê æå, êàê è íåëèíåéíîñòü (9),óñëîâèþ 4Z0 f(u)du = 0; (18)áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ u = 0 èu = 4 íàõîäÿòñÿ â îäíîì óðîâíå ãëîáàëüíîãî ïåðâîãîèíòåãðàëà I1.3. Äëÿ óðàâíåíèé (2), (9) ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòîïîëîãè÷åñêîì ñîëèòîíå, îïðåäåëåííóþ óñëîâèÿìèlimx!�1 = 0; limx!+1 = 4: (19)Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ãàìèëüòî�íîâñêîãî òèïà (7), (8), (11) òàêàÿ çàäà÷à îòâå÷àåòçàäà÷å [9℄ îïðåäåëåíèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåf(q1; q2; p1; p2)g ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè,äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêîé ê ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâå�ñèÿ O0(0; 0; 0; 0) è O4(4; 0; 0; 0), ÿâëÿþùèìñÿ âðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îñîáûìè òî÷êàìè òèïàñåäëî�öåíòð. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîèñêòàêèõ òðàåêòîðèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [9℄, íóìåðóåìûõ â äàííîìñëó÷àå çíà÷åíèÿìè ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ ("; a).Â ñëó÷àå, êîãäà f(u) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ,ðåøåíèÿì òàêîé çàäà÷è îòâå÷àþò òîïîëîãè÷åñêèåñîëèòîíû ñ íàèìåíüøèì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì(àíàëîãè 2�-êèíêîâ). Äëÿ u 2 [0; a℄ è u 2 [4 � a; 4℄íàõîäèì, ÷òî ïðè x 2 (�1; 0℄q1(x) = u(x) = a expfkxg;q2(x) = ux = kq1;p1(x) = ux + "uxxx = (1 + "k2)kq1;p2(x) = �"uxx = �"k2q1 (20)è ïðè x 2 [l;+1)q1(x) = 4� a expfk(x� l)g;q2(x) = k(4� q1);p1(x) = (1 + "k2)k(4� q1);p2(x) = "k2(4� q1): (21)

Â ýòèõ âûðàæåíèÿõk2 = 12"  r1 + 4"a � 1! ;q1(0) = u(0) = a; q1(l) = u(l) = 4� a: (22)Íà îòðåçêå q1 2 [a; 4� a℄ ðåøåíèå èìååò âèäq1(x) = 2 + a+ sin(k+x+ �+)++a� sin(k�x+ ��);q2(x) = k+a+ 
os(k+x+ �+)++k�a� 
os(k�x+ ��);p1(x) = "k+k� (k�a+ 
os(k+x+ �+)++ k+a� 
os(k�x+ ��)) ;p2(x) = " �k2+a+ sin(k+x+ �+)++ k2�a� sin(k�x+ ��)� : (23)
äëÿ x 2 [0; l℄. Çäåñük2� = 12"  1�r1� 4"2� a ! : (24)Ïî-ñóùåñòâó, èñõîäíàÿ çàäà÷à (19) íà ïðÿìîéx 2 (�1;+1) ñâîäèòñÿ ê ïåðåîïðåäåëåííîé êðàå�âîé çàäà÷å íà èíòåðâàëå u 2 [a; 4� a℄, çàâèñÿùåé îòäâóõ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ ("; a). Äåéñòâèòåëü�íî, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (23), íåèçâåñòíûå àìïëè�òóäû a�, �àçû �� è l (íåèçâåñòíàÿ ïðîòÿæåííîñòüîáëàñòè âîçìîæíûõ îñöèëëÿöèé �óíêöèè u(x) è ååïðîèçâîäíûõ ux; uxx; uxxx) ïîä÷èíåíû ÷åòûðåì óñëî�âèÿì íà êàæäîé èç âíóòðåííèõ ãðàíèö (ò. å. ïðèx = 0 è x = l). Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çà�âèñÿò îò ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ ("; a). Â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå f(q1; q2; p1; p2)g âûðàæåíèÿ (23) îïðå�äåëÿþò îòðåçîê òðàåêòîðèè, ïðèíàäëåæàùåé òîðó,êîòîðûé äîëæåí áûòü ñêëååí (ïî íåïðåðûâíîñòè)ñ ïîëóòðàåêòîðèÿìè, îïðåäåëåííûìè âûðàæåíèÿìè(20), (21). Ïðè ýòîì äëèíà îòðåçêà òðàåêòîðèè, ïðè�íàäëåæàùåé òîðó, çàðàíåå íå èçâåñòíà.Ñëåäñòâèåì âûðàæåíèé (23) ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå ñî�îòíîøåíèÿ(k�a�)2 == k2� �p2 � (q1 � 2)k2��2 + �p1 � q2"k2��2"2(k2+ � k2�)2 ; (25)tg(k�x+ ��) = �k� p2 � (q1 � 2)"k2�p1 � q2"k2� �� ��(q1; q2; p1; p2): (26)974



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001 Î ñïåêòðå ñêîðîñòåé òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ : : :Ñîîòíîøåíèÿ (25) îïðåäåëÿþò ïàðó ëîêàëüíûõ ïåð�âûõ èíòåãðàëîâ â îáëàñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,âûäåëåííîé íåðàâåíñòâàìè a < q1 < 4 � a. Ýòèìèèíòåãðàëàìè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûå àìïëèòóäû a�.Î÷åâèäíî, ÷òî a� äîëæíû áûòü �óíêöèÿìè ïåðâûõèíòåãðàëîâ I1; I2 è ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ "; a.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíî12k2�a2� = "1� 4"=(2� a) �(H + 1)k2� + I2� (27)Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè âûðàæå�íèé (25) ñ âûðàæåíèÿìè (14), (15), (11) ïðè ó÷åòåñîîòíîøåíèé"(k2+ + k2�) = 1; "(k+k�)2 = 12� a;"k4� = k2� � 12� a;"(k2+ � k2�) =r1� 4"2� a: (28)Îòìåòèì, ÷òî12k2+a2+ + 12k2�a2� = H + 1 + "I21� 4"=(2� a) : (29)Äëÿ ïîëóòðàåêòîðèé (20), (21) ïîñòîÿííûå ïåðâûõèíòåãðàëîâ I1 = H; I2 ðàâíû íóëþ. Òàê êàê H �ãëîáàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë, òî â âûðàæåíèÿõ (27)H = 0 äëÿ èñêîìûõ òðàåêòîðèé. Çíà÷åíèå ïîñòî�ÿííîé ëîêàëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà I2 îïðåäåëÿåò�ñÿ óñëîâèÿìè ðàçðûâîâ (14), ïðèâîäÿùèìè ê òîìó,÷òî I2 = �ak2=(2 � a) íà âíóòðåííåì ïðîìåæóòêå[a; 4 � a℄. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èñêîìûõ òðàåêòîðèéâûðàæåíèÿ (27) ïðèíèìàþò âèä12k2�a2� = "1� 4"=(2� a) �k2� � ak22� a� : (30)Óñëîâèÿ ñêëåèâàíèÿ ðåøåíèé âíóòðåííåé êðàå�âîé çàäà÷è ñ âíåøíåé ïðèâîäÿò, ñîãëàñíî (26), ê ÷å�òûðåì ñîîòíîøåíèÿì:tg(��) = Æ�("; a); tg(k�l + ��) = �Æ�("; a); (31)çäåñüÆ�("; a) = k� ak2 � (2� a)k2�(k2 + k2�)ka == ��(q1; q2; p1; p2) jq1=a: (32)Ïðåäïîëàãàÿ âîçìîæíîñòü ïðîâîðîòà �àçîâûõïåðåìåííûõ ðåøåíèÿ íà äëèíå `, çàïèøåì ñîîòíî�øåíèÿ (31) â âèäå�� = ar
tg Æ�("; a);�� + k�l = � ar
tg Æ�("; a) + �m�: (33)

Çäåñü m� � öåëûå ÷èñëà. Ñîîòíîøåíèÿ (33) ïðåä�ñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó ëèíåé�íûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõíåèçâåñòíûõ (��; l). �àññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ðàç�ðåøèìà ïðè óñëîâèèk� �ar
tg Æ+("; a)� �2m+� == k+ �ar
tg Æ�("; a)� �2m�� : (34)Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿçàäà÷à îïðåäåëåíà íà îòðåçêå, äëèíà êîòîðîãî l çà�äàåòñÿ âûðàæåíèåì(k+k�)l = �k� �ar
tg Æ+("; a)� �2m+��� k+ �ar
tg Æ�("; a)� �2m�� : (35)Îòìåòèì, ÷òîk��+ � k+�� = �2 (m+k� �m�k+): (36)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷èìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåu(x) = 2 + a+ sin(k+x+ ar
tg Æ+) ++ a� sin(k�x+ ar
tg Æ�): (37)Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ("; a) è ïàðû öåëûõ÷åòíûõ ÷èñåë äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ðàç�ðåøèìîñòè (34) è óñëîâèþ l > 0. ×åòíîñòü öåëûõ÷èñåë ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è äî�ïóñêàþò âîçìîæíîñòü ïðîâîðîòà �àçîâûõ ïåðåìåí�íûõ íà âåëè÷èíû êðàòíûå 2�.Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè �à�çîâûå ïîëóòðàåêòîðèè ñåäëîâûõ îñîáûõ òî÷åê O0 èO4 ïðè äîñòèæåíèè ïîâåðõíîñòè òîðà ñ ïàðàìåòðà�ìè (a+; a�), (k+; k�) ñêëåèâàþòñÿ (ïî íåïðåðûâíî�ñòè �àçîâîé òðàåêòîðèè) ñ �ðàãìåíòîì òðàåêòîðèè,ïðèíàäëåæàùåé òîðó. Ýòî äîñòèãàåòñÿ öåíîé êîíå÷�íîãî ðàçðûâà äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà.Òàêàÿ ïðîñòàÿ è íàãëÿäíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âîçíèêà�þùåé ïðè ýòîì âíóòðåííåé ñòðóêòóðû òîïîëîãè÷å�ñêîãî ñîëèòîíà âîçìîæíà ëèøü â íåãëàäêèõ (êóñî÷�íî-ëèíåéíûõ) äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Äëÿ ñëó÷àÿãëàäêîé íåëèíåéíîñòè f(u) ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ áî�ëåå ñëîæíîé. À èìåííî, íåÿñíî, êàêèå âèäû ãëàäêèõíåëèíåéíîñòåé f(u) ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðåøåíèÿì òè�ïà òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ, îáëàäàþùèõ âíóòðåí�íåé ñòðóêòóðîé è çàäàííûì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿ�äîì. Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ â [10℄è â öèòèðóåìûõ òàì ðàáîòàõ.975
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2345�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé " îò ïà-ðàìåòðà a äëÿ ïåðâûõ ïÿòè ìîä4. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà çà�äà÷è î òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíàõ (19). Ïðè ÷èñëåí�íîì àíàëèçå êðàåâûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 áûëè âçÿòûâ êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è Êîøè è èíòå�ãðèðîâàíèå (ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò�ðîâ "; a) ïðîâîäèëîñü äî ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè íàïëîñêîñòü ñèììåòðèè u = 2 ïðè uxx = 0. Ýòî îçíà÷à�åò, ÷òî íà ïëîñêîñòè ñèììåòðèè âûäåëÿëèñü òî÷êè,îòâå÷àþùèå òî÷êàì ïåðåãèáà �óíêöèè u(x; "; a). Äà�ëåå òðàåêòîðèÿ ïðîäîëæàëàñü äî x = l ïî ñèììåòðèèçàäà÷è.Äëÿ çíà÷åíèé ñòðóêòóðíîãî ïàðàìåòðà a 2 [0; 2℄òî÷å÷íûé ñïåêòð ïàðàìåòðà "n(a) è ñîîòâåòñòâóþ�ùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè un(x; a) áûëè îïðåäåëåíûäëÿ n = 1; 2; : : : ; 10. Áîëåå ïîëíî áûëè ðàññìîòðåíûçíà÷åíèÿ a� 1, a � 1 è a � 2.Îáùàÿ êàðòèíà èçìåíåíèÿ òî÷å÷íîãî ñïåêòðà"n(a) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà a (äå�îðìàöèè íåëè�íåéíîñòè f(u; a)) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Ïðè âîçðàñ�òàíèè ïàðàìåòðà a âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ "n(a)óáûâàþò è ïðè a ! 2 ñòðåìÿòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëü�íîìó çíà÷åíèþ " = 0.Ñ òî÷êè çðåíèÿ èñõîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíå�íèÿ (1) òî÷å÷íîìó ñïåêòðó "n(a) îòâå÷àåò òî÷å÷íûéñïåêòð ñêîðîñòåévn = 
 1�� `̀0�2 "�1=2n (a)!1=2 (38)ñåìåéñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ, õàðàêòå�ðèçóåìûõ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè (ìîäàìè)un(x; "n; a). Ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïà�ðàìåòðîâ (`=`0 < 1; a) ñêîðîñòè ñîëèòîíîâ ïðèâîçðàñòàíèè íîìåðà ìîäû n óáûâàþò (â ñèëó óáû�âàíèÿ "n(a) ïðè óâåëè÷åíèè n). Äàëåå, ñóùåñòâóåòíàèáîëüøåå çíà÷åíèå n
 = n(`=`0; a), îòâå÷àþùååíèæíåé ãðàíèöå ñïåêòðà ñêîðîñòåé, íå ðàâíîé íóëþ
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�èñ. 3. �ðà�èêè ïåðâîé ñîáñòâåííîé �óíêöèèu1(x) è åå òðåõ ïðîèçâîäíûõ, u01, u001 , u0001 , äëÿ a = 1.Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå " = 0:047
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�èñ. 4. �ðà�èêè äåñÿòîé ñîáñòâåííîé �óíêöèèu10(x) è åå òðåõ ïðîèçâîäíûõ, u010, u0010, u00010, äëÿa = 1. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå " = 0:00062â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïà�ðàìåòðà íåëîêàëüíîñòè `=`0 âîçðàñòàíèå ïàðàìåòðàa ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè ñîëèòîíîâ è÷èñëà ìîä. Äëÿ êàæäîé èç ìîä ñóùåñòâóåò ñâîåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a
 = a
(`=`0; n),ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîãî ñêîðîñòü ñîëèòîíà îá�ðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè `=`0 � 1 î÷åâèäíî, ÷òîa
 � 2.Ïðè a = 1 ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèn > 1, íàéäåííûé ÷èñëåííî, ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷�íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 1=4p"n = n, êîòî�ðîå âîçíèêàåò ïðè àíàëèçå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòèçàäà÷è â ïðåäåëå "� 1.Íà ðèñóíêàõ 3, 4 ïðèâåäåíû ãðà�èêè çàâèñèìî�ñòåé un(x), (un(x))x, (un(x))xx, (un(x))xxx äëÿ n = 1("1 = 0:047) è n = 10 ("10 = 0:00062) äëÿ a = 1.Ñðàâíåíèå ðèñóíêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäåîò ïåðâîé ìîäû ê äåñÿòîé ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ èåå ïðîèçâîäíàÿ ñîõðàíÿþò âíåøíå ñâîé ïðîñòîé âèä,976



ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001 Î ñïåêòðå ñêîðîñòåé òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ : : :
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u1(x)u001 (x)u0001 (x)�3 0 2 3�2 �1 1�èñ. 5. �ðà�èêè ïåðâîé ñîáñòâåííîé �óíêöèèu1(x) è åå òðåõ ïðîèçâîäíûõ, u01, u001 , u0001 , äëÿa = 0:1. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå " = 0:160
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�èñ. 6. �ðà�èêè äåñÿòîé ñîáñòâåííîé �óíêöèèu10(x) è åå òðåõ ïðîèçâîäíûõ, u010, u0010, u00010, äëÿa = 0:1. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå " = 0:0034
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�èñ. 7. �ðà�èêè âòîðîé ñîáñòâåííîé �óíêöèèu2(x) è åå òðåõ ïðîèçâîäíûõ, u02, u002 , u0002 , äëÿa = 0:1. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå " = 0:063íî âòîðàÿ è òðåòüÿ ïðîèçâîäíûå ñîáñòâåííûõ �óíê�öèé u1(x) è u10(x) ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóãîò äðóãà. À èìåííî, ïðè ïåðåõîäå ê âûñøèì ìî�äàì íà ïî÷òè íåèçìåííîé äëèíå âîçíèêàåò âñå áî�ëåå ñëîæíàÿ ìåëêîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà (â ÷àñòíî�
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�èñ. 8. �ðà�èêè ïåðâîé ñîáñòâåííîé �óíêöèèu1(x) è åå òðåõ ïðîèçâîäíûõ, u01, u001 , u0001 , äëÿa = 1:8. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå " = 0:001992ñòè, ìåëêîìàñøòàáíûå îñöèëëÿöèè òðåòüåé ïðîèç�âîäíîé, õàðàêòåðíàÿ àìïëèòóäà êîòîðûõ ñëàáî èç�ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò íèçøèõ ìîä ê âûñøèì).Íà ðèñóíêàõ 5, 6 ïðèâåäåíû ãðà�èêè çàâèñèìî�ñòåé un(x), (un(x))x, (un(x))xx, (un(x))xxx äëÿ n = 1("1 = 0:160) è n = 10 ("10 = 0:0034) ïðè a = 0:1. Îá�ùàÿ òåíäåíöèÿ ê �îðìèðîâàíèþ ìåëêîìàñøòàáíîéñòðóêòóðû âòîðîé è òðåòüåé ïðîèçâîäíûõ ñîáñòâåí�íûõ �óíêöèé ïðè ïåðåõîäå ê âûñøèì ìîäàì ñîõðà�íÿåòñÿ. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì âîç�ðàñòàíèå àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé òðåòüåé ïðîèçâîä�íîé. Åùå îäíî ðàçëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè âçãëÿäåíà çàâèñèìîñòü îò x ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñîáñòâåí�íîé �óíêöèè (u2(x))x âòîðîé ìîäû (ñì. ðèñ. 7), êî�òîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ ýêñòðåìàëüíûìè òî÷�êàìè. Òàêîå ïîâåäåíèå (u2(x))x ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿòðåòüåé ìîäû, èñ÷åçàÿ èç ïîëÿ çðåíèÿ ëèøü ïðè ïå�ðåõîäå ê áîëåå âûñîêèì ìîäàì.Ïðè ïåðåõîäå â îáëàñòü çíà÷åíèé a . 2 ñîáñòâåí�íàÿ �óíêöèÿ è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîõðàíÿþòõàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè ëîêàëèçàöèè è ñâîéâíåøíå ïðîñòîé âèä. Îäíàêî åå âòîðàÿ è òðåòüÿ ïðî�èçâîäíûå â ìàëîé îêðåñòíîñòè x = 0 ïðåòåðïåâàþòðåçêèå èçìåíåíèÿ (òèïà êîíå÷íîãî ðàçðûâà äëÿ âòî�ðîé ïðîèçâîäíîé è Æ-îáðàçíîãî âûáðîñà � äëÿ òðå�òüåé ïðîèçâîäíîé). �èñóíîê 8 èëëþñòðèðóåò âîçíè�êàþùóþ êàðòèíó äëÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè(a = 1:8, " = 0:001992). Íåÿñíî, ìîæíî ëè ðàññìàò�ðèâàòü òàêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé â îáëàñòè a . 28 ÆÝÒÔ, âûï. 5 977



Â. Ì. Åëåîíñêèé, Í. Å. Êóëàãèí ÆÝÒÔ, òîì 119, âûï. 5, 2001êàê óêàçàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñ ðàçðûâîìâûñøèõ ïðîèçâîäíûõ.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ âûøåïðîñòàÿ ìîäåëü íåëîêàëüíîé äæîçå�ñîíîâñêîé ýëåê�òðîäèíàìèêè â çàäà÷å î òîïîëîãè÷åñêîì ñîëèòîíåñ íàèìåíüøèì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì (2�-êèíêå)äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê òî÷å÷íîìó ñïåêòðó ñêî�ðîñòåé è ñâîåîáðàçíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðå òàêîãîñîëèòîíà (âèõðÿ). Ñóùåñòâåííî, ÷òî îäíîïàðàìåò�ðè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèè,àïïðîêñèìèðóþùåé äæîçå�ñîíîâñêèé òîê, ïðèâî�äèò â îáùåì ñëó÷àå ê ñîîòâåòñòâóþùåé äå�îðìàöèèòî÷å÷íîãî ñïåêòðà ñêîðîñòåé è êà÷åñòâåííî òîé æåâíóòðåííåé ñòðóêòóðå ñîëèòîíà. Îäíàêî íåÿñíî,ñîõðàíÿåòñÿ ëè òàêàÿ ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòüèññëåäóåìîãî ïðèâëåêàòåëüíîãî îáúåêòà ïðè äå�îð�ìàöèÿõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåëèíåéíîñòåé â áîëååîáùèõ ìîäåëÿõ (íàïðèìåð, ïðè ó÷åòå ñëåäóþùèõâûñøèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ â èñõîäíîìâîëíîâîì óðàâíåíèè èëè ó÷åòå íåëîêàëüíûõ ý��åê�òîâ â èíòåãðàëüíîé �îðìå).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîéïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (ïðîåêò 99-01-00342).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. S. Aubry and P. J. L. Daeron, Physi
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