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ÌÍÎ�ÎÔÎÒÎÍÍÀß ÈÎÍÈÇÀÖÈß ÀÒÎÌÎÂ Â ÏÎËÅÓËÜÒ�ÀÊÎ�ÎÒÊÎ�Î ËÀÇÅ�ÍÎ�Î ÈÌÏÓËÜÑÀÂ. Ñ. Ïîïîâ�îñóäàðñòâåííûé íàó÷íûé öåíòð¾Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé �èçèêè¿117259, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23 �åâðàëÿ 2001 ã.Ïîëó÷åíû çàìêíóòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè àòîìîâ èèîíîâ ïîä äåéñòâèåì ïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(t), ïðèìåíèìûå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèéïàðàìåòðà Êåëäûøà 
. Èçó÷àþòñÿ çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè è èìïóëüñíîãî ñïåêòðà �îòî-ýëåêòðîíîâ îò �îðìû óëüòðàêîðîòêîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ïðèìåðû èìïóëüñíûõïîëåé ðàçëè÷íîãî âèäà, â òîì ÷èñëå ìîäóëèðîâàííûé ñâåòîâîé èìïóëü
 
 ãàóññîâîé èëè ëîðåíöåâîé îãè-áàþùåé. �àññìîòðåí èíòåð�åðåíöèîííûé ý��åêò â ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå �îòîýëåêòðîíîâ ïðè èîíè-çàöèè àòîìà ïåðèîäè÷åñêèì ïîëåì îáùåãî âèäà. Îáñóæäàåòñÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè àäèàáàòè÷åñêîãîïðèáëèæåíèÿ â òåîðèè ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ¾ìíèìîãî âðåìåíè¿,ïîçâîëÿþùèé ý��åêòèâíî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèö ÷åðåç êîëåáëþùèåñÿ áàðüåðû.PACS: 31.15.Gy, 32.80.Fb, 03.65.Sq1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÈññëåäîâàíèå �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ýêñòðåìàëü�íûõ óñëîâèÿõ, â òîì ÷èñëå â îáëàñòè ñèëüíûõ âíåø�íèõ ïîëåé, âñåãäà ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòå�ðåñ. Êàê èçâåñòíî, â ïîëå ñèëüíîé ñâåòîâîé âîëíûíå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí Ýéíøòåéíà äëÿ êðàñíîé ãðà�íèöû �îòîý��åêòà è ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé ìíîãî��îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâ è ìîëåêóë.Ïîëó÷åíèå âñå áîëåå èíòåíñèâíûõ ýëåêòðîìàã�íèòíûõ ïîëåé ñâÿçàíî ñ óêîðî÷åíèåì ëàçåðíîãî èì�ïóëüñà, äëèòåëüíîñòü êîòîðîãî ñòàíîâèòñÿ óæå ñðàâ�íèìîé ñ îïòè÷åñêèì ïåðèîäîì (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó), à ñïåêòð ñî�äåðæèò ìíîãî âûñøèõ ãàðìîíèê. Âñëåäñòâèå ñèëü�íîé íåëèíåéíîñòè ïðîöåññà ìíîãî�îòîííîé èîíèçà�öèè [4�8℄ åãî íåëüçÿ ñâåñòè ê ñóììå âêëàäîâ îò îò�äåëüíûõ ãàðìîíèê. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü èîíèçà�öèè è èìïóëüñíûé ñïåêòð âûëåòàþùèõ �îòîýëåêòðî�íîâ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò �îðìû èìïóëüñíîãî ïî�ëÿ, îñîáåííî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòà âíåøíåãîïîëÿ ! ïðåâûøàåò ÷àñòîòó òóííåëèðîâàíèÿ !t. Âû�ÿñíåíèå ýòîé çàâèñèìîñòè ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûìäëÿ àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ÿâëÿåòñÿïðåäìåòîì ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû (ñì. â ýòîé ñâÿçè

òàêæå [9; 10℄).Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá èîíèçàöèèàòîìíîãî óðîâíÿ â ïåðåìåííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå(ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì è ñ ëèíåéíîé ïîëÿðè�çàöèåé) E(t0) = F '(t); t = !t0; (1)ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàâèñÿùåì îò âðåìåíè t0.Çäåñü F � àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå ïîëÿ, ! � åãîõàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà, t � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ; îò�íîñèòåëüíî �óíêöèè ', çàäàþùåé �îðìó èìïóëü�ñà, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî j'(t)j � '(0) = 1 ïðè�1 < t < 1 (ò. å. t = 0 � ìîìåíò ìàêñèìóìà ïî�ëÿ, êîãäà ýëåêòðîí âûõîäèò èç-ïîä áàðüåðà [6℄) è'(�t) = '(t); çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå íàëà�ãàåòñÿ òîëüêî äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé.Äëÿ ðàñ÷åòîâ ìû èñïîëüçóåì êâàçèêëàññè÷åñêèéìåòîä ¾ìíèìîãî âðåìåíè¿ (ÌÌÂ) [6; 7; 11℄, äàþùèéíàãëÿäíîå îïèñàíèå ïðîöåññà òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñ�òèö ÷åðåç ëþáûå ãëàäêèå, â òîì ÷èñëå è áûñòðîêîëåáëþùèåñÿ, áàðüåðû. Ïðè ýòîì â ðàññìîòðåíèåââîäÿòñÿ ïîäáàðüåðíûå òðàåêòîðèè, �îðìàëüíî óäî�âëåòâîðÿþùèå êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ(íî ñ ìíèìûì ¾âðåìåíåì¿!). �ëàâíûé (ýêñïîíåíöè�àëüíûé) �àêòîð â âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè îïðåäå�315



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001ëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé ýêñòðåìàëüíîé ïîäáàðüåð�íîé òðàåêòîðèåé, íà êîòîðîé ìíèìàÿ ÷àñòü �óíê�öèè äåéñòâèÿ, ImS, äîñòèãàåò ìèíèìóìà (è êîòî�ðàÿ îïðåäåëÿåò, ñîãëàñíî Ôåéíìàíó [12; 13℄, íàèáî�ëåå âåðîÿòíûé ïóòü òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèöû). Äà�ëåå, äëÿ íàõîæäåíèÿ èìïóëüñíîãî ñïåêòðà âûëåòà�þùèõ ýëåêòðîíîâ íóæíî ðàññìîòðåòü ïó÷îê ¾êëàñ�ñè÷åñêèõ¿ òðàåêòîðèé, áëèçêèõ ê ýêñòðåìàëüíîé, èâû÷èñëèòü íà íèõ êâàäðàòè÷íóþ ïîïðàâêó ê ImS,ïðîïîðöèîíàëüíóþ (p� pmax)2 (ñì. ïîäðîáíåå â ðà�áîòàõ [7; 11℄; èçëîæåíèå ÌÌÂ ñîäåðæèòñÿ òàêæå âìîíîãðà�èè [14℄).Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî�âèéK0 = I~! � 1; � = e~F(2I)3=2m1=2 = F�3Fa � 1;ImS � ~; (2)îáåñïå÷èâàþùèõ ïðèìåíèìîñòü êâàçèêëàññèêè êìíîãî�îòîííûì ïðîöåññàì. Çäåñü K0 � ïàðàìåòðìíîãîêâàíòîâîñòè, � � ïðèâåäåííîå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå, I = �2me4=2~2 � ïîòåíöèàë èîíèçàöèèàòîìíîãî óðîâíÿ, � � (áåçðàçìåðíûé) èìïóëüñ,õàðàêòåðíûé äëÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ1). Ïðîöåññòóííåëèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿïàðàìåòðà Êåëäûøà 
 [4℄,
 = !!t = !p2mIeF ; (20)ãäå !t � ÷àñòîòà òóííåëèðîâàíèÿ â ñòàòè÷åñêîì ïî�ëå F (äàëåå â ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäè�íèöû ~ = m = e = 1, m � ìàññà ýëåêòðîíà,Fa = m2e5=~4 = 5:14 � 109 Â/ñì).Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âå�ðîÿòíîñòè èîíèçàöèè àòîìíîãî óðîâíÿ è èìïóëüñíî�ãî ñïåêòðà �îòîýëåêòðîíîâ â çàâèñèìîñòè îò �îð�ìû èìïóëüñíîãî ïîëÿ (1) è îò ïàðàìåòðà Êåëäû�øà2). Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îñíîâíûå1) Äëÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ àòîìà âîäîðîäà � = 1. Äëÿ îñíîâ�íûõ ñîñòîÿíèé íåéòðàëüíûõ àòîìîâ ïàðàìåòð � ìåíÿåòñÿ âïðåäåëàõ îò 0.535 äëÿ Cs (I = 3:89 ýÂ) äî 1.344 äëÿ He(I = 24:59 ýÂ), ñì. [15℄ è òàáë. 1 â [11℄. Â ñëó÷àå ñëàáî ñâÿ�çàííûõ ñîñòîÿíèé îí ìîæåò áûòü çàìåòíî ìåíüøå åäèíèöû.Òàê, íàïðèìåð, I = 0:754 ýÂ è � = 0:235 äëÿ îòðèöàòåëüíîãîèîíà âîäîðîäà è I = 0:077 ýÂ, � = 0:075 äëÿ èîíà He�. Â ýòèõñëó÷àÿõ çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííîãî ïîëÿ � è âåðîÿòíîñòè èîíèçà�öèè ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþò (ïðè �èêñèðîâàííîé âåëè÷èíåýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F ).2) Â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ èì�ïóëüñíûå, ýíåðãåòè÷åñêèå è óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîýëåê�òðîíîâ ïðè ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè ðàññìàòðèâàëèñü óæåâ ðàííèõ ðàáîòàõ [6�8℄, à íåäàâíî áûëè ïîäðîáíî èññëåäîâà�íû [16�18℄ âî âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà 
, âêëþ�÷àÿ îáùèé ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ.

óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ýòó çàâèñèìîñòü (â êâà�çèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè). Ñ�îðìóëèðîâàí àë�ãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî çàäàííîé �îðìå âíåøíå�ãî ïîëÿ '(t) âû÷èñëèòü âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ�(z), ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì. Âðàçä. 3 ðàññìîòðåíû ìîäåëüíûå ïðèìåðû ïîëåé '(t),äëÿ êîòîðûõ âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëèòè�÷åñêè. Â ðàçä. 4 äàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ�÷åòîâ, â òîì ÷èñëå äëÿ ìîäóëèðîâàííîé (ïî àìïëè�òóäå) ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ãàóññîâîé èëè ëî�ðåíöåâîé îãèáàþùåé. Ý��åêò òóííåëüíîé èíòåð�å�ðåíöèè â ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå �îòîýëåêòðîíîâðàññìîòðåí â ðàçä. 5, îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè àäèà�áàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â òåîðèè ìíîãî�îòîííîéèîíèçàöèè � â ðàçä. 6. Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçä. 7 ñî�äåðæèò êðàòêîå îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà�òîâ. Â Ïðèëîæåíèÿ âûíåñåíû äåòàëè âû÷èñëåíèé,â òîì ÷èñëå ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåíèÿ (17) â îáëàñòèáîëüøèõ 
, íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå �îðìóëû èàñèìïòîòèêè.Èçëàãàåìûå íèæå ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî àíîíñè�ðîâàíû [9; 10℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ ìíî�ãî�îòîííîé èîíèçàöèè ïîä äåéñòâèåì óëüòðàêîðîò�êèõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå âñòàòüå Êåëäûøà [3℄, ãäå, â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêèè ÷èñëåííî èññëåäîâàíû (èíûì ìåòîäîì) ñëó÷àè ñî�ëèòîíîïîäîáíîãî, ãàóññîâà è ëîðåíöåâà èìïóëüñîâ.Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðàáîòîé [3℄ ïî�ëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî â [3℄ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà�÷åíèÿ: 
 = 1=K0, E = 2�, � = 1=
 è f 0(x) = '(x),ïðè÷åì x = !t0 � t.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÂ ñëó÷àå ïîëÿ (1) èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèéî÷åâèäíî, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ îäíîìåð�íà è íàïðàâëåíà âäîëü ïîëÿ. �åøàÿ êëàññè÷åñêèåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è âû÷èñëÿÿ ImS, íàõîäèì âå�ðîÿòíîñòü ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè (ñ òî÷íîñòüþäî ïðåäýêñïîíåíòû):wi(p) � dWidp / exp�� 23�g(
)�� �F "b1(
)(pk � pmax)2 + b2(
)p2?#) ; (3)ãäå pk è p? � ïðîäîëüíûé (ïî ïîëþ) è ïîïåðå÷íûéèìïóëüñû âûëåòàþùåãî �îòîýëåêòðîíà, pmax � åãî316



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâ â ïîëå : : :íàèáîëåå âåðîÿòíûé èìïóëüñ3),g(
) = 32 1Z0 �(
z)(1� z2)dz;b1(
) = �
 db2d
 ;b2(
) = 1Z0 �(
z)dz = 
�1�(
);pmax = F! 1Z0 '(t)dt (4)
(p? ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, à F=! � õàðàê�òåðíûé èìïóëüñ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðî�íà â ïîëå âîëíû). Ñþäà âõîäèò �óíêöèÿ �(z); çà�âèñÿùàÿ îò �îðìû èìïóëüñà (1), ïîñëå íàõîæäåíèÿêîòîðîé çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì. Ýòà �óíê�öèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè:� = 1~'(�) ; z = h(�) = �Z0 ~'(t)dt; (5)ãäå ~'(t) � '(it). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îïðåäåëÿ�åò òàêæå (â íåÿâíîì âèäå) îáðàòíóþ �óíêöèþ� = h�1(z), ïðè÷åì4)�(z) = � 0(z); (6)à ¾íà÷àëüíûé ìîìåíò¿ ïîäáàðüåðíîãî äâèæåíèÿýëåêòðîíà åñòüt00 = i!�1�(
); �(
) = h�1(
): (60)Âûâîä óðàâíåíèé (3)�(6) çäåñü îïóùåí. Îí îñíî�âàí íà ÌÌÂ è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì âû÷èñëåíèé,ïðèâåäåííûõ â [7℄ äëÿ ÷àñòíîãî (íî âàæíîãî äëÿïðèëîæåíèé) ñëó÷àÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ëàçåðíîãîïîëÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðè�ìåíåíèå ýòèõ �îðìóë ê èìïóëüñíûì ïîëÿì ðàçëè÷�íîãî âèäà è îáñóäèì âëèÿíèå óêîðî÷åíèÿ ëàçåðíî�ãî èìïóëüñà íà ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè è3) Ïîëàãàÿ â (3) pmax = 0, ïîëó÷àåì èìïóëüñíûé ñïåêòðýëåêòðîíîâ â ìîìåíò âûõîäà èç-ïîä áàðüåðà (t = 0). Ïåðåñ÷åòåãî íà ðàñïðåäåëåíèå âûëåòàþùèõ �îòîýëåêòðîíîâ (t! +1)ïî êîíå÷íûì êèíåòè÷åñêèì ýíåðãèÿì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îò�äåëüíóþ çàäà÷ó, êîòîðîé çàíèìàëèñü ìíîãèå àâòîðû (ñì., íà�ïðèìåð [19�23℄). Çäåñü ìû îòìåòèì ëèøü, ÷òî âûðàæåíèå (4)äëÿ pmax îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ñëó÷àþ óëüòðàêîðîòêèõ (ñ äëè�òåëüíîñòüþ T . 1 ïñ) ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ.4) Â (5) � � ïàðàìåòð, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ êîòîðîãî ïî�ëó÷àåì çàâèñèìîñòü � îò z â ÿâíîì âèäå. Îòìåòèì, ÷òî�óíêöèÿ h(�) òîëüêî ìíîæèòåëåì i!=
F îòëè÷àåòñÿ îò âåê�òîð-ïîòåíöèàëà A(t0), ïðîäîëæåííîãî â êîìïëåêñíóþ ïëîñ�êîñòü.

íà ñïåêòð �îòîýëåêòðîíîâ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáî�òàõ [7; 11℄ ìîæíî íàéòè ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ (ñ ïî�ìîùüþÌÌÂ) ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ, âòîì ÷èñëå â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ âî âðåìåíè ýëåêòðè�÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíûè íàïðàâëåíèÿ [11℄.Â òóííåëüíîì ïðåäåëå, 
 � 1 (íèçêî÷àñòîòíîåëàçåðíîå ïîëå), èîíèçàöèÿ ïðîèñõîäèò â ìîìåíòûâðåìåíè, áëèçêèå ê t = 0. Ïîëàãàÿ ïðè t! 0'(t) = 1� a22! t2 + a44! t4 � a66! t6 + : : : ; a2 > 0; (7)íàõîäèì èç (5), ÷òî (ñì. òàêæå (À.3) è (À.4) â Ïðè�ëîæåíèè À)�(z) = 1Xn=0(�1)n �n(2n)!z2n;�0 = 1; �1 = a2; �2 = 10a22 � a4; (70)ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ (4) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèÿ, ïîç�âîëÿþùèå ëåãêî âû÷èñëÿòü àäèàáàòè÷åñêèå ïîïðàâ�êè: g(
) = 1 + 1Xn=1(�1)ngn
2n;gn = 3(2n+ 1)! (2n+ 3)�n; (8)b1(
) = 1Xn=0(�1)n �n+1(2n+ 1)!(2n+ 3)
2n+2;b2(
) = 1Xn=0(�1)n �n(2n+ 1)!
2n (80)Äâå ïîñëåäíèå �îðìóëû ìîæíî çàïèñàòü òàêæå ââèäå b1 = 23 1Xn=1(�1)n�1n(2n+ 3)gn
2n;b2 = 13 1Xn=0(�1)n(2n+ 3)gn
2n; (800)ãäå gn � êîý��èöèåíòû ðÿäà (8) äëÿ �óíêöèè g(
).Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî 
2 çàâèñèìîñòü âåðîÿò�íîñòè ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè (3) îò �îðìû èì�ïóëüñà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé:wi(p) / exp(�"2�33F  1� 110~
2!++ �F  13~
2(pk � pmax)2 + p2?!#) ;
 � 1; (9)
317



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001ãäå ~
 = pa2 
 è a2 = �'00(0) � êðèâèçíà èìïóëü�ñà âáëèçè åãî âåðøèíû. Ïðè ýòîì �p? � p�� � �,�pk � 
�1�p? � p�F=! � p0, à p0 � F=! � õà�ðàêòåðíûé èìïóëüñ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåê�òðîíà â ïîëå âîëíû (ïðè t > 0). Â äàííîì ñëó÷àåïðîäîëüíûé èìïóëüñ ýëåêòðîíà íàìíîãî ïðåâûøà�åò ïîïåðå÷íûé, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ åãîðàçãîíà âäîëü ìåäëåííî ìåíÿþùåãîñÿ ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ E(t).Â äðóãîì ïðåäåëå (áûñòðîïåðåìåííûå ïîëÿ)óäîáíî ïåðåïèñàòü (3) â èíîì âèäå:wi(p) / exp(�"�2! f(
) + 1! (
1p2k + 
2p2?)#) ;
 � 1; (10)ãäå �2=! = 2K0 � 1,f(
) = 23
g(
) = 
Z0 �(u)�1� u2
2� du; (100)è 
1;2(
) = 
b1;2(
). Â �èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ �óíêöèÿf(
) ïðè 
 !1 ëèáî âûõîäèò íà ïîñòîÿííûé ïðåäåë(åñëè '(t) èìååò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îñîáåí�íîñòü t = i �s íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò âåùåñòâåí�íîé îñè âðåìåíè), ëèáî âîçðàñòàåò ëîãàðè�ìè÷åñêè(ñì. òàáë. 1 â [9℄, à òàêæå ðàçëîæåíèÿ (À.5)�(À.10)).3. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈÂ ðàññìîòðåííûõ íèæå ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ(4)�(6) äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ýòè ìî�äåëüíûå ïðèìåðû îïðåäåëÿþò îñíîâíûå êà÷åñòâåí�íûå õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àåìîãî íàìè ïðîöåññà,à òàêæå ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü è ñàìîñòîÿòåëüíûéèíòåðåñ.1) Ìîíîõðîìàòè÷åñêîìó ëàçåðíîìó ñâåòó îòâå÷à�åò '(t) = 
os t. Â ýòîì ñëó÷àå �(z) = (1 + z2)�1=2,èíòåãðàëû â (4) ÿâëÿþòñÿ òàáëè÷íûìè è äàþòf(
) =  1 + 12
2!Arsh 
 � p1 + 
22
 ;
1 = Arsh 
 � 
p1 + 
2 ;
2 = �0(
) = Arsh 
; pmax = 0; (11)÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðà�íåå [4�6℄.2) Äëÿ '(t) = 1= 
h2 t (ñîëèòîíîïîäîáíûé èì�ïóëüñ) èìååì �(z) = (1 + z2)�1, îòêóäàf(
) = (1 + 
�2) ar
tg
 � 1
 ; (12)


1 = ar
tg
 � 
1 + 
2 ; 
2 = ar
tg
; pmax = F=!:3) Â ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî èìïóëüñà, '(t) == exp(�t2=2�2), �óíêöèÿ �(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâ�íåíèÿ 1�w �p� ln�� = zp2� ; 0 < � � 1; (13)ãäå w(z) � òàê íàçûâàåìûé èíòåãðàë Äîñîíà [24℄(ñì. òàêæå Ïðèëîæåíèå Á). Ïðè � = 1 ïîëó÷àåì�(z) ==8>><>>: 1� 12z2+ 724z4+ : : : ; z ! 0;�zp2 ln z ��1 [1+O(1= ln z)℄ ; z !1; (130)è â èòîãå ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèÿì (À.10).4) Äëÿ èìïóëüñíîãî ïîëÿ'(t) = (1 + t2)��; � � 1; (14)óðàâíåíèÿ (5) ïðèíèìàþò âèä� = (1� �2)�; z = �F (�; 1=2; 3=2; �2);0 � � < 1; (50)ãäå � � ïàðàìåòð è F (: : : ) � 2F1(: : : ) � ãèïåðãåîìåò�ðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �àóññà. Îòñþäà�(z) = 1��z2+16(7�2�3�)z4+ : : : ; z ! 0; (15)�(z) � [2(�� 1)z℄��=(��1) ; z !1(� > 1): (150)Ïðè 
 !1 íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïîäáàðüåðíîé òðàåêòî�ðèè, t0 = i�0(
), ïðèáëèæàåòñÿ ê îñîáåííîñòè ts = iïîëÿ (14):�0(
) = ( 1� 2e�2
 + : : : ; � = 1;1� k 
�1=(��1) + : : : ; � > 1; (16)ãäå k = [2�(� � 1)℄�1=(��1), ñì. ïîäðîáíåå â Ïðèëî�æåíèè Â. Ýòîò ïðèìåð òèïè÷åí äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êî�ãäà áëèæàéøàÿ îñîáàÿ òî÷êà ts = i�s �óíêöèè ïîëÿ'(t) ëåæèò íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò âåùåñòâåííîéîñè è ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì (� = 1; 2; : : : ) ëèáî òî÷êîéâåòâëåíèÿ ñòåïåííîãî òèïà. Ïðè ýòîì (10) ïðèíèìà�åò àñèìïòîòè÷åñêèé âèä:wi(p) / expn��s! [�2 + (pk � pmax)2 + p2?℄o ;
 � 1; (17)pmax = p� �(�� 1=2)2�(�) �
 � �; (170)318



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâ â ïîëå : : :÷òî îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè ìîíîõðî�ìàòè÷åñêèì èçëó÷åíèåì è ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåòåå. Çäåñü Wi = Z wi(p)dp / exp(�2K0�s);â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿWi / exp(�2K0 ln 2
):Ïðè ýòîì èìïóëüñíîå ðàñïðåäåëåíèå �îòîýëåêòðî�íîâ ïðèáëèæàåòñÿ ê èçîòðîïíîìó ãàóññîâñêîìó ðàñ�ïðåäåëåíèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå pmax èìïóëüñíîãîïðîñòðàíñòâà:�pk = �p? �p!=�s � �(K0�s)�1=2 � �:5) Ïðè öåëûõ è ïîëóöåëûõ çíà÷åíèÿõ � ãèïåð�ãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ â (50) ñâîäèòñÿ ê ýëåìåí�òàðíûì �óíêöèÿì, ñì. �îðìóëû (B.1), (B.2) â Ïðè�ëîæåíèè Â. Ñëó÷àé � = 3=2 îñîáåííî ïðîñò â àíà�ëèòè÷åñêîì îòíîøåíèè: çäåñü z = �(1 � �2)�1=2,�(z) = (1 + z2)�3=2, è äàëåå èìååì5)f(
) = 1
 �p1 + 
2 � ar
sh 

 � ;
1 = 
32; 
2 = 
p1 + 
2 : (18)Ýòîò ïðèìåð îáëàäàåò ñâîåîáðàçíîé ¾äóàëüíî�ñòüþ¿: äëÿ íåãî '(t) � �(t), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òàêæåäëÿ èìïóëüñà âèäà '(t) = 1= 
h t.Ñëó÷àé � = 1, ò. å. '(t) = 1=(1 + t2), îòâå÷àåòëîðåíöåâîé �îðìå èìïóëüñà. Ïðè ýòîìf(
) = 1� 1
2 2
Z0 xdxex + 1 ==8>><>>: 23
 � 215
3 + 4105
5 � : : : ; 
 � 1;1� �212
2 + 2
�1 exp (�2
); 
 � 1;
1(
) = th 
 � 

h2 
 ; 
2(
) = th 
;pmax = �F2! = ��2
 :
(19)

5) Îòìåòèì, ÷òî îòäåëüíûå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèÿõ äëÿf(
) è g(
) ïðè 
 ! 0 îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü (â ñóììåîíè âçàèìíî êîìïåíñèðóþòñÿ). Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëî�æåíèé â àäèàáàòè÷åñêîé îáëàñòè 
 � 1 áîëåå óäîáíî èñïîëü�çîâàòü (8), íåæåëè òî÷íûå �îðìóëû òèïà (11), (12) èëè (18).

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ �, âûïîëíÿÿ â (5) ïîäñòàíîâ�êó � =pu=(1 + u), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþz = puF 12 ; 32 � �; 32;�u!;u = ��1=� � 1; 0 < u <1; (20)îïðåäåëÿþùåìó â ÿâíîì âèäå îáðàòíóþ �óíêöèþz = z(�). Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëàì (4)íå ïðåäñòàâëÿþò òðóäà. Ïðè � = 3=2 è 1 îòñþäàëåãêî ñëåäóþò âûðàæåíèÿ (18) è (19), à ïðè � = 2(ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà ó '(t)) ïîëó÷àåìz = 12 �pu(1+u)+ ar
shpu� ; u = ��1=2�1: (21)6) Îáîáùåíèåì ¾ñîëèòîííîãî¿ èìïóëüñà (12) ÿâ�ëÿåòñÿ '(t) = (
h t)��; � � 1: (22)Ïåðåõîäÿ â (5) îò ïàðàìåòðà � ê � = tg � , ïîëó÷àåì� = (1 + �2)��=2;z = �R0 �1 + x2�(��2)=2 dx == � F �1� �2 ; 12 ; 32;��2� ; (220)0 < � < 1. Ïðè � = 1, ó÷èòûâàÿ, ÷òîF (1=2; 1=2; 3=2;��2) = ar
sh �=�, íàõîäèì îòñþäà�(z) = 1= 
h z. Äëÿ ÷åòíûõ � = 2; 4; : : : âûðàæå�íèå äëÿ z(�) ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìó: òàê, z = � è� + (1=3)�3 ïðè � = 2 è 4.7) Ïðåäûäóùèå ïðèìåðû, çà èñêëþ÷åíèåì ïðèìå�ðà 1, îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó îäíîïîëÿðíûõ èìïóëüñîâ.Õîòÿ ëþáîå îäíîðîäíîå ïîëå åñòü ðåøåíèå óðàâíå�íèé Ìàêñâåëëà: E ! E(t � x=
), è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ(â ïðèíöèïå) �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìûì, îäíàêî äëÿïîëåé, îáû÷íî âñòðå÷àþùèõñÿ â ëàçåðíîé �èçèêå,èíòåãðàë J = 1Z�1 E(t)dt ëèáî ðàâåí íóëþ, ëèáî ÷èñ�ëåííî ìàë (ñì. â ýòîé ñâÿçè ðàáîòû [25; 26℄). Â êà÷å�ñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì'�(t) = ddt � t(1 + t2)� � = 1� (2�� 1)t2(1 + t2)�+1 ;� > 1=2; (23)'�(t) = 1� 3�t2 + 52�(� + 1)t4 + : : : ; t! 0;'�(t) � �(2�� 1)t�2� ! 0; t!1:319



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (5) ïðèíèìàþò âèä� = (1� �2)�+11 + (2�� 1)�2 ; z = �(1� �2)� : (500)Åñëè � = 1=2, òî ïðèìåð (23) ñîâïàäàåò ñ (18); ïðè� = 1 èìååì�(
) = 2
1 +p1 + 4
2 ;�(z) = 21 + 4z2 +p1 + 4z2 ;f(
) =r1 + 14
2 � 1
 + ar
sh 2
4
2 ; (24)à ïðè ïðîèçâîëüíîì � ñèñòåìà óðàâíåíèé (500) ëåãêîðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.×òî êàñàåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ '(t) == 
os t, òî äëÿ íåãî òàêæå J = 0. Â äàííîì ñëó�÷àå ýòîò èíòåãðàë ïîëó÷àåò îäíîçíà÷íûé ñìûñë, åñ�ëè ó÷åñòü, ÷òî ëàçåðíîå ïîëå, ïðèáëèæåííî îäíîðîä�íîå â îáëàñòè �îêóñà, àäèàáàòè÷åñêè âûêëþ÷àåòñÿíà áåñêîíå÷íîñòè:J = lim�!0 1Z0 exp �� (�t)22 � 
os!t dt == lim�!0r�2 ��1 exp�� !22�2� = 0:Ïîýòîìó ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ J � 0 ïðè�� !.8) Â ïðåäåëå � ! 1 ïðèìåðû 4 è 7 ýêâèâàëåíò�íû (ïîñëå ìàñøòàáèðîâàíèÿ t ! t=p�) ñëåäóþùèìèìïóëüñàì:'(t) = exp(�t2);(1� 2t2) exp(�t2) = ddt �t exp(�t2)� : (25)Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè âðå�ìåííîãî ìàñøòàáà, êîãäà '(t) ! '(�t), âûïîëíÿþò�ñÿ ñîîòíîøåíèÿ ñêåéëèíãà:g(
)! g(�
); f(
)! ��1f(�
);
1;2(
)! ��1
1;2(�
); (26)à òàêæå �(z)! �(�z).9) Äëÿ îöåíêè ðîëè âûñøèõ ãàðìîíèê â ñïåêòðåëàçåðíîãî èìïóëüñà ïîëîæèì'(t) = (1� �)2 
os t1 + �2 � 2� 
os 2t ; �0 < � < 1; (27)

ãäå � � ïàðàìåòð àíãàðìîíè÷íîñòè6), �0 == �(p2 � 1)2 = �0:1715, ïðè÷åì '(t + �) = �'(t).Â ýòîì ñëó÷àå�(
) = ar
sh�p�1 th(p
)	 ; (28)�s = ar
sh(p�1) = �12 ln �; p = 2p�1� � : (280)Ôóíêöèÿ (27) èìååò ïîëþñ ïðè 
os 2t = (�+ ��1)=2,èëè t = i�s (ïðè � ! 0 ýòà òî÷êà óõîäèò íà áåñ�êîíå÷íîñòü, è '(t) = 
os t � öåëàÿ �óíêöèÿ). Ñðîñòîì ïàðàìåòðà � èìïóëüñ ñòàíîâèòñÿ âñå áîëååîñòðûì, ïðåâðàùàÿñü ïðè � ! 1 â ïîñëåäîâàòåëü�íîñòü Æ-îáðàçíûõ ïèêîâ ÷åðåäóþùåéñÿ ïîëÿðíîñòè:'(t) ��8>>>><>>>>:�1��(1+4 sin2 t)+O(�2)� 
os t; �� 1;1Xn=�1(�1)n exp��12a2(t�n�)2� ; �! 1;(29)ãäå a2 = (1 + 6� + �2)=(1 � �)2, ïðè÷åì a2 = 0 ïðè� = �0. Ïîñëå ïðîñòûõ, õîòÿ è äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ,âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì�(z) = �
h(pz)q1 + (1 + p�2) sh2(pz)��1 ; (30)òàê ÷òî( �(z) = 1� (p2 + 1=2) z2 + : : : ; z ! 0;�(z) / exp(�2pz); z !1: (300)Îòìåòèì, ÷òî ïðè � < �0 èìïóëüñ (27) ñòàíîâèòñÿäâóãîðáûì, è t = 0 ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî óæå íå òî÷êîéìàêñèìóìà '(t), à òî÷êîé ìèíèìóìà.10) Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àíçàö äëÿ�óíêöèè �: �(z) = �1 + z2��� : (31)Âû÷èñëÿÿ âõîäÿùèå â (4) èíòåãðàëû [26; 27℄, íàõî�äèì g(
) = F �12 ; �; 52 ;�
2� �� 11 + 
2F �12 ; 52 � �; 52 ; 
21 + 
2� ;b1(
) = 23�
2F �32 ; �+ 1; 52;�
2� ;b2(
) = F �12 ; �; 32 ;�
2� : (32)
6) Èíòåíñèâíîñòè ñîñåäíèõ íå÷åòíûõ ãàðìîíèê â ñïåêòðåýòîãî èìïóëüñà îòíîñÿòñÿ êàê �2.320



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâ â ïîëå : : :Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. (Á.6)), ÷òî ñîîòâåòñòâóþ�ùàÿ (31) �îðìà èìïóëüñà ïðè t! 0 õàðàêòåðèçóåò�ñÿ ðàçëîæåíèåì'(t) = 1� �t2 + 16(7�2 � 3�)t4 + : : : ; (33)à ïðè t!1 �'(t) � ( 4 exp(�2t); � = 1;[2(�� 1)t℄��=(��1) ; � > 1: (330)Â ÷àñòíîñòè, ïðè � = 1=2, 1 è 3=2 èìååì '(t) = 
os t,1= 
h2 t è (1 + t2)�3=2 (ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìå�ðû), à ïðè � = 5=2 �óíêöèÿ g(
) èìååò óäèâèòåëüíîïðîñòîé âèä:g(
) = �1 + 
2��1=2 ;�(
) = �
 + 23
3��1 + 
2��3=2 : (34)Êîý��èöèåíòû gn èç (8) â äàííîì ñëó÷àå ðàâíûgn = 3�(n+ �)(2n+ 1)(2n+ 3)�(�)n! : (35)Ïîñêîëüêó gn / n��3 ïðè n ! 1, ðÿäû (8), (80)è (800) ñõîäÿòñÿ ïðè j
j < 1. Ïðè � = 1=2 ïîëó÷à�åì àäèàáàòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ �óíêöèè Êåëäû�øà (11):f(
) = 23 �
 � 110
3 + 9280
5 � 5336
7 + : : :� ;fn = 23gn = (2n� 1)!!(2n+ 1)(2n+ 3) 2n�1n! ; (36)ïåðâûå ÷ëåíû êîòîðîãî áûëè íàéäåíû ðàíåå [4�6℄.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè 
 !1 âñå �óíêöèè (32)óáûâàþò ïðîïîðöèîíàëüíî 1=
:g(
) � 

�1; b1(
) � b2(
) � 23

�1;
 = 3p� �(�� 1=2)4 �(�) ; (37)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîâåäåíèåì êðèâûõ íà ðèñ. 1.�àññìîòðåííûå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò ý���åêòèâíîñòü ÌÌÂ. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåâîçìîæíî òàêæå ïðè '(t) = (
h2 t + �2 sh2 t)�1 è[
h2(�t)+(sh(�t)=�)2℄�1 (� � ïàðàìåòð, 0 � � <1),ïðè '(t) = 
n(t; q), ãäå 
n � ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñ,è äð. (ñì. òàáëèöó). Ïðè ëþáîé �îðìå èìïóëüñà,â òîì ÷èñëå âçÿòîé íåïîñðåäñòâåííî èç ýêñïåðè�ìåíòàëüíûõ äàííûõ, ÷èñëåííûé ðàñ÷åò �óíêöèè�(z) ïî ïðèâåäåííûì âûøå óðàâíåíèÿì íå ïðåä�ñòàâëÿåò òðóäíîñòåé, ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ êêâàäðàòóðàì.

0.20.40.60.81.0

0 2 4 6 8 10 12 1413 74 2 6

g

5 ~
�èñ. 1. Ôóíêöèÿ g(
) äëÿ ïîëåé âèäà (1). Íîìåðàêðèâûõ 1�7 îáúÿñíåíû â (38). Ïî îñè àáñöèññ îòëî-æåíà ìàñøòàáèðîâàííàÿ ïåðåìåííàÿ ~
 = pa2 
4. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ �ÀÑ×ÅÒÛÎáñóäèì òåïåðü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.Ôóíêöèè g(
) äëÿ íåñêîëüêèõ èìïóëüñíûõ ïîëåéïðèâåäåíû íà ðèñ. 1, íà êîòîðîì äëÿ ñðàâíåíèÿ ïî�êàçàíà ýòà �óíêöèÿ òàêæå è äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêî�ãî ïîëÿ (êðèâàÿ 1 ). Ïîÿñíèì îáîçíà÷åíèÿ. Íîìåðàêðèâûõ íà ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóþò:1) ' = 
os t; 2) ' = 1= 
h2 t;3) ' = exp(�t2); 4) ' = (1 + t2)�3=2;5) ' = (1 + t2)�1; 6) ' = (1 + t4) exp(�t2);7) ' = (1 + 
�t4) exp(�t2): (38)Ïðè ýòîì ïðîâåäåíî ìàñøòàáèðîâàíèå îñè âðåìåíè,ñ òåì ÷òîáû âñå èìïóëüñû èìåëè îäíó è òó æå êðè�âèçíó â âåðøèíå ('00(0) = �1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïå�ðåõîäó îò ïàðàìåòðà 
 ê ~
 = pa2
, ãäå a2 � êîý��è�öèåíò â ðàçëîæåíèè (7). Ýòî óäîáíî äëÿ ñðàâíåíèÿðàçëè÷íûõ ïî �îðìå èìïóëüñîâ: ïðè ýòîì â àäèàáà�òè÷åñêîé îáëàñòè âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè íå çàâèñèòîò âèäà '(t), ñì. (9); òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïîÿâëÿåòñÿ,ëèøü íà÷èíàÿ ñ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 
4. Ôóíêöèè f(
)ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Èç ðèñ. 1 è 2 âèäíî, ÷òî ïðè ïåðå�õîäå îò '(t) = 
os t ê èìïóëüñíûì ïîëÿì ðàçëè÷íîãîâèäà, ñîñðåäîòî÷åííûì íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðå�ìåíè, çíà÷åíèÿ �óíêöèé g(
) è f(
) óìåíüøàþòñÿ,îñîáåííî â îáëàñòè 
 > 1 (áûñòðîïåðåìåííûå ïîëÿ),÷òî â ñèëó óñëîâèé (2) ïðèâîäèò ê ðåçêîìó âîçðàñ�òàíèþ âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè (ïîñêîëüêó � � 1, à7 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 321



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001'(t) �(z) ~g4 � 100
os t (1 + z2)�1=2 3.21
os2 t � 2.861= 
h2 t (1 + z2)�1 2.14(
h2 t+ �2 sh2 t)�1 [
h2 �z + (sh�z=�)2℄�1 1:43(1 + Æ=2)[
h2 �t+ (sh�t=�)2℄�1 (
h2 z + �2 sh2 z)�1 2:14(1� Æ=3)1=I0(t) � 1.961= 
h t 1= 
h z 1.79(1 + t2)�1 1= 
h2 z 1.43(1 + t2)�3=2 (1 + z2)�3=2 1.79(1 + t2)�2 ñì. (21) 1.96exp(�t2) ñì. (13) 2.50(1� t2)=(1 + t2)2 2=(1 + 4z2 +p1 + 4z2) 2.38(1� 2t2)e�t2 � 2.98
n(t; q); 0 � q � 1 [1 + (sh qz=q)2℄�1=2 0:357(9� 4q2)ñì. (33) (1 + z2)�� 1.07(1 + ��1)Ïðèìå÷àíèå. Çäåñü Æ = 1=(1 + �2), I0(t) � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ, à 
n � ýëëèïòè÷åñêèéêîñèíóñ [24℄.

4 8 120

f
12
3 1

4235 ~
�èñ. 2. Ôóíêöèÿ f(
) èç óðàâíåíèÿ (10). Íîìåðàêðèâûõ óêàçàíû â (38)K0 � 1, ñì. �îðìóëû (3) è (10)). ×àñòü êðèâûõ íàðèñ. 1 îòíîñèòñÿ ê èìïóëüñàì âèäà'(t) = (1 + 
t4) exp(�t2); a2 = 2: (39)Ïðè 
 = 0 ïîëó÷àåì ãàóññîâñêèé èìïóëüñ (êðèâàÿ3 ); øòðèõîâûå êðèâûå 6 è 7 íà ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóþòçíà÷åíèÿì 
 = 1 è 
 = 
� � 1:544, êîòîðûå ÿâëÿþò�

ñÿ âûäåëåííûìè (ñì. Ïðèëîæåíèå Á). Âî âñåõ ðàñ�ñìîòðåííûõ íàìè ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ g(
) ìîíîòîííîóìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà Êåëäûøà 
.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå �óíêöèè f(
)ïðè áîëüøèõ 
 íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ àíàëèòè�÷åñêèìè ñâîéñòâàìè �óíêöèè ïîëÿ '(t) â êîìïëåêñ�íîé ïëîñêîñòè. À èìåííî, êðèâûå 1 è 3, îòâå÷àþ�ùèå öåëûì àíàëèòè÷åñêèì �óíêöèÿì '(t) = 
os tè exp(�t2), âîçðàñòàþò êàê ln 
 è pln 
, â òî âðåìÿêàê â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíè âûõîäÿò íà ïîñòîÿí�íûé ïðåäåë: f(
) ! �s, ãäå ts = i�s � ïîëîæåíèåáëèæàéøåé ê âåùåñòâåííîé îñè îñîáåííîñòè �óíê�öèè '(t): �s = �=2 äëÿ êðèâîé 2 è �s = 1 äëÿ êðèâûõ4 è 5. Ïðè ýòîì âûõîä íà ýòó àñèìïòîòèêó (ñîîòâåò�ñòâóþùóþ �îðìóëå (17) äëÿ èìïóëüñíîãî ñïåêòðà)ìîæåò ïðîèñõîäèòü äîñòàòî÷íî áûñòðî.Çàâèñèìîñòü îò ~
 êîý��èöèåíòà èìïóëüñíîãîñïåêòðà 
1 ïîêàçàíà íà ðèñ. 3à, à äëÿ êîý��èöèåí�òà b1 � íà ðèñ. 3á. Êðèâûå äëÿ 
2(
) àíàëîãè÷íûðèñ. 3, çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè ìàëûõ 
, â êîòîðîé
1 / 
3, à 
2 = 
 +O(
3).Äëÿ èìïóëüñîâ (14) è (23) áûëè âûïîëíåíû ðàñ�÷åòû ïðè � = 1; 1:5; 2; 3 è 1 (ïðè ýòîì � = 1 ñî�îòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó ê (25)). Â îáîèõñëó÷àÿõ ñ ðîñòîì ïîêàçàòåëÿ � çíà÷åíèÿ g(~
) ìîíî�òîííî âîçðàñòàþò, à âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè óìåíü�øàåòñÿ (ðèñ. 4). Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè322
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2 4 6 8 10 120 ~

13254


1
1
2 à

00.10.20.3b1

~
2 4 6 8 10 12
á 135 42

�èñ. 3. à) Êîý��èöèåíò 
1(
) äëÿ òåõ æå èìïóëüñîâ, ÷òî è íà ïðåäûäóùåì ðèñóíêå. Îòìåòèì, ÷òî 
1(1) = �=2äëÿ êðèâîé 2 è 
1(1) = 1 äëÿ êðèâûõ 4 è 5. á) Êîý��èöèåíò b1(
) â (3) äëÿ ðàçëè÷íûõ èìïóëüñîâ

0 2 4 6 8 10 120.20.40.60.81.0g

~
� =11�èñ. 4. Ôóíêöèÿ g(
) äëÿ èìïóëüñîâ âèäà (23) ñJ = 0. Êðèâûå îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì � = 1, 3/2, 2,5/2 è 1 (ñíèçó ââåðõ), ~
 = p6� 
ýòîì óìåíüøàåòñÿ âåñ âûñîêèõ ãàðìîíèê ïîëÿ '(t)ñ ÷àñòîòàìè ! � 1=�s:1Z0 
os!t[1 + (t=�s)2℄� dt / (!�s)�� exp (�!�s):Ñðàâíåíèå ðèñ. 1 è 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïðîöåññàìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè íåò êà÷åñòâåííîãî ðàçëè�÷èÿ ìåæäó îäíîïîëÿðíûìè èìïóëüñàìè òèïà (14) èèìïóëüñàìè ñ èíòåãðàëîì J = 0.Ñëåäóþùèå ðèñóíêè îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ ìîäóëè�

73 11 15 19
2
3
1

� =1



f(
; �) 10531
�èñ. 5. Ôóíêöèÿ f(
; �) èç (10) â ñëó÷àå èìïóëüñ-íîãî ïîëÿ (40). Êðèâûå (ñíèçó ââåðõ) ñîîòâåòñòâóþòñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà �, îïðåäåëÿþùå-ãî øèðèíó èìïóëüñà: � = 1; 3; 5; 10 è 1ðîâàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà'(t) = exp�� t22�2� 
os t; (40)÷òî óæå áëèçêî ê ðåàëüíîìó ýêñïåðèìåíòó. Çäåñüïðè ìàëûõ 
g(
) = 1� 110�2 �1 + �2� 
2 ++ 1280�4 �9�4 + 14�2 + 7� 
4 + : : : (41)Ñ óìåíüøåíèåì � èìïóëüñ óêîðà÷èâàåòñÿ: åãîàìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ çà îäèí ïåðèîä ëàçåðíî�323 7*
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� =1 31 1

�èñ. 6. Êîý��èöèåíòû 
1 (à) è 
2 (á) èìïóëüñíîãî ñïåêòðà (10) â çàâèñèìîñòè îò 
. Ó êðèâûõ óêàçàíû çíà÷åíèÿïàðàìåòðà �, âõîäÿùåãî â (40)ãî ïîëÿ íà �àêòîð Æ � exp (�2�2=�2), ïðè÷åìJ / exp (��2=2) ! 0 ïðè � � 1. Çíà÷åíèÿ �óíê�öèé g(
) è f(
) ïðè ýòîì òàêæå óìåíüøàþòñÿ(ñì. ðèñ. 5), ÷òî ïðèâîäèò ê ðåçêîìó âîçðàñòàíèþâåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè. Ôèçè÷åñêè ýòî îáúÿñíÿ�åòñÿ òåì, ÷òî óâåëè÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûé âåñâûñîêèõ ãàðìîíèê !n â ñïåêòðå èìïóëüñà, êîòîðûåïðè !n > I ìîãóò èîíèçîâàòü àòîì óæå â ïåðâîìïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé (â òî âðåìÿ êàê äëÿìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñâåòà âûñøèå ãàðìîíèêè âîîá�ùå îòñóòñòâóþò è îñòàåòñÿ òîëüêî ìíîãî�îòîííûéìåõàíèçì èîíèçàöèè [4℄). Êàê âèäíî èç ðèñ. 5, äëÿïîëÿ (40) ýòî ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì ïðè � � 5�10.Ñ÷èòàÿ (íåñêîëüêî óñëîâíî) äëèòåëüíîñòüþ ëàçåð�íîãî èìïóëüñà òî âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî åãîàìïëèòóäà ïðåâûøàåò �èêñèðîâàííóþ âåëè÷èíó ",èìååì ïðè � � 1 N � 0:1�2 ln 1" ;ò. å. N � 0:2�2 äëÿ " = 0:1. Ïîýòîìó óêîðî÷åíèåñâåòîâîãî èìïóëüñà íà÷èíàåò çàìåòíî ñêàçûâàòüñÿíà âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè, êîãäà èìïóëüñ îõâàòû�âàåò N � 5�10 ïåðèîäîâ ëàçåðíîãî ïîëÿ. ×òî æåêàñàåòñÿ �îðìû èìïóëüñíîãî ñïåêòðà, òî èç ðèñ. 6añëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòüþ êîý��èöèåíòà 
1(
; �) îòïàðàìåòðà � ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè � � 3, è âîîá�ùå îíà ìåíåå ñóùåñòâåííà, ÷åì äëÿ �óíêöèè f , ò. å.äëÿ ñêîðîñòè èîíèçàöèè àòîìà. Òî æå ñïðàâåäëèâîè â îòíîøåíèè êîý��èöèåíòà 
2(
; �), ñì. ðèñ. 6á.Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ñëó�

÷àå îãèáàþùåé ëîðåíöåâîé �îðìû, ò. å. äëÿ7)'(t) = �1 + (2t=�)2��1 
os t: (42)Êàê è äëÿ (40), ñ óìåíüøåíèåì � (ò. å. ïðè óêîðî÷å�íèè èìïóëüñà) çíà÷åíèÿ f(
; �) ïðè �èêñèðîâàííîì
 óìåíüøàþòñÿ (ðèñ. 7). Èìååòñÿ, îäíàêî, êà÷åñòâåí�íîå ðàçëè÷èå ìåæäó èìïóëüñàìè (40) è (42) â îáëà�ñòè áîëüøèõ 
, ñâÿçàííîå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ñâîé�ñòâàìè �óíêöèè '(t). À èìåííî, çíà÷åíèÿ f(
; �)íà ðèñ. 5 âîçðàñòàþò (ëîãàðè�ìè÷åñêè) âìåñòå ñ 
,à äëÿ (42) îíè âûõîäÿò íà ïîñòîÿííûé ïðåäåë8):f(
; �) ! �s = �=2 ïðè 
 ! 1, òàê æå êàê è âñëó÷àå (14). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî (40) � öåëàÿ�óíêöèÿ t, â òî âðåìÿ êàê (42) èìååò ïîëþñ â òî÷êåts = i�=2.Íàêîíåö, �óíêöèè g(
) äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîëÿ(27), ðàññ÷èòàííûå ïî óðàâíåíèÿì (4) è (30), ïîêàçà�íû íà ðèñ. 8, êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò äîâîëüíî ðåç�êóþ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà àíãàðìîíè÷íîñòè �,ïðè÷åì óìåíüøåíèå g(
) çàìåòíî óæå â îáëàñòè ìà�ëûõ 
. Ïðè çíà÷åíèÿõ �, áëèçêèõ ê åäèíèöå, âåðîÿò�íîñòü èîíèçàöèè ñèëüíî âîçðàñòàåò äàæå ïðè 
 . 1.Óðàâíåíèÿ (4)�(6) ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü âñå âå�ëè÷èíû, âõîäÿùèå â êâàçèêëàññè÷åñêèå �îðìóëû(3), (10) äëÿ wi(p), â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî èìïóëüñàE(t) è ïðè ëþáîì çíà÷åíèè 
, ÷òî îòêðûâàåò âîçìîæ�íîñòü äåòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ òåîðèè ìíîãî�îòîííîé7) Çäåñü � ñîâïàäàåò ñ øèðèíîé îãèáàþùåé íà ïîëîâèíå ååâûñîòû. Â ñëó÷àå ïîëÿ (40) ýòà âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò 2:35�.8) Ñ ðîñòîì � îáëàñòü óñòàíîâëåíèÿ ýòîé àñèìïòîòèêè îòî�äâèãàåòñÿ â ñòîðîíó âñå áîëüøèõ çíà÷åíèé 
, è ïðè � = 1èìååì f(
) = ln 2
 � 1=2 + : : :324



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâ â ïîëå : : :

01
23

3 7 11 15 19

f 5321
2010� =1


�èñ. 7. Ôóíêöèÿ f(
; �) äëÿ èìïóëüñà ñ ëîðåíöå-âîé îãèáàþùåé (42). Êðèâûì (ñíèçó ââåðõ) îòâå÷à-þò çíà÷åíèÿ � = 1, 2, 2.5, 3, 4, 5, 6.67, 10, 20 è 1(ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ñâåò)

1086420

1.0
0.20.40.60.8 � = 0
g

0.9
�èñ. 8. Ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîãî ïîëÿ (27). Çíà÷åíèÿïàðàìåòðà � = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 0.7, 0.8 è 0.9äëÿ êðèâûõ ñâåðõó âíèçèîíèçàöèè ñ ýêñïåðèìåíòîì â îáëàñòè ñèëüíûõ ïî�ëåé è óëüòðàêîðîòêèõ èìïóëüñîâ.5. Î ÒÓÍÍÅËÜÍÎÉ ÈÍÒÅ�ÔÅ�ÅÍÖÈÈ ÂÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÑÏÅÊÒ�ÅÑóùåñòâóåò èíòåð�åðåíöèîííûé ý��åêò â ýíåð�ãåòè÷åñêîì ñïåêòðå �îòîýëåêòðîíîâ, êîòîðûé (â ñëó�÷àå ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ)áûë îòìå÷åí â [6℄ è íåäàâíî èññëåäîâàí ýêñïåðèìåí�

òàëüíî [28; 29℄ (â ýòèõ ðàáîòàõ îí áûë íàçâàí ¾òóí�íåëüíîé èíòåð�åðåíöèåé¿). Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêî�ãî ïîëÿ (1), äëÿ êîòîðîãî '(t + T=2) = �'(t), óðàâ�íåíèå äëÿ ïåðåâàëüíûõ òî÷åê â êîìïëåêñíîé ïëîñ�êîñòè t (èëè äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà â ÌÌÂ),p2(tk) = 0�pk + F! tkZ0 '(t)dt1A2 + p2? = ��2; (43)èìååò ðåøåíèÿtk � !t0k = k� + i� �
q1 + q2? + i
qk� : (44)Çäåñü k = 0;�1;�2; : : : , q = p=�, p � èìïóëüñ ýëåê�òðîíà íà âûõîäå èç-ïîä áàðüåðà, �(z) � �óíêöèÿ,ââåäåííàÿ â (5), (6), è ïðèíÿòî T = 2�. Ïðè p� � èäëÿ k = 0 èìååì�(
;p) = �it0 = �0 + 12�1q2? + �2q2k ++ i��1 � �2q2? � �3q2k� qk +O(q4); (45)ãäå �0 = �(
) � ¾íà÷àëüíûé ìîìåíò¿ ïîäáàðüåðíîãîäâèæåíèÿ ýëåêòðîíà è�n(
) = (�1)n+1n! 
n dn�(
)d
n ; n � 1: (450)Àìïëèòóäà Ak ïåðåõîäà ýëåêòðîíà èç ñâÿçàííîãîñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïðå�äåëÿåòñÿ �óíêöèåé äåéñòâèÿ S, âû÷èñëåííîé âäîëüïóòè îò òî÷êè tk äî âåùåñòâåííîé îñè âðåìåíè (ïî�ñëå ÷åãî ImS(t) óæå íå ìåíÿåòñÿ). Êàê âèäíî èç(45), ïðè pk 6= 0 íà÷àëüíàÿ òî÷êà t0 ñìåùàåòñÿ ñìíèìîé îñè âðåìåíè è àíàëîãè÷íî ñäâèãàþòñÿ òàê�æå è äðóãèå ñåäëîâûå òî÷êè tk. Ïðè ýòîì ìåæäóàìïëèòóäàìè Ak è Ak+1, îòâå÷àþùèìè òî÷êàì tk ètk+1, ðàñïîëîæåííûì â ïðåäåëàõ îäíîãî ïåðèîäà ëà�çåðíîãî èçëó÷åíèÿ (íàïðèìåð, A0 è A1), âîçíèêàåòâåùåñòâåííûé ñäâèã �àçû �, êîòîðûé è ïðèâîäèò êèíòåð�åðåíöèè. Ñ ïîìîùüþ ÌÌÂ [7℄ ïîëó÷àåìAk(t) = exp [iSk(t)℄ == exp8<:� i2 tZtk ��2 + p2(t0)� dt09=; ; (46)A2k = exp �2�ik "!!A0;A2k+1 = exp"�i �"! + �!#A2k: (47)325



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001Çäåñü ðàçíîñòü �àç ìåæäó A0 è A2k íàáåãàåò ïðèèçìåíåíèè t âäîëü âåùåñòâåííîé îñè âðåìåíè çà kïåðèîäîâ (" � êâàçèýíåðãèÿ ñèñòåìû â ïåðèîäè÷å�ñêîì ïîëå), à �àçà � âîçíèêàåò ïðè èíòåãðèðîâà�íèè (ïî ìíèìîìó âðåìåíè) ëèíåéíîãî ïî pk ÷ëåíà2pkF!�1h(� 0), âõîäÿùåãî â p2(t0) â (46). Òî÷íåå ãî�âîðÿ, ñîñåäíèå àìïëèòóäû A2k è A2k+1 ïîëó÷àþò �à�çîâûå ìíîæèòåëè exp(�i�=2). Êîãåðåíòíîå ñëîæå�íèå àìïëèòóä Ak ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âåðîÿòíîñòüïåðåõîäà ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé âðåìåíè9) èâîçíèêàåò Æ-�óíêöèÿ, âûðàæàþùàÿ çàêîí ñîõðàíå�íèÿ ýíåðãèè ïðè n-�îòîííîì ïîãëîùåíèè. Ñóììè�ðóÿ âêëàäû îò 2N òî÷åê ïåðåâàëà (çà N ïåðèîäîâïîëÿ), ïåðåõîäèì ïðè N !1 ê âåðîÿòíîñòè èîíèçà�öèè â åäèíèöó âðåìåíè (ñì. (Á.7) è ðàáîòû [30�33℄):w = !� Xn>� Z dp(2�)3 [1 + (�1)n 
os�℄wi(p)�� Æ p22 � (n� �)!! (48)(ëèíåéíûé ðåæèì Wi / t, ñïðàâåäëèâûé íà âðå�ìåíàõ !�1 � t � 1=w). Ïðè ýòîì wi(p) = jA0j2îòíîñèòñÿ ê îäèíî÷íîìó èìïóëüñó è äàåòñÿ �îðìó�ëîé (3).Â ñëó÷àå èîíèçàöèè àòîìíîãî s-óðîâíÿ èìïóëüñ�íûé ñïåêòð ïðè n-�îòîííîì ïîãëîùåíèè ïðèíèìàåòâèä w(pn)! w(pn) [1 + (�1)n 
os�(pn)℄ =2; (49)ãäå pn = p2!(n� �), � � ïîðîã �îòîèîíèçàöèè(Â.9), âåðîÿòíîñòü ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè w(p)îïðåäåëåíà â (3) èëè (10), �àçà îñöèëëÿöèé ðàâíà�(pn) = �2pkF �A(
) +O(p2=�2)� ; (50)A = 2
�2 �0(
)Z0 h(�)d� == 1� 14a2
2 + : : : (
 ! 0); (51)à �óíêöèÿ h(�) îïðåäåëåíà â (5). Â ÷àñòíîñòè, äëÿìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ëàçåðíîãî ñâåòà h(�) = sh � è�0 = ar
sh 
, îòêóäà [6℄A(
) = 2
�2(
h �0 � 1) = 21 +p1 + 
2 (52)9) Äëÿ îäèíî÷íîãî èìïóëüñà âèäà 1=
h2t èëè exp(�t2) ìîæ�íî îïðåäåëèòü òîëüêî ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè çà âñåâðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà.

2 4 6 8 1000.20.40.60.81.0


0.5 0.250.1 � = 00.75�èñ. 9. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè A(
), îïðåäåëÿþùåé�àçó îñöèëëÿöèé, îò ïàðàìåòðà Êåëäûøà äëÿ ïåðè-îäè÷åñêîãî ïîëÿ (27). Êðèâûì (ñâåðõó âíèç) îòâå-÷àþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà àíãàðìîíè÷íîñòè � = 0,0.1, 0.25, 0.5 è 0.75(ñì. êðèâóþ äëÿ � = 0 íà ðèñ. 9). Õàðàêòåðíàÿ âå�ëè÷èíà �àçû îñöèëëÿöèé ñîñòàâëÿåò � � �2pk=F �� 1=
p� ïðè ìàëûõ 
 è � � �p=! � pK0= ln 2
ïðè 
 � 1, ïîýòîìó äàæå â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ÷èñëîîñöèëëÿöèé äîñòàòî÷íî âåëèêî (ïîñêîëüêó K0 � 1).Ñ ïîìîùüþ (51) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ âèäà'(t) = 1= 
h2 t è (1 + t2)�3=2 ñîîòâåòñòâåííî èìååìA(
) = ln �1 + 
2�
2 è 21 + 
2 +p1 + 
2 (53)(â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðè 
 & pK0 �àçà � ñòàíîâèòñÿ ïî�ðÿäêà åäèíèöû). Íàêîíåö, äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîëÿ(27) h(�) = p�1 ar
th(p sh �) èA(
) = 2p
2 th p
Z0 ar
thxpx2 + p2 dx; p = 2p�1� � (54)(ïðè � = 0 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê (52)). Êàê âèäíî èçðèñ. 9, ñ ðîñòîì àíãàðìîíè÷íîñòè èçëó÷åíèÿ �àçàîñöèëëÿöèé áûñòðî óìåíüøàåòñÿ äàæå ïðè ñðàâíè�òåëüíî íåáîëüøèõ 
 < 1.Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ïîëó÷àåòñÿ ïðè èíòåãðè�ðîâàíèè âûðàæåíèé (3), (49) ïî óãëàì âûëåòà �î�òîýëåêòðîíà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî àìïëèòóäà îñöèëëè�ðóþùåãî ñëàãàåìîãî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ, ñì.�îðìóëû (Á.14), (Á.15). Ýòî íàõîäèòñÿ â êà÷åñòâåí�íîì ñîãëàñèè ñ ðèñ. 1 èç ðàáîòû [28℄, ñì. ïðàâóþâåðõíþþ ÷àñòü óêàçàííîãî ðèñóíêà, îòíîñÿùóþñÿ êñëó÷àþ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ. Îòìåòèì,326



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâ â ïîëå : : :÷òî ïðè ' = 
os t áûë òàêæå âû÷èñëåí [16℄ è êóáè�÷åñêèé ïî èìïóëüñó ÷ëåí â ðàçëîæåíèè �àçû îñöèë�ëÿöèé � (ïðè âñåõ 
).Èíòåð�åðåíöèîííûé ý��åêò â èìïóëüñíîì ñïåê�òðå �îòîýëåêòðîíîâ, âîçíèêàþùèé ïðè ñëîæåíèèàìïëèòóä Ak, âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, ðàññìàòðèâàë�ñÿ (â òåîðèè ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè àòîìîâ) âðàáîòå [6℄, ñì. òàì �îðìóëó (53), à òàêæå ðàçä. 8â [16℄. Â èíîé �èçè÷åñêîé ñèòóàöèè (è ïðè äðóãîìçàêîíå äèñïåðñèè "(p)) àíàëîãè÷íûå ÿâëåíèÿ âñòðå�÷àþòñÿ â òåîðèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïðîáîÿ ïîëóïðîâîä�íèêîâ [32℄, â òåîðèè ðîæäåíèÿ ïàð çàðÿæåííûõ áîçî�íîâ è �åðìèîíîâ èç âàêóóìà ïîä äåéñòâèåì ïåðåìåí�íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [30; 31℄, à òàêæå â çàäà÷å îðåçîíàíñíîì âîçáóæäåíèè àòîìíûõ óðîâíåé â ñèëü�íîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (â äâóõóðîâíåâîì ïðè�áëèæåíèè [33℄). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðîöåññ îáðàçîâà�íèÿ e+e�-ïàð èç âàêóóìà â ñèëüíîì ýëåêòðè÷åñêîìïîëå, ðàññìàòðèâàâøèéñÿ ðàíåå â ÷èñòî òåîðåòè÷å�ñêîì àñïåêòå [30; 31; 34�38℄, âíîâü ïðèâëåêàåò ê ñåáåâíèìàíèå â ñâÿçè ñ ðàçðàáàòûâàåìûìè ïðîåêòàìèñîçäàíèÿ ðåíòãåíîâñêèõ ëàçåðîâ íà ñâîáîäíûõ ýëåê�òðîíàõ íà îñíîâå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîãî êîëëàéäå�ðà TESLA, à òàêæå â SLAC [39℄.6. ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ ÎÁ ÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÈ�àçîáðàííûå âûøå ïðèìåðû èìïóëüñíûõ ïîëåéïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü âîïðîñ îá îáëàñòè ïðèìåíè�ìîñòè àäèàáàòè÷åñêîãî (
 � 1) ïðèáëèæåíèÿ â òåî�ðèè ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè. Ïîñëå ìàñøòàáèðî�âàíèÿ t! pa2t (ñì. ðàçä. 4) ïîëó÷àåìg(
) = 1� 110~
2 + ~g4~
4 + : : : ;~g4 = 10a22 � a4280a22 ; ~
 = pa2 
; (55)ãäå a2 è a4 � êîý��èöèåíòû â (7), è àíàëîãè÷íûåðàçëîæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ b1(
) è b2(
) èì�ïóëüñíîãî ñïåêòðà.Çàâèñèìîñòü îò êîíêðåòíîãî âèäà èìïóëüñà '(t)íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ çäåñü â ÷ëåíàõ ïîðÿäêà 
4.Êîý��èöèåíòû ~g4 (â îòëè÷èå îò g4) çàâèñÿò òîëüêîîò �îðìû èìïóëüñà, íî íå îò åãî äëèòåëüíîñòè, è âîâñåõ ðàññìîòðåííûõ íàìè ñëó÷àÿõ ÷èñëåííî ìàëû,ñì. òàáëèöó. Òàê, äëÿ (14) è (23) èìååì ñîîòâåòñòâåí�íî ~g4 = 1280 �7� 3��1� è 1168 �5� ��1� ; (56)

â ñëó÷àå ïîëÿ (40) ýòîò êîý��èöèåíò ìåíÿåòñÿ îò0.025 äî 0.032 ïðè 0 < � < 1, à äëÿ (42) � îò0.014 äî 0.032. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îáëàñòüïðèìåíèìîñòè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (çàâå�äîìî ñïðàâåäëèâîãî ïðè 
 � 1), êàê ïðàâèëî, ¾çà�òÿãèâàåòñÿ¿ âïëîòü äî çíà÷åíèé 
 & 1, òàê ÷òî ïðè
 � 1 ñèòóàöèÿ áëèæå ê òóííåëüíîé, ÷åì ê ìíîãî��îòîííîé. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ è ðåçóëüòàòàìè ÷èñ�ëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 1 è 4, íàêîòîðûõ êðèâûå äëÿ ðàçëè÷íûõ èìïóëüñîâ âåñüìàáëèçêè äðóã ê äðóãó â îáëàñòè 
 � 2�3.Îòìåòèì åùå, ÷òî àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâgn (è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè àäèàáàòè÷åñêèõ ðàçëîæå�íèé (8), (80) è (800)) îïðåäåëÿþòñÿ áëèæàéøåé îñî�áåííîñòüþ �óíêöèè �(z). Åñëè�(z) � A(z2 + a2)��; z ! �ia; (57)òî ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ(1� z)�� =Xn �(n+ �)n!�(�) zn;èìååì10) ïðè n!1gn � 3A4�(�)n��3a�2(n+�); n!1: (58)Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ �(z) == (1+ z2)1=2, ò. å. A = a = 1, � = 1=2, è àñèìïòîòèêà(58) ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàçëîæåíèåì òî÷íûõ êîý��èöè�åíòîâ (36):fn = 23gn = 12p� n�5=2"1� 178n +O 1n2!#: (59)Àíàëîãè÷íî, äëÿ èìïóëüñà (14) ïàðàìåòðû â (58)ðàâíû � = �; a = p��(�� 1=2)2�(�) : (60)Â îáîèõ ñëó÷àÿõ áëèæàéøèìè ê íóëþ îñîáåííîñòÿ�ìè �óíêöèè g(
) ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûå òî÷êè âåòâëå�íèÿ. Òàê, äëÿ �óíêöèè Êåëäûøà (11) èìååìg(
) = 32
 f(
) = 
0 + 
1(1 + 
2) ++ (1 + 
2)3=2 + : : : ; 
 ! �i(
0 è 
1 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû), ÷òî â òî÷íîñòè ñî�îòâåòñòâóåò (59).10) Çà èñêëþ÷åíèåì � = 0;�1;�2; : : : ; êîãäà �(z) èìååò îñî�áåííîñòü ëîãàðè�ìè÷åñêîãî òèïà. Ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìó�ëû ìîæíî íàéòè â [40; 41℄.327



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 20017. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÑäåëàåì íåñêîëüêî çàêëþ÷èòåëüíûõ çàìå÷àíèé.à) Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöûâ îäíîðîäíîì ïîëå (1) ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâà�íû àíàëèòè÷åñêè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü (â êâàçè�êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè) äëÿ âåðîÿòíîñòè èîíè�çàöèè àòîìíîãî óðîâíÿ, Wi, è èìïóëüñíîãî ñïåê�òðà �îòîýëåêòðîíîâ, wi(p), �îðìóëû (3)�(5), â êî�òîðûå âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E(t0) âõîäèò ÷å�ðåç �óíêöèþ �, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðîé ñ�îðìó�ëèðîâàí ïðîñòîé àëãîðèòì. Ïîñëå ýòîãî âåðîÿòíîñòüèîíèçàöèè ìîæíî âû÷èñëèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èì�ïóëüñà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ïðèìåíèìîñòèêâàçèêëàññèêè, à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ � ïîëó÷èòü ðå�øåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.á) Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü �óíêöèé, îïðåäåëÿ�þùèõ wi(p), îò �îðìû ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Ïîêàçà�íî, ÷òî êîý��èöèåíòû 
1;2(
) èìïóëüñíîãî ñïåêòðàïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò äëèòåëüíîñòè óëüòðàêî�ðîòêîãî èìïóëüñà (40), åñëè îí îõâàòûâàåò íå ìåíååòðåõ îïòè÷åñêèõ ïåðèîäîâ.â) �àññìîòðåí ý��åêò òóííåëüíîé èíòåð�åðåí�öèè â ïåðèîäè÷åñêîì ëàçåðíîì ïîëå, ïðèâîäÿùèé êáûñòðûì îñöèëëÿöèÿì â ýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå �î�òîýëåêòðîíîâ.ã) Ïîëó÷åííûå âûøå �îðìóëû îòíîñÿòñÿ ê èîíè�çàöèè ñèñòåì, ñâÿçàííûõ êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ñè�ëàìè (èîíû H�, He� è ò. ä.). Êàê ïîêàçàíî â [9; 42℄,ó÷åò êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âûëåòàþ�ùèì ýëåêòðîíîì è àòîìíûì êîðîì ìîæåò áûòü ïðî�âåäåí â ðàìêàõ êâàçèêëàññè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùå�íèé ïî êóëîíîâñêîìó ïîòåíöèàëó, ÷òî ïðèâîäèò êïîÿâëåíèþ (áîëüøîãî ïî âåëè÷èíå) ïðåäýêñïîíåíöè�àëüíîãî ìíîæèòåëÿ â âûðàæåíèè äëÿ ñêîðîñòè èîíè�çàöèè àòîìíîãî óðîâíÿ. Ïîñêîëüêó �îðìà èìïóëüñ�íûõ ñïåêòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì �àêòîðàìè,ñòîÿùèìè â ýêñïîíåíòå, òî ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáî�òû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ íå òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ ïðî�öåññà èîíèçàöèè îòðèöàòåëüíûõ èîíîâ òèïà H�, íîè â ñëó÷àå íåéòðàëüíûõ àòîìîâ (âî âñÿêîì ñëó÷àå,â îáëàñòè 
 . 1).ä) Âûøå íàìè áûëî íàëîæåíî óñëîâèå '(�t) == '(t), êîòîðîå �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî '(t) � âå�ùåñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ t2, áëèæàéøàÿîñîáåííîñòü êîòîðîé íà ïîëóîñè �1 < t2 < 0 íàõî�äèòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò t = 0 (èëè âîîáùåíå èìååò îñîáåííîñòåé â êîíå÷íîé ÷àñòè t-ïëîñêîñòè,êàê â ñëó÷àå ' = 
os t � 
hp�t2 èëè exp (�t2)). Ýòî�ìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò âñå ðàññìîòðåííûå âûøå�óíêöèè, à òàêæå '(t) = [(t2+a2)(t2+b2)℄�1, 
n(t; q)è ìíîæåñòâî äðóãèõ.

Åñëè äàííîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íåóäàåòñÿ ïîëíîñòüþ èçãíàòü ìíèìîñòè èç óðàâíåíèéïîäáàðüåðíîãî äâèæåíèÿ, è �îðìóëû óñëîæíÿþòñÿ.Îäíàêî ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè Wi ìîæíîïðîâåñòè ìåòîäîì ïåðåâàëà, îïðåäåëÿÿ ñåäëîâûåòî÷êè �óíêöèè äåéñòâèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Òàêèì ïóòåì â [3℄ áûëè ðàññìîòðåíû èìïóëüñ�íûå ïîëÿ '(t) = 33=2 sh t=2 
h3 t è t exp [(1� t2)=2℄(solitonlike one-
y
le pulse è Gaussian one-
y
lepulse, ñîãëàñíî [3℄), äëÿ êîòîðûõ '(�t) = �'(t)è J = 0; ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè ïîäîáðàíû çäåñüòàê, ÷òîáû â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà j'(tm)j = 1. Âýòèõ ñëó÷àÿõ ïðåäñêàçûâàþòñÿ òàêæå îñöèëëÿöèè âñïåêòðå �îòîýëåêòðîíîâ, îáÿçàííûå èíòåð�åðåíöèèäâóõ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè t(è ñ ðàâíûìè çíà÷åíèÿìè ImS) òî÷åê ïåðåâàëà �ñèòóàöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ ðàññìîòðåííîé â ðàçä. 5 äëÿïåðèîäè÷åñêîãî ïîëÿ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëåé âèäà'(t) = 1= 
h2 t è 1=(1 + t2) ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [3℄è [9; 10℄ ýêñïîíåíöèàëüíûå �àêòîðû â âåðîÿòíîñòèWi ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò â ïðåäåëàõ òî÷íîñòèñàìîãî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.Àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàð�íîñòü Ë. Â. Êåëäûøó çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå íàíà÷àëüíîé ñòàäèè äàííîé ðàáîòû, èí�îðìàöèþ îñòàòüå [3℄ è îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ,Ë. Á. Îêóíþ çà óêàçàíèå íà ðàáîòó [39℄, Ñ. Ï. �î�ðåñëàâñêîìó, Â. Ä. Ìóðó è Ñ. Â. Ïîïðóæåíêî çàîáñóæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ â õîäå ðàáîòû èóêàçàíèå íà ñòàòüè [25�29℄, Ñ. �. Ïîçäíÿêîâó çà ïðî�âåäåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, à òàêæå Â. À. �àíè èÌ. Í. Ìàðêèíîé çà ïîìîùü ïðè î�îðìëåíèè ðóêî�ïèñè.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �îññèéñêèì�îíäîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò01-02-16850). Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ A�àçëîæåíèÿ ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ 
Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (5), èìååìh(�) = 1Xn=0 a2n(2n+ 1)!�2n+1 = z; a0 = 1: (À.1)Îòñþäà, èñïîëüçóÿ �îðìóëû äëÿ îáðàùåíèÿ ñòåïåí�íîãî ðÿäà [27; 43℄, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå � ïî ñòåïå�328



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâ â ïîëå : : :íÿì z, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåça2k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,�(z) = 1Xn=0(�1)n �n(2n+ 1)!z2n+1: (À.2)Ñðàâíåíèå ýòèõ âûðàæåíèé äàåò �îðìóëû (70). Äâàñëåäóþùèõ êîý��èöèåíòà ðàâíû�3 = a6 � 56a4a2 + 280a32;�4 = �a8 + 120a6a2 + 126a24 � 4620a4a22 + 15400a42(À.3)(ïîëüçóÿñü äàííûìè â [43℄ �îðìóëàìè, ìîæíî âû�ïèñàòü â ÿâíîì âèäå òàêæå êîý��èöèåíòû �5 è �6äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ '(t), îäíàêî ýòè âûðàæåíèÿÿâëÿþòñÿ óæå âåñüìà ãðîìîçäêèìè).Èòàê, ïðè z ! 0 èìååì ðàçëîæåíèå�(z) = 1� 12a2z2 + 512 �a22 � 0:1a4� z4 �� 718 �a32 � 15a2a4 + 1280a6� z6 + : : : ; (À.4)ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî â (4) äàåò ðàçëîæåíèÿ g(
) èêîý��èöèåíòîâ b1;2(
) èìïóëüñíîãî ñïåêòðà â àäèà�áàòè÷åñêîé îáëàñòè.Ïðèâåäåì åùå ñâîäêó àñèìïòîòèê (
 ! 1) äëÿ�óíêöèé f; 
1 è 
2 â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè ìîãóòáûòü ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèåì òî÷íûõ �îðìóë òèïà(11) èëè (12).Äëÿ '(t) = 
os t, î÷åâèäíî, �s =1 èf(
) = ln 2
 � 12 + ln2
2
2 + : : : ;
1 = ln 2
 � 1 + 34
2 ; 
2 = ln 2
 + 14
2 + : : : (À.5)(çäåñü îïóùåíû ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå 
�4), äëÿ'(t) = 1=
h2t (¾ñîëèòîí¿) èìååì �s = �=2,f(
) = �2 � 2
�1 + �2
2 � 23
3 + : : : ;
1 = �2 � 2
�1 +O(
�3);
2 = �2 � 
�1 + : : : ; (À.6)äëÿ '(t) = 1= 
h tf(
) = �2 � �38
2 + 4
�1e�
 + : : : ;
1 � 
2 = �2 +O(e�
); (À.7)

äëÿ '(t) = (1 + t2)�3=2f(
) = 1� (ln 2
 � 1=2)
�2 +O(
�4);
1 = 1� 32
2 + : : : ; 
2 = 1� 12
2 + : : : ; (À.8)äëÿ ëîðåíöåâñêîãî èìïóëüñà, '(t) = (1 + t2)�1,f(
) = 1� �212
2 + 2
�1e�2
 + : : : ;
1 � 
2 = 1+ O(e�2
) (À.9)è, íàêîíåö, äëÿ ãàóññèàíà '(t) = exp(�t2=2) ïîëó÷à�åì f(
) =p2 ln 
 + ln ln 
p2 ln 
 + : : : ==p2 ln(
 ln 
) + : : : ;
1(
) � 
2(
) �p2 ln 
: (À.10)Èòàê, äëÿ ïîëåé òèïà (14), (23)lim
!1 �(
) = lim
!1 f(
) = �s; (À.11)ãäå ts = i�s � áëèæàéøàÿ ê âåùåñòâåííîé îñè îñî�áàÿ òî÷êà �óíêöèè ïîëÿ '(t), ïðè÷åì âûõîä íà ýòîòïðåäåë òåì áîëåå ìåäëåííûé, ÷åì áîëüøå ïîêàçà�òåëü �. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÁÍåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå �îðìóëûà) Ôóíêöèÿ w(x), èëè èíòåãðàë Äîñîíà, îïðåäå�ëÿåòñÿ êàê [24; 44℄w(x) = exp (�x2) xZ0 exp (t2)dt == p�2i erf(ix) exp (�x2); (Á.1)èìååò ðàçëîæåíèÿw(x) ==8>>><>>>: x� 23x3 + 415x5 � : : : ; x! 0;12x�1 + 14x�3 + 38x�5 + : : : ; x!1 (Á.2)è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ðàâíîãî 0.54104 ïðèxm = 0:9241 : : : Îòìåòèì ñîîòíîøåíèåw(n)(x) = (�1)n [Hn(x)w(x) � pn�1(x)℄ ;n = 1; 2; : : : ; (Á.3)329



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001ãäå pn�1(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè n�1: p1 = 1, p2 = 2x,p3 = 4x2� 2x� 2 è ò. ä., à Hn(x) � ïîëèíîì Ýðìèòà.á) �àññìîòðèì �óíêöèþ (39). Ïðè 0 � 
 � 1 îíàìîíîòîííî óáûâàåò ïðè t > 0, ïðè 
 > 1 ó íåå ïî�ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìû (�t1) è ìàêñèìóìû (�t2), ïðè�÷åì t21 = = 1 � p1� 
�1, t22 = 1 + p1� 
�1. Ñ ðîñ�òîì êîíñòàíòû 
 âûñîòà ìàêñèìóìîâ óâåëè÷èâàåòñÿ,è '(�t2) = '(0) = 1 ïðè 
 = 
� = 1:5441 : : : . Åñëè
 > 
�, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿäîñòèãàåòñÿ óæå íå â íóëå, à ïðè t = �t2. Øòðèõî�âûå êðèâûå íà ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóþò 
 = 1 è 
�, àêðèâàÿ 3 � çíà÷åíèþ 
 = 0 (ãàóññèàí). Ó÷èòûâàÿ,÷òîh(�) = �Z0 et2(1 + 
t4)dt = �1 + 
 �2��2� �Z0 e�t2dt�������=1 ;�Z0 exp (�t2)dt = 1p�w �p��� exp (��2) (Á.4)è ïðèìåíÿÿ (Á.3), ïîëó÷àåì â èòîãåh(�) = ��1 + 34
�w(�) + 
��2 � 12� � 14���� exp (�2); (Á.5)÷òî îïðåäåëÿåò �óíêöèè �(z) è g(
) äëÿ èìïóëüñàâèäà (39).â) Ôîðìà óëüòðàêîðîòêîãî èìïóëüñà '(t), îòâå�÷àþùåãî àíçàöó (31), ìîæåò áûòü çàäàíà â ïàðàìåò�ðè÷åñêîì âèäå:' = (1 + �2)��; t = �Z0 (1 + x2)��3=2dx;0 < � <1; (Á.6)îòêóäà ëåãêî ñëåäóþò ðàçëîæåíèÿ (33) è (330), à ïðè� = 1=2; 1 è 3=2 � è ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ '(t), ïðè�âåäåííûå âûøå â ðàçä. 3.ã) Ïðè âûâîäå �îðìóëû (48) èñïîëüçóåòñÿ ñîîò�íîøåíèålimN!1 1NT �����2N�1Xk=0 Ak�����2 = jA0j2 �� limN!1 1NT �����2N�1Xk=0 exp��i[k�+ (�1)k� ℄	�����2 == !jA0j2 1Xn=�1[1 + (�1)n 
os 2�℄Æ(�� n�) (Á.7)

è òî, ÷òî jAk j = jA0j ïðè âñåõ k â ñèëó óñëîâèÿ'(t+T=2) = �'(t). Â íàøåì ñëó÷àå � = �=2, ñì. (50),è 2� = 12 TZ0 [�2+p2(t0)℄dt0 = �! (p2k+p2?+2!�);��n� = �!"12p2�(n��)!# = �2! (p2�p2n); (Á.8)ãäå � � ïîðîã �îòîèîíèçàöèè; íàïðèìåð,� = K00�1 + 12
2 Xk�1 f2kk21A ; (Á.9)åñëè '(t) =Pk fk 
os kt. Ïðåâûøåíèå � íàä ïàðàìåò�ðîì ìíîãîêâàíòîâîñòèK0 ñâÿçàíî ñ ýíåðãèåé êîëåáà�òåëüíîãî äâèæåíèÿ âûëåòàþùåãî ýëåêòðîíà â ïîëåâîëíû.ä) Ïðè èíòåãðèðîâàíèè (49) ïî óãëàì âûëåòà �î�òîýëåêòðîíîâ âñòðå÷àþòñÿ èíòåãðàëû äâóõ òèïîâ:12 �Z0 expf�(a sin2 � + b 
os2 �)g sin � d� == e�bw(pa� b)pa� b ; (Á.10)ãäå a = 
2p2n=!, b = 
1p2n=!, a > b (ñì. (10), (11)) èw(x) � �óíêöèÿ Äîñîíà (Á.1), à òàêæå åå îáîáùåíèåw(x; �) == e�x2 xZ0 et2 
os 2�t dt = Re �e2i�x w(x+i�)� (Á.11)(çäåñü x; � � âåùåñòâåííûå, � = A(
)�2pn=2F ): Ïîä�ñòàíîâêà t = xp1� s äàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëå�íèåw(x; �) == 12x 1Z0 e�sx2 
os �2�xp1�s � (1�s)�1=2ds; (Á.12)îòêóäàw(x; �) = x� 23(1 + �2)x3 +O(x5); x! 0; (Á.13)w = 12x"
os 2�x+ �x sin 2�x++ 1� 2�22x2 
os 2�x+ : : :#; x!1; (Á.14)330



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 2 (8), 2001 Ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâ â ïîëå : : :à â ñëó÷àå � � px2 + �2 !1w(x; �) = x 
os 2�x+ � sin 2� x2(x2 + �2) +O(��3): (Á.15)Òàêèì îáðàçîì, ýòà �óíêöèÿ áûñòðî îñöèëëèðó�åò è óáûâàåò ïðè �x � 1, ÷òî îáúÿñíÿåò çíà÷è�òåëüíîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé â ýíåð�ãåòè÷åñêîì ñïåêòðå ýëåêòðîíîâ [28℄ ïî ñðàâíåíèþ ñ�îðìóëîé (49), â êîòîðîé ýòà àìïëèòóäà äîñòèãàåò100%. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÂÀñèìïòîòèêà �óíêöèè f(
) ïðè 
!1Èñïîëüçóÿ [24; 27℄, ïîëó÷àåìF ��; 12 ; 32; �2� ==8>>>>>>><>>>>>>>: ar
th �=�; � = 1;(1� �2)�1=2; � = 3=2;�ar
th � + �=(1� �2)� =2�; � = 2;�1� 23�2� (1� �2)�3=2; � = 5=2 (Â.1)è äàëåå ïî ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþF ��+ 1; 12 ; 32; �2� = 12� �� �(1� �2)�� + (2�� 1)F ��; 12 ; 32; �2�� : (Â.2)Ïðè ïðîèçâîëüíîì � > 1 è x! 1F ��; 12 ; 32;x� = [2(�� 1)(1� x)��1℄�1 + : : : ;ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ h(�0) = 
 íåïîñðåäñòâåííîâûòåêàåò (16) äëÿ íà÷àëüíîãî ¾ìîìåíòà âðåìåíè¿�0(
).Ôóíêöèÿ �(z) èìååò àñèìïòîòèêó (150) ïðèz ! 1. Åñëè â (14) ïîêàçàòåëü � < 3=2, òî�=(�� 1) > 3 èf(
) = �s � a
�2 + : : : ; a = 1Z0 �(z)z2dz;
 !1 (Â.3)(íàïðèìåð, �s = 1 è a = �2=12 â ñëó÷àå � = 1), àòàêæå 
1(
) = �s � � 
1
�� + : : : ;
2(
) = �s � (�� 1)
1
�� + : : : ; (Â.4)

ãäå �(z) � 
1 z��=(��1) è � = 1=(�� 1) > 2. Îòñþäàñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà (17).Åñëè � = 3=2, òî �(z) / z�3 è èíòåãðàë (Â.3) ëî�ãàðè�ìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ íà âåðõíåì ïðåäåëå. Åñòå�ñòâåííî, ÷òî çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ ïîïðàâêà, ïðîïîðöèî�íàëüíàÿ ln 
=
2 (ñì. (À.8)). Íàêîíåö, ïðè � > 3=2�(
) = �s � k
�� + : : : ;f(
) = �s � k1
�� + : : : ; (Â.5)ïðè÷åì � = 1�� 1 < 2;k = 2�� 22�� 3 [2�(� � 1)℄�1=(��1); (Â.6)E1 = 2(�� 1)2�� 3 k:Òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèëè àñèìïòîòèêó f(
) ïðè
 ! 1 äëÿ èìïóëüñà (14) è óñòàíîâèëè åå ñâÿçü ñáëèæàéøåé îñîáåííîñòüþ �óíêöèè '(t), çàäàþùåé�îðìó èìïóëüñà, â êîìïëåêñíîé t-ïëîñêîñòè. Ïåðå�õîä îò (14) ê îáùåìó ñëó÷àþ ñòåïåííîé îñîáåííîñòè,'(t) � (1 + t2=�2s )��; t! i�s; (Â.7)îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé ñêåéëèí�ãà (26).Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, 
 ! 0, âûñøèå ïî�ðÿäêè àäèàáàòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (8) è èõ ðàäèóññõîäèìîñòè çàâèñÿò îò áëèæàéøåé ê íóëþ îñîáåííî�ñòè �óíêöèè �(z). Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêèåñâîéñòâà �óíêöèé � è ' ïðîÿâëÿþòñÿ â îáëàñòè ñî�îòâåòñòâåííî ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé 
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