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ÓÑÊÎ�ÅÍÍÀß ÑÓÏÅ�ÄÈÔÔÓÇÈß È ÊÎÍÅ×ÍÀß ÑÊÎ�ÎÑÒÜÏÎËÅÒÎÂ ËÅÂÈÂ. Þ. Çàáóðäàåâ, Ê. Â. ×óêáàð *�îññèéñêèé íàó÷íûé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 àâãóñòà 2001 ã.Âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå â äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùåå ïðîöåññ ¾ïåðåêëþ÷åíèÿ¿ ñòîõàñòè÷åñêîãîïåðåíîñà ñ áûñòðîãî ðàñïëûâàíèÿ x / t�, � > 1, íà ïñåâäîâîëíîâîé ðåæèì � = 1 çà ñ÷åò êîíå÷íîñòèñêîðîñòè äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Îáñóæäàþòñÿ êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè íîâîãî ðåæèìà.PACS: 05.40.Fb, 05.60.Cd1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ðàñ�ïëûâàíèÿ â îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäå ìàêðî�ñêîïè÷åñêîãî îáëàêà ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïàññèâíûõ(ò. å. íå âëèÿþùèõ íà ñðåäó) ÷àñòèö, õàðàêòåðèçóå�ìûõ íåêîòîðûì ¾âíóòðåííèì¿ çàêîíîì ñëó÷àéíîãîáëóæäàíèÿ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îòíîñèò ýòîòïðîöåññ ê âåñüìà ïîïóëÿðíîìó â ñîâðåìåííîé �è�çèêå êëàññó ñòîõàñòè÷åñêèõ ïåðåíîñîâ (ñì., íàïðè�ìåð, îáçîðû [1�3℄ èëè íåäàâíèå îðèãèíàëüíûå ñòà�òüè [4�9℄). Â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé áëóæäà�íèÿ íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå ìàêðîñêîïè÷åñêèåóðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ ïëîòíîñòè îáëàêà n(x; t) ìî�ãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò óðàâíåíèé êëàññè�÷åñêîé äè��óçèè (êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â íèõ â êà�÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ) è, êàê ïðàâèëî, âêëþ÷àþòâ ñåáÿ äðîáíûå ïðîèçâîäíûå (ñì. [10℄) ïî ïðîñòðàí�ñòâåííûì è/èëè âðåìåííûì ïåðåìåííûì.Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü áëóæäàíèé çàêëþ÷àåòñÿ âñëåäóþùåì. �àññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíîå äâèæåíèå÷àñòèö ïî ïðÿìîé x (ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ ìûîáñóäèì â êîíöå ñòàòüè), õàðàêòåðèçóåìîå ñëåäóþ�ùèìè âåðîÿòíîñòíûìè çàêîíàìè g(jxj) è f(t): ÷àñòè�öû, íàõîäÿùèåñÿ â ëþáîé òî÷êå (ñêàæåì, x0) ìîãóòñîâåðøàòü ìãíîâåííûé ïåðåñêîê â ñîñåäíèå òî÷êèòàêèì îáðàçîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â èíòåðâàë(x0+x; x0+x+dx) ðàâíà g(x)dx, ïðè÷åì ïðîèñõîäèòýòî ïåðåìåùåíèå ïîñëå íåêîòîðîãî ïðîöåññà îæèäà�íèÿ, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîêèíóòü ñâîå ìåñòîíàõîæ-*E-mail: 
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äåíèå (âñå òî æå x0) â èíòåðâàëå (t; t + dt) (ïîñëåïðèáûòèÿ ñþäà) ðàâíà f(t)dt. Èìåííî ñëó÷àéíîñòüìèêðîñêîïè÷åñêîãî çàêîíà äâèæåíèÿ îòâåòñòâåííàçà ñòîõàñòè÷íîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêðîñêîïè÷å�ñêîãî ïåðåíîñà: â åãî ïðîöåññå ïðîèñõîäèò ¾çàáûâà�íèå¿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ n0(x) = n(x; 0) è âûõîäðàñïðåäåëåíèÿ n(x; t) íà óíèâåðñàëüíûé àâòîìîäåëü�íûé ïðî�èëü (ñì. öèòèðîâàííóþ ëèòåðàòóðó è íè�æå).Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì èññëåäîâàííûì ïðèìåðîìòàêèõ áëóæäàíèé áûëà òîëïà ïüÿíûõ ìàòðîñîâ ñâåñüìà ïðèìèòèâíûìè g è f (ñì. [1℄), íî èçëîæåí�íàÿ ìîäåëü âåñüìà óíèâåðñàëüíà è äîïóñêàåò ñàìûåðàçíûå �èçè÷åñêèå íàïîëíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ âû�êëàäîê. Íàì, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ðåàëüíîé áàçûíàèáîëåå ñèìïàòè÷åí ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ëèíèÿõ âêîðîíàëüíîé ïëàçìå [11, 12℄. Â ýòîì âàðèàíòå ïðîáåãìèêðîñêîïè÷åñêîé ÷àñòèöû (�îòîíà èëè 
-êâàíòà)äî ïîãëîùåíèÿ çàâèñèò îò òîãî, èçëó÷èëàñü ëè îíà(îí) â öåíòðå èëè íà êðûëå ëèíèè, òàê ÷òî g(x) îäíî�çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �îðìîé êîíòóðà ïîñëåäíåé, âòî âðåìÿ êàê f(t) îïèñûâàåò ñïîíòàííûé èçëó÷àòåëü�íûé ðàñïàä âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ èîíà, â êîòî�ðîå òðàíñ�îðìèðóåòñÿ êâàíò ïîñëå ñâîåãî ïîãëîùå�íèÿ. �åàëüíûé ïðîöåññ ëó÷èñòîãî ïåðåíîñà, êîíå÷�íî, ñëîæíåå èçó÷àåìîé ìîäåëè (â ÷àñòíîñòè, îíà òðå�áóåò îäíîðîäíîñòè è ñòàöèîíàðíîñòè ïëàçìåííûõ õà�ðàêòåðèñòèê, íàïðèìåð êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòó�ðû), íî ìíîãèå åãî ÷åðòû îíà âñå æå îõâàòûâàåò.Êîíêðåòíûì âîïðîñîì, ðåøåíèþ êîòîðîãî ïîñâÿ�ùåíà ñòàòüÿ, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âëèÿíèÿ íà ðàñ�299



Â. Þ. Çàáóðäàåâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002ïëûâàíèå ¾îáëàêà¿ âîçáóæäåíèé êîíå÷íîñòè �èêñè�ðîâàííîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö v, ò. å. ó÷åò îò�êëîíåíèÿ îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè. Îäíàêî äëÿ ëó÷�øåãî ïîíèìàíèÿ âîçíèêàþùåé ïðîáëåìàòèêè òðåáó�åòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ñïåöè�èêè ïðîöåññà â êëàñ�ñè÷åñêîé ïîñòàíîâå çàäà÷è, ò. å. ñ v =1. Ìû áóäåìñëåäîâàòü â îñíîâíîì [5℄, õîòÿ ðàññìîòðåíèþ ïîäîá�íûõ âîïðîñîâ ïîñâÿùåíû è äðóãèå ðàáîòû.2. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÎÏÈÑÀÍÈßÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÅ�ÅÍÎÑÀÂàæíûìè âåëè÷èíàìè, îïðåäåëÿþùèìè ðàñïëû�âàíèå îáëàêà ÷àñòèö, ÿâëÿþòñÿ òàêèå õàðàêòåðèñòè�êè ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé �óíêöèé ðàñïðå�äåëåíèÿ êàê ñðåäíèé êâàäðàò ñìåùåíèÿ (äëèíû ïðî�áåãà) è ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿhx2i = +1Z�1 x2g(x) dx; hti = 1Z0 tf(t) dt: (1)Â ñëó÷àå èõ êîíå÷íîñòè ý��åêòèâíîå óðàâíåíèå ïå�ðåíîñà àñèìïòîòè÷åñêè (ò. å. íà ìàêðîñêîïè÷åñêèõâðåìåíàõ t � hti è ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõjxj � phx2i) ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèåäè��óçèè �n�t = D �2n�x2 ; D = hx2i2hti :Â ñëó÷àå æå ðàñõîäèìîñòè ýòèõ âûðàæåíèé (èç�çàíàëè÷èÿ ìåäëåííî óáûâàþùèõ ñòåïåííûõ ¾õâîñòîâ¿ó g è f) ñèòóàöèÿ êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ. Ñëó÷àéhx2i = 1, íàçûâàåìûé ¾ïîëåòàìè Ëåâè¿, ïðèâîäèòê ïðîñòðàíñòâåííîé íåëîêàëüíîñòè ïðîöåññà ïåðå�íîñà (â óðàâíåíèè ïîÿâëÿåòñÿ äðîáíàÿ ñòåïåíü ëà�ïëàñèàíà � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð òèïà ñâåðòêè ñíåêîòîðîé ñòåïåííîé �óíêöèåé x) è áîëåå áûñòðîìóðàñïëûâàíèþ îáëàêà, òîãäà êàê ñëó÷àé ñ hti = 1(äëÿ íåãî èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ëîâóøêè¿) ïîðî�æäàåò âðåìåííóþ íåëîêàëüíîñòü (äðîáíóþ ïðîèç�âîäíóþ ïî âðåìåíè, ïðè÷åì íåñêîëüêî äðóãîãî òè�ïà!) è çàìåäëÿåò ìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå. Â îá�ùåì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà âû�ãëÿäèò êàê �
n�t
 = �K(��)�n; (2)ãäå ïîñòîÿííàÿK è ïîêàçàòåëè 
 � 1, � � 1 ñâÿçàíûñî ñòåïåíÿìè ¾õâîñòîâ¿ f è g, òàê ÷òî õàðàêòåðíàÿøèðèíà îáëàêà n(x; t) ýâîëþöèîíèðóåò ïî çàêîíóx / t�; � = 
2� : (3)

¾Ëèøíèå¿ ìèíóñû ïðè ëàïëàñèàíå ëåãêî îáúÿñíÿþò�ñÿ âèäîì ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàí�ñòâå Ôóðüå, ñì. íèæå.Ñòàíäàðòíàÿ òåðìèíîëîãèÿ õàðàêòåðèçóåò ëþ�áûå ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå (3), âñëó÷àÿõ � > 1=2 è � < 1=2 êàê ñóïåð- è ñóáäè��óçè�îííûå ñîîòâåòñòâåííî1). Ýòà óæå íåîäíîêðàòíî óïî�ìÿíóòàÿ ñòîõàñòè÷íîñòü èëè ¾çàáûâàíèå¿ íà÷àëü�íûõ óñëîâèé çàêëþ÷àåòñÿ çäåñü â ¾íàâÿçûâàíèè¿îáùåìó ðåøåíèþ (2) àâòîìîäåëüíîñòè åãî �óíêöèè�ðèíà G(x; t) = (1=t�)�(x=t�);à èìåííî, êàê òîëüêî õàðàêòåðíàÿ øèðèíà G, óâå�ëè÷èâàþùàÿñÿ ñîãëàñíî (3), íà÷èíàåò ïðåâûøàòüíà÷àëüíûé ðàçìåð îáëàêà (÷àñòî ãîâîðÿò î ¾äîñòà�òî÷íîñòè óäâîåíèÿ ìàñøòàáà â ïðîöåññå ðàñïëûâà�íèÿ¿), ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòèn(x; t) = +1Z�1 n0(x0)G(x � x0; t) dx0 (4)ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå è áîëåå óíèâåðñàëüíûì:n(x; t)jt!1 ! G(x; t) +1Z�1 n0(x0) dx0(ñì. íèæå). Èíûìè ñëîâàìè, àâòîìîäåëüíîñòü, âî�îáùå îáëåã÷àþùàÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ óðàâíåíèéìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, çäåñü ÿâëÿåòñÿ åùå è ¾ïðè�òÿãèâàþùåé¿, ÷òî ñèëüíî óïðîùàåò àíàëèç âîçìîæ�íîãî ïîâåäåíèÿ òàêèõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì. Èíòåðåñ�íî, ÷òî êîíêðåòíûé âèä G (�) çàâèñèò íå îò ïîêàçà�òåëÿ àâòîìîäåëüíîñòè �, à îò � è 
 ïî îòäåëüíîñòè.Èòàê, â äàííîé ìîäåëè çà ñóïåðäè��óçèîííîå ïî�âåäåíèå îòâå÷àþò ïîëåòû Ëåâè2). Âåëè÷èíà � â çàâè�ñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé �èçè÷åñêîé çàäà÷è (íàïðè�ìåð, îò �îðìû êîíòóðà ëèíèè) ìîæåò ïðèíèìàòü1) Íà ñàìîì äåëå ïðè ýòîì íåãëàñíî ïîäðàçóìåâàþòñÿ óïî�ìÿíóòûå âî Ââåäåíèè âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ îäíîðîä�íîñòè �èçè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó âïîëíå îáû÷íûé äè���óçèîííûé ïðîöåññ ñ x � pDt â ñëó÷àå D = D(x; t) ñïîñîáåíîáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå (3) ñ ëþáûì � (÷òî äîñòàòî÷íî ÷àñòîè ïðîèñõîäèò).2) Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî: íàëè÷èå îïåðàòîðà(��)� â óðàâíåíèè ïåðåíîñà äàëåêî íå âñåãäà ñâèäåòåëüñòâó�åò î ñóùåñòâîâàíèè ïîëåòîâ Ëåâè â îïèñûâàåìîì èì �èçè÷å�ñêîì ÿâëåíèè. Òàê, â çàäà÷àõ î ñêèí�ý��åêòå [13℄ èëè ìàêñ�âåëëîâñêîé ðåëàêñàöèè çàðÿäà [14℄ â òîíêèõ ïëåíêàõ âîçíèê�íîâåíèå (��)1=2 ñâÿçàíî ñ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðè÷èíà�ìè, à ìèêðîñêîïè÷åñêèå ÷àñòèöû âîîáùå îòñóòñòâóþò � nòàì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé (ê ïëåíêå) êîìïîíåíòîé ìàãíèòíî�ãî (ýëåêòðè÷åñêîãî) ïîëÿ.300



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002 Óñêîðåííàÿ ñóïåðäè��óçèÿ : : :ëþáûå çíà÷åíèÿ. Íàì çäåñü íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó�÷àé � > 1 (ïðè hti 6= 1 åãî ãðàíèöà ñâÿçàíà ñ ðàñ�õîäèìîñòüþ ñëåäóþùåãî ìîìåíòà g � hjxji), êîãäàðàñïëûâàíèå îáëàêà ïðîèñõîäèò ñ íàðàñòàþùåé ñêî�ðîñòüþ. Óñòîé÷èâîãî òåðìèíà äëÿ åãî îáîçíà÷åíèÿíåò, íî èñïîëüçóåìàÿ â íàçâàíèè ¾óñêîðåííàÿ ñóïåð�äè��óçèÿ¿ âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîé.Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, âñå èçëîæåííîå â ýòîìðàçäåëå ñ ðàçëè÷íûõ ñòîðîí è ñ ðàçëè÷íîé ïîëíî�òîé óæå áûëî èññëåäîâàíî ðàíåå âî ìíîãèõ ðàáîòàõ.Òåì íå ìåíåå ïðàêòè÷åñêè íåçàòðîíóòûì è íåïðî�ÿñíåííûì îñòàëñÿ âîïðîñ, êàñàþùèéñÿ òàêîãî âàæ�íîãî îáîáùåíèÿ ìîäåëè áëóæäàíèé, êàê ó÷åò êîíå÷�íîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö âïðîöåññå ïåðåìåùåíèÿ â ñîñåäíèå òî÷êè, íåñîìíåí�íî ïðèñóùåé ðåàëüíûì �èçè÷åñêèì ñèòóàöèÿì. Äëÿíåäè��óçèîííûõ óðàâíåíèé îí áûë ïîäíÿò ëèøüî÷åíü íåäàâíî â ðàáîòàõ [6, 7℄, è äàëåêî íå ñî âñåìèñäåëàííûìè òàì óòâåðæäåíèÿìè ìîæíî ñîãëàñèòü�ñÿ.3. ÂËÈßÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ ÑÊÎ�ÎÑÒÈÏÎËÅÒÎÂ. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÑÎÎÁ�ÀÆÅÍÈßÍà ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî ñåðüåçíûå âûâîäû îáîæèäàåìûõ ý��åêòàõ ìîæíî ñäåëàòü óæå èç êà�÷åñòâåííîãî àíàëèçà âîçíèêàþùåé íîâîé ñèòóàöèè(ñð. [7℄). Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò îñîçíàòü, ÷òî ìû õî�òèì âûÿâèòü. Î÷åâèäíîå âëèÿíèå êîíå÷íîñòè ñêîðî�ñòè ïîëåòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî �óíêöèÿ �ðè�íà ý��åêòèâíîãî óðàâíåíèÿ (ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñî�áîé, íàïîìíèì, ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè n(x; t)â (2) ïðè n0 = Æ(x), ñì. (4)) òîæäåñòâåííî îáðàùà�åòñÿ â íóëü ïðè jxj > vt. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, êîòî�ðîå ìîæåò áûòü î÷åíü âàæíûì, íàïðèìåð â �èçè�÷åñêèõ çàäà÷àõ, òðåáóþùèõ ñòðîãîãî ó÷åòà ðåëÿòè�âèñòñêîãî ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè, äàëåêî íå âñåãäàñèëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà ïîâåäåíèè îñíîâíîé ãðóïïû÷àñòèö. Â ñëó÷àå � < 1 ãðàíèöà G � 0 äâèæåòñÿ áû�ñòðåå õàðàêòåðíîãî àâòîìîäåëüíîãî ïàðàìåòðà (3),òàê ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè (à óðàâíåíèå òèïà (2) âîîá�ùå èìååò ñìûñë òîëüêî â ýòîì ðåæèìå) �îðìèðóåò�ñÿ ñòàðàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ñ èñêàæåíèåì �(�) ëèøüíà ¾äàëåêèõ¿ õâîñòàõ (ïðè÷åì ãðàíèöà ýòèõ èñêà�æåíèé �boundjt!1 !1). Ýòîò ý��åêò ìû íå áóäåìðàññìàòðèâàòü. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå åãî îáñóæäå�íèå äëÿ îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè (ãàóññîâ ïðî��èëü �(�)) ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, åùå â [15℄.Ñîâñåì ïî-äðóãîìó îáñòîÿò äåëà ñ óñêîðåííîéñóïåðäè��óçèåé. Çäåñü, íàîáîðîò, áûñòðåå ýâîëþ�öèîíèðóåò àâòîìîäåëüíàÿ øèðèíà îáëàêà, ïîýòîìó

àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèå jxj < vt ñóùåñòâåííî ìå�íÿåò âèä G è ïåðåñòðàèâàåò ñàìó ñòðóêòóðó óðàâíå�íèÿ (2). Âûâîäó åãî ñ ó÷åòîì íîâûõ îáñòîÿòåëüñòâ èïîñâÿùåíà íàøà ðàáîòà.Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè íàäî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó�÷àå � < 1 êîíå÷íîñòü v, íå ñêàçûâàÿñü (â óêàçàí�íîì ñìûñëå) íà äðîáíûõ ïîêàçàòåëÿõ (2), âïîëíåìîæåò èçìåíèòü çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà K. Äîñòà�òî÷íî î÷åâèäíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî,÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè âåëè÷èí hti è hjxji â K ïðî�èñõîäèò çàìåíà hti ! hti+ hjxjiv : (5)Äëÿ äè��óçèîííîãî ïðîöåññà ýòî îáùåèçâåñòíûé�àêò. Âïðî÷åì, è äëÿ áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé ñðåä�íåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ (5) äîëæíî áûòü ñïðàâåä�ëèâûì (â òîì ñìûñëå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íûåçíà÷åíèÿ hjxji óæå íå ñêàçûâàþòñÿ íà çíà÷åíèè K).Ïðåäøåñòâóþùèå ðàáîòû [6, 7℄ ïî-ðàçíîìó ïðî�ëèëè ñâåò íà îáñóæäàåìûå ¾v-ý��åêòû¿. Â ïåðâîéèç íèõ ñîäåðæèòñÿ âåñüìà çàãàäî÷íîå óòâåðæäåíèå,÷òî êîíå÷íîñòü v ïðåâðàùàåò âîîáùå âñå óðàâíå�íèÿ (2) (ñ ëþáûìè � è 
) â äè��óçèîííûå. Âî âòî�ðîé ðàáîòå, ëèøü ÷àñòè÷íî ïîñâÿùåííîé ýòîé ïðî�áëåìå, îøèáêà áûëà èñïðàâëåíà, íî àâòîðû îãðàíè�÷èëèñü âûâîäîì è àíàëèçîì óðàâíåíèé âèäà (2) ñó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (5). ×òî æå êàñàåòñÿ óñêîðåí�íîé ñóïåðäè��óçèè (äëÿ êîòîðîé, íàïîìíèì, âñåãäàhjxji = 1), òî äëÿ íåå â [7℄ ñäåëàí ñòðàííûé âû�âîä î òîì, ÷òî, ïîñêîëüêó êîíå÷íîñòü v ïðè � > 1êà÷åñòâåííî ïåðåñòðàèâàåò �óíêöèþ �ðèíà ïåðâî�íà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ (2), ýòî óðàâíåíèå ¾âîîáùåíåïðèìåíèìî ê îïèñàíèþ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ¿, èâ ðåçóëüòàòå íàèáîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå êîíå÷íîñòèñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö îñòàëîñü íåèññëåäîâàí�íûì.Íà ñàìîì äåëå íàñêîëüêî ñòåïåííàÿ �óíêöèÿñ âûñîêèì ïîêàçàòåëåì ¾îáãîíÿåò¿ ëèíåéíóþ ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, íàñòîëüêî æå îíà¾îòñòàåò¿ îò íåå ïðè ìàëûõ. Ñíà÷àëà ïðè óñêî�ðåííîé ñóïåðäè��óçèè îáëàêî ðàñïëûâàåòñÿ âåñü�ìà ìåäëåííî, òàê ÷òî îãðàíè÷åíèå jxj < vt íà÷èíàåòñêàçûâàòüñÿ íà àâòîìîäåëüíîñòè (3) î÷åíü íåñêîðî,è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ v ïåðåñòðîé�êà ïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùàÿ ïðè t / v1=(��1), ìîæåòîñòàâèòü âïîëíå äîñòàòî÷íî âðåìåíè äëÿ ïåðâîíà�÷àëüíîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýâîëþöèè ïî çàêîíó (2),(3) (ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà).ßðêèé �èçè÷åñêèé ïðèìåð òàêîé âîçìîæíîñòèäåìîíñòðèðóåò ëó÷èñòûé ïåðåíîñ â êîðîíàëüíîéïëàçìå: äëÿ íåãî ÷ðåçâû÷àéíî õàðàêòåðíû è çíà�301



Â. Þ. Çàáóðäàåâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002÷èòåëüíûå âåëè÷èíû �, è îãðîìíûå çíà÷åíèÿ v(âñå-òàêè ñêîðîñòü ñâåòà!). Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëü�ñòâî ïîçâîëÿåò â áîëüøèíñòâå ïëàçìåííûõ çàäà÷ ïî�ëàãàòü åå áåñêîíå÷íîé, îäíàêî ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷�êè çðåíèÿ ýòî íå âñåãäà ïðàâèëüíî. Êðîìå òîãî, ýòîïðîñòî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâåðíûì äàæå â äàííîéïîñòàíîâêå, íå ãîâîðÿ óæå î äðóãèõ âîçìîæíûõ �è�çè÷åñêèõ ðåàëèçàöèÿõ ìîäåëè, ÷òî è çàñòàâëÿåò íàñäàòü àíàëèç îïèñàííîé ïåðåñòðîéêè. Ïðè ýòîì â ìà�òåìàòè÷åñêèõ ïðîöåäóðàõ ìû áóäåì îñíîâûâàòüñÿíà ïîäõîäå, èñïîëüçîâàííîì â [5℄.4. ÈÑÕÎÄÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÄëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ êèíåòèêè ïðîöåññà ïå�ðåíîñà ïîìèìî óïîìÿíóòûõ âåëè÷èí n, g è f , íàìïîòðåáóåòñÿ ââåñòè åùå íåñêîëüêî íîâûõ: N , F è Q.Êàê óæå ãîâîðèëîñü âî Ââåäåíèè, ÷àñòèöû, íàõîäÿ�ùèåñÿ â äàííîé òî÷êå x, ¾ïîìíÿò¿ ìîìåíò ñâîåãîïðèáûòèÿ òóäà, òàê ÷òî èõ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïëîò�íîñòü n â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëíåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿN ïî ¾âðåìåíè æèçíè¿ � :n(x; t) = 1Z0 N(x; t; �) d�:Ïåðåõîä ê ïîñëåäóþùåìó äâèæåíèþ óäîáíåå âûðà�æàòü â òåðìèíàõ íå íåïîñðåäñòâåííî f , à ñâÿçàííîéñ íåé ¾âåðîÿòíîñòè äîæèòü äî �¿F (�) = 1� �Z0 f(t) dt:È, íàêîíåö, âûõîäÿùèé (â îáå ñòîðîíû è íà âñå ðàñ�ñòîÿíèÿ) èç äàííîé òî÷êè ïîòîê ìîæíî îáîçíà÷èòüQ(x; t). Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, fõàðàêòåðèçóåò òåìï âûëåòà â òåðìèíàõ èñõîäíî ïðè�ëåòåâøèõ ñþäà ÷àñòèö, èç êîòîðûõ ê ìîìåíòó � îñòà�åòñÿ ëèøü ÷àñòü, îïðåäåëÿåìàÿ F (�), ïî �îðìóëåóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè (ñì. [5℄) èìååìQ(x; t) = 1Z0 N(x; t; �)F (�) f(�) d�: (6)Òåïåðü óðàâíåíèå áàëàíñà äëÿ íàõîäÿùèõñÿ â

äàííûé ìîìåíò â äàííîé òî÷êå (¾ñèäÿùèõ¿) ÷àñòèöçàïèñûâàåòñÿ âïîëíå êîìïàêòíî:n(x; t) = +1Z�1 g(x0)��t� jx0jv ��� t�jx0j=vZ0 Q�x� x0; t� jx0jv � t0�F (t0) dt0 dx0 ++ 1Zt N0(x; � � t)F (� � t) F (�) d�; (7)ãäå N0(x; �) � N(x; 0; �) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå÷àñòèö ïî âðåìåíè æèçíè. Ñèñòåìà (6), (7) ïîëíî�ñòüþ îïèñûâàåò ñèòóàöèþ.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè èñïîëüçîâàíèå âåëè�÷èí F è Q íóæíî ëèøü äëÿ êîìïàêòíîñòè çàïèñè,òî ïîòðåáíîñòü âî ââåäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ N ïðèí�öèïèàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ n, âîîá�ùå ãîâîðÿ, íå çàïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ëèøü ñàìîéïëîòíîñòè ÷àñòèö n, ò. å. ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ êèíåòè�êà â îáùåì ñëó÷àå íåïðèÿòíûì îáðàçîì çàâèñèò îòìèêðîñêîïè÷åñêèõ äåòàëåé. Ê ñîæàëåíèþ, ýòà ìåòî�äè÷åñêàÿ òîíêîñòü äàëåêî íå âñåãäà îòìå÷àåòñÿ â ëè�òåðàòóðå, ãäå, êàê ïðàâèëî, ñðàçó âûïèñûâàåòñÿ èñ�êëþ÷èòåëüíî ìàêðîñêîïè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà(ñì., íàïðèìåð, [7℄), â äåéñòâèòåëüíîñòè ñïðàâåäëè�âîå ëèøü â íåêîòîðîì àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå.Ïðîáëåì íå âîçíèêàåò ëèøü äëÿf = � exp(��t); � = 1=hti;êîãäà F è f (è, ñëåäîâàòåëüíî,Q è n) ïðîñòî ïðîïîð�öèîíàëüíû äðóã äðóãó. Âïðî÷åì, òàêîé çàêîí âñòðå�÷àåòñÿ â �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âåñüìà ÷àñòî: â÷àñòíîñòè, îí î÷åíü õàðàêòåðåí èìåííî äëÿ èçëó�÷àòåëüíîãî ðàñïàäà âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿäðóãèõ (òàêæå âñòðå÷àþùèõñÿ) f â èãðó âñòóïàþòîñîáåííîñòè çàâèñèìîñòè N îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ.Äåëî â òîì, ÷òî âíîâü ïðèáûâàþùèå ÷àñòèöû �îð�ìèðóþò àâòîìîäåëüíûé ïðî�èëüNnew = �(t� �)P (t � �)F (�)ñ êîððåëèðîâàííîé çàâèñèìîñòüþ îò t è � , ãäå P �¾âõîäÿùèé¿ ïîòîê. Ñòàðîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå�íèå ñäâèãàåòñÿ â îáëàñòü � > t è ìîíîòîííî óáûâàåòâñëåäñòâèå âûëåòà â ñîñåäíèå òî÷êè (ñì. (7)). Êî�ãäà òàêàÿ àâòîìîäåëüíîñòü çàíèìàåò á�îëüøóþ ÷àñòüïðî�èëÿ N(�) è íà÷èíàåò èãðàòü äîìèíèðóþùóþðîëü â Q, èíòåãðàëû ïî dt0 è d� (ïîñëåäíèé âõîäèòâ îïðåäåëåíèå Q (6)) â (7) ìîãóò áûòü ïåðåñòàâëåíû302



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002 Óñêîðåííàÿ ñóïåðäè��óçèÿ : : :è âìåñòî N çäåñü âîçíèêàåò åãî èíòåãðàë � ìàêðî�ñêîïè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü n. Äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê(êàê ýòî áûëî ïðåäëîæåíî â [5℄) ìîæíî âûáðàòü N0â âèäå ¾ñäâèíóòîé¿ äåëüòà-�óíêöèè Äèðàêà:N0 = n0Æ+(�); 1Z0 Æ+(�) d� = 1:Ýòî îáåñïå÷èâàåò àâòîìîäåëüíóþ ñâÿçü çàâèñèìî�ñòåé N îò t è � ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðîöåññà. Òîãäàâìåñòî (6), (7) ïîëó÷àåòñÿ îäíî áàçîâîå óðàâíåíèå(ñð. ñ [5℄ ïðè v =1 è [7℄):n(x; t) = +1Z�1 g(x0)��t� jx0jv ��� t�jx0j=vZ0 f(t0)n�x� x0; t� jx0jv � t0� dt0dx0 ++ F (t)n0(x): (8)Â îáùåì ñëó÷àå îíî, êàê ìû âèäèì, ñïðàâåäëèâîëèøü àñèìïòîòè÷åñêè, ÷òî äåëàåò íå ñîâñåì òðèâè�àëüíîé çàäà÷ó îá îïèñàíèè ýâîëþöèè îáëàêà íà ìà�ëûõ âðåìåíàõ t ! 0, íî íèêàê íå âëèÿåò íà íà�ñòîÿùåå èññëåäîâàíèå. Íà ñàìîì äåëå â ðàññìàòðè�âàåìîé íàìè çàäà÷å (8) åùå íåäîñòàòî÷íî àñèìï-òîòè÷íî: äëÿ ïîñòàâëåííûõ íàìè öåëåé òðåáóåòñÿîñóùåñòâèòü â íåì ïåðåõîä t ! 1 (îäíîâðåìåííîâ ñèëó ý��åêòà ðàñïëûâàíèÿ ïðîèñõîäèò è ïåðå�õîä x ! 1). Òåõíè÷åñêè íàèáîëåå ïðîñòî ýòî ñäå�ëàòü, ñîâåðøèâ â íåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîâðåìåííîé ïåðåìåííîé è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîïðîñòðàíñòâåííîé � ýòî èçáàâèò íàñ îò ñâåðòî÷íûõèíòåãðàëîâ, à ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ �óíêöèÿìèïðîùå, ÷åì ñ îïåðàòîðàìè.5. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÝÂÎËÞÖÈßÄëÿ óäîáñòâà ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê è îïðå�äåëåííîñòè íåêîòîðûõ ÷èñëåííûõ êîý��èöèåíòîâíà ýòîì ýòàïå æåëàòåëüíî êîíêðåòèçèðîâàòü âûðà�æåíèÿ äëÿ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ g è f (F ), íå ïî�òåðÿâ, îäíàêî, âîçìîæíîñòè îïèñûâàòü âåñü ñïåêòðâàðèàíòîâ óðàâíåíèÿ (2). Âåñüìà óäîáíûì îêàçûâà�åòñÿ ñëåäóþùèé êëàññ �óíêöèé (ñì. [5℄, äëÿ óïðî�ùåíèÿ è áåç òîãî ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé âñþäó íè�æå èñïîëüçóþòñÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, òàê ÷òî

ìèêðîñêîïè÷åñêèì ìàñøòàáàì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷å�íèÿ x; t � 1):g(x) = �(� + 1=2)p� �(�) 1(1 + x2)�+1=2 ;f(t) = 
(1 + t)
+1 ; F (t) = 1(1 + t)
 : (9)Çäåñü � � ãàììà��óíêöèÿ Ýéëåðà, ÷èñëåííûå êîý���èöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íîðìèðîâêè g èf íà 1. Ñóùåñòâåííûìè äëÿ äàëüíåéøåãî ÿâëÿþòñÿëèøü ñòåïåííûå ïîêàçàòåëè ¾õâîñòîâ¿ �óíêöèé, ïà�ðàìåòðèçóåìûå ïîëîæèòåëüíûìè èíäåêñàìè � è 
,ñîâïàäàþùèìè ñ ââåäåííûìè â óðàâíåíèÿõ (2) è (3)(âàðèàíòû (9) ñ �; 
 > 1 äàþò â ìàêðîñêîïè÷åñêèõóðàâíåíèÿõ ïåðåíîñà ñòàíäàðòíûå ïðîèçâîäíûå öå�ëîãî ïîðÿäêà3)).Ïðèâåäåì äëÿ ñïðàâîê óïîìÿíóòûå ðàíåå ñòåïåí�íûå ìîìåíòû ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé (äî òåõ ïîð, ïîêàîíè ñóùåñòâóþò):hx2i = 12(��1) ; hjxji = �(��1=2)p� �(�) ; hti = 1
�1 :Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü èñêëþ÷èòåëü�íî ñëó÷àè � < 1 (âïðî÷åì, è â ïðîòèâîïîëîæíîìñëó÷àå âûêëàäêè áóäóò àíàëîãè÷íûìè) è, ãëàâíûìîáðàçîì, � < 1=2.Â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ñîâìåñòíûõ ïðåîáðàçî�âàíèé Ëàïëàñà è Ôóðüå óðàâíåíèå (8) ïðåâðàùàåòñÿâ npk = [g(x) exp(�pjxj=v)℄kfpnpk + Fpn0k (10)(ñèìâîë [�℄k îáîçíà÷àåò �óðüå-êîìïîíåíòó ñîîòâåò�ñòâóþùåé �óíêöèè). Àñèìïòîòè÷åñêîìó ïåðåõîäójxj; t ! 1 â (8) ñîîòâåòñòâóåò ¾äóàëüíûé¿ ïåðåõîäk; p! 0 â (10). Äëÿ ïîñëåäíåãî æå äîñòàòî÷íî ðàçëî�æèòü óðàâíåíèå â ñòåïåííîé ðÿä ïî k è p, óäåðæàâëèøü ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì òåõíè÷å�ñêè óäîáíî îäíîâðåìåííî âû÷åñòü èç ëåâîé è ïðàâîé÷àñòåé (10) îäèíàêîâîå âûðàæåíèå fpnpk. Òîãäà äëÿg è f èç (9) èñõîäíîå óðàâíåíèå (10) ïðåîáðàçóåòñÿâ (ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû è ðàçëîæåíèÿ èõ âðÿäû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [17℄)3) Ñòîõàñòè÷åñêèå ïåðåíîñû òèïà (2) è ñ äðîáíîé ïðîèçâîä�íîé 
 > 1 âñå æå âîçìîæíû, íî ñîâñåì â äðóãèõ çàäà÷àõ �íàïðèìåð, ïðè ñíîñå ïàññèâíîé ïðèìåñè òóðáóëåíòíûì ïîòî�êîì æèäêîñòè [16℄.303



Â. Þ. Çàáóðäàåâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002�p
�(1� 
) + p
 � 1�npk == ���(� � 1=2)p� �(�) pv + �(1� �)�(1 + �) 122�+1 
os(��) �� ��pv + ik�2� + �pv � ik�2���npk ++ �p
�1�(1� 
) + 1
 � 1�n0k (11)(ñð. ñ [5℄ è (2) ïðè v =1).Íà ñàìîì äåëå äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî çíà÷å�íèÿ � è 
 óðàâíåíèå (11) âûãëÿäèò ïðîùå: ñêàæåì,ïðè 
 > 1 (ò. å. êîíå÷íîì hti) â êâàäðàòíûõ ñêîá�êàõ â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷üñòåïåíüþ p
�1 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé (p0), à ïðè
 < 1 ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíà. Àíàëîãè÷íî îáñòî�ÿò äåëà â ñëó÷àÿõ � > 1=2 è � < 1=2. ×óòü áîëååñëîæíóþ ïðîáëåìó (òðåáóþùóþ ðàñêðûâàòü íåîïðå�äåëåííîñòè òèïà ¾1�1¿) ïðåäñòàâëÿþò ¾êðèòè÷å�ñêèå¿ çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ � = 1=2 è 
 = 1 (à òàê�æå è � = 1) � â óðàâíåíèè íàðÿäó ñî ñòåïåííûìè÷ëåíàìè ïîÿâëÿþòñÿ ëîãàðè�ìû (ñì. [5℄). Íàëè÷èåìíîæèòåëåé p
 è jkj2� (ïðè v = 1) îáúÿñíÿåò èñ�ïîëüçîâàííóþ â (2) òåðìèíîëîãèþ �
=�t
 è (��)� .Êîìáèíàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ (p=v� ik)2� (êàê è ïåð�âûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè � â íåì ñëàãàåìûå �ikïðîñòî ñîêðàòèëèñü), âîçíèêëà èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿäèíòåãðàëà +1Z�1 exp(�pjxj=v) 
os(kx)(1 + x2)�+1=2 dx: (12)Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ âûäåëèòü âåòâü, íà êîòîðîé ïðè�íèìàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè äåéñòâè�òåëüíûõ k è ïîëîæèòåëüíûõ p, ò. å. óêàçàííóþ êîì�áèíàöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê2 ����p2v2 + k2����� 
os(2�'); 
os' = p=vp(p=v)2 + k2 : (13)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íûõ çíà÷å�íèé hjxji ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñî ñëó�÷àåì, êîòîðûé ìû îáñóæäàëè â ðàçä. 3. Íàïðèìåð,åñëè hti òàêæå êîíå÷íî, òî ïåðâûé ÷ëåí â �èãóðíûõñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (11) îáúåäèíÿåòñÿ ñ âûðàæå�íèåì, ñòîÿùèì â åãî ëåâîé ÷àñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãîìû ïîëó÷àåì ÷ëåí âèäà(hti + hjxji=v)pnpk(ñð. [7℄). Èíòåðåñíî, ÷òî àíàëîãè÷íûé êîý��èöèåíòïðè n0k ñïðàâà íå âîçíèêàåò, è ýòî, åñòåñòâåííî,

îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíè�åì (11), àñèìïòîòè÷åñêè óìåíüøèëîñü âhti=(hti+ hjxji=v)ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîèì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì.Ïðè÷èíà ýòîãî ïðîñòà: êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó ðàçäåëåíèþ ÷àñòèö íà äâàòèïà: ¾ñèäÿùèå¿, äëÿ êîòîðûõ è âûïèñàíû óðàâíå�íèÿ (8), (10) è (11), è ¾ëåòÿùèå¿. Î÷åâèäíî, ÷òî íàìàêðîñêîïè÷åñêèõ âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõìàñøòàáàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàìt� hti; jxj � hjxji;ïëîòíîñòè ÷àñòèö êàæäîãî âèäà ïðîïîðöèîíàëüíûâðåìåíè èõ ïðåáûâàíèÿ â äàííîì ñîñòîÿíèè, ïîýòî�ìó (ñð. [7℄) nfly(x; t) = hjxjivhti n(x; t): (14)Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ñèñòåìå óæå ïðèñóòñòâó�þò ëåòÿùèå ÷àñòèöû, òî â (11) ïðîèñõîäèò çàìåíàn0k ! n0k + nfly 0k:Ýòî òðèâèàëüíîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê åùåîäíîìó (ïîìèìî îáñóæäåííûõ â òðåòüåì ðàçäåëå)íåòðèâèàëüíîìó ý��åêòó â ñëó÷àå hjxji = 1: ÷èñ�ëî ëåòÿùèõ ÷àñòèö â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî àñèìïòî�òè÷åñêè âîçðàñòàòü, ò. å. â ïðîöåññå òàêîãî ïåðåíî�ñà ïðîèñõîäèò íåîáðàòèìàÿ ¾êîíâåðñèÿ¿ ¾ñèäÿùèõ¿÷àñòèö (÷èñëî êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ êíóëþ) â ¾ëåòÿùèå¿. Íàïîìíèì, ÷òî â �èçè÷åñêîé çà�äà÷å î òðàíñïîðòå èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ïëàçìó ýòè äâàñîñòîÿíèÿ íà ñàìîì äåëå âåñüìà ðàçëè÷íû, òàê ÷òîîáùåå ÷èñëî âîçáóæäåíèé â ñðåäå áóäåò óáûâàòü, à÷èñëî 
-êâàíòîâ áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòüñÿê êîíñòàíòå. Åñòåñòâåííî, ýòî íå ìîæåò íå ñêàçû�âàòüñÿ íà ñòðóêòóðå �óíêöèè �ðèíà, ïîñêîëüêó âý��åêòèâíîì óðàâíåíèè ïåðåíîñà+1Z�1 n dxáîëüøå íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ íàìè çàäà÷à ðåøå�íà: óðàâíåíèå (11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àñèìïòîòè÷å�ñêîå óðàâíåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà ñ êîíå÷íîéñêîðîñòüþ ïîëåòîâ Ëåâè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìûîáñóäèì îñîáåííîñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ.304



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002 Óñêîðåííàÿ ñóïåðäè��óçèÿ : : :6. ÑÌÅÍÀ �ÅÆÈÌÎÂ Ï�È ÓÑÊÎ�ÅÍÍÎÉÑÓÏÅ�ÄÈÔÔÓÇÈÈÏîìèìî óêàçàííîé â [7℄ ïåðåíîðìèðîâêè êîý��è�öèåíòà K â (2), ñîãëàñíî (11), ïðè êîíå÷íûõ çíà÷å�íèÿõ v ïðîèñõîäèò òàêæå çàìåíà äðîáíîé ñòåïåíèëàïëàñèàíà íà íåñêîëüêî áîëåå ýêçîòè÷åñêóþ êîì�áèíàöèþ: jkj2� ! (p=v + ik)2� + (p� ik)2�2 
os(��) : (15)Â ïðèíöèïå, â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé òåðìèíîëîãèèýòó êîìáèíàöèþ ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç ñîîòâåò�ñòâóþùóþ ñóììó äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ�1v ��t � ��x�2�(íàâåðíîå, ïðè ýòîì íàãëÿäíåå ïðîÿâëÿåòñÿ îáÿçà�òåëüíîå óñëîâèå G � 0 äëÿ jxj > vt), íî òàêàÿ çà�ïèñü, â îòëè÷èå îò (��)� èëè �
=�t
 , íå ÿâëÿåò�ñÿ îáùåóïîòðåáèòåëüíîé. Êàêèì æå îáðàçîì òàêàÿòðàíñ�îðìàöèÿ îïåðàòîðîâ ñêàçûâàåòñÿ íà ñòðóêòó�ðå �óíêöèè �ðèíà óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà?Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò èìåííî èçìåíåíèå àâ�òîìîäåëüíîñòè (ò. å. ìàêñèìàëüíî ñèëüíîå âîçäåé�ñòâèå, ñì. ðàçä. 3), òî è â óðàâíåíèè (11) ñëåäóåòèçó÷àòü àâòîìîäåëüíóþ ñâÿçü õàðàêòåðíîãî ìàñøòà�áà âîëíîâîãî âåêòîðà k ñ p. Ïåðåïèøåì (11) â áî�ëåå êîìïàêòíîì âèäå, ïîëîæèâ äëÿ îïðåäåëåííîñòè
 > 1, íî � < 1=2 (ñð. (2)):pnpk = �K 
os(2�')
os(��) �k2 + p2v2�� npk + n0k;K = �(1� �)�(1 + �) 
 � 122� ; (16)è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî v � 1 � äëÿ ¾ïåðåêëþ�÷åíèÿ¿ ðåæèìîâ íà ñòàäèè èìåííî ìàêðîñêîïè÷å�ñêîé ýâîëþöèè, òîëüêî äëÿ êîòîðîé (16) è èìååòñìûñë, ïîñêîëüêó ïðè åãî âûâîäå ïðåäïîëàãàëîñü,÷òî x; t� 1.�àññìîòðèì äâà ïðåäåëüíûõ ðåæèìà â óðàâíå�íèè (16): ñòàðóþ, òåïåðü ïðîìåæóòî÷íóþ, àñèìïòî�òèêó è íîâóþ, îêîí÷àòåëüíóþ, àñèìïòîòèêó. Ïåðâî�íà÷àëüíî (ò. å. ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ t èëè íåñëèøêîì ìàëûõ p) â (16) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì(p=v)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ k2 â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ïðà�âîé ÷àñòè (ïîëàãàÿ ' = �=2). Äåéñòâèòåëüíî, ïðèýòîì (16) ïåðåõîäèò â (2) ñ çàâèñèìîñòüþ x / t1=2�(ñì. (3)) èëè k / p1=2� (ñð. ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè(16)), ÷òî ïîçâîëÿåò îïóñêàòü (p=v)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ

p1=� âïëîòü äî p � v�2�=(1�2�) (à ïðè � > 1=2 � âñå�ãäà) èëè t � v2�=(1�2�) (t � v1=(��1) â ñëó÷àå 
 < 1 �ñð. ñî ñêàçàííûì â ðàçä. 3).Îäíàêî ïî ïðîøåñòâèè óêàçàííîãî âðåìåíè ñè�òóàöèÿ êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ è óñòàíàâëèâàåòñÿ íî�âàÿ àâòîìîäåëüíîñòü x � vt (k � p=v), òàê ÷òî ìîæåòáûòü îïóùåíà óæå âñÿ ëåâàÿ ÷àñòü (16):K 
os(2�')
os(��) �k2 + p2v2�� npk = n0k:Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ¾ïåðåñòðî�åííîãî¿ óðàâíåíèÿ èìååò âèäGpk = 
os(��)K 
os(2�')(k2 + p2=v2)� : (17)Îíà äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò îáúÿâëåííûìóñëîâèÿì òîæäåñòâåííîãî îáðàùåíèÿ â íóëü íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ è àñèìïòîòè÷åñêîãî óáûâà�íèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ñèäÿùèõ ÷àñòèö: ïîñêîëüêó+1Z�1 n dx = nkjk=0;ý��åêò îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâîé ãàðìîíèêîé G. Êðîìåòîãî, Gp0 / p�2�;ïîýòîìó+1Z�1 n dx / t2��1 (èëè t2��
 ïðè 
 < 1)(íàïîìíèì, ÷òî ïðè 
 < 2� èëè � < 1 ýòîò ðåæèì íåðåàëèçóåòñÿ!). Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ¾ïðîèí�òåãðèðîâàííûì¿ âûðàæåíèåì (14) ïðè ñëåäóþùåéèíòåðïðåòàöèè:+1Z�1 nfly dx! 
onst; hjxji ! vtZ�vt g(x)jxj dx / t1�2� ;hti ! tZ0 f(t)t dt / t1�
 :Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ïðè ïåðåõîäå îò pê t â çàâèñèìîñòÿõ ðåàëüíîé �óíêöèè âðåìåíè G èàâòîìîäåëüíîãî ïàðàìåòðà x (ñð. ñ îáû÷íûì óðàâíå�íèåì äè��óçèè) ðàçëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó.Ñîáñòâåííî ïåðåêëþ÷åíèå ðåæèìîâ ñ ñîõðàíåíèÿïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö íà åãî óáûâàíèå, ñîãëàñíî îá�ùåìó óðàâíåíèþ (16), ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó+1Z�1 np dx / 1p+K(p=v)2� : (18)4 ÆÝÒÔ, âûï. 2 305
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 < 1 âòîðîé ÷ëåí âçíàìåíàòåëå ýòîãî âûðàæåíèÿ äîïîëíèòåëüíî óìíî�æàåòñÿ íà p1�
 .7. ×ÀÑÒÍÛÅ ÑËÓ×ÀÈ È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÎÁÙÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (17) (èëè åãî ïîë�íûé âàðèàíò, ñëåäóþùèé èç (11) èëè (16)) ïîçâîëÿ�åò, ñîãëàñíî (4), ïîëó÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è îá óñêî�ðåííîé ñóïåðäè��óçèè ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ïî�ëåòîâ Ëåâè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿn0(x). Îäíàêî îïåðèðîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå Ëàïëà�ñà�Ôóðüå áûâàåò íå ñëèøêîì íàãëÿäíûì, ïîýòîìóäëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î õàðàêòåðå íîâîãî âèäà �óíê�öèé �ðèíà ïðèâåäåì äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ ïðîñòûåâûðàæåíèÿ â îáû÷íûõ ïåðåìåííûõ.Äëÿ ñëó÷àÿ � = 1=4 (x / t2), ñîîòâåòñòâóþùå�ãî ÷àñòî âñòðå÷àþùåìóñÿ íà ïðàêòèêå ëîðåíöîâîìóêîíòóðó ëèíèé â �èçè÷åñêîé çàäà÷å î òðàíñïîðòåèçëó÷åíèÿ, èìååì G � �(vt � jxj)v1=2t3=2 (19)(íàïîìíèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî ëèøüäëÿ t � v). Çäåñü îáðàùåíèå (17) ïðîâîäèòñÿ äîêîíöà âñëåäñòâèå ïðîñòîé ñâÿçè êîñèíóñîâ ïðîñòîãîè ïîëîâèííîãî óãëîâ. Ïåðåêëþ÷åíèå ðåæèìîâ (18)çäåñü ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó+1Z�1 n dx / exp�K2 tv� erf
"K � tv�1=2# :Äðóãîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò öåëîìó êëàññó ïðå�äåëüíî áûñòðûõ ïåðåíîñîâ ñ � ! 0: çäåñü ìîæíîïîëîæèòü 
os(2�') ! 1 (÷òî íå âïîëíå ñòðîãî, ïî�ñêîëüêó âîïðîñû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â äóàëüíûõïðîñòðàíñòâàõ î÷åíü íåïðîñòû, íî âñå-òàêè ' � 1â ¾îáëàñòè àâòîìîäåëüíîñòè¿ k � p=v ) è, ñëåäîâà�òåëüíî, G � v�(vt� jxj)(v2t2 � x2)1�� (20)(äëÿ t � v2� � 1 ýòî íåðàâåíñòâî, íàêëàäûâàåòíåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà � ïðè äàííîì v).Íåñìîòðÿ íà ¾ïîõîæåñòü¿ ïîëó÷åííûõ �óíêöèé�ðèíà íà âñòðå÷àþùèåñÿ â âîëíîâûõ çàäà÷àõ àíà�ëîãè, ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ èìååò âñå õàðàêòåð�íûå ÷åðòû èìåííî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà. Äåé�ñòâèòåëüíî, ìû ïî-ïðåæíåìó èìååì äåëî ñ íåîãðà�íè÷åííî ¾ðàñïëûâàþùåéñÿ¿ �óíêöèåéG = 1t2�2��(x=t);

ïîýòîìó ëþáîé íà÷àëüíûé ïðî�èëü n0(x) ñî âðåìå�íåì, ñîãëàñíî (4), ñòðåìèòñÿ ê ìàëîïàðàìåòðè÷åñêî�ìó óíèâåðñàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. [5℄)n(x; t) � AG(x � x0)[1 +O(1=t2)℄;A = +1Z�1 n0 dx; Ax0 = +1Z�1 xn0 dx;ò. å. ¾çàáûâàíèå¿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîëíîé ìåðå (ñð. ñãàìèëüòîíîâîé çàäà÷åé îá èñòèííî âîëíîâîì äâèæå�íèè). Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó n(x; t) åñòü ñâåðòêà n0ñ G, ðåçêèå ãðàäèåíòû (è äàæå ðàçðûâû) ïîñëåäíåéïðè jxj � vt â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðî�èëå ìàêðîñêî�ïè÷åñêîé êîíöåíòðàöèè íà ñàìîì äåëå ñãëàæåíû íàðàçìåðå ïîðÿäêà íà÷àëüíîé øèðèíû îáëàêà.Òåì íå ìåíåå âàðèàíò �óíêöèè �ðèíà (17) âñåæå îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííûõ â èññëåäîâàííûõ ðà�íåå ñëó÷àÿõ. Äëÿ ëþáîé ñêîðîñòè v ïðè hjxji 6= 1ìîæíî ÿâíî óêàçàòü ãðàíèöû, íà÷èíàÿ ñ êîòîðûõý��åêòèâíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà òåðÿåò ¾÷óâñòâè�òåëüíîñòü¿ ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì: ýòî ïðîèñõîäèòïðè x� hjxji. Ìû æå íà ñàìîì äåëå âñå âðåìÿ íàõî�äèìñÿ íà ãðàíèöå óñòàíîâëåíèÿ ðåæèìà. Ýòî ïðîÿâ�ëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè ïðè � > 1=2, êàê óêàçû�âàëîñü ðàíåå, ïðè nfly 0(x) 6= 0 ìû ïîëó÷àåì ëèøüíåêîòîðóþ ¾ïåðåíîðìèðîâêó¿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ,òî â íàøåì ñëó÷àå ýòà �óíêöèÿ óæå íå ïîëíîñòüþõàðàêòåðèçóåò èñòèííîå ïîëîæåíèå âåùåé: äëÿ àäåê-âàòíîãî îïèñàíèÿ ñèòóàöèè òðåáóåòñÿ ââåñòè â ðàñ�ñìîòðåíèå ðàñïðåäåëåíèå nfly ïî òîìó ìåñòó, ãäåîíè íàìåðåíû ¾ñåñòü¿ � ñð. ñ íåîáõîäèìîñòüþ ââå�ñòè ðàñïðåäåëåíèå N(�). Ïîýòîìó ïîäáîðîì �óíê�öèè nfly(x) ìîæíî êàðäèíàëüíî èçìåíèòü âñþ ïîñëå�äóþùóþ ýâîëþöèþ4). Ïðè ýòîì �óíêöèè n è nflyäàæå ïðè nfly 0 � 0 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óæå íåïðîñòîé ïðîïîðöèåé (ñì. [7℄):nfly = 12v +1Z�1 Q�x� x0; t� jx0jv ���t� jx0jv ��� 1Zjx0j g(y) dy dx0:Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â ïðåäåëüíîé ïðîñòðàíñòâåí�íîé íåëîêàëüíîñòè çàäà÷è è ý��åêòå àñèìïòîòè÷å�ñêîãî ¾âûìèðàíèÿ¿ ñèäÿùèõ ÷àñòèö.4) Çàìåòèì, ÷òî, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè hti =1 â ñëó�÷àå î÷åíü ¾íåðàâíîâåñíûõ¿ íà÷àëüíûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëå�íèÿ N0(�) äëÿ �îðìèðîâàíèÿ àâòîìîäåëüíîãî ¾t� �¿ ïðî�è�ëÿ N ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ âåñüìà äëèòåëüíîå âðåìÿ.306



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 2, 2002 Óñêîðåííàÿ ñóïåðäè��óçèÿ : : :8. ÓÂÅËÈ×ÅÍÈÅ �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×ÈÕîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îáû÷íîé ñóïåðäè��óçèè(ñ v =1) òðàíñ�îðìàöèÿ ý��åêòèâíûõ óðàâíåíèéïðè ïåðåõîäå îò îäíîìåðíîé çàäà÷è ê ìíîãîìåðíîéòðèâèàëüíà: äðîáíàÿ ñòåïåíü ëàïëàñèàíà â óðàâíå�íèè (2) â ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè ñîîòâåò�ñòâóåò �jkj2� (ñì. [1�7℄). Ñîâñåì ïî-äðóãîìó îáñòî�ÿò äåëà â íàøåì ñëó÷àå � äàëåêî íå ïðîñòî ïåðå�ïèñàòü (11) èëè (16) â íîâîì âèäå. Ïðîáëåìà çäåñüâ òîì, ÷òî ïðîñòàÿ àääèòèâíîñòü p è �ik âîçíèêàåòèñêëþ÷èòåëüíî áëàãîäàðÿ óäîáíûì ñâîéñòâàì âûðà�æåíèÿ (12), êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íå ñîõðàíÿþòñÿâ ïðîñòðàíñòâàõ äðóãîé ðàçìåðíîñòè.Òåì íå ìåíåå â íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùåìñÿòðåõìåðíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò î÷åíü ïîõî�æå:+1Z�1 exp(�pr=v) exp(�ik � r)g(r) dr == �4� 1Z0 exp(�pr=v) sin(kr)k g(r)r dr(â äâóìåðíîì ñëó÷àå âìåñòî ñèíóñà ñòîèò �óíêöèÿÁåññåëÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, â ý��åêòèâíîì óðàâíåíèèáëîê ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ k2� (çäåñü óæå k � ìîäóëüâîëíîâîãî âåêòîðà), ïðè v 6=1 çàìåíÿåòñÿ íà(p=v + ik)2�+1 � (p=v � ik)2�+12ik 
os(��) (21)è ïðè âûäåëåíèè íóæíîé âåòâè âîçíèêàåò íå êîñè�íóñ, à sin[(2� + 1)'℄. Â îáû÷íûõ �èçè÷åñêèõ ïåðå�ìåííûõ ýòî âûãëÿäèò íå òàê ïðîñòî, êàê â (15), ïî�ñêîëüêó, õîòÿ p=v ïî�ïðåæíåìó ñîîòâåòñòâóåò �=�t,íî �ik ñ ñàìîãî íà÷àëà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïå�ðàòîðîì òèïà �1=2. Îäíàêî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ îïåðèðîâàíèå ñ (21) íå íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åìñ (15). 9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèåïîñòàâëåííîé íàìè çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ àñèìï-òîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïåðåíîñàìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö ïîçâîëèëî âûâåñòè íî�âûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèåêèíåòèêó ýòîãî ïðîöåññà ñ ó÷åòîì êîíå÷íîñòèñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Íåñìîòðÿ íà èíîé òèïïðèñóòñòâóþùèõ â íèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ, ýòèóðàâíåíèÿ îêàçàëèñü âïîëíå óäîáíûìè äëÿ äîñòà�òî÷íî ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ ïîÿâëÿþùèõñÿ âñëåä�ñòâèå êîíå÷íîñòè v ý��åêòîâ: ¾ïåðåêëþ÷åíèÿ¿àâòîìîäåëüíîñòè �óíêöèé �ðèíà, ¾âûìèðàíèÿ¿
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