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ÒÎ×ÍÛÅ �ÅØÅÍÈß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄÂÈÆÅÍÈß ÆÈÄÊÎ�Î�ÅËÈß ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÇÀ�ßÆÅÍÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞÍ. Ì. Çóáàðåâ *Èíñòèòóò ýëåêòðî�èçèêè Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê620016, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 àâãóñòà 2001 ã.�àññìîòðåíà äèíàìèêà ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ, çàðÿæåííîé ëî-êàëèçîâàííûìè íàä íåé ýëåêòðîíàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà çàðÿä ïîëíîñòüþ ýêðàíèðóåò ýëåê-òðè÷åñêîå ïîëå íàä ïîâåðõíîñòüþ, à åãî âåëè÷èíà ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå äëÿ íåóñòîé÷èâîñòèçíà÷åíèå, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè óðàâíåíèÿìè òðåõìåð-íîãî ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà. Èõ èíòåãðèðóåìîñòü â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ïîçâîëÿåò îïèñàòü ýâîëþöèþïîâåðõíîñòè âïëîòü äî �îðìèðîâàíèÿ íà íåé îñîáåííîñòåé � òî÷åê çàîñòðåíèÿ, â êîòîðûõ áåñêîíå÷-íûìè îêàçûâàþòñÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè è êðèâèçíà ååïîâåðõíîñòè. Ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðî�èëå ýëåêòðîêàïèëëÿðíîé âîëíû íà ãðàíèöå æèä-êîãî ãåëèÿ, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î òåíäåíöèè ê èçìåíåíèþ òîïîëîãèè ïîâåðõíîñòè âñëåäñòâèå îáðàçîâàíèÿçàðÿæåííûõ ïóçûðüêîâ.PACS: 68.10.-m, 47.65.+a, 47.20.Ma1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçâåñòíî [1; 2℄, ÷òî ïîâåðõíîñòü æèäêîãî ãåëèÿìîæåò áûòü çàðÿæåíà äî äîâîëüíî áîëüøèõ çíà÷å�íèé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè îòðèöàòåëüíîãî ýëåê�òðè÷åñêîãî çàðÿäà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, ñ îäíîéñòîðîíû, ýëåêòðîíû ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ïîâåðõíîñòèñèëàìè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ è, ñ äðó�ãîé ñòîðîíû, ãðàíèöà æèäêîãî ãåëèÿ ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð äëÿ ýëåêòðîíîâ, ïðå�ïÿòñòâóþùèé èõ ïðîíèêíîâåíèþ âíóòðü. Ïðè ýòîìâàæíîé îñîáåííîñòüþ æèäêîãî ãåëèÿ, êàê äèýëåê�òðèêà ñ ìàëîé ïîëÿðèçóåìîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ îòíîñè�òåëüíàÿ ñëàáîñòü ñèë èçîáðàæåíèÿ, ïðèâîäÿùàÿ êòîìó, ÷òî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ëîêàëèçîâàííûõ ýëåê�òðîíîâ îò ïîâåðõíîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ìåæ�àòîìíîå. Êàê ñëåäñòâèå, ýëåêòðîíû íå ñâÿçûâàþòñÿñ îòäåëüíûìè àòîìàìè âåùåñòâà, à îáðàçóþò äâó�ìåðíóþ ïðîâîäÿùóþ ñèñòåìó.Ñïîñîáíîñòü ýëåêòðîíîâ ñâîáîäíî ïåðåäâèãàòüñÿâäîëü ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ îáåñïå÷èâàåò ååýêâèïîòåíöèàëüíîñòü íà õàðàêòåðíûõ ãèäðîäèíàìè�÷åñêèõ âðåìåíàõ è ìàñøòàáàõ. Àíàëîãè÷íûì ñâîé�*E-mail: ni
k�ami.uran.ru
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�èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå çàðÿæåííîéýëåêòðîíàìè ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ, ïîìåùåí-íîãî â ïëîñêèé êîíäåíñàòîðñòâîì îáëàäàåò çàðÿæåííàÿ ïîâåðõíîñòü ïðîâîäÿ�ùåé æèäêîñòè ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî â ïðîâîäÿùóþñðåäó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðîíèêàòü íå ìîæåò, à äëÿæèäêîãî ãåëèÿ ïîäîáíîãî îãðàíè÷åíèÿ íå ñóùåñòâó�åò. Ýòî ïîçâîëèëî àâòîðàì ðàáîò [3; 4℄ ïåðåíåñòè ðÿäêëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè íåóñòîé÷èâî�ñòè ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ìåòàëëà âî âíåøíåì ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå [5�7℄ íà ñëó÷àé çàðÿæåííîé ãðàíè�öû æèäêîãî ãåëèÿ (ãåîìåòðèÿ ñèñòåìû êà÷åñòâåííîèçîáðàæåíà íà ðèñ. 1). Òàê, åñòåñòâåííûì îáîáùåíè�åì çàêîíà äèñïåðñèè ëèíåéíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè624



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002 Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ : : :ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå äèñïåð�ñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ æèäêîãî ãåëèÿ:!2 = gk + �� k3 � E2 +E024�� k2; (1)ãäå ! � ÷àñòîòà, k � âîëíîâîå ÷èñëî, g � óñêîðå�íèå ñèëû òÿæåñòè, � � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíî�ãî íàòÿæåíèÿ, � � ïëîòíîñòü ñðåäû, E0 è E � íàïðÿ�æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâåííî íàäæèäêîñòüþ è â æèäêîñòè (äëÿ ïðîâîäÿùåé ñðåäûE = 0). Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèèE02 +E2 < E
2 = 8�pg��ïðè ëþáûõ k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî !2 > 0 è, ñëå�äîâàòåëüíî, ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè íå íà�ðàñòàþò ñî âðåìåíåì. Â ñëó÷àå, åñëè ñóììà êâàäðà-òîâ ïîëåé E02+E2, èãðàþùàÿ ðîëü âíåøíåãî óïðàâ�ëÿþùåãî ïàðàìåòðà, ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷å�íèå E
2, âîçíèêàåò îáëàñòü âîëíîâûõ ÷èñåë k, äëÿêîòîðûõ !2 < 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò àïåðèîäè÷åñêîéíåóñòîé÷èâîñòè ãðàíèöû æèäêîñòè.Íàðàñòàíèå âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòè íåèçáåæíîïðèâîäèò ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå, êîãäà åå ýâîëþöèÿîïðåäåëÿåòñÿ íåëèíåéíûìè ïðîöåññàìè. Íàèáîëååïðîñòî îöåíèâàåòñÿ õàðàêòåð èõ âëèÿíèÿ âáëèçè ïî�ðîãà íåóñòîé÷èâîñòè � ïðè ìàëîé íàäêðèòè÷íîñòè" = E2 +E02 �E
2E2
 ;êîãäà íàðàñòàþò òîëüêî âîçìóùåíèÿ ñ âîëíîâûìè÷èñëàìè áëèçêèìè ê k0 = pg�=� è â óðàâíåíèÿõäâèæåíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê îãèáàþùèì. Òàê, â ðà�áîòå �îðüêîâà è ×åðíèêîâîé [8℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñëó÷àå ïëîñêîé ñèììåòðèè çàäà÷è êîìïëåêñíàÿ àì�ïëèòóäà âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòè A(x; t) ïîä÷èíÿåò�ñÿ íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Êëåéíà��îðäîíà:(gk0)�1Att = 2"A+k�20 Axx+�2S2�58�AjAj2; (2)ãäå S = E2 �E02E2
� áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ïëîò�íîñòü ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà. Èç óðàâíåíèÿ (2) âèä�íî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Síåëèíåéíîñòü ëèáî íàñûùàåò íåóñòîé÷èâîñòü, ëèáî,íàîáîðîò, ñïîñîáñòâóåò âçðûâíîìó ðîñòó àìïëèòóäâîçìóùåíèé. Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñëåäóåò è â îá�ùåì (òðåõìåðíîì) ñëó÷àå ñ ïîïðàâêîé íà òî, ÷òî çàñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ îáðàçóþùèõ ãåêñàãîíàëü�íóþ ñòðóêòóðó âîëí íåëèíåéíîñòü â ïåðâîì íåèñ÷å�çàþùåì ïîðÿäêå âñåãäà èãðàåò äåñòàáèëèçèðóþùóþ

ðîëü. Ïðè ýòîì, êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ñòàáèëè�çèðóþùåå âëèÿíèå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ S îêàçûâà�þò êóáè÷åñêèå íåëèíåéíîñòè [9; 10℄. Âñëåäñòâèå ýòî�ãî ïðè íåçíà÷èòåëüíîé ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîãî çà�ðÿäà (âåëè÷èíû E è E0 áëèçêè) âîçìîæíî �îðìèðî�âàíèå âîçìóùåííîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåëüå�à ãðàíè�öû æèäêîãî ãåëèÿ, ïðè÷åì äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàðîæ-äàþùèõñÿ ñòðóêòóð ïðèìåíèìà ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿâîçìóùåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó � õàðàêòåðíîìóóãëó íàêëîíà ïîâåðõíîñòè (ñì. [11℄ è ññûëêè).Âíå ðàìîê òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé äî ñèõïîð îñòàâàëèñü ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â çàêðèòè�÷åñêîé îáëàñòè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé, à òàêæå ïðèîòíîñèòåëüíî áîëüøîì ýëåêòðîííîì ïîâåðõíîñòíîìçàðÿäå, ïðèâîäÿùåì ê çíà÷èòåëüíîé ýêðàíèðîâêåïîëÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñòåì, ÷òî â óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ ðàçâèòèå íåóñòîé�÷èâîñòè ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ìàëîóãëîâîãî ïðè�áëèæåíèÿ. Òàê, èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ çàðÿæåííîéãðàíèöû æèäêîãî ãåëèÿ ìåòîäîì ñêîðîñòíîé ìèê-ðîñúåìêè, ïðîâåäåííîå Âîëîäèíûì, Õàéêèíûì èÝäåëüìàíîì [12℄, ïîêàçàëî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ïîÿâ�ëÿþòñÿ óãëóáëåíèÿ, êîòîðûå çàîñòðÿþòñÿ çà êîíå÷�íîå âðåìÿ (âïîñëåäñòâèè íà îñòðèÿõ ðîæäàþòñÿ ïó�çûðüêè, óíîñÿùèå çàðÿä ñ ïîâåðõíîñòè ãåëèÿ íà ïî�ëîæèòåëüíóþ ïëàñòèíó êîíäåíñàòîðà). Îïèñàíèå ïî�äîáíûõ ïðîöåññîâ, ââèäó èõ ñóùåñòâåííîé íåëèíåé�íîñòè, òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåïîñðåäñòâåí�íî �óíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîãèäðîäèíà�ìèêè æèäêîãî ãåëèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîë�íåíèè óñëîâèÿ E � E0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîéýêðàíèðîâêå ïîëÿ íàä æèäêîñòüþ ïîâåðõíîñòíûìýëåêòðîííûì çàðÿäîì, à òàêæå óñëîâèÿ çíà÷èòåëü�íîãî ïðåâûøåíèÿ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ ñâîåãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, E � E
, óðàâ�íåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ äîïóñêàþò áåñêî�íå÷íîå ÷èñëî òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Èõàíàëèç ïîçâîëèë ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â èçó�÷åíèè íåðåøåííûõ ïðîáëåì ýëåêòðîãèäðîäèíàìèêèæèäêîñòåé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, ñâÿçàííûõ ñîáðàçîâàíèåì îñîáåííîñòåé (òî÷åê çàîñòðåíèÿ) è ñó�ùåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè(�îðìèðîâàíèåì ïóçûðüêîâ).Â ðàçä. 2 ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ áåçâèõðåâîãîäâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ ñî ñâîáîäíûì ïîâåðõíîñò�íûì çàðÿäîì. Äëÿ ïðåäåëà ñèëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì ñèëû òÿæå�ñòè è êàïèëëÿðíûõ ñèë, ðàçâèâàåòñÿ ïðåäëîæåííûéâ íàøåé ðàáîòå [13℄ ïîäõîä ê àíàëèòè÷åñêîìó èññëå�äîâàíèþ äèíàìèêè æèäêîãî ãåëèÿ, îñíîâàííûé íàâûäåëåíèè â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ äâóõ âåòâåé, ñî�7 ÆÝÒÔ, âûï. 3 625



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002îòâåòñòâóþùèõ íàðàñòàþùèì è çàòóõàþùèì ñî âðå�ìåíåì ðåøåíèÿì. Â ðàçä. 3 ïîêàçàíî, ÷òî àñèìï-òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ èçâåñòíûìèóðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè ïðîöåññ ëàïëàñîâñêî�ãî ðîñòà â òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè (äâèæåíèå ýêâèïî�òåíöèàëüíîé ãðàíèöû ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîéíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöè�àëà). �àçäåë 4 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè�îðìèðîâàíèÿ çàîñòðåííûõ óãëóáëåíèé â ïîâåðõíî�ñòè ãåëèÿ â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè, êîãäà óðàâíåíèÿëàïëàñîâñêîãî ðîñòà äîïóñêàþò íåîãðàíè÷åííîå ÷èñ�ëî òî÷íûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Äàëåå, â ðàçä. 5ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå íåëèíåéíûõ ïî�âåðõíîñòíûõ âîëí â êîðîòêîâîëíîâîé îáëàñòè, êî�ãäà íàðÿäó ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì ñëåäó�åò ó÷èòûâàòü ïîâåðõíîñòíîå. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷àî ïðî�èëå ïðîãðåññèâíîé ýëåêòðîêàïèëëÿðíîé âîë�íû íà ãðàíèöå æèäêîãî ãåëèÿ äîïóñêàåò òî÷íûå àíà�ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿì Êðåï�ïåðà äëÿ êàïèëëÿðíûõ âîëí [14℄. Ñ èõ èñïîëüçîâà�íèåì ïîëó÷åíî íåëèíåéíîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå�íèå äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðîèçâîëüíîé àìïëèòó�äû, àíàëèç êîòîðîãî ïîçâîëèë ñ�îðìóëèðîâàòü ðÿäâûâîäîâ, êàñàþùèõñÿ óñòîé÷èâîñòè çàðÿæåííîé ïî�âåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âîçìó�ùåíèÿì êîíå÷íîé àìïëèòóäû, à òàêæå îáëàñòè ñó�ùåñòâîâàíèÿ âîëíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ýëåêòðî�ãèäðîäèíàìèêè. Â ðàçä. 6 àíàëèçèðóþòñÿ ïðîñòåé�øèå îñåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæå�íèÿ, îïèñûâàþùèå âòÿãèâàíèå ïîâåðõíîñòè âãëóáüæèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.2. ÈÑÕÎÄÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß; Ï�ÅÄÅËÑÈËÜÍÎ�Î ÏÎËß�àññìîòðèì ïîòåíöèàëüíîå äâèæåíèå ïîìåùåí�íîé â ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èäåàëüíîé äèýëåêòðè÷å�ñêîé æèäêîñòè (æèäêîãî ãåëèÿ) ñî ñâîáîäíîé çàðÿ�æåííîé ýëåêòðîíàìè ïîâåðõíîñòüþ. Ïîëîæèì, ÷òî âíåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè ãðàíèöà æèäêîñòè ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõ�íîñòü z = 0, à âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íàïðàâ�ëåí âäîëü îñè z íàøåé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ðèñ. 1).Ââåäåì �óíêöèþ �(x; y; t), çàäàþùóþ îòêëîíåíèåãðàíèöû îò ïëîñêîé. Òîãäà �îðìà âîçìóùåííîéïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåìz = �(x; y; t). Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè äëÿ íåñæèìàåìîéæèäêîñòè � óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñàr2� = 0; (3)

êîòîðîå ñëåäóåò äîïîëíèòü äèíàìè÷åñêèì ãðàíè÷�íûì óñëîâèåì�t + (r�)22 = E2 � (r')28�� ++ �� r? r?�p1 + (r?�)2 � g�;z = �(x; y; t); (4)ãäå ' � ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â æèäêîñòè(ñ÷èòàåì, ÷òî çàðÿä ïîëíîñòüþ ýêðàíèðóåò ïîëå íàäïîâåðõíîñòüþ ãåëèÿ). Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòèíåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè (4) îòâå÷àåòçà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, âòîðîé � çà êàïèë�ëÿðíîå äàâëåíèå, à òðåòèé ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ïîëÿòÿæåñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðíûé ïðîñòðàí�ñòâåííûé ìàñøòàá âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòè ìàë ïîñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè îáëàñòè, çàíèìàåìîé æèä�êîñòüþ. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî�! 0; z ! �1; (5)ò. å. äâèæåíèå æèäêîñòè çàòóõàåò íà áåñêîíå÷íîñòè.Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îïðå�äåëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì (óñëîâèåìíåïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç åå ãðàíèöó):�t = �z �r?� � r?�; z = �(x; y; t): (6)Íàêîíåö, ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ' â îò�ñóòñòâèå ïðîñòðàíñòâåííûõ çàðÿäîâ óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ Ëàïëàñà r2' = 0; (7)êîòîðîå ñëåäóåò ðåøàòü ñ óñëîâèåì ýêâèïîòåíöèàëü�íîñòè ãðàíèöû æèäêîãî ãåëèÿ è óñëîâèåì îäíîðîä�íîñòè ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò ïîâåðõíî�ñòè: ' = 0; z = �(x; y; t); (8)'! �Ez; z ! �1: (9)Îòìåòèì, ÷òî â îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ(E = 0 è, êàê ñëåäñòâèå, r' = 0) ïðèâåäåííûå óðàâ�íåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ãëóáîêîéæèäêîñòè â ïîëå òÿæåñòè.Ïóñòü íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çíà�÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ñâîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå(E � E
), à äëÿ õàðàêòåðíîé äëèíû ïîâåðõíîñòíûõâîëí � ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå�E�2 � �� E2g� :626



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002 Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ : : :Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ(1), ïðè ðàññìîòðåíèè âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòè ìà�ëîé àìïëèòóäû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì êàê êà�ïèëëÿðíûõ ñèë, òàê è ñèëû òÿæåñòè. Â ðàçä. 4 áóäåòïîêàçàíî, ÷òî ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî èäëÿ âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòè êîíå÷íîé àìïëèòóäû.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ãðàíè÷íîãî óñëî�âèÿ (4) ìîæíî îïóñòèòü äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ èó÷èòûâàòü ëèøü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå.Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿâ� çà åäèíèöó äëèíû, E çà åäèíèöó íàïðÿæåííîñòèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è �E�1(4��)1=2 çà åäèíèöó âðå�ìåíè. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3)�(9) ïðèìóò âèär2' = 0; r2� = 0; (10)�t + (r�)2=2 + (r')2=2 = 1=2;z = �(x; y; t); (11)�t = �z �r?� � r?�; z = �(x; y; t); (12)' = 0; z = �(x; y; t); (13)�! 0; z ! �1; (14)'! �z; z ! �1: (15)Ïåðåïèøåì èõ â �îðìå, íå ñîäåðæàùåé â ÿâíîì âè�äå �óíêöèþ �. Ââåäåì âîçìóùåííûé ãàðìîíè÷åñêèéïîòåíöèàë ~' = '+ z, çàòóõàþùèé íà áåñêîíå÷íîñòè( ~'! 0 ïðè z ! �1). Íà ãðàíèöå èìååì~'jz=� = �:Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ�t = ~'t1� ~'z ����z=� ; r?� = r? ~'1� ~'z ����z=� ;ïîçâîëÿþùèå èñêëþ÷èòü � èç óðàâíåíèÿ (12). Êèíå�ìàòè÷åñêîå è äèíàìè÷åñêîå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11)è (12) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó~'t ��z = �r ~' � r�; z = �(x; y; t);�t � ~'z = � (r�)22 � (r ~')22 ; z = �(x; y; t):Ñêëàäûâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ ìåæäó ñîáîé, à çàòåì âû�÷èòàÿ èõ äðóã èç äðóãà, íàõîäèì:( ~'+�)t � ( ~'+�)z = � (r( ~'+�))22 ; z = �(x; y; t);

( ~'��)t + (~'��)z = (r( ~' ��))22 ; z = �(x; y; t);ò. å. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàäàâàòü ïî îòäåëü�íîñòè äëÿ ñóììû è ðàçíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ïîòåí�öèàëîâ ~' è �. Óäîáíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ïàðóâñïîìîãàòåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ�(�)(x; y; z; t) = ~'��2 :Ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñû�âàþòñÿ â ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷íîé �îðìå:r2�(�) = 0; (16)�(�)t = ��(�)z � (r�(�))2; z = �(x; y; t); (17)�(�) ! 0; z ! �1; (18)à �îðìà ãðàíèöû æèäêîãî ãåëèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èçñîîòíîøåíèÿ � = (�(+) + �(�))���z=� : (19)Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàçäåëÿþò�ñÿ íà äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ �(+) è�(�), ñâÿçü ìåæäó êîòîðûìè çàäàåòñÿ íåÿâíûì óðàâ�íåíèåì äëÿ �îðìû ïîâåðõíîñòè (19). Ïðèíöèïèàëü�íûì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿñîâìåñòíû ñ óñëîâèåì �(�) = 0, ëèáî ñ óñëîâèåì�(+) = 0. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òîïåðâîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèÿì çàäà÷è, àì�ïëèòóäà êîòîðûõ íàðàñòàåò ñî âðåìåíåì, à âòîðîå �íå ïðåäñòàâëÿþùèì äëÿ íàñ èíòåðåñà çàòóõàþùèìðåøåíèÿì.Âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ óðàâíåíèé íà îò�äåëüíûå âåòâè ñâÿçàíà ñ ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèéýëåêòðîãèäðîäèíàìèêè, êîòîðûå ëåãêî çàìåòèòüïðè èñïîëüçîâàíèè ãàìèëüòîíîâñêîãî �îðìàëèçìà.Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòèñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ (10)�(15) îáëàäàþòãàìèëüòîíîâñêîé ñòðóêòóðîé, ïðè÷åì �óíêöèè�(x; y; t) è  (x; y; t) = �jz=� ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷å�ñêè-ñîïðÿæåííûìè âåëè÷èíàìè [15℄ t = �ÆHÆ� ; �t = ÆHÆ ;ãäå ãàìèëüòîíèàí H ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò ñîâïà�äàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû:H = K + P; K = Zz�� (r�)22 d3r;627 7*



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002P = Zz�� 1� (r')22 d3r = � Zz�� (r ~')22 d3r:Íàïîìíèì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå ïîòåíöèàëû � è~' çàòóõàþò ïðè z ! �1, à èõ çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõ�íîñòè æèäêîñòè çàäàþòñÿ �óíêöèÿìè, ñîîòâåòñòâåí�íî,  è �. Êàê ñëåäñòâèå, åñëè  = �, òî � = ~', è�óíêöèîíàë êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K ñ òî÷íîñòüþäî çíàêà ñîâïàäàåò ñ �óíêöèîíàëîì ïîòåíöèàëüíîéýíåðãèè P . Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ãàìèëüòîíîâ�ñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî�óíêöèîíàëà K: t = �ÆKÆ� + �ÆKÆ� + ÆKÆ ����� =� ; �t = ÆKÆ :Âèäíî, ÷òî åñëè â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ïîëîæèòü  = �,òî îíè ñîâïàäóò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå  = �,èëè (÷òî òî æå ñàìîå) óñëîâèå �(�) = 0, îêàçûâà�åòñÿ ñîâìåñòíûì ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ æèäêî�ãî ãåëèÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíå�íèÿ �àìèëüòîíà ñîâïàäóò ïðè  = ��, ÷òî ñîîòâåò�ñòâóåò óñëîâèþ �(+) = 0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâ�íåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ ñèñòåìû íà âåòâÿõ�(+) = 0 è �(�) = 0, ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî çà�ìåíû t ! �t, ÷òî ñâÿçàíî ñ îáðàòèìîñòüþ âðåìåíèâ ãàìèëüòîíîâñêèõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîìóñëîâèÿ �(�) = 0 âûäåëÿþò ðåøåíèÿ çàäà÷è, äëÿ êî�òîðûõ âåëè÷èíà H ðàâíà íóëþ.3. ÍÀ�ÀÑÒÀÞÙÀß ÂÅÒÂÜ;ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÂ ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ïðèìåíèìîñòü êîòîðî�ãî îãðàíè÷åíà óñëîâèåì ìàëîñòè óãëîâ íàêëîíà ïî�âåðõíîñòè jr?�j � 1, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (17) ïðè�ìóò âèä �(�)t = ��(�)z ; z = 0;è óðàâíåíèÿ (16)�(19) ðàçäåëÿòñÿ íà äâå íåçàâèñè�ìûå ñèñòåìû. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íèõìîæíî íàéòè, ïîäñòàâëÿÿ ïîòåíöèàëû â âèäå�(�) / exp(kz + ik � r? � i!t):Ïîëó÷èì !(�) = �ik(òîò æå ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç äèñ�ïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (1), ðàññìàòðèâàåìîãî âïðåäåëå ñèëüíîãî ïîëÿ). Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ îä�íîé âåòâè ìàëûå ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ïîâåðõ�íîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþò ñ õàðàêòåðíûìè

âðåìåíàìè k�1, à äëÿ äðóãîé çàòóõàþò. Â ýòîì ñëó�÷àå íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ ìîæíî ñ÷è�òàòü �(�) = 0 è ðàññìàòðèâàòü ëèøü óðàâíåíèÿäëÿ ïîòåíöèàëà �(+). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî óòâåðæäå�íèå ñïðàâåäëèâî è â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ýâîëþöèÿïîâåðõíîñòè îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿ�ìè (16)�(19).Ïîëîæèì â íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ(16)�(19) �(+) = '+ z; �(�) = 0;÷òî, êàê ñëåäóåò èç ëèíåéíîãî àíàëèçà, âûäåëÿåò íà�ðàñòàþùèå ñî âðåìåíåì ðåøåíèÿ. Ïåðåõîäÿ â äâèæó�ùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò fx; y; z0g = fx; y; z � tg, âêîòîðîé ïëîñêàÿ íåâîçìóùåííàÿ ïîâåðõíîñòü æèä�êîñòè áóäåò äâèãàòüñÿ âíèç (ò. å. ïðîòèâ íàïðàâëå�íèÿ îñè z0) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïîëó÷èì ïîñëåíåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:r2' = 0; (20)�0t = �n'p1 + (r?�0)2; z0 = �0(x; y; t); (21)' = 0; z0 = �0(x; y; t); (22)'! �z0; z0 ! �1; (23)ãäå �0(x; y; t) = � � t, à �n îáîçíà÷àåò ïðîèçâîä�íóþ â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê ãðàíèöå æèäêîñòè.Äàííûå óðàâíåíèÿ â ÿâíîé �îðìå çàäàþò äâèæå�íèå ñâîáîäíîé çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãå�ëèÿ z0 = �0(x; y; t). Îíè ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè,îïèñûâàþùèìè òàê íàçûâàåìûé ïðîöåññ ëàïëàñîâ�ñêîãî ðîñòà � äâèæåíèå �àçîâîé ãðàíèöû ñî ñêî�ðîñòüþ, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîé íîðìàëüíîé ïðî�èçâîäíîé íåêîòîðîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïî�ëÿ (â íàøåì ñëó÷àå '). Â çàâèñèìîñòè îò âûáðàí�íîé ñèñòåìû ýòî ïîëå ìîæåò èìåòü ñìûñë òåìïåðà�òóðû (çàäà÷à Ñòå�àíà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðåäå�ëå), ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (ýëåêòðîëèòè�÷åñêîå îñàæäåíèå), äàâëåíèÿ (òå÷åíèå ÷åðåç ïîðèñ-òóþ ñðåäó).Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (10)�(15), ñîîò�âåòñòâóþùèå ñèñòåìå (20)�(23), óñòîé÷èâû ïî îòíî�øåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ïîòåíöèàëà �(�). Çà�ìåòèì, ÷òî îïèñûâàåìîå óðàâíåíèÿìè (20)�(23) äâè�æåíèå ãðàíèöû âñåãäà íàïðàâëåíî â ñòîðîíó æèäêî�ñòè � ýòî ñâÿçàíî ñ ïðèíöèïîì ýêñòðåìóìà äëÿ ãàð�ìîíè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè t = 0 �óíêöèÿ �0 ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé628



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002 Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ : : :�óíêöèåé ïåðåìåííûõ x è y. Òîãäà ïðè t > 0 ñïðà�âåäëèâî íåðàâåíñòâî�0(x; y; t) � �0(x; y; 0):Â èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì�(x; y; t) � �(x; y; 0) + t (24)ïðè ëþáûõ x è y. Ýòî íåðàâåíñòâî îñòàåòñÿ â ñèëåè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ �(�), êîãäàâ ñîîòíîøåíèè (19) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì ïî�òåíöèàëà �(�) ïî ñðàâíåíèþ ñ âëèÿíèåì ïîòåíöèà�ëà �(+), è äâèæåíèå ãðàíèöû îïèñûâàåòñÿ òåìè æåóðàâíåíèÿìè (20)�(23).×òî êàñàåòñÿ ýâîëþöèè ïîòåíöèàëà �(�), òîïðè ìàëûõ jr�(�)j îíà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè(16)�(18), ãäå óñëîâèå íà ãðàíèöå (17) äîñòàòî÷íîðàññìàòðèâàòü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè:�(�)t = ��(�)z ; z = �(x; y; t):Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ðàñïðåäå�ëåíèå ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿëîñü âûðàæåíèåì�(�)jt=0 = �0(x; y; z);ãäå �0 � íåêîòîðàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ïðè z � �(x; y; 0)�óíêöèÿ, çàòóõàþùàÿ ïðè z ! �1. Òîãäà âðåìåí�íàÿ äèíàìèêà ïîòåíöèàëà �(�) çàäàåòñÿ âûðàæåíè�åì �(�) = �0(x; y; z � t):Èç íåãî âèäíî, ÷òî îñîáåííîñòè �óíêöèè �(�) áóäóòïåðåìåùàòüñÿ ïî íàïðàâëåíèþ îñè z � îíè ìîãóòíàõîäèòüñÿ òîëüêî â îáëàñòèz > �(x; y; 0) + t: (25)Ñðàâíèâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ íåðàâåíñòâîì (24), âè�äèì, ÷òî îñîáåííîñòè ïîòåíöèàëà �(�) íå ïðèáëè�æàþòñÿ ê ãðàíèöå æèäêîãî ãåëèÿ z = �(x; y; t), èïîòîìó çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè íå âîç�ðàñòàåò ñî âðåìåíåì. Îòìåòèì, ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó�÷àå ïîëó÷åííîå íàìè ðåøåíèå äëÿ �(�) îêàçàëîñü áûíåïðèìåíèìûì.Âñëåäñòâèå íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè óðîâåíü ååïîâåðõíîñòè (óñðåäíåííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïå�ðåìåííûì âåëè÷èíà �óíêöèè �) íå ïåðåìåùàåòñÿ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñðåäíåííàÿ ïî x è y ãðàíèöà çà�äàâàåìîé íåðàâåíñòâîì (25) îáëàñòè, â êîòîðîé íà�õîäÿòñÿ îñîáåííîñòè �óíêöèè �(�), äâèãàåòñÿ ââåðõñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñîáåí�íîñòè óäàëÿþòñÿ îò ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ èâîçìóùåíèå �(�) áóäåò ðåëàêñèðîâàòü ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè t!1'(x; y; z; t) + z ! �(x; y; z; t);à óðàâíåíèÿ (20)�(23) îïèñûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîåïîâåäåíèå æèäêîãî ãåëèÿ ñ çàðÿæåííîé ïîâåðõíî�ñòüþ â ñèëüíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå.4. �ÅØÅÍÈß ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÄÂÈÆÅÍÈßÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîêàçàëè, ÷òî àíà�ëèç òðåõìåðíîãî ïîòåíöèàëüíîãî äâèæåíèÿ æèäêî�ãî ãåëèÿ â ñèëüíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ñâîäèòñÿê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèé (20)�(23), îïèñûâàþùèõïðîöåññ òðåõìåðíîãî ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà. Âîçìîæ�íîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â äâóìåð�íîé ãåîìåòðèè ïîçâîëèò íàì ý��åêòèâíî èññëåäî�âàòü äèíàìèêó ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè çàðÿæåí�íîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè âïëîòü äî �îðìèðîâàíèÿíà íåé îñîáåííîñòåé.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèñòåìå óðàâíåíèé(20)�(23) âñå âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé y.Ââåäåì àíàëèòè÷åñêóþ ïðè z0 � �0(x; t) �óíêöèþw = v � i' êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà Z = x + iz0(ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ýòî òàêíàçûâàåìûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ). Çäåñüv � ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííàÿ ' �óíêöèÿ, òàêàÿ÷òî óñëîâèå v = 
onst çàäàåò ñèëîâûå ëèíèè ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå. Ïîíÿòíî, ÷òî w ! Z ïðèZ ! x� i1.Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ óäîáíî ïåðåéòèâ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãäå ðîëü íåçàâèñèìîé ïåðåìåí�íîé áóäåò èãðàòü âåëè÷èíà w, à â êà÷åñòâå íåèçâåñò�íîé �óíêöèè áóäåò âûñòóïàòü �óíêöèÿ Z, àíàëèòè�÷åñêàÿ â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðå�ìåííîãî w (ò. å., ïðè ' > 0). Èç (23) ñëåäóåò, ÷òî íàáåñêîíå÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåZ ! w; w ! v � i1: (26)Ïîëó÷èì òàêæå óñëîâèå äëÿ Z íà ãðàíèöå ïîëóïëîñ�êîñòè ' = 0. Ïðî�èëü ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìèz0 = z0(v; t) = �0(x(v; t); t); x = x(v; t):Ñ èõ ïîìîùüþ íåñëîæíî âûðàçèòü íîðìàëüíóþ ñêî�ðîñòü äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè è âåëè÷èíó íàïðÿæåí�íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âõîäÿùèå â (21), ÷åðåç�óíêöèè z0(v; t) è x(v; t):�0tq1 + �0x2 = z0txv � xtz0vpz02v + x2v ; �n' = � 1pz02v + x2v :629



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óñëîâèå íà ïîâåðõíî�ñòè (21), ïîëó÷èìz0txv � xtz0v = �1èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,Im(Z�t Zw) = 1; w = v: (27)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å îòûñêà�íèÿ àíàëèòè÷åñêîé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîì�ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî w �óíêöèè Z, óäîâëåòâî�ðÿþùåé óñëîâèÿì (26) è (27). Íåëèíåéíîå óñëîâèå(27) � ýòî òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå ëàïëàñîâñêîãîðîñòà (Lapla
ian Growth Equation), øèðîêî èñïîëü�çóåìîå ïðè îïèñàíèè äâóìåðíîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöûäâóõ æèäêîñòåé ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè âÿçêî�ñòÿìè [16; 17℄, ýâîëþöèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèä�êîñòè â ïîëå òÿæåñòè [18; 19℄ è ò. ä. Óðàâíåíèå ëàïëà�ñîâñêîãî ðîñòà èíòåãðèðóåìî â òîì ñìûñëå, ÷òî îíîäîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòíûõ ðåøåíèé âè�äà [20℄Z(w) = w � it� i NXn=1an ln (w � wn(t)) ++ i NXn=1 an! ln (w � w0(t)) : (28)Çäåñü an � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå, à äëÿ �óíê�öèé âðåìåíè wn ñïðàâåäëèâî óñëîâèå Im(wn) > 0(îñîáåííîñòè �óíêöèè Z ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêîâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãîw). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (28) äîáàâëåíî äëÿ òîãî,÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (26) è, êàêñëåäñòâèå, óñëîâèÿ ëîêàëèçàöèè âîçìóùåíèÿ ïîâåðõ�íîñòè â íåêîòîðîé îáëàñòè: � ! 0 ïðè jxj ! 1. Ìîæ�íî ïîëîæèòü Im(w0)� Im(wn), òîãäà âëèÿíèå ýòîãî÷ëåíà íà ýâîëþöèþ ïîâåðõíîñòè áóäåò ïðåíåáðåæè�ìî ìàëî.Ïîäñòàâëÿÿ (28) â (27) è ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâ�øååñÿ âûðàæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè, ïîëó÷èì ñèñòå�ìó N îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéäëÿ wn(t): _wn + i+ i NXm=1a�m _wn � _w�mwn � w�m = 0:Èíòåãðèðîâàíèå ïî t ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì Nòðàíñöåíäåíòíûì óðàâíåíèÿì:wn + it+ i NXm=1a�m ln (wn � w�m) = Cn;
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x�èñ. 2. Ïðî�èëü ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ, ñî-îòâåòñòâóþùèé ¾îäíîïàëüöåâîìó¿ ðåøåíèþ óðàâ-íåíèÿ ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà, a1 = 1, q = 10�4,w0 = 5iãäå Cn � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå.�àññìîòðèì ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ ýòîãî òèïà, ñî�îòâåòñòâóþùèå N = 1, Re(w1) = 0 è a1 = �1:Z(w) = w � it� i ln(w � iq(t)); (29)q(t)� ln q(t) = 1 + t
 � t; (30)ãäå q = Im(w1), t
 � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ôîðìà óåäèíåííîãî âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî(29) è (30), çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè âûðàæåíèÿ�ìè z(v; t) = z0(v; t) + t = � lnpv2 + q2(t);x(v; t) = v � ar
tg vq(t) :Ïóñòü a1 = +1 è ìû èìååì äåëî ñ óåäèíåííûìâîçìóùåíèåì ïîâåðõíîñòè, íàïðàâëåííûì ¾ââåðõ¿.Èç (30) âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âå�ëè÷èíà q � e�t è, ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà âîç�ìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè ëèíåéíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì:zjv=0 ! t ïðè t ! 1. Ýòî òàê íàçûâàåìîå ¾îäíî�ïàëüöåâîå¿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà(ñì. ðèñ. 2). Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðå�øåíèÿ âîçìîæíû è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Êàê âèäíîèç óðàâíåíèé (20)�(23), îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ òðåõ�ìåðíîãî ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà, åñëè íà ïîâåðõíîñòèèçíà÷àëüíî èìååòñÿ îáëàñòü, ãäå íàïðÿæåííîñòü ïî�ëÿ �n' ìàëà (íàïðèìåð, âáëèçè âåðøèíû òðåõìåð�íîãî ïàëüöåîáðàçíîãî âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè), òî630



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002 Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ : : :
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�èñ. 3. Ïðî�èëü ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ â ìî-ìåíò �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè � òî÷êè çàîñòðå-íèÿ, a1 = �1, q = 0:8, w0 = 4iñêîðîñòü åå äâèæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ fx; y; z0g òàêæåáóäåò ìàëîé. Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ýòî áó�äåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñòðóå, äâèãàþùåéñÿ ïî íàïðàâ�ëåíèþ îñè z ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé óåäèíåííîãî âîçìóùå�íèÿ ïîâåðõíîñòè, íàïðàâëåííîãî ¾âíèç¿ (a1 = �1,q(t) � 1). Ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîåâðåìÿ, ïðèâîäÿ â ìîìåíò t = t
 ê �îðìèðîâàíèþîñîáåííîñòè íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè � òî÷êè âîç�âðàòà ïåðâîãî ðîäà (ðèñ. 3). Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëà�ãàÿ z è x ïî ñòåïåíÿì v è � ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëÿ�óíêöèè q(t) âáëèçè t
 ñïðàâåäëèâîq(t) � 1 +p2� ; � = t
 � t;ïîëó÷èì â îñíîâíîì ïîðÿäêå:z = v22 +p2� ; x = v33 + vp2� : (31)Îòñþäà âèäíî, ÷òî â ìîìåíò � = 0, ò. å. t = t
, �îð�ìà ïîâåðõíîñòè âáëèçè îñîáîé òî÷êè çàäàåòñÿ ñîîò�íîøåíèåì 2z = j3xj2=3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå çà�îñòðåíèÿ1). Â ðàáîòàõ [17; 23℄ óêàçûâàëîñü, ÷òî îñî�áåííîñòè z3 / x2 ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè îáùåãîïîëîæåíèÿ äëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåìëàïëàñîâñêîãî ðîñòà. Ïîäîáíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ ñ çàðÿæåííîé ãðàíèöåéîòðàæàþò íàáëþäàâøóþñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ [12; 24℄òåíäåíöèþ ê ïîÿâëåíèþ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèóãëóáëåíèé, çàîñòðÿþùèõñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ñìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîÿâëåíèå ñèíãóëÿð�íîñòè íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ñâÿçàíî ñ îáðàùåíè�åì â íóëü ÿêîáèàíà ïðåîáðàçîâàíèÿ fx; z0g ! fv; 'g1) Íà çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè, äëÿêîòîðîé E = 0 è E0 6= 0, â ïðåäåëå ñèëüíîãî ïîëÿ �îðìèðóþò�ñÿ ñëàáûå êîðíåâûå îñîáåííîñòè âèäà z / jxj3=2, äëÿ êîòîðûõêðèâèçíà îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé, à ñàìà ïîâåðõíîñòü îñòà�åòñÿ ãëàäêîé [21; 22℄.

ïðè ' = v = � = 0. Íà îñòðèå ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷�íîå óâåëè÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ, à òàêæå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè çà êî�íå÷íîå âðåìÿ:jr'j � x�1v ��v=0 / ��1=2; jr�j / ztjv=0 / ��1=2:Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îïèñûâàåìîå âûðàæåíèÿìè(31) ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñïðàâåäëèâî è âñëó÷àå, êîãäà ïîëå íàä ïîâåðõíîñòüþ íå ýêðàíèðó�åòñÿ ïîëíîñòüþ, ò. å. óñëîâèå E0 � E íå âûïîëíÿåò�ñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè óñëî�âèå ìàëîñòè ïîëÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñïîëåì â æèäêîñòè âûïîëíÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðà�çîì. Êðîìå òîãî, íåîáÿçàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå� � E2=g�. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àìïëèòóäà âîç�ìóùåíèé ïîâåðõíîñòè îñòàåòñÿ êîíå÷íîé è âëèÿíèåñèë òÿæåñòè âñåãäà ïðåíåáðåæèìî ìàëî âáëèçè òî÷�êè çàîñòðåíèÿ.Îáñóäèì òåïåðü âëèÿíèå êàïèëëÿðíûõ ý��åê�òîâ. Íåñëîæíî îöåíèòü ïîâåðõíîñòíîå è ýëåêòðîñòà�òè÷åñêîå äàâëåíèÿ âáëèçè îñîáåííîñòè:PS / ��xx / ��1=2E�1��1;PE / (r')2 / ��1=2E��1:Çäåñü ìû âåðíóëèñü ê ðàçìåðíûì îáîçíà÷åíèÿì. Èçýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëî�âèÿ � � �E�2 êàïèëëÿðíûå ñèëû ìàëû ïî ñðàâíå�íèþ ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ó÷è�òûâàòü èõ íà ñòàäèè �îðìèðîâàíèÿ îñòðèé íå òðå�áóåòñÿ. Ýòî óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì íåîá�õîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ ëàïëà�ñîâñêîãî ðîñòà è åãî ðåøåíèé (31) âáëèçè ñèíãóëÿð�íîñòåé.5. ÝËÅÊÒ�ÎÊÀÏÈËËß�ÍÛÅ ÂÎËÍÛ�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðíàÿ äëèíà ïî�âåðõíîñòíûõ âîëí ñðàâíèìà ñ âåëè÷èíîé �E�2 èíåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êàïèëëÿðíûå ý��åêòû. Áó�äåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå E � E
, òîãäàâëèÿíèåì ñèëû òÿæåñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äèñïåð�ñèîííîå ñîîòíîøåíèå (1) äëÿ ýëåêòðîêàïèëëÿðíûõâîëí íà çàðÿæåííîé ãðàíèöå æèäêîãî ãåëèÿ ïðèE0 = 0 â áåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ âðàçä. 2, ïðèíèìàåò âèä!2(k) = k3 � k2; (32)ãäå çà åäèíèöó äëèíû ïðèíÿòà âåëè÷èíà � == 4��E�2. Èç (32) âèäíî, ÷òî !2 < 0 ïðè k < 1631



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçâèâàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêàÿ ýëåê�òðîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïîâåðõíîñòèæèäêîñòè. Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå k > 1, òî÷àñòîòà ! áóäåò äåéñòâèòåëüíîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòðàñïðîñòðàíåíèþ ëèíåéíûõ äèñïåðãèðóþùèõ âîëí.Ïîíÿòíî, ÷òî îñíîâàííûé íà àíàëèçå ñîîòíîøå�íèÿ (32) ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ýâîëþöèè çàðÿæåí�íîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïðèìåíèì ëèøü â ñëó÷àåâîçìóùåíèé ãðàíèöû ìàëîé àìïëèòóäû: A � k�1.Äëÿ âîëí ñ êîíå÷íîé àìïëèòóäîé íåëèíåéíûé ý���åêò ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè äèñïåðñè�îííîãî ñîîòíîøåíèÿ îò A (ñì., íàïðèìåð, [25℄):! = !(k;A):Îáû÷íî çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû îò àìïëèòóäû èùåò�ñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî A (ðàçëîæåíèå Ñòîê�ñà), ÷òî îãðàíè÷èâàåò ðàññìîòðåíèå ñëàáîíåëèíåé�íûì ïðåäåëîì. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýëåêòðîêàïèëëÿð�íûõ âîëí ìîæíî íàéòè òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ íåëè�íåéíîãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ.Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîãðåññèâíóþ âîëíó(âîëíó, ïðî�èëü êîòîðîé íå ìåíÿåòñÿ â ñèñòåìå êî�îðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ âîëíîé), ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíå�íèé ýëåêòðîãèäðîäèíàìèêè (3)�(9) ïðè ïîìîùè ñëå�äóþùèõ ïîäñòàíîâîê:' = '(x0; z); � = �0(x0; z) + Cx0; � = �(x0);ãäå x0 = x � Ct, à ïîñòîÿííàÿ C èìååò ñìûñë ñêî�ðîñòè äâèæåíèÿ âîëíû ïî íàïðàâëåíèþ îñè x. Íàõî�äèì: �0x0x0 +�0zz = 0; (33)'x0x0 + 'zz = 0; (34)�02x0+�02z�C22 +'2x0+'2z�12 = �x0x0(1+�2x0)3=2 ;z = �(x0); (35)�0z = �x0�0x0 ; z = �(x0); (36)' = 0; z = �(x0); (37)�0 ! �Cx0; z ! �1; (38)'! �z; z ! �1: (39)

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ââåñòè �óíê�öèþ òîêà 	(x0; z), ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííóþ ïî�òåíöèàëó �0: 	x0 = ��0z; 	z = �0x0 :Ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà	x0x0 +	zz = 0 (40)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè	 = 0; z = �(x0); (41)	! �Cz; z ! �1; (42)ñëåäóþùèìè èç (36) è (38). Êàê íåñëîæíî çàìåòèòü,óðàâíåíèÿ (40)�(42) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äëÿïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (34), (37) è (39).Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò �óíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü	 = C':Ñ åå èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèå Áåðíóëëè (35) ñóùå�ñòâåííî óïðîùàåòñÿ, ïðèíèìàÿ âèäC2 + 12 �'x02 + 'z2 � 1� = �x0x0(1 + �x02)3=2 ;z = �(x0): (43)Ýòî óñëîâèå â ñî÷åòàíèè ñ (34), (37) è (39) ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåò �îðìó âîëíû â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå êî�îðäèíàò fx0; zg.Óðàâíåíèÿ (34), (37), (39) è (43) ñ òî÷íîñòüþ äîïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè,îïèñûâàþùèìè �îðìó ïðîãðåññèâíîé êàïèëëÿðíîéâîëíû [14℄, à òàêæå ðàâíîâåñíóþ êîí�èãóðàöèþ çà�ðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ìåòàëëà [26℄. Îíèäîïóñêàþò òî÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, äëÿ êî�òîðûõ ãðàíèöà æèäêîñòè çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè�ìè âûðàæåíèÿìèz = 4k�22(C2 + 1)�1 +A 
os(kp) + z0; (44)x0 = p� 2Ak�1 sin(kp)2(C2 + 1)�1 +A 
os(kp) + x00; (45)ãäå z0 è x00 � ïîñòîÿííûå, p� ïàðàìåòð (îäèí ïåðèîäñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ p íà 2�=k), à âåëè÷èíà Aèìååò ñìûñë àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè,ò. å. A = (zmax � zmin)=2. Åå çàâèñèìîñòü îò k è Cçàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåìA = � 4(C2 + 1)2 � 4k2 �1=2 : (46)632



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002 Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ : : :Êàê óêàçûâàëîñü â [14℄, ðåøåíèÿ (44) è (45) ñóùå�ñòâóþò òîëüêî ïðè1 � kC2 + 1 � 
;ãäå 
 � 1:52.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ �àçîâîé ñêîðîñòüþâîëíû, ïîëîæèì â (46) âåëè÷èíó C ðàâíîé !=k. �å�øàÿ ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ÷àñòî�òû !, íàõîäèì òî÷íîå íåëèíåéíîå äèñïåðñèîííîå ñî�îòíîøåíèå !2(k;A) = k3p1 +A2k2=4 � k2 (47)è óñëîâèÿ åãî ïðèìåíèìîñòè:k3
�1 � !2 � k2 � k3: (48)Âèäíî, ÷òî â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî ìàëûõ àìïëèòóä,A ! 0, âûðàæåíèå (47) ïåðåõîäèò â ëèíåéíîå äèñ�ïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (32). Îáñóäèì, ê ÷åìó ïðè�âîäèò âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè. Èç (47) âèäíî, ÷òîïðè �èêñèðîâàííîì âîëíîâîì ÷èñëå k � 1 ìàêñè�ìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíî�ñòè Amax(k) ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîìó âîçìîæ�íîìó çíà÷åíèþ !2. Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèé (48), ïðè1 � k � 
 âåëè÷èíà !2min = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâó�åò âîëíå ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå âûðà�æåíèÿ (44) è (45) çàäàþò ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàöè�îíàðíîì ïðî�èëå çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêî�ãî ãåëèÿ. Ïðè k > 
k1 àìïëèòóäà ìàêñèìàëüíà äëÿýëåêòðîêàïèëëÿðíûõ âîëí ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðà�íåíèÿ C =pk
�1 � 1;ïðè ýòîì !2min = k3
�1 � k2:Òîãäà ïîëó÷èìAmax(k) = 8><>: 0; 0 � k < 1;2p1� k�2; 1 � k � 
;2k�1p
2 � 1; k > 
(ãðà�èê ýòîé çàâèñèìîñòè ïðèâåäåí íà ðèñ. 4). Åñ�ëè àìïëèòóäà ïðåâûñèò ýòî çíà÷åíèå, òî ëèáî âûðà�æåíèÿ (44) è (45) îïèñûâàþò ñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ,ò. å. íå ðåàëèçóåìóþ �èçè÷åñêè ïîâåðõíîñòü, ëèáî!2 < 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí�íîé çàäà÷å â êîíòåêñòå âîëíîâîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ.Ýòî ïîçâîëÿåò âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óñëî�âèå A(k) > Amax(k) ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì æåñòêîãîâîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷è�âîñòè ïëîñêîé çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãå�ëèÿ, îáîáùàþùèì ïðîñòåéøèé ëèíåéíûé êðèòåðèé

k = γ

0 1 2 3 4 5

2

1

0

Amax

k�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ àì-ïëèòóäû Amax ýëåêòðîêàïèëëÿðíîé âîëíû íà çà-ðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ îò âîëíîâîãî÷èñëà k. Ïðè k < 
 ìàêñèìóì ïðèõîäèòñÿ íà çíà÷å-íèå ! = 0, ïðè k > 
 ÷àñòîòà îòëè÷íà îò íóëÿ
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−1−2�èñ. 5. Îäèí ïåðèîä ñòàöèîíàðíîãî ïðî�èëÿ çàðÿ-æåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ äëÿ k = 
. Ïðèýòîì çíà÷åíèè âîëíîâîãî ÷èñëà àìïëèòóäà ýëåê-òðîêàïèëëÿðíîé âîëíû äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî âîç-ìîæíîãî çíà÷åíèÿíåóñòîé÷èâîñòè k < 1 íà ñëó÷àé âîçìóùåíèé êîíå÷�íîé àìïëèòóäû.Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìóì �óíêöèè Amax(k) ïðè�õîäèòñÿ íà k = 
. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó çíà÷å�íèþ âîëíîâîãî ÷èñëà �îðìà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòèèçîáðàæåíà íà ðèñ. 5. Èç íåãî âèäíî, ÷òî â æèäêî�ñòè ïîÿâëÿþòñÿ ïîëîñòè. Ïîäîáíûå ðåøåíèÿ îòðà�æàþò òåíäåíöèþ ê �îðìèðîâàíèþ çàðÿæåííûõ ïó�çûðüêîâ (â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå [12℄ � ¾áàáëî�íîâ¿) íà çàîñòðåííûõ óãëóáëåíèÿõ ãðàíèöû æèäêî�633



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002ãî ãåëèÿ. Ñ èõ çàðîæäåíèåì ñâÿçàí îñíîâíîé ìåõà�íèçì óõîäà ýëåêòðîíîâ ñ ïîâåðõíîñòè.6. ÎÑÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÅ �ÅØÅÍÈß�àññìîòðèì ýâîëþöèþ çàðÿæåííîé ïîâåðõ�íîñòè æèäêîãî ãåëèÿ â âàæíîì ñëó÷àå îñåâîéñèììåòðèè çàäà÷è. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (20)�(23),ñîîòâåòñòâóþùèå íàðàñòàþùåé âåòâè ðåøåíèéñèñòåìû (10)�(15), â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõfr; z0g = fr; z � tg ïðèíèìàþò âèä'rr + r�1'r + 'z0z0 = 0;�0t = �('2r + '2z0)1=2(1 + �02r)1=2; z0 = �0(r; t);' = 0; z0 = �0(r; t);'! �z0; z0 ! �1:Çäåñü r = px2 + y2, à â óñëîâèè (21) ìû ó÷ëè, ÷òîíà ýêâèïîòåíöèàëüíîé ãðàíèöå �n' = �jr'j.Íà ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñòàäèÿõ �îðìèðî�âàíèÿ óãëóáëåíèÿ â ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â îáëàñòè çíà÷è�òåëüíîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè íàìíîãî ïðåâîñõî�äèò âíåøíåå, jr'j � 1. Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêàãðàíèöû �0 = � � t öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåí�íûì ïîëåì, áûñòðî çàòóõàþùèì íà ðàññòîÿíèè, ÷òîäàåò îñíîâàíèå èñïîëüçîâàòü ïðè z ! �1 óñëîâèåjr'j ! 0 âìåñòî óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè ïîëÿ. Áóäåìòàêæå ïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòè æèäêî�ñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿíà÷àëà êîîðäèíàò â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà(ò. å. j�tj � 1). Òîãäà â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ìîæíîçàìåíèòü �0 íà �, z0 íà z. Ïîëó÷èì â èòîãå:'rr + r�1'r + 'zz = 0; z < �(r; t); (49)'t = �'r2 � 'z2; z = �(r; t); (50)' = 0; z = �(r; t); (51)'r2 + 'z2 ! 0; r2 + z2 !1: (52)Â (50) ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå�íèÿìè íà ãðàíèöå æèäêîñòè:�t = �'t'z ; �r = �'r'z :Ê óñëîâèÿì ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ìûâåðíåìñÿ â êîíöå äàííîãî ðàçäåëà.

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (49)�(52) ìîæíî ïî�ëó÷èòü ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè, àíàëîãè÷íîé èñ�ïîëüçîâàííîé â ðàáîòå [27℄ ïðè ïîñòðîåíèè îñåñèì�ìåòðè÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è Ñòå�àíà:'(r; z; t) = f(u(r; z; t)); (53)u(r; z; t) = �z � V t+pr2 + (z + V t)2; (54)ãäå ïîñòîÿííàÿ V èìååò ñìûñë ñêîðîñòè äâèæåíèÿïîâåðõíîñòè âãëóáü æèäêîñòè. Íåñëîæíî çàìåòèòü,÷òî ýêâèïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþ�ùèå (53) è (54), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî ñî�î�êóñíûõ ïàðàáîëîèäîâ âðàùåíèÿ:r2 = 2u(z + V t) + u2 (55)ñ �îêóñîì â òî÷êå r = 0 è z = �V t.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (53), (54) â (49), ïðèõî�äèì ê ñëåäóþùåìó îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëü�íîìó óðàâíåíèþ: ufuu + fu = 0: (56)Èç (50) è (51) ñëåäóåò, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê íåìóèìåþò âèä fu(u0) = V2 ; f(u0) = 0: (57)Çäåñü u0 � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà u íà ïîâåðõíîñòèæèäêîñòè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âå�ëè÷èíó K = 1=u0, êîòîðàÿ, êàê âèäíî èç (55), çàäàåòêðèâèçíó ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè íà îñè ñèììåòðèè.�åøàÿ (56) è (57), ïîëó÷èìf(u) = V ln(Ku)2K ; (58)÷òî â ñî÷åòàíèè ñ (53) è (54) îïðåäåëÿåò âðåìåí�íóþ ýâîëþöèþ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Çà�ìåòèì, ÷òî óñëîâèå (52) âûïîëíÿåòñÿ åñòåñòâåííûìîáðàçîì. Ôîðìà ïîâåðõíîñòè äëÿ äàííîãî òî÷íîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (49)�(52) çàäàåòñÿ ñî�îòíîøåíèåì�(r; t) = Kr22 � V t� (2K)�1; (59)÷òî ñîîòâåòñòâóåò èãëîîáðàçíîìó óãëóáëåíèþ, âòÿ�ãèâàþùåìóñÿ â æèäêîñòü ñî ñêîðîñòüþ V . Ïîäîáíàÿãåîìåòðèÿ âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè ìîæåò ñ÷èòàòü�ñÿ ïðîñòåéøåé, ïàðàáîëîèäàëüíîé, àïïðîêñèìàöèåé�îðìû ãðàíèöû æèäêîñòè íà ñóùåñòâåííî íåëèíåé�íûõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè çàðÿæåííîéãðàíèöû æèäêîñòè.634



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 3, 2002 Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ : : :Íàïîìíèì, ÷òî ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ(49)�(52) èñõîäíîé ñèñòåìû (20)�(23) îãðàíè÷åíàóñëîâèÿìè j�tj � 1 è jr'j � 1:Ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèé (59) �t = �V ïðè ëþáûõ rè t, ïåðâîå óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó V � 1(â ðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ V � Ep4��). ×òî êàñà�åòñÿ âòîðîãî óñëîâèÿ, òî ìîæíî íàéòè õàðàêòåðíûéðàçìåð D îáëàñòè, â êîòîðîé ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå,ñîçäàâàåìîå çàðÿæåííîé ïàðàáîëîèäàëüíîé ïîâåðõ�íîñòüþ, ïðåâûøàåò âíåøíåå. Èç (53), (54) è (58) ñëå�äóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ â æèäêîñòè îïðåäåëÿ�åòñÿ âûðàæåíèåì jr'j = VKp2Ru:Çäåñü R = pr2 + (z + V t)2 � ðàññòîÿíèå äî �îêó�ñà ïàðàáîëîèäà, ïðè÷åì íà âåðøèíå ïàðàáîëîèäà,ò. å. â òî÷êå r = 0 è z = �V t � (2K)�1, âåëè÷èíàïîëÿ ìàêñèìàëüíà è ðàâíà V . Ïîñêîëüêó íàïðÿæåí�íîñòü ïîëÿ â îñíîâíîì óáûâàåò ïðè óäàëåíèè îò �î�êóñà êàê R�1, òî äëÿ ìàñøòàáà D ñïðàâåäëèâà îöåí�êà D / V=K. Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé âûâîä èìååòñìûñë ëèøü â ñëó÷àå, åñëè âåëè÷èíà D çíà÷èòåëüíîïðåâîñõîäèò ðàäèóñ êðèâèçíû âîçìóùåíèÿ ïîâåðõ�íîñòè K�1. Ýòî òðåáîâàíèå ñíîâà ïðèâîäèò íàñ êíåðàâåíñòâó V � 1.Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü íàéòè ÷àñòíûå îñå�ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèä�êîãî ãåëèÿ ñ çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòüþ, îïèñûâà�þùèå ýâîëþöèþ ëîêàëèçîâàííîãî âîçìóùåíèÿ ïî�âåðõíîñòè ñî çíà÷èòåëüíîé êðèâèçíîé, è óñòàíîâèòüóñëîâèÿ èõ ïðèìåíèìîñòè. Îäíàêî ïîëó÷åííûå ðå�øåíèÿ íå ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðåøåíèÿìè îáùåãî ïîëî�æåíèÿ. Áîëåå âåðîÿòíî, ÷òî äîìèíèðîâàòü, êàê è âäâóìåðíîì ñëó÷àå, áóäóò ðåøåíèÿ âçðûâíîãî òèïà,äëÿ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷åííîå çàîñòðåíèåïîâåðõíîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ.7. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÂ îòñóòñòâèå ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ðàññìîòðåí�íûå íàìè óðàâíåíèÿ ýëåêòðîãèäðîäèíàìèêè æèäêî�ãî ãåëèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â õîðîøî èçâåñòíûå óðàâ�íåíèÿ áåçâèõðåâîãî äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêî�ñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ýòè óðàâíåíèÿ ÷ðåçâû�÷àéíî òðóäíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ, â íàñòîÿùåå âðåìÿíå ñóùåñòâóåò ðàçâèòûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ èõ ðå�øåíèé. Â äàííîé ðàáîòå íàì óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òîó÷åò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íå óñëîæíÿåò èõ

àíàëèç. Íàïðîòèâ, ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ñëà�ãàåìîãî â äèíàìè÷åñêîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè âíîñèòâ óðàâíåíèÿ îïðåäåëåííóþ ñèììåòðèþ � îíè îêàçû�âàþòñÿ ñîâìåñòíûìè ñ óñëîâèÿìè '+z = ��. Âîçíè�êàþùàÿ �óíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîòåíöèàëà�ìè ñêîðîñòè è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò âäâîåóìåíüøèòü ÷èñëî óðàâíåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îïè�ñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè, è, â êîíå÷íîì èòîãå,íàéòè øèðîêèé êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèéäâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ ñ çàðÿæåííîé ýëåêòðîíà�ìè ãðàíèöåé. Âàæíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ íåîãðàíè÷åíû óñëîâèåì ìàëîñòè âîçìóùåíèé ïîâåðõ�íîñòè � îíè îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ãðàíèöû æèäêî�ñòè âïëîòü äî �îðìèðîâàíèÿ íà íåé òî÷åê çàîñòðå�íèÿ.Çà ðàìêàìè ðàáîòû îñòàëîñü èçó÷åíèå äèíàìèêè�îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé â ñëó÷àå, êîãäà õàðàê�òåðíûé ìàñøòàá âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòè � ñðàâ�íèì ñ âåëè÷èíîé �E�2 è íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êà�ïèëëÿðíûå ý��åêòû. Â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ïîäîá�íûé àíàëèç ìîæíî ïðîâåñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåä�ëîæåííîé â ðàáîòàõ [28; 29℄ òåõíèêè èññëåäîâàíèÿïëîñêèõ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé ñî ñâîáîäíîé ãðà�íèöåé, îñíîâàííîé íà êîí�îðìíîì îòîáðàæåíèè îá�ëàñòè, çàíèìàåìîé æèäêîñòüþ, â ïîëóïëîñêîñòü. Âòåðìèíàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû òàêîå ïðåîáðàçîâàíèåñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ â êà÷åñòâå íåçàâèñè�ìûõ ïåðåìåííûõ ïîòåíöèàëà ïîëÿ ' è ãàðìîíè÷å�ñêè ñîïðÿæåííîé åìó �óíêöèè v. Â ñëó÷àå îñåâîéñèììåòðèè çàäà÷è (èìåííî òàêàÿ ãåîìåòðèÿ íàèáî�ëåå òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìûì â ýêñïåðè�ìåíòàõ [12; 24℄ ÿâëåíèÿì) çà �îðìèðîâàíèå îñîáåí�íîñòåé ìîãóò áûòü îòâåòñòâåííû àâòîìîäåëüíûå ðå�øåíèÿ óðàâíåíèé ýëåêòðîãèäðîäèíàìèêè, àíàëîãè÷�íûå ðàññìîòðåííûì â íåäàâíåé ðàáîòå [30℄, ïîñâÿ�ùåííîé �îðìèðîâàíèþ êîíè÷åñêèõ îñòðèé íà ïî�âåðõíîñòè æèäêîãî ìåòàëëà âî âíåøíåì ýëåêòðè÷å�ñêîì ïîëå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àâòîìîäåëüíûì ñöåíà�ðèåì ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íà ïîâåðõíîñòè çà êî�íå÷íîå âðåìÿ ïîÿâÿòñÿ êîíè÷åñêèå ëóíêè ñ óãëîìðàñòâîðà 98:6Æ. Äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ýòèõ ïðî�öåññîâ òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Àâòîð ïðèçíàòåëåí Â. Å. Çàõàðîâó è Å. À. Êóç�íåöîâó çà èíòåðåñ ê ðàáîòå. Äàííàÿ ðàáîòà âûïîë�íåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 00-02-17428),INTAS (ãðàíò 99-1068), à òàêæå �ÀÍ (øåñòîé êîí�êóðñ-ýêñïåðòèçà 1999 ãîäà ïðîåêòîâ ìîëîäûõ ó÷å�íûõ �ÀÍ, ãðàíò 63).635
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