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ÊÀÊ ÑÂßÇÀÍÀ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÀß ÝÍÒ�ÎÏÈßÊÂÀÍÒÎÂÀÍÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ Ñ ÅÅ ÏËÎÙÀÄÜÞ?�. Â. Êîðêèí *, È. Á. Õðèïëîâè÷ **Èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èì. �. È. Áóäêåðà630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿ,Íîâîñèáèðñêèé óíèâåðñèòåò630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 äåêàáðÿ 2001 ã.Ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ êâàíòîâàííîé ïîâåðõíîñòè â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ïðîïîðöèî-íàëüíà åå ïëîùàäè. �åçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ïåòëåâîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè, à òàêæå äëÿ íåñêîëüêîáîëåå îáùåãî êëàññà ïîäõîäîâ ê êâàíòîâàíèþ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìàêñèìàëü-íàÿ ýíòðîïèÿ âû÷èñëåíà â ÿâíîì âèäå.PACS: 04.60, 04.70, 04.70.D�àññìîòðèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàêñèìàëüíîéýíòðîïèåé êâàíòîâàííîé ïîâåðõíîñòè è åå ïëîùà�äüþ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íà÷íåì èññëåäîâàíèå ñïîäõîäà ê êâàíòîâàíèþ ïîâåðõíîñòåé, îñíîâàííîìóíà ïåòëåâîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè [1�5℄. Çäåñü ãåî�ìåòðèÿ ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì èç � ïðî�êîëîâ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå êàæäûéïðîêîë ñíàáæàåòñÿ äâóìÿ öåëûìè èëè ïîëóöåëûìè¾óãëîâûìè ìîìåíòàìè¿ ju è jd:ju; jd = 0; 1=2; 1; 3=2; : : : (1)ju è jd ñâÿçàíû ñ ðåáðàìè, íàïðàâëåííûìè, ñîîò�âåòñòâåííî, ââåðõ è âíèç îòíîñèòåëüíî íîðìàëè êïîâåðõíîñòè è ñêëàäûâàþòñÿ â óãëîâîé ìîìåíò jud:jud = ju + jd; jju � jdj � jud � ju + jd: (2)Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ðàâíàA = �l2p �� �Xi=1q2jui (jui +1)+2jdi (jdi +1)�judi (judi +1): (3)Ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèåïî ïîâîäó ïîñëåäíåé �îðìóëû. Âïîëíå åñòåñòâåííî,*E-mail: rvkorkin�mail.ru**E-mail: khriplovi
h�inp.nsk.su

÷òî åäèíèöåé ïëîùàäè ñëóæèò êâàäðàò ïëàíêîâñêîéäëèíû l2p = G~
3 : (4)Êàæäûé ðàäèêàëq2jui (jui + 1) + 2jdi (jdi + 1)� judi (judi + 1)èìååò òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ÷òî è ñàìè jui è jdi .Íî òîãäà, ÷òîáû ïëîùàäü A áûëà êîíå÷íîé â êëàñ�ñè÷åñêîì ïðåäåëå áîëüøîé ñóììû êâàíòîâûõ ÷èñåë,ñòåïåíüN = �Xi=1q2jui (jui +1)+2jdi (jdi + 1)�judi (judi +1) (5)äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñòåïåíè ~ â l2p. Ýòîò àðãóìåíò,ñ�îðìóëèðîâàííûé â ðàáîòå [6℄, òàêæå âïîëíå åñòå�ñòâåí. Åãî ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ðàññìàòðèâàÿ âîáû÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ëþáîå ñðåäíåå, íå èñ�÷åçàþùåå â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå. Ñ äðóãîé ñòîðî�íû, ïîñêîëüêó áîëüøèå j, âîîáùå ãîâîðÿ, äîïóñòè�ìû, ñóììà èìåííî êâàäðàòíûõ êîðíåé, à íå, ê ïðè�ìåðó, ñóììà j(j+1) èëè 4pj(j + 1), äîëæíà âõîäèòüâ âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè.×òî æå êàñàåòñÿ îáùåãî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ� â �îðìóëå (3), åãî íåëüçÿ îïðåäåëèòü áåç äîïîë�íèòåëüíûõ �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ýòà íåîäíî�5



�. Â. Êîðêèí, È. Á. Õðèïëîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002çíà÷íîñòü âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ñâîáîäíî�ãî ïàðàìåòðà (òàê íàçûâàåìîãî ïàðàìåòðà Èììèð�çè) [7, 8℄, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâó íåýêâè�âàëåíòíûõ êâàíòîâûõ òåîðèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé áåç ïîäîáíûõ ñîîáðàæåíèé.Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî çíà÷åíèå ýòîãî ìíîæèòåëÿâ �îðìóëå (3) óäàñòñÿ îïðåäåëèòü, èññëåäóÿ ýíòðî�ïèþ ÷åðíîé äûðû. Ýòà èäåÿ (óïîìÿíóòàÿ ðàíåå âðàáîòå [9℄) áûëà èññëåäîâàíà îäíèì èç àâòîðîâ [10℄äëÿ íåñêîëüêî óïðîùåííûõ ìîäåëåé â ïðåäïîëîæå�íèè, ÷òî ýíòðîïèÿ âå÷íîé ÷åðíîé äûðû â ðàâíîâåñèèìàêñèìàëüíà. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå âîñõîäèò êðàáîòå [11℄, ãäå îíî èñïîëüçîâàëîñü â ìîäåëè êâàíòî�âîé ÷åðíîé äûðû, âîçíèêàþùåé ïðè êîëëàïñå ïûëè.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåììàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè ïîâåðõíîñòè, ïëîùàäü êî�òîðîé çàäàíà ñîîòíîøåíèåì (3) (èëè íåêîòîðûì åãîîáîáùåíèåì).Ýíòðîïèÿ S ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëîãà�ðè�ì ÷èñëà ñîñòîÿíèé ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ �èêñè�ðîâàííîé ïëîùàäüþ A, ò. å. ñ �èêñèðîâàííîé ñóì�ìîé (5). Ïóñòü �i � ýòî ÷èñëî ïðîêîëîâ ñ çàäàííûìíàáîðîì ìîìåíòîâ jui , jdi , judi . Ïîëíîå ÷èñëî ïðîêî�ëîâ ðàâíî � =Xi �i:Êàæäîìó ïðîêîëó i ïðèïèñûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèéâåñ gi. Ïîñêîëüêó judi = jui + jdi ;ýòîò ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ðàâåí, â îòñóòñòâèå äîïîë�íèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ÷èñëó âîçìîæíûõ ïðîåê�öèé judi , ò. å. gi = 2judi + 1:Òîãäà ýíòðîïèÿ ðàâíÿåòñÿS = ln"Yi (gi)�i�i ! � !# ==Xi �i ln gi �Xi ln �i ! + ln � ! : (6)Ñòðóêòóðà âûðàæåíèé (3) è (6) íàñòîëüêî ðàçëè÷íà,÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýíòðîïèÿ, ðàçóìååòñÿ, íå ìîæåòáûòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè (ñì. áîëåå äåòàëü�íîå îáñóæäåíèå â ðàáîòå [10℄). Îäíàêî, êàê áóäåòïîêàçàíî íèæå, èìåííî òàê îáñòîèò äåëî äëÿ ìàêñè�ìàëüíîé ýíòðîïèè â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå.Åñòåñòâåííî îæèäàòü èç êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðà�æåíèé, ÷òî àáñîëþòíûé ìàêñèìóì ýíòðîïèè äîñòè�ãàåòñÿ, êîãäà ïðèñóòñòâóþò âñå çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ

÷èñåë jui , jud. Ýòà äîãàäêà ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæåêîíêðåòíûìè âû÷èñëåíèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëü�íûõ ñëó÷àåâ (ñì. [10℄). Ìû ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òîâ êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ÷è�ñåë ïðîêîëîâ �i âåëèêè. Òîãäà ñ ïîìîùüþ �îðìóëûÑòèðëèíãà âûðàæåíèå (6) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäóS =Xi ��i ln(2j + 1)���i + 12� ln �i�++ Xi �i + 12! ln Xi0 �i0! : (7)Ìû îïóñòèëè çäåñü ñëàãàåìûå ñ lnp2�, áëèçêèå ïîïîðÿäêó âåëè÷èíû ê åäèíèöå. Ïðèìåíèìîñòü ýòîãîïðèáëèæåíèÿ, ðàâíî êàê è ñàìîé �îðìóëû Ñòèðëèí�ãà, ê ýòîé çàäà÷å îáñóæäàåòñÿ íèæå. Ìû èùåì ýêñ�òðåìóì âûðàæåíèÿ (7) ïðè óñëîâèèN =Xi �i ri = 
onst;ri =q2jui (jui + 1) + 2jdi (jdi + 1)� judi (judi + 1): (8)Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèéln gi � ln �i + ln Xi 0 �i 0! = �ri ; (9)èëè �i = gi exp(��ri)Xi 0 �i 0 : (10)Çäåñü � � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà äëÿ äîïîëíèòåëüíî�ãî óñëîâèÿ (8). Ñóììèðóÿ âûðàæåíèÿ (10) ïî i, ìûïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ �:Xi gi exp(��ri) = 1: (11)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óìíîæàÿ óðàâíåíèå (9) íà �i èñóììèðóÿ ïî i, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (8) ïîëó÷àåì ñëå�äóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ìàêñèìóìà ýíòðîïèè ïðè çà�äàííîì çíà÷åíèè N :Smax = �N : (12)Â âûðàæåíèè (7) ìû ïðåíåáðåãëè ÷ëåíàìè�12Xi ln �i; 12 ln �:Íèæå ìû âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î òî÷íîñòè ýòîãî ïðè�áëèæåíèÿ.6



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002 Êàê ñâÿçàíà ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ êâàíòîâàííîé ïîâåðõíîñòè : : :Òàêèì îáðàçîì, èìåííî ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿïîâåðõíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà â êëàññè÷åñêîì ïðå�äåëå åå ïîâåðõíîñòè. Ýòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòü çàâå�äîìî èìååò ìåñòî äëÿ êëàññè÷åñêîé ÷åðíîé äûðû.Ýòî î÷åíü ñèëüíûé àðãóìåíò â ïîëüçó ïðåäïîëîæå�íèÿ, ÷òî ýíòðîïèÿ ÷åðíîé äûðû ìàêñèìàëüíà.Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (12) ñïðà�âåäëèâî íå òîëüêî â ïåòëåâîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè,íî îòíîñèòñÿ ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó ïîäõîäîâ êêâàíòîâàíèþ ïîâåðõíîñòåé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿýòîãî íåîáõîäèìî ñëåäóþùåå. Ïîâåðõíîñòü äîëæíàñîñòîÿòü èç ó÷àñòêîâ ðàçíûõ ñîðòîâ, òàê ÷òî èìååò�ñÿ �i ó÷àñòêîâ êàæäîãî ñîðòà i, ñ îáîáùåííûì ý���åêòèâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì ri è êðàòíîñòüþ âû�ðîæäåíèÿ gi. Òîãäà â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå ìàêñè�ìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ïîâåðõíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà ååïëîùàäè.Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ïîëíîé ÿñíîñòè â âîïðî�ñå î ÿâíîì âèäå ðàäèêàëîâ â âûðàæåíèè (3), ò. å.î êîíêðåòíîì âûáîðå jui , jdi è judi , èìåííî äëÿ ÷åð�íûõ äûð â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò. Ïîýòîìó ìû îãðà�íè÷èìñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâäîñòàòî÷íî ðàçóìíîãî êîíêðåòíîãî âûáîðà ðàäèêà�ëîâ â îáùåì ïðàâèëå êâàíòîâàíèÿ (3) äëÿ ïëîùàäèïîâåðõíîñòè.Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà �îðìóëà (3) ñâîäèòñÿ êA = � l2p �Xi=1pji(ji+1) = �l2p 1Xj=1=2pj(j+1) �j : (13)Ýíòðîïèÿ â ýòîì ñëó÷àå áûëà íàéäåíà ðàíåå [10℄ âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çàäàíà ñóììà êâàíòîâûõ ÷èñåën = 1Xj=1=2 j �j :Òåïåðü ìû ðåøèì ýòó çàäà÷ó ïðè çàäàííîìN = 1Xj=1=2pj(j + 1) �j : (14)Çäåñü êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîêîëà ñ êâàíòîâûì÷èñëîì j ðàâíà gj = 2j + 1 è óðàâíåíèå (11) ìîæíîïåðåïèñàòü êàê1Xp=1(p+ 1) zpp(p+1) = 1; p = 2j; z = e��=2: (15)Åãî ðåøåíèå òàêîâî:z = 0:423 èëè � = �2 ln z = 1:722 : (16)Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ðàâíàSmax = 1:722N = 2:515�: (17)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå óãëîâîãî ìîìåíòà ñîñòàâëÿåòhji = 1� 1Xj=1=2 j �j = 1:059: (18)Â èçâåñòíîì ñìûñëå ïðîñòåéøèé âûáîð êâàíòî�âûõ ÷èñåë ji â ýòîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáûïîëîæèòü âñå èõ ðàâíûìè 1=2. Òîãäà �j = �Æj;1=2 èS = ln 2 �; èëè S = 2 ln 2p3 N : (19)Íà ñàìîì äåëå ýòî çíà÷åíèå äëÿ ýíòðîïèè ÷åðíîéäûðû áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå â ðàáîòå [12℄ â ðàìêàõòåîðèè ïîëÿ ×åðíà�Ñàéìîíñà; õàðàêòåðíîå çíà÷å�íèå ji, íàéäåííîå òàì, òàêæå ðàâíî 1=2.Åùå îäèí ïðèìåð âûãëÿäèò òàê. Çäåñü äëÿ êàæ�äîãî ïðîêîëà jui = jdi = ji; judi = 0:Â ýòîì ñëó÷àåN = 2 1Xj=1=2pj(j + 1) �j ; (20)à gj = 1. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ z = exp(��=2) âûãëÿ�äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:1Xp=1 zpp(p+1) = 1 ; (21)à åãî ðåøåíèåz = 0:602 èëè � = �2 ln z = 0:508 : (22)Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿè ñðåäíèé óãëîâîé ìîìåíò ñîñòàâëÿþòSmax = 0:508N = 1:655�; (23)hji = 1:224: (24)�àññìîòðèì, íàêîíåö, îáùèé ñëó÷àé, êîãäà N çà�äàíî �îðìóëîé (5), gi = 2judi + 1 è âñå çíà÷åíèÿ jui ,jdi , judi ðàçðåøåíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (11) z = 0:202 ; (25)à ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñîñòàâëÿåòSmax = 3:120N = 4:836�: (26)Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ ÷èñåë ðàâíûhjui = hjdi = 1:072; hjudi = 2:129: (27)7



�. Â. Êîðêèí, È. Á. Õðèïëîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 1 (7), 2002Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû âñå�ãäà ïðèõîäèì ê ý��åêòèâíîìó óñëîâèþ êâàíòîâà�íèÿ ñ öåëûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè � äëÿ ýíòðîïèè(è ïëîùàäè) ÷åðíîé äûðû, êîòîðîå áûëî ïðåäëîæå�íî â ïèîíåðñêîé ðàáîòå [13℄ (ñì. òàêæå [14, 15℄).Îáñóäèì òåïåðü òî÷íîñòü íàøåãî ðåçóëüòàòà äëÿìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè. ×òîáû ñäåëàòü íàøè àðãó�ìåíòû áîëåå êîíêðåòíûìè è ÿñíûìè, ðàññìîòðèìâòîðóþ èç ìîäåëåé, èññëåäîâàííûõ âûøå, ñ N , çà�äàííûì �îðìóëîé (21), è ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûåîïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (22)�(24). Îäíàêî ëåã�êî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå çäåñü îöåíêè êà÷å�ñòâåííî âåðíû êàê äëÿ ïåðâîé ìîäåëè, îïèñûâàåìîé�îðìóëàìè (14)�(18), òàê è äëÿ òðåòüåãî, ñàìîãî îá�ùåãî ñëó÷àÿ. Ïðè hji � 1 ÷èñëî ïðîêîëîâ � èìååòòîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ÷òî è N . Òàêèì îáðàçîì,â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå � � N � 1. Äàëåå, ñîãëàñíîñîîòíîøåíèþ (10), ïðè z . 1 ÷èñëà �j óäîâëåòâîðÿ�þò óñëîâèþ �j > 1, ïîêà êâàíòîâûå ÷èñëà j îãðàíè�÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:j . J � lnN: (28)Î÷åâèäíî, õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ òåõ �j , êîòîðûå äà�þò ñóùåñòâåííûå âêëàäû â N , âåëèêè, è ïðèáëèæå�íèå Ñòèðëèíãà äëÿ S âïîëíå çàêîííî.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ÷ëåíîâ â ñóììå ïîj â âûðàæåíèÿõ òèïà (7) ý��åêòèâíî îãðàíè÷å�íî íåðàâåíñòâîì (28). Òàêèì îáðàçîì, âêëàä ÷ëå�íîâ ñ lnp2�, îïóùåííûõ â (7), ðàâíî êàê è ÷ëå�íà (1=2) ln �, óäåðæàííîãî â (7), íî îòáðîøåííîãîâ îêîí÷àòåëüíîì âûðàæåíèè (12), ñîñòàâëÿåò âñåãîëèøü lnN ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Âåäóùàÿ ïîïðàâêàê íàøåìó ðåçóëüòàòó (12) îáóñëîâëåíà ñëàãàåìûì� 12Xi ln �iè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà ln2N . Êñòàòè, îíàîòëè÷íà îò âåäóùåé ïîïðàâêè â ìîäåëè, ðàññìîòðåí�íîé â ðàáîòàõ [16, 17℄, ýòà ïîñëåäíÿÿ ïîïðàâêà èìååòïîðÿäîê âåëè÷èíû lnN .Â çàêëþ÷åíèå óïîìÿíåì ïîïûòêè âû÷èñëèòüýíòðîïèþ ïîâåðõíîñòè â ïåòëåâîé êâàíòîâîé ãðàâè�òàöèè, ñäåëàííûå â ðàáîòàõ [18, 19℄. Â ýòèõ ñòàòüÿõâîîáùå íå îáñóæäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå óãëîâûõ ìî�ìåíòîâ j ïî ïðîêîëàì. Ìû íå ïîíèìàåì, êàê ìîæíîíàéòè ýíòðîïèþ ïîâåðõíîñòè áåç ýòîé èí�îðìàöèè.Ìû áëàãîäàðíû �. �. Êèðèëèíó çà èíòåðåñ êðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòàâûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ïðîåêò 01-02-16898), Âåäóùåé íàó÷íîé øêî�ëû (ãðàíò 40-15-96811), Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ
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