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ÌÀÊ�ÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÝÉÍØÒÅÉÍÀÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ��ÀÂÈÒÈ�ÓÞÙÈÕ ×ÀÑÒÈÖÑ �ÀÇÍÛÌÈ ÌÀÑÑÀÌÈÀ. Â. Çàõàðîâ *, �. Ê. ÌóõàðëÿìîâÊàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýíåðãåòè÷åñêèé óíèâåðñèòåò420008, Êàçàíü, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 íîÿáðÿ 2002 ã.�àáîòà ïîñâÿùåíà âûâîäó ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âçàèìîäåéñòâèþ ìàêðî-ñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ñèñòåìû ãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ ðàçíûìèìàññàìè è îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîò [1; 2℄, ïðèìåíèìûå ëèøü äëÿ ñèñòåìû ãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåé-ñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè.PACS: 95.30.Jf, 95.10.Fh1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàáîò [1; 2℄,ïîñâÿùåííûõ âûâîäó ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèéÝéíøòåéíà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêàìàëîñòè ïî âçàèìîäåéñòâèþ äëÿ ñèñòåìû ãðàâèòà�öèîííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. �åçóëüòàòû ïðå�äûäóùèõ ðàáîò îáîáùàþòñÿ íà ñèñòåìû ãðàâèòàöè�îííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ ðàçíûìè ìàññà�ìè.Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ïðèâå�äåíû ê âèäó Gij + 'kij;k + �ij = �Tij ;ãäå Gij � òåíçîð Ýéíøòåéíà, Tij � òåíçîð ýíåð-ãèè-èìïóëüñà, � � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Ýéí�øòåéíà. Òî÷êà ñ çàïÿòîé îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþïðîèçâîäíóþ. Íîâûå ÷ëåíû â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åí�íûõ óðàâíåíèé îáóñëîâëåíû âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñ�òèö. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåññëåäîâûå òåíçîðûñ ðàâíîé íóëþ äèâåðãåíöèåé. Äàíî ÿâíîå êîâàðè�àíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ýòèõ ÷ëåíîâ ÷åðåç èíòåãðà�ëû ïî èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâó îò âûðàæåíèé, çà�âèñÿùèõ îò îäíî÷àñòè÷íûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñðåäû. Äàííûå âûðàæå�íèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû êóáó ïîñòîÿííîé Ýéíøòåéíàè êâàäðàòó îò ïëîòíîñòè ÷àñòèö. Ïîñëåäíèé �àêò*E-mail: Alexei.Zakharov�ksu.ru

îçíà÷àåò, ÷òî ý��åêòû âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò ïðî�ÿâèòüñÿ ëèøü â ñèñòåìàõ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïëîò�íîñòüþ (Âñåëåííàÿ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ýâîëþöèè,ïëîòíûå îáúåêòû, áëèçêèå ê ñîñòîÿíèþ ãðàâèòàöè�îííîãî êîëëàïñà è äð.), ëèáî â ìàêðîñèñòåìàõ, ñî�ñòîÿùèõ èç îáúåêòîâ áîëüøîé ìàññû (ñêîïëåíèÿ ãà�ëàêòèê).2. ÌÀÊ�ÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÝÉÍØÒÅÉÍÀÌåòîä ïîëó÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèéÝéíøòåéíà èçëîæåí â [1℄. Îáîçíà÷åíèÿ â äàííîé ñòà�òüå òàêæå ñîâïàäàþò ñ îáîçíà÷åíèÿìè [1℄.Ïîëó÷åíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéí�øòåéíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.Âûïèñûâàåì ñèñòåìó ìèêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíå�íèé Ýéíøòåéíà ~Gij = � ~T ij : (1)Çäåñü ~Gij � òåíçîð Ýéíøòåéíà ðèìàíîâà ïðîñòðàí�ñòâà ñ ìåòðèêîé ~gij , ~T ij � ìèêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîðýíåðãèè-èìïóëüñà:~T ij =Xa  Z d4~pap�~g ~pia~uja ~Na(qi; ~pj); (2)~g � îïðåäåëèòåëü ìåòðèêè ~gij , ~pia � èìïóëüñ ÷àñòèöñîðòà a, ~uia = ~pia=q~gkj ~pka~pja, � = 8�k=4 � ïîñòî�665



À. Â. Çàõàðîâ, �. Ê. Ìóõàðëÿìîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 4, 2003ÿííàÿ Ýéíøòåéíà, k � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,~Na(qi; ~pj) � ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ Êëèìîíòîâè÷à [3℄:~Na(qi; ~pj) = naXi=1 Z d~sÆ4(qi � qi(l))Æ4(~pj � ~p(l)j (~s)): (3)Çäåñü na � ÷èñëî ÷àñòèö ñîðòà a, ~s � êàíîíè�÷åñêèé ïàðàìåòð âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèö: d~s == p~gijdqidqj , qi(l), ~p(l)j � êîîðäèíàòû è èìïóëüñ l-é÷àñòèöû ñîðòà a, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíå�íèé äâèæåíèÿ (óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ). Ôóíêöèÿ~Na óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ~pi � ~Na�qi + ~�j;ik ~pj ~pk � ~Na�~pi = 0: (4)Äàëåå ìåòðèêà ~gij ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå~gij = gij + hij ; (5)ãäå gij = h~giji � óñðåäíåííàÿ ïî àíñàìáëþ ìåòðè�êà [1; 2℄. Â ñèñòåìå (1), (2), (4) ïåðåõîäèì îò âåëè�÷èí, èçìåðåííûõ â ìåòðèêå ~gij , ê âåëè÷èíàì, èçìå�ðåííûì â ìåòðèêå gij . Âñå òàêèå âåëè÷èíû îáîçíà÷à�þòñÿ áåç çíàêà òèëüäà ñâåðõó. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà(1), (2), (4) ïðèîáðåòàåò âèäRij +rm
mij �rj
mim +
mmn
nij �
mjn
nim == �Xa Z d4pp�g�rg~g �~gik~gjm � 12~gij~gkm��� pkpmNa; (6)pi �Na�qi + �j;ikpkpj �Na�pi = ��pi (
mjk�mipjpkNa): (7)Çäåñü pi � èìïóëüñ, èçìåðÿåìûé â ìåòðèêå gij , Na �ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé gij .Âûðàæåíèå äëÿ íåå ïîëó÷àåòñÿ èç (3) îïóñêàíèåì âîâñåõ âåëè÷èíàõ çíàêà �; 
mkj = ~�mkj ��mkj � ðàçíîñòüñèìâîëîâ Êðèñòî��åëÿ âòîðîãî ðîäà äëÿ ìåòðèê ~gijè gij , �ij = gij � uiuj , ui = pi=pplpl.Ñëåäóþùèì ýòàïîì áûëî ðàçëîæåíèå óðàâíå�íèé (6) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîâåëè÷èíàì hij è óñðåäíåíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèéïî àíñàìáëþ. Â ñëó÷àå, êîãäà ìû îãðàíè÷èâàåì�ñÿ ïîëó÷åíèåì óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé ñ òî÷íîñòüþäî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî âçàèìîäåé�ñòâèþ, ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâ�íåíèé äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿfa(q; p) = hNai=na è äëÿ óñðåäíåííîé ìåòðèêè gij .

Óðàâíåíèå äëÿ fa ïîëó÷åíî ðàíåå â [1; 4℄ è èìååòâèäui �fa�qi + ujpk�j;ik �fa�pi ==Xb Z d4pp�gEij(p; p0) �fa�pj f 0b � �f 0b�p0j fa! ; (8)ãäåEij(p; p0) = 2�k2Lnb6[(u; u0)2 � 1℄3=2 �� [2(u; u0)(p; p0)�(u; p)(u0; p0)℄2 ��gij [(u; u0)2�1℄�� uiuj�u0iu0j+(u; u0)(uiu0j+u0iuj)	: (9)Çäåñü (u; u0) = u0iui, (u; u) = uiui è ò. ä. Âåëè÷èíû,ïîìå÷åííûå øòðèõîì, îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòèöàì ñîðòàb, âåëè÷èíû áåç øòðèõà � ê ÷àñòèöàì ñîðòà a. Âå�ëè÷èíà L � àíàëîã êóëîíîâñêîãî ëîãàðè�ìà [4; 5℄L = k1Zkmin dkk : (10)Äëÿ óñðåäíåííîé ìåòðèêè gij óðàâíåíèÿ äîâåäåíûâ [2℄ äî ñëåäóþùåãî âèäà:Gij + 'kij;k + �ij = �Tij ; (11)ãäå òî÷êà ñ çàïÿòîé îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèç�âîäíóþ â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé gij , Gij � òåíçîðÝéíøòåéíà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, Tij � ìàêðîñêîïè�÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà.Òåíçîðû 'kij è �ij âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäíî÷àñòè÷�íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fb ,çàäàííûå â âîñüìè�ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì âñå ÷åòû�ðå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà ñ÷èòàþò�ñÿ íåçàâèñèìûìè:'kij = �(1=2)(ÆknÆsj � Ækj Æsn)Pnis;ãäåPnis =Xb �3mbmnbn68(2�)3 Z d4p0 �� Z d4p00fb(x0)f(x00)�1� 10(u0u00)2����u0nu0l � 12Ænl ���u00i u00s � 12gis� glf�� �u00lu00i � 12Æli� Æfs ��u00lu00s � 12Æls� Æfi ��� �mu0mK(1)fm(u0; u00) +mbu00mK(2)fm(u0; u00)��666



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 4, 2003 Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà : : :�Xb �3m2bm2nbn74(2�)3 Z d4p0 Z d4p00�u0nu0l�12Ænl ��� ��u00i u00s � 12gis� glf ��u00lu00i � 12Æli� Æfs�� �u00lu00s � 12Æls� Æfi ���(u0u00)2(Æmj + u0ju0m)�� 12(Æmj � u0ju0m)� 2(u0u00)u0mu00j ��� f(x00)�fb(x0)�p0j K(1)fm(u0; u00) ++ �(u0u00)2(Æmj + u00j u00m)� 12(Æmj � u00j u00m)�� 2(u0u00)u00mu0j� fb(x0)�f(x00)�p00j K(2)fm(u0; u00)�; (12)
�ij =Xb �3mbmnbn616(2�)3 Z d4p0p�g �� Z d4p00p�g fb(x0)f(x00) �1� 10(u0u00)2����u0qu0jÆri�u00ru00j Æqi+gqr ��(u0u00)2+12�u00i u00j++ 12 �(u0u00)2 � 12� gij � 2(u0u00)u0iu00j ����(u0u00)2 � 12� Æqi Ærj��mu0mJ (1)rqm(u;0 u00) ++mbu00mJ (2)rqm(u;0 u00)��Xb �3m2bm2nbn78(2�)3 �� Z d4p0p�g Z d4p00p�g�u0qu0jÆri�u00ru00j Æqi+gqr�� ��(u0u00)2 + 12�u00i u00j + 12 �(u0u00)2 � 12� gij�� 2(u0u00)u0iu00j ���(u0u00)2 � 12� Æqi Ærj������(u0u00)2 � 12� Æmf +�(u0u00)2 + 12�u0fu0m�� 2(u0u00)u00fu0m� J (1)rqm(u0; u00)f(x00)�fb(x0)�p0f ++��(u0u00)2�12� Æmf +�(u0u00)2+12�u00fu00m�� 2(u0u00)u0fu00m�J (2)rqm(u0; u00)fb(x0)�f(x00)�p00f �: (13)Â (12) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ K(1)fm(u0; u00) èK(2)fm(u0; u00) äëÿ òåíçîðîâ, èìåþùèõ â ëîêàëüíî

ëîðåíöåâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå gij = �ij �òåíçîð Ìèíêîâñêîãî, ñëåäóþùèé âèä:K(1)fm(u0; u00) = 1u00u000 Z d3kk3 �Z�1 d�0 �Z�1 d�00 �� �0Z�1 d� 0 � 0Z�1 d� 00�eik(�0��) � e�ik(�0��)��� �k+f eik(�00��) � k�f e�ik(�00��)��� �k+me�ik(� 00�� 0) � k�meik(� 00�� 0)��� exp � i (k � v00)(�00 � � 00) + i (k � v0)(� 0 � �0)� ;K(2)fm(u0; u00) = 1u00u000 Z d3kk3 �Z�1 d�0 �Z�1 d�00 �� �00Z�1 d� 00 � 00Z�1 d� 0�eik(�0��) � e�ik(�0��)��� �k+f eik(�00��) � k�f e�ik(�00��)��� �k+me�ik(� 00�� 0) � k�meik(� 00�� 0)��� exp � i(k � v00)(�00 � � 00) + i (k � v0)(� 0 � �0)� :Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî � 0, � 00, �0, �00 ýòèâûðàæåíèÿ ïðèíèìàþò âèäK(1)fm(u0; u00) = 2�5u00u000 Z d3kk2 Æ(k � v00 � k � v0)��� k+f k+m(k� k � v00)(k+ k � v00)3 ++ k+f k�m + k�f k+m(k� k � v00)2(k+ k � v00)2 ++ k�f k�m(k� k � v00)3(k+ k � v00)� = Kfm(u0; u00); (14)K(2)fm(u0; u00) = �K(1)fm(u0; u00) = �Kfm(u0; u00): (15)Äàííûå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû òîëüêî â ëîêàëü�íî ëîðåíöåâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Äëÿ òîãî ÷òîáûïîëó÷èòü êîâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâK(1)fm(u0; u00) è K(2)fm(u0; u00) ó÷òåì, ÷òî îáà ýòèõ òåí�çîðà äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.Óäîáíî â êà÷åñòâå òàêîé ñèñòåìû âûáðàòü ñèñòåìóöåíòðà èìïóëüñà, â êîòîðîé p00 = �p0. Â ýòîé ñèñòå�ìå îòñ÷åòà667



À. Â. Çàõàðîâ, �. Ê. Ìóõàðëÿìîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 4, 2003K00 = K0� = 0; K�� == 4�2v0u00u000k2min(1+mbu00=mu000) �Æ���v0�v0�v02 � : (16)Çäåñü v0 = pv012 + v022 + v032, v0� = v0� = u0�=u00 �ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû âåêòîðà v0.Êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå (16) èìååò âèäKij(u0; u00) = 4�2k2min[(u0u00)2�1℄3=2��[(u0u00)2�1℄gij�� u0iu0j � u00i u00j + (u0u00)(u0iu00j + u00i u0j)	: (17)Âûðàæåíèÿ äëÿ K(1)fm(u0; u00) è K(2)fm(u0; u00) îêàçà�ëèñü ðàñõîäÿùèìèñÿ ïðè k ! 0, ò. å. ïðè áîëüøèõïðèöåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìûèíòåãðèðóåì ïî áåñêîíå÷íîé îáëàñòè, â òî âðåìÿ êàêíà ñàìîì äåëå íóæíî îãðàíè÷èâàòüñÿ èíòåãðèðîâà�íèåì òîëüêî ïî îáëàñòè êîððåëÿöèè, ãäå ìû ñ÷èòàëèìåòðèêó ñëàáî ìåíÿþùåéñÿ. Äàííóþ òðóäíîñòü, òàê�æå êàê è ïðè âûâîäå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñëå�äóåò îáõîäèòü ââåäåíèåì îáðåçàíèÿ â ðàñõîäÿùåìñÿèíòåãðàëå 1Z0 dkk3 :Íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëîæèì ðàâ�íûì íå íóëþ, à âåëè÷èíå kmin = 1=rmax, ãäå rmax �ðàçìåð îáëàñòè êîððåëÿöèè (ðàäèóñ êîððåëÿöèè).Òîãäà ïðåäûäóùèé èíòåãðàë ïðèíèìàåò çíà÷åíèå1=2k2min = (1=2)r2max. Îïûò âûâîäà ðåëÿòèâèñòñêî�ãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñì. [5; 6℄) ïîêàçûâàåò,÷òî ïðè áîëåå òùàòåëüíîì èññëåäîâàíèè èíòåãðàëûñòàíîâÿòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ïðè r ! 1, ïðè÷åì âêëàäâ èíòåãðàëû îò îáëàñòè r > rmax ïðåíåáðåæèìî ìàë.Â [5; 6℄ äàíû îöåíêè äëÿ âåëè÷èíû rmax â ñëó÷àå, êî�ãäà óñðåäíåííàÿ ìåòðèêà gij åñòü ìåòðèêà èçîòðîï�íîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè.Òåíçîð (17) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:Kij(u0; u00) = Kij(u00; u0);Kiju0i = Kiju00i = 0; Kij = Kji: (18)Âñëåäñòâèå ýòîãî âûðàæåíèå äëÿ Pnis ñóùåñòâåí�íî óïðîùàåòñÿ. Â ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéí�øòåéíà âõîäèò íå òåíçîð Pnis, à òåíçîð 'kij == �(1=2)(ÆknÆsj � Ækj Æsn)Pnis. Âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî òåí�çîðà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

'kij = �Xb �3m2bm2nbn78(2�)3 Z d4p0p�g Z d4p00p�g �� �12gfku00i u00j + u0k(u0u00)(Æfj u00i + Æfi u00j )��� �(u0u00)2 � 12�Kfr(u0; u00)���f(x00)�fb(x0)�p0r � fb(x0)�f(x00)�p00r � : (19)Îòìåòèì, ÷òîgij'kij = 0; 'iij = 0; 'kij = 'kji: (20)Â (13) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ J1rqm(u0; u00) èJ2rqm(u0; u00) äëÿ òåíçîðîâ, êîòîðûå â ëîêàëüíîëîðåíöåâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìåþò âèä:J (1)lmn(u0; u00) = 1u00u000 Z d3kk3 �Z�1 d�0 �Z�1 d�00 �� �0Z�1 d� 0 � 0Z�1 d� 00�k+l e�ik(�0��) � k�l eik(�0��)��� �k+meik(�00��) � k�me�ik(�00��)��� �k�n eik(� 00�� 0) � k+n e�ik(� 00�� 0)��� exp � i (k � v00)(�00 � � 00) + i (k � v0)(� 0 � �0)� ;J (2)lmn(u0; u00) = 1u00u000 Z d3kk3 �Z�1 d�0 �Z�1 d�00 �� �00Z�1 d� 00 � 00Z�1 d� 0�k+l e�ik(�0��) � k�l eik(�0��)��� �k+meik(�00��) � k�me�ik(�00��)��� �k�n eik(� 00�� 0) � k+n e�ik(� 00�� 0)��� exp � i (kv00)(�00 � � 00) + i (kv0)(� 0 � �0)� :Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî �0; �00; � 0; � 00èìååìJ (1)lmn(u0; u00) = 4u00u000 Z d3kk3 V.p.(k � v00 � k � v0) ��� k+l k+mk+n(k+ k � v00)3 ++ k+l k+mk�n + k+l k�mk+n + k�l k+mk+n(k+ k � v00)2(k� k � v00) +668



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 4, 2003 Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà : : :+ k+l k�mk�n + k�l k+mk�n + k�l k�mk+n(k+ k � v00)(k� k � v00)2 ++ k�l k�mk�n(k� k � v00)3�: (21)Âûðàæåíèå äëÿ J (2)lmn(u0; u00) ïîëó÷àåòñÿ èç âûðà�æåíèÿ äëÿ J (1)lmn(u0; u00) çàìåíîé v0 ! v00 è íàîáîðîò.Ñèìâîë V.p. îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ âñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, êîíêðåòè�çèðóåì (21) â ñèñòåìå öåíòðà èìïóëüñîâ, â êîòî�ðîé p00 = �p0. Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà êîìïîíåíòûJ (1)lmn(u0; u00) èìåþò âèä (ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñûó òðåõìåðíîãî âåêòîðà ñêîðîñòè v0� îïóñêàþòñÿ ñïîìîùüþ òðåõìåðíîãî ñèìâîëà Êðîíåêåðà Æ��):J000 = � 2(1 +mbu00=mu000) 1u00u000 �mbu00mu000 �3 �� ��mbu00mu000 v0� v022 ; (22)J00� = � 2(1 +mbu00=mu000) 1u00u000 �mbu00mu000 �2 �� ��mbu00mu000 v0� v0� ; (23)J0�� = � 2(1 +mbu00=mu000) 1u00u000 �mbu00mu000 ��� ��mbu00mu000 v0� Æ�� + 2(1 +mbu00=mu000) 1u00u000 ���mbu00mu000 ���mbu00mu000 v0��Æ�� � v0�v0�v02 � ; (24)J�� = � 2(1 +mbu00=mu000) 1u00u000 ��mbu00mu000 v0��� 2v02 �Æ�� v0 + Æ� v0� + Æ� v0� � 2v0�v0�v0v02 �++ 2(1 +mbu00=mu000) 1u00u000 ��mbu00mu000 v0��� 2v02 ��Æ�� � v0�v0�v02 � v0 ++�Æ� � v0�v0v02 � v0� +�Æ� � v0�v0v02 � v0� � : (25)Ôóíêöèè � è � â (22) � (25) çàâèñÿò òîëüêî îòàðãóìåíòà w = (mbu00=mu000)v0. Èõ ÿâíûé âèä ñëåäó�þùèé:

� = �3w3kmin �2w �1 + w22 ��1� w22 �2 + ln0�1� w1 + w 1A�; (26)
� = �32w3kmin �2w �3� 2w22 + 3w44 ��1� w22 �2 ++ 3�1 + w22 � ln0�1� w1 + w 1A�: (27)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ èíòåãðàëà1kmin = 1Zkmin dkk2 :Ïî ñîîáðàæåíèÿì, óêàçàííûì âûøå, çäåñü ìûâíîâü íèæíèé ïðåäåë ïîëîæèëè ðàâíûì kmin == 1=rmax.Êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå äàííûõ ðåçóëüòàòîâ,ïîëó÷åííûõ â ëîêàëüíî ëîðåíöåâîé ñèñòåìå îòñ÷å�òà öåíòðà ìàññ, íà ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòàèìååò âèäJ (1)ijk (u0; u00) = J (2)ijk(u00; u0) = Jijk(u0; u00); (28)Jijk(u0; u00) = Ah(giju0k + giku0j + gjku0i)�� z(giju00k + giku00j + gjku00i )�� (u0iu00j u00k + u00i u0ju00k + u00i u00j u0k) + 3zu00i u00j u00ki++ Chu0iu0ju0k � z(u0iu0ju00k + u0iu00j u0k + u00i u0ju0k) ++z2(u0iu00j u00k+u00i u0ju00k+u00i u00j u0k)�z3u00i u00j u00ki; (29)ãäå z = (u0u00) = (u0iu00i ),A = �kmin (�2 + 2�z + 1)1=2(1 + �z)2�3(z2 � 1)5=2 �� �2�pz2 � 1(1 + 3�2 + 2�z � 2�2z2)(1 + �z)(�2 + 2�z + 1) ++1�3�2+2�z+4�2z2(1+�z)2 ln 1+�z��pz2�11+�z+�pz2 � 1 !�; (30)669



À. Â. Çàõàðîâ, �. Ê. Ìóõàðëÿìîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 4, 2003C = �kmin (�z + 1)(1 + 2�z + �2)1=2�3(z2 � 1)7=2 �� "2�pz2 � 1(5 + 7�2 + 10�z � 2�2z2)++ (1 + 2�z + �2)(1 + �z) (5� 7�2 + 10�z + 12�2z2)�� ln 1 + �z � �pz2 � 11 + �z + �pz2 � 1!# : (31)Çäåñü � = mb=m.Ïðè � = 1 äàííûå ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ ðàíååïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè â [2℄.Òàêèì îáðàçîì, ìû îáîáùèëè ðåçóëüòàòû ðàáî�òû [2℄ íà ñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ãðà�âèòàöèîííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ ðàçíûìèìàññàìè.Òåíçîð Jijk(u0; u00) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâóJijk(u0; u00)u00k = 0: (32)Âñëåäñòâèå ñâîéñòâ (28), (32) ìû ìîæåì âûðàæå�íèå (13) äëÿ �ij çàïèñàòü â ñëåäóþùåì êîâàðèàíò�íîì âèäå:�ij = �Xb �3m2bm2nbn78(2�)3 Z d4p0p�g Z d4p00p�g �����z2 + 12� (u00i u00j + u0iu0j)++�z2 � 12� gij � 2z(u0iu00j + u00i u0j)� gqr �� 2�z2 � 12� Æqi Ærj�;f(x00) ��p0f �fb(x0) ��z2 � 12� Æmf ++ �z2 + 12�u0fu0m � 2zu00fu0m��Jrqm(u0; u00): (33)Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì��p0f ��z2�12� Æmf +�z2+12�u0fu0m�2zu00fu0m� == �5z2 � 12� u0mmb :Îòìåòèì, ÷òî òåíçîð �ij ÿâëÿåòñÿ áåññëåäîâûì:gij�ij = 0: (34)Òåíçîðû 'kij è �ij âûðàæàþòñÿ ïî �îðìóëàì (19),(33) ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

fb, çàäàííûå â âîñüìèìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàí�ñòâå, â êîòîðîì âñå ÷åòûðå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåð�íîãî èìïóëüñà ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïåðåõîä êñåìèìåðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fb îñóùåñòâëÿ�åòñÿ ïî ïðàâèëónbfb(qi; pj) = Fb(qi; p�)Æ �pglmplpm �mb� :Çäåñü �óíêöèÿ Fb çàâèñèò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåí�íûõ êîìïîíåíò èìïóëüñà (ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïî�íåíòû ìû îáîçíà÷àåì ãðå÷åñêèìè èíäåêñàìè).Èíòåãðèðóÿ (19), (33) ïî p00 è p000 , ïðèâîäèì òåí�çîðû 'kij è �ij ê âèäó'kij = �Xb �3m3bm398(2�)3 Z d3p0p00p�g Z d3p00p000p�g �� �12gfku00i u00j + u0k(u0u00)(Æfj u00i + Æfi u00j )����(u0u00)2 � 12�Kf�(u0; u00)���F(x00)�Fb(x0)�p0� � Fb(x0)�F(x00)�p00� � ; (35)�ij = �Xb �3m3bm398(2�)3 Z d3p0p00p�g Z d3p00p000p�g �����z2 + 12� (u00i u00j + u0iu0j)++�z2 � 12� gij � 2z(u0iu00j + u00i u0j)� gqr �� 2�z2 � 12� Æqi Ærj�F(x00)�� ��p0f �Fb(x0) ��z2 � 12� Æmf ++ �z2 + 12�u0fu0m � 2zu00fu0m��Jrqm(u0; u00): (36)Çäåñü d3p0p00p�g ; d3p00p000p�g� èíâàðèàíòíûå ýëåìåíòû îáúåìà â òðåõìåðíîì èì�ïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ÷àñòèö ñîîòâåòñòâåííî ñîðòàb è . �ðå÷åñêèé èíäåêñ � â (35) ïðîáåãàåò òîëüêî çíà�÷åíèÿ 1; 2; 3 (ïðîñòðàíñòâåííûé èíäåêñ). Ïðîèçâîä�íóþ ïî p0f â (36) ñëåäóåò âû÷èñëÿòü òàê, êàê áóäòîâñå ÷åòûðå êîìïîíåíòû èìïóëüñà íåçàâèñèìû. Çàâè�ñèìîñòü p00 îò p0� ó÷èòûâàåòñÿ ïîñëå äè��åðåíöèðî�âàíèÿ ïî p0f .Òåíçîðû 'kij è �ij îáÿçàíû ïîä÷èíÿòüñÿ äîïîëíè�òåëüíîìó óñëîâèþglj �'kij;k + �ij�;l = 0; (37)670



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 4, 2003 Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà : : :òàê êàê äèâåðãåíöèè òåíçîðîâ Gij è Tij îáðàùàþòñÿâ íóëü.Óðàâíåíèå (37) íàêëàäûâàåò íåêîòîðûå îãðàíè�÷åíèÿ íà çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò è îòíîñèòåëüíîéñêîðîñòè ÷àñòèö (ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà÷åðåç z) ïàðàìåòðà kmin.Â ïðàâîé ÷àñòè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèéÝéíøòåéíà ñòîèò ìàêðîñêîïè÷åñêèé òåíçîð ýíåð�ãèè-èìïóëüñà. Ïîñëåäíèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäíî-÷àñòè÷íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fb:Tij =Xb Z d3pp0p�gpipjFb(p): (38)Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (11)�(38) íóæíî äîáàâèòüêèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ Fb, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿèç (8) èíòåãðèðîâàíèåì ïî p0 è èìååò âèä (53) èç [1℄.3. ÂÎÇÌÎÆÍÛÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈÏîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿäëÿ ñïëîøíûõ ñðåä îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõóðàâíåíèé Ýéíøòåéíà íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíûõñëàãàåìûõ 'kij;k + �ijâ ëåâîé ÷àñòè.

Ýòè ñëàãàåìûå ïðîïîðöèîíàëüíû ïîñòîÿííîéÝéíøòåéíà â òðåòüåé ñòåïåíè, îäíàêî îíè ïðîïîð�öèîíàëüíû ïëîòíîñòè ÷àñòèö âî âòîðîé ñòåïåíè.Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûåìîãóò ñûãðàòü ðîëü òîëüêî â ñïëîøíûõ ñðåäàõäîñòàòî÷íî âûñîêîé ïëîòíîñòè. Òàêèå ïëîòíîñòèâîçìîæíû íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ýâîëþöèè Âñåëåííîé,à òàêæå âíóòðè îáúåêòîâ, áëèçêèõ ê ñîñòîÿíèþãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà. Ïîýòîìó, åñòåñòâåííî,ïåðâûå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñëåäóåòèñêàòü â òåîðèè ðàííèõ ñòàäèé ýâîëþöèè Âñåëåííîéè â òåîðèè ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Â. Çàõàðîâ, ÆÝÒÔ 110, 3 (1996).2. À. Â. Çàõàðîâ, ÆÝÒÔ 112, 1153 (1997).3. Þ. Ë. Êëèìîíòîâè÷, ÆÝÒÔ 37, 735 (1959).4. À. Â. Çàõàðîâ, ÆÝÒÔ 99, 769 (1989).5. �. Ñ. Áèñíîâàòûé-Êîãàí, È. �. Øóõìàí, ÆÝÒÔ 82,3 (1982).6. À. Â. Çàõàðîâ, Àñòðîí. æ. 66, 1208 (1989).
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