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ÍÅËÈÍÅÉÍÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø�ÅÄÈÍ�Å�À ×ÅÒÂÅ�ÒÎ�ÎÏÎ�ßÄÊÀ ÄËß Î�ÈÁÀÞÙÅÉ ÑÒÎÊÑÎÂÛÕ ÂÎËÍ ÍÀÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÊÎÍÅ×ÍÎÉ �ËÓÁÈÍÛÞ. Â. Ñåäëåöêèé *Èíñòèòóò �èçèêè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03028, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 ÿíâàðÿ 2003 ã.Ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ ïðèìåíåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ÷åòâåðòîãî ïî-ðÿäêà (ÍÓØIV), êîòîðîå îïèñûâàåò ìîäóëÿöèè àìïëèòóäû îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñòîêñîâûõ âîëí íà ïî-âåðõíîñòè ñëîÿ æèäêîñòè ñðåäíåé è áîëüøîé ãëóáèíû (ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû). Íîâûå ÷ëåíûýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ëèíåéíûé äèñïåðñèîííûé ý��åêò òðåòüåãî ïîðÿäêà è ý��åêòû äèñïåðñèèíåëèíåéíîñòè. Ïðè óìåíüøåíèè íåëèíåéíîñòè è äèñïåðñèè óðàâíåíèå ðàâíîìåðíî ïåðåõîäèò â íåëèíåé-íîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ñòîêñîâûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû, âïåðâûåïîëó÷åííîå Õàñèìîòî è Îíî. Êîý��èöèåíòû ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ äàþòñÿ â ÿâíîì âèäå êàê �óíêöèèkh (h � ãëóáèíà æèäêîñòè, k � âîëíîâîå ÷èñëî). Ïðè ñòðåìëåíèè kh ê áåñêîíå÷íîñòè îíè ïåðåõîäÿò âêîý��èöèåíòû ÍÓØIV, ïîëó÷åííîãî âïåðâûå Äèñòîì äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû.PACS: 05.45.-a, 05.45.Yv, 47.20.-k1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (ÍÓØ) îïè�ñûâàåò âðåìåííóþ ýâîëþöèþ îãèáàþùåé ïàêåòàáûñòðî îñöèëëèðóþùèõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû âñëàáîäèñïåðãèðóþùåé íåäèññèïàòèâíîé ñðåäå. Â ïî�ñëåäíèå ãîäû ðàçâèòèå �èçèêè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ,ìîäåëèðóåìûõ ÍÓØ, ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó èçó÷åíèÿâñå áîëåå íåëèíåéíûõ è âûñîêîäèñïåðñèîííûõ ý���åêòîâ, ÷òî îòâå÷àåò ó÷åòó ñëåäóþùèõ ñëàãàåìûõ âýòîì óðàâíåíèè. Áîëüøèíñòâî ðàáîò ýòîãî íàïðàâëå�íèÿ îòíîñèòñÿ ê àíàëèçó âîçìîæíîñòåé äàëüíåéøåãîñæàòèÿ è óïëîòíåíèÿ îïòè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ êàê áè�òîâ èí�îðìàöèè â âîëîêîííûõ ñâåòîâîäàõ (ñì., íà�ïðèìåð, [1, 2℄). ×òî êàñàåòñÿ äðóãèõ ñðåä, òî ïîêàïîÿâëÿþòñÿ ëèøü îäèíî÷íûå ðàáîòû, â êîòîðûõ ïî�ëó÷åíû óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ý��åêòû âûñøèõïîðÿäêîâ: â ïëàçìå [3℄, íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè áåñ�êîíå÷íîé [4�7℄ è êîíå÷íîé [8, 9℄ ãëóáèíû, â ìàãíåòè�êàõ [10℄, äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ íåëèíåé�íûì óðàâíåíèåì Êëåéíà��îðäîíà [11℄.Òàê, ïðè äîïîëíèòåëüíîì ó÷åòå òîëüêî îäíîãî �ñëåäóþùåãî çà ãëàâíûì � ïîðÿäêà ìàëîñòè äëÿ àì�*E-mail: sedlets�iop.kiev.ua

ïëèòóäû îãèáàþùåé ïåðâîé ãàðìîíèêè A áûñòðûõîñöèëëÿöèé â [2, 3, 10℄ ïîëó÷åíî îáîáùåííîå ÍÓØi�A�T � "�12 �2A�X2 + jAj2A�++ i"2�� �3A�X3 + �jAj2 �A�X + 
A�jAj2�X � = 0: (1)Çäåñü "� �îðìàëüíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèéìàëîñòü îñöèëëèðóþùèõ ñ àìïëèòóäîé A âåëè÷èí èìåäëåííîñòü èçìåíåíèÿ A ïî ñðàâíåíèþ ñ áûñòðûìèîñöèëëÿöèÿìè. Â ðàáîòàõ [4�7℄ óðàâíåíèå (1) âêëþ�÷àåò åùå ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâåäåíèåì àìïëèòóä íóëå�âîé è ïåðâîé ãàðìîíèê è äîïîëíåíî óðàâíåíèåì, âû�ðàæàþùèì íóëåâóþ ãàðìîíèêó ÷åðåç ïåðâóþ. Â [8℄ïîëó÷åíà ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé äëÿ íóëåâîé è ïåð�âîé ãàðìîíèê, à â [9℄ � ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ýòèõäâóõ ãàðìîíèê, âêëþ÷àþùàÿ àìïëèòóäû ïðåäûäó�ùèõ ïîðÿäêîâ.Óðàâíåíèå âèäà (1) âïåðâûå áûëî âûâåäåíî â [12℄äëÿ âîëíîâûõ ïó÷êîâ. Îáû÷íî óðàâíåíèå (1) íàçû�âàþò íåëèíåéíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà âûñøåãîïîðÿäêà, èëè ÍÓØ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ÍÓØIV).Òåðìèí ¾÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà¿ ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî òðèïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â (1) âîçíèêàþò âñëåäñòâèå200



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà : : :ó÷åòà ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O("4). Ñëàãàåìûå æå ÷åòâåð�òîãî ïîðÿäêà ïî àìïëèòóäå âîçíèêàþò â ñëåäóþùåìïðèáëèæåíèè O("5). Òàêîå ïðîäâèæåíèå ïîëó÷åíî,íàïðèìåð â [1, 11℄. Âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû â (1) îò�âå÷àþò êëàññè÷åñêîìó ÍÓØ (ïðèáëèæåíèþ O("3)).Îíè ó÷èòûâàþò îñíîâíîé äèñïåðñèîííûé âêëàä �äèñïåðñèþ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè è ãëàâíûé íåëèíåé�íûé ÷ëåí � ñàìîìîäóëÿöèþ �àçû (çàâèñèìîñòü ÷àñ�òîòû îò àìïëèòóäû � ý��åêò Ñòîêñà). Ñëåäóþùèåñëàãàåìûå ïîðÿäêà O("4) èìåííî è ÿâëÿþòñÿ ïðåäìå�òîì èçó÷åíèÿ â ïîñëåäíèå ãîäû. ×åòâåðòûé ÷ëåí îò�âå÷àåò çà ëèíåéíóþ äèñïåðñèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà �àáåððàöèè Ýéðè, ïÿòûé � çà ý��åêò ñàìîóêðó÷å�íèÿ ïðî�èëÿ èìïóëüñà, øåñòîé îïèñûâàåò ý��åêò�àìàíà ñàìîñäâèãà ÷àñòîòû. Îñíîâíûå ïóáëèêàöèè,ïîñâÿùåííûå èçó÷åíèþ ñîëèòîííûõ è êâàçèñîëèòîí�íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), ïðèâåäåíû, íàïðèìåð,â [1, 2, 13, 14℄.Âûâîä ÍÓØIV äëÿ àìïëèòóäû îãèáàþùåéîñíîâíîé ãàðìîíèêè ñîñòîèò â êîíå÷íîì ñ÷åòå âèñêëþ÷åíèè àìïëèòóä äðóãèõ ãàðìîíèê è ïîëó÷å�íèè àíàëèòè÷åñêîãî âèäà êîý��èöèåíòîâ �, � è 
.Çíà÷åíèå âåëè÷èí è çíàêîâ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ,à òàêæå èõ êîìáèíàöèé ïðåäîïðåäåëÿþò ñâîéñòâàðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ [13, 14℄. Òàê, â ïðèáëèæå�íèè "3 (� = � = 
 = 0) ñîâïàäåíèå èëè ðàçëè÷èåçíàêîâ êîý��èöèåíòîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ÷ëåíîâ(âûáîð ¾+¿ èëè ¾�¿ â (1)) ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì âîç�ìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîëèòîíîâ ïðè íóëåâûõãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõêîý��èöèåíòîâ �, � è 
 óðàâíåíèå (1) èìååòN -ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ è äàæå ìîæåò áûòü ïðîèí�òåãðèðîâàíî ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è (îñíîâíûåññûëêè â [1, 2℄, ïîñëåäíèå � â [13, 14℄).Öåëüþ äàííîé ðàáîòû åñòü ïîëó÷åíèå ÿâíîãî âè�äà êîý��èöèåíòîâ ÍÓØIV äëÿ àìïëèòóäû îãèáàþ�ùåé ñëàáîíåëèíåéíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêî�ñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû (âîëíû Ñòîêñà).Êëàññè÷åñêîå ÍÓØ (ïðèáëèæåíèå O("3)) äëÿñòîêñîâûõ âîëí áûëî ïîëó÷åíî Çàõàðîâûì â ïèîíåð�ñêîé ðàáîòå [15℄ ãàìèëüòîíîâûì ìåòîäîì â òðåõìåð�íîì ñëó÷àå äëÿ óçêîãî ñïåêòðà è áåñêîíå÷íîé ãëó�áèíû èç ïîëó÷åííûõ èì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.Ïîòîì, òîæå äëÿ áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû, Þýíîì èËåéêîì [16℄ � ìåòîäîì óñðåäíåííîãî ëàãðàíæèàíà.Ñëó÷àé êîíå÷íîé ãëóáèíû èññëåäîâàëñÿ â [17℄ ìåòî�äîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ, â [18℄ � ãàìèëüòîíîâûì ìå�òîäîì è â [19℄ � ìåòîäîì ÂÊÁ, à ÍÓØ áûëî âûâåäå�íî ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ â äâóìåðíîì ñëó÷àåÕàñèìîòî è Îíî [20℄, ïîçäíåå â [21℄ � èç èíòåãðàëü�íûõ óðàâíåíèé Çàõàðîâà. Ïîòîì ñ èñïîëüçîâàíèåììåòîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ ýòî óðàâíåíèå áûëî ðàç�

íûì îáðàçîì îáîáùåíî: íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé [22℄, ñó÷åòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ [23℄, íåðîâíîñòåéäíà [24℄, âñòðå÷íûõ âîëí [25℄ è òàê äàëåå.ÍÓØIV â ïðèáëèæåíèè áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû(óðàâíåíèå Äèñòà) áûëî âûâåäåíî â ðàáîòå [4℄ èòå�ðàòèâíûì ìåòîäîì, â [26℄ � èç èíòåãðàëüíûõ óðàâ�íåíèé Çàõàðîâà, â [5℄ � àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæå�íèåì ïðîèçâîäíîé �A=�t. Çíàê îäíîãî èç ñëàãàåìûõóðàâíåíèÿ Äèñòà èñïðàâëåí â [27℄, à òàêîãî æå òèïàîøèáêà ðàáîòû [26℄ � â [28℄. Â èòîãå íåîäíîêðàòíîâûâåäåííîå ðàçíûìè àâòîðàìè è ìåòîäàìè óðàâíå�íèå Äèñòà ñòàëî êëàññè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ÍÓØäëÿ ñòîêñîâûõ âîëí â æèäêîñòè áåñêîíå÷íîé ãëóáè�íû. Â ðàáîòàõ [29�32℄ ïîêàçàíà àäåêâàòíîñòü ýêñïå�ðèìåíòîâ ïî èçó÷åíèþ ýâîëþöèè âî âðåìåíè ïàêå�òîâ ñòîêñîâûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé âîäû ñ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Äèñòà.Êðîìå òîãî, ýòî óðàâíåíèå îáîáùåíî ñ ó÷åòîì êà�ïèëëÿðíîñòè [28, 6℄, òå÷åíèÿ [7℄, íàëè÷èÿ òåðìîêëè�íà [33℄ è ìîäè�èöèðîâàíî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé, àíå âðåìåííîé ýâîëþöèè [4, 34℄.Çàäà÷à âûâîäà ÍÓØIV äëÿ æèäêîñòè êîíå÷íîéãëóáèíû è äàëüíåéøèé àíàëèç íàéäåííûõ êîý��è�öèåíòîâ óðàâíåíèÿ è îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè åãîðåøåíèé îò ãëóáèíû è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ èìåþòòàêóþ ìîòèâàöèþ. Åùå íå áûëè èçâåñòíû ÍÓØè ñâîéñòâà åãî ñîëèòîííûõ ðåøåíèé, êîãäà Óèçå�ìîì [35℄ ìåòîäîì óñðåäíåííîãî ëàãðàíæèàíà è Áåí�äæàìåíîì [36℄ ìåòîäîì ãàðìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ áûëîíàéäåíî, ÷òî ñëàáîíåëèíåéíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíàñ ìàëûì ãàðìîíè÷åñêèì âîçìóùåíèåì àìïëèòóäûâåäåò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó, åñëè ïðîèçâåäåíèå âîëíîâî�ãî ÷èñëà è ãëóáèíû æèäêîñòè ìåíüøå èëè áîëüøå1.363. Â ïåðâîì ñëó÷àå âîëíà ìîäóëÿöèîííî óñòîé÷è�âà, âî âòîðîì � ìîäóëÿöèè óâåëè÷èâàþòñÿ ñ òå÷åíè�åì âðåìåíè. Äèñêóòèðîâàëèñü ðàçíûå ñöåíàðèè ýâî�ëþöèè ìîäóëÿöèé: ïåðåõîä ê õàîñó, âîçâðàò â èñõîä�íîå ñîñòîÿíèå, ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ãàð�ìîíèêàì. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ÍÓØ [20℄ äëÿ êîíå÷íîéãëóáèíû ÷èñëî 1.363 ïîÿâèëîñü â òðåòèé ðàç: ïðèýòîì çíà÷åíèè kh êîý��èöèåíò íåëèíåéíîãî óðàâ�íåíèÿ Øðåäèíãåðà èçìåíÿåò çíàê íà îòðèöàòåëü�íûé, è, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèkh > 1:363 îíî èìååò ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ, ñëåäîâà�òåëüíî, íàðàñòàþùèå ìîäóëÿöèè ìîãóò òðàíñ�îðìè�ðîâàòüñÿ â ñîëèòîíû. Èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü îïè�ñàòü íåëèíåéíóþ ýâîëþöèþ íåñòàáèëüíîé ìîäû Áåí�äæàìåíà�Ôåéðà è åå âîçâðàùåíèå òèïà ÔÏÓ ñ ïî�ìîùüþ ¾äûøàùèõ¿ (growing-and-de
aying) ñîëèòî�íîâ [37℄ è áðèçåðîâ [37, 38℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà�ëè÷èå äëÿ âîëí Ñòîêñà îñîáîé òî÷êè kh = 1:363,â êîòîðîé íåëèíåéíûé ÷ëåí ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íó�201



Þ. Â. Ñåäëåöêèé ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003ëþ, íàâîäèò íà ìûñëü ó÷åñòü ñëåäóþùèå ñëàãàåìûåÍÓØ è, òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàòü â çàâèñèìî�ñòè îò kh èçìåíåíèå çíàêîâ è ñîîòíîøåíèé ìåæ�äó êîý��èöèåíòàìè ÍÓØIV è ñîîòâåòñòâóþùåå èç�ìåíåíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé, à òàêæå îïèñàòü ÿâëå�íèÿ ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè è âîçâðàòà âðàìêàõ ÍÓØ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Â [13℄ ïîêàçàíîðàçíîîáðàçèå ñâîéñòâ ðåøåíèé ÍÓØIV, â ÷àñòíî�ñòè, ýâîëþöèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé�÷èâîñòè Áåíäæàìåíà�Ôåéðà. Òî, ÷òî îáëàñòü ïàðà�ìåòðîâ ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè è âåëè÷èíû èíêðåìåí�òîâ óìåíüøàþòñÿ ïðè ó÷åòå ñëåäóþùèõ ñëàãàåìûõÍÓØ, ïîêàçàíî óæå â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ãëóáèíûâ [4, 5℄. Íà îñíîâå ñâîéñòâ ðåøåíèé (1) îáúÿñíåíìåõàíèçì ýêñïåðèìåíòàëüíîãî �àêòà ñäâèãà ÷àñòî�òû [4℄.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîëó÷åíèÿÍÓØIV äëÿ êîíå÷íîé ãëóáèíû â ýòîé ðàáîòå èñ�ïîëüçîâàí ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ. Ïðèìåíåííàÿçäåñü ïðîöåäóðà ââåäåíèÿ ñëåäóþùèõ áûñòðûõ âðå�ìåí è êîîðäèíàò îïèñàíà â [11℄. Òðóäíîñòè ìåòîäàìíîãèõ ìàñøòàáîâ â çàäà÷å ó÷åòà ñëåäóþùèõ ñëà�ãàåìûõ ÍÓØ äëÿ âîëí Ñòîêñà îòìå÷àëèñü óæå âáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû (ñì. îá�çîð [39℄, ðàçäåë 5.4). Äëÿ êîíå÷íîé ãëóáèíû çàäà÷óïîëó÷åíèÿ ÍÓØIV ðåøàëè ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòà�áîâ â [40, 41℄ è ìåòîäîì ÂÊÁ â [8℄. Â [40℄ êîý��è�öèåíòû ÍÓØIV áûëè ïîëó÷åíû ëèøü â ñàìîé òî÷�êå kh = 1:363, à íàéäåííûå â [41℄ âûðàæåíèÿ äëÿêîý��èöèåíòîâ íå óäîâëåòâîðÿþò ïðåäåëüíîìó ñëó�÷àþ áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû. Ïîëó÷åííàÿ â [8℄ ñèñòå�ìà óðàâíåíèé ñîñòàâëåíà äëÿ ãëàâíîé êîìïîíåíòûàìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè (âîçíèêàþùåé â ïåð�âîì ïîðÿäêå ïî "), à â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åíî óðàâ�íåíèå äëÿ ïîëíîé àìïëèòóäû (ñóììû âêëàäîâ âñåõïðèáëèæåíèé â ïåðâóþ ãàðìîíèêó). Äðóãèì ïðèí�öèïèàëüíûì îòëè÷èåì äàííîé ðàáîòû îò [8℄ ÿâëÿåò�ñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðåäïîëîæåíèÿ î äâèæåíèè èíäó�öèðîâàííîãî âîëíàìè òå÷åíèÿ (íóëåâîé ãàðìîíèêè)ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ ïåðâîé ãàðìîíèêè. Áåç ýòî�ãî àíçàöà èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâåäåíà â [8℄ëèøü ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä íóëå�âîé ãàðìîíèêè è ïåðâîãî ïîðÿäêà ïåðâîé ãàðìîíèêè,à â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî çàìêíóòîå ÍÓØIV (1)äëÿ àìïëèòóäû ïîëíîé ïåðâîé ãàðìîíèêè ïðî�èëÿâîëíû. 2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÁóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ïëîñêîñòè xy äâèæå�íèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè.

Êîîðäèíàòó x áåðåì âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ,à êîîðäèíàòó y � âäîëü âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëå�íèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñíèçó æèäêîñòü îãðàíè�÷åíà òâåðäûì äíîì íà ãëóáèíå y = �h, à ñâåð�õó � áûñòðîîñöèëëèðóþùåé ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòüþ �(x; t). Íóæíî îïðåäåëèòü ýâîëþöèîííîå óðàâ�íåíèå äëÿ àìïëèòóäû A1 îãèáàþùåé ïåðâîé ãàðìî�íèêè ýòèõ ìîäóëÿöèé.Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè æèäêîñòè �(x; y; t) óäîâëå�òâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà�xx + �yy = 0; �1 < x <1;�h � y � �(x; t): (2)�ðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè�(x; t) ÿâëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå, êîòîðîåîçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòè÷êè æèäêîñòè, ðàñïîëîæåííûåíà ñàìîé ïîâåðõíîñòè, äâèæóòñÿ âäîëü ýòîé ïîâåðõ�íîñòè, íå ïîêèäàÿ åå:�t � �y + �x �x = 0; y = �(x; t); (3)è äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî â èí�òåãðàëå Êîøè�Áåðíóëëè íà âñåé ïîâåðõíîñòè äàâëå�íèå æèäêîñòè ïîñòîÿííî (ðàâíî àòìîñ�åðíîìó):g �(x; t) + �t + 12(�x2 + �y2) = 0; y = �(x; t): (4)Íà äíå âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ÷àñòè÷åêæèäêîñòè ðàâíà íóëþ:�y = 0; y = �h; (5)à ñàì ïîòåíöèàë ñêîðîñòè åñòü îãðàíè÷åííàÿ âåëè�÷èíà.3. ÌÅÒÎÄ ÌÍÎ�ÈÕ ÌÀÑØÒÀÁÎÂ.ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÛÅ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈßÁóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ,êàê îí îïèñàí äëÿ âûñøèõ ïðèáëèæåíèé â [11℄. Èçìå�íåíèÿ âåëè÷èí � è � âî âðåìåíè t áóäåì õàðàêòåðèçî�âàòü ñîâîêóïíîñòüþ áûñòðûõ êîëåáàíèé, êîòîðûå ñî�îòâåòñòâóþò âðåìåíè t0, è ìåäëåííûõ, êîòîðûå îïè�ñûâàþòñÿ âðåìåíåì � , ñîñòîÿùèì èç ìåäëåííîãî âðå�ìåíè t1, î÷åíü ìåäëåííîãî t2 è îñîáî ìåäëåííîãî t3.Òîãäà��t = ��t0 + " ��� , ��� = ��t1 + " ��t2 + "2 ��t3 : (6)Èçìåíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå âäîëü îñè x áóäåì õàðàê�òåðèçîâàòü îáû÷íîé êîîðäèíàòîé x0 è ðàñòÿíóòîéêîîðäèíàòîé x1: ��x = ��x0 + " ��x1 : (7)202



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà : : :Áóäåì ñ÷èòàòü ïîòåíöèaë ñêîðîñòè è ñìåùåíèå (ïðî��èëü) ïîâåðõíîñòè ìàëûìè âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà " èó÷òåì ñëàãàåìûå äî "4 âêëþ÷èòåëüíî:� = "�1 + "2�2 + "3�3 + "4�4; (8)� = "�1 + "2�2 + "3�3 + "4�4: (9)Ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ (6)�(9) â (2) è â ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ (3), (4), â êîòîðûõ �x, �y è �t ðàçëîæèìâ ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì � ïðè y = 0, è ñîáåðåìñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ".3.1. Ïðèáëèæåíèÿ O("1)Â ïðèáëèæåíèå O("1) ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû ëè�íåéíîé òåîðèè. Èç óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ íà äíå èìååì�1 = �(0)1 + (�(1)1 + 
.
.); (10)ãäå �(0)1 = 	1;�(1)1 = � i ! 
h(k(y + h))2k sh(kh) Aei �; � = kx0 � !t0;èç äèíàìè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ èìååì�1 = �(0)1 + �(1)1 ; (11)ãäå �(0)1 = 0; �(1)1 = 12Aei � + 
.
. (12)Èç êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåìëèíåéíûé çàêîí äèñïåðñèè!2 � k� g = 0; � � th(kh): (13)Áóäåì èñêàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ýâîëþöèè âî âðåìåíè� äâóõ íîâûõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ìåäëåííûõ ïå�ðåìåííûõ x1, t1; t2; t3: àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíè�êè A, ÿâëÿþùåéñÿ, ñîãëàñíî (12), îãèáàþùåé áûñòðîîñöèëëèðóþùåãî âî âðåìåíè t0 ñìåùåíèÿ ïîâåðõíî�ñòè, à òàêæå èíäóöèðîâàííîé ýòèìè áûñòðûìè îñ�öèëëÿöèÿìè è ïîñòîÿííîé âî âðåìåíè t0 íóëåâîé ãàð�ìîíèêè 	1 ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè (ñðåäíåãî òå÷åíèÿ).3.2. Ïðèáëèæåíèå O("2)Â ïðèáëèæåíèè O("2) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿêîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà �2:�2 �2�y2 + �2�2�x02 = �2 �2�1�x1 �x0 ;

èëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñþäà (10) óðàâíåíèå�2�2�y2 + �2�2�x02 = �! 
h(k(y + h))sh(kh) �A�x1 ei � + 
.
.Åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëî�âèþ ��2�y = 0; y = �h;çàïèøåì â âèäå ñóììû ãàðìîíèê:�2 = �(0)2 + ��(1)2 + �(2)2 + 
.
.� ; (14)ãäå �(0)2 = 	2; (15)�(1)2 = 1sh(kh) (D 
h(k(y + h))�� (y + h) sh(k(y + h)) !2k �A�x1 ) ei �: (16)Êîý��èöèåíòû îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ D îïðåäåëèìèç óñëîâèÿ, ÷òîáû ðåøåíèå (16) îñòàâàëîñü îãðà�íè÷åííûì ïðè ñòðåìëåíèè ãëóáèíû ê áåñêîíå÷íî�ñòè [19℄. Ó÷èòûâàÿ èç (16) àñèìïòîòèêó äëÿ ïîòåí�öèàëà �(1)2 , íàõîäèì, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ýòîéâåëè÷èíû íåîáõîäèìî ïîëîæèòüD = !2k �A�x1hD1(h);ãäå ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü D1(h) äîëæåí ëèøüóäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþlimh!1 h(D1(h)� 1) = 0:Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë �(1)2 îãðàíè÷åílimkh!1 �(1)2 = � !2k �A�x1 yeyk ei �:Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíîñòüD1; êàëèáðóåì �(1)2 òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè âûïîëíÿ�ëîñü óñëîâèå �(1)2 jy=0 = 0:Â òàêîì ñëó÷àå D1(h) = th(kh):Èòàê, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéïðîèçâîëüíîé ãëóáèíû, â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íîéãëóáèíû. Âûáîð ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (ïðàâèëî âû�áîðà êîý��èöèåíòà D) îáóñëîâëåí, âî-ïåðâûõ, åãî203



Þ. Â. Ñåäëåöêèé ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003åñòåñòâåííîñòüþ è, âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìîñòüþ îáåñ�ïå÷èòü ïðàâîìåðíîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ïî�ëó÷åííûõ �îðìóëàõ ê ñëó÷àþ áåñêîíå÷íîé ãëóáè�íû [4℄. Ýòî çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ ïðàâèëà âûáîðà êî�ý��èöèåíòîâ îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ è â ñëåäóþùèõïðèáëèæåíèÿõ.Äàëåå, èç äèíàìè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íàøàãå O("2)� �2�t0 + !2k� �2 = ��1 �2 �1�y �t0 �� 12 ���1�y �2 � ��1�t1 � 12 �� �1�x0 �2 ;� �2�t0 + !2 �2k� = !2(�2 � 1)4�2 AA� �	1�t1 ++i !2�k �A�t1 ei�+ 18�2 (3�2�1)!2A2e2i�+
.
. (17)
íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðî�èëü ïîâåðõíîñòè�2 = �(0)2 + �(1)2 + �(2)2 + 
.
.; (18)îïðåäåëåííûé ïîêà òîëüêî äëÿ íóëåâîé è ïåðâîé ãàð�ìîíèê: �(0)2 = �2 � 14� k AA� �k!2 �	1�t1 ; (19)�(1)2 = i2! �A�t1 ei �: (20)Íàêîíåö, èç êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿïðèáëèæåíèÿ O("2)��2�t0 � ��2�y = ���1�t1 + �1 �2�1�y2 � ��1�x0 ��1�x0 ;��2�t0 � ��2�y = �12 �A�t1 ei � � 12� i !kA2 e2i� + 
.
. (21)äëÿ íóëåâîé ãàðìîíèêè èìååì òîæäåñòâî, à äëÿ ïåð�âîé ãàðìîíèêè � íåîïðåäåëåííîñòü, êîòîðóþ ìîæíîóñòðàíèòü, òîëüêî ïîëîæèâ�A�t1 + Vg �A�x1 = 0; (22)ãäå Vg � �!�k = !2k �1 + 1� �2� kh� (23)� ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü. Èç (22) è êîìïëåêñíî-ñîïðÿ-æåííîãî (22) óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî�(AA)�t1 + Vg �(AA)�x1 = 0: (24)

Èòàê, ïåðâàÿ ãàðìîíèêà è åå ìîäóëü ýâîëþöèîíèðó�þò â ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåäëåííîãî âðåìåíè t1 èðàñòÿíóòîé ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x1 ñ ãðóïïîâîéñêîðîñòüþ.Äëÿ âòîðîé ãàðìîíèêè ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíà�ìè÷åñêîãî è êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèé (17), (21) íåïåðåîïðåäåëåíà è ïîçâîëÿåò íàéòè êîý��èöèåíòûäëÿ âòîðîé ãàðìîíèêè �(2)2 è �(2)2 :�(2)2 = 3� �28�3 kA2 e2i�; (25)�(2)2 = 3i!�2 � 18�3 
h(2k(y + h))sh(2kh) A2e2i�: (26)Â (20) òåïåðü ìîæíî ó÷åñòü, ÷òî èç (22)�A�t1 = �Vg �A�x1 ;à íåîáõîäèìàÿ â (19) ïðîèçâîäíàÿ �	1=�t1 íàõîäèò�ñÿ â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè.3.3. Ïðèáëèæåíèå O("3)Â ïðèáëèæåíèè O("3) èìååì óðàâíåíèå äëÿ êîì�ïîíåíòû ïîòåíöèàëà �3:�2�3�x02 + �2�3�y2 = ��2 �1�x12 � 2 �2�2�x1 �x0 :Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèé (10),(14) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ �3:�2 �3�x20 + �2�3�y2 = ��2	1�x12 ++�i!k�k(y + h) sh(k(y + h))sh(kh) ���kh� � 12� 
h(k(y + h))sh(kh) ��2A�x21 ei � ++ 3!k(�2 � 1)�3 
h(2k(y + h))sh(2kh) A �A�x1 e2i� + 
.
.�:Åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëî�âèþ ��3�y = 0; y = �h;ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãàðìîíèê�3 = �(0)3 + �(1)3 + �(2)3 + �(3)3 + 
.
. (27)Çäåñü �(0)3 = �12 �2	1�x12 (y + h)2 +	3; (28)204



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà : : :�(1)3 = 1sh(kh) �� �G 
h(k(y + h)) + [(y + h)2 
h(k(y + h)�� 2h�(y + h) sh(k(y + h))℄ i!4k �2A�x21 � ei �: (29)Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, àìïëèòóäó îäíîðîäíîãî ðå�øåíèÿ G îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïî�òåíöèàëà �(1)3 ïðè ñòðåìëåíèè ãëóáèíû ê áåñêîíå÷�íîñòè. Ýòî äàåòG = i!4k �2A�x12 h2(2�2 � 1):Òîãäà limkh!1 �(1)3 = i !4k �2A�x12 y2 ekyei �:Èç äèíàìè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íàõîäèì äâåèç ÷åòûðåõ ãàðìîíèê ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè�3 = �(0)3 + (�(1)3 + �(2)3 + �(3)3 + 
.
.); (30)à èìåííî�(0)3 = �k�!2 ��	1�t2 + �	2�t1 ��� i4� (�2 � 1)(�kh� 1)�A �A�x1 �A� A�x1� ; (31)�(1)3 = � i2!�A�t2 � k2! �k�2! �	1�t1 + �	1�x1 �A++ k216�4 (2�6 � 11�4 + 9�2 � 3)A2A� ei �: (32)Òåïåðü ó÷òåì êèíåìàòè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå.Ñëàãàåìûå, êîòîðûå îáðàçóþò óðàâíåíèå íóëåâîéãàðìîíèêè, íå ñîäåðæàò íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöè�åíòîâ. Ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì, êî�òîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðîèçâîäíûå îò 	1è A:h�2	1�x12 � �k!2 �2	1�t12 + ! �8�2 �(AA)�x1 = 0: (33)Çäåñü� � 2�! (2! � k(�2 � 1)Vg) = (�2 � 1)2kh� �(�2 � 5):Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå AA óäîâëåòâîðÿåò (24), ìûáóäåì èñïîëüçîâàòü àíçàö, â ðàìêàõ êîòîðîãî àìïëè�òóäà íóëåâîé ãàðìîíèêè 	1 ïåðåìåùàåòñÿ ñ ãðóïïî�âîé ñêîðîñòüþ:�	1�t1 = �V0 �	1�x1 ; V0 = Vg : (34)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â (33) è èíòå�ãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì�	1�x1 = !k �2� � AA; (35)ãäå îáîçíà÷åíî � � 4k�g (V 20 � gh); (36)òàê ÷òî ïðè V0 = Vg� = ((� + 1)2kh� �)((� � 1)2kh� �):Âèäíî, ÷òî äëÿ ãëóáîêîé âîäûlimkh!1 �	1�x1 = 0:Èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè �(0)3 íàõîäèì àìïëèòó�äó îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ	3: Ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêóïðè kh ! 1 ïðîèçâîäíîé �	1=�x1 èç (35) è ïîòåí�öèàëà �(0)3 èç (28), äëÿ îãðàíè÷åííîñòè �(0)3 ïîëîæèì	3 = �14 !�(AA)�x1 h:Òîãäà èç (28) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ãëóáîêîé âîäûlimkh!1 �(0)3 =12!�(AA)�x1 �y + 18k� : (37)Îòñþäà è èç âûðàæåíèé �(0)1 = 	1, �(0)2 = 	2 âèä�íî, ÷òî ïðè kh!1 ñïðàâåäëèâî ãðàíè÷íîå óñëîâèåäëÿ íóëåâîé ãàðìîíèêè, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â [4℄:�(�(0)1 "+�(0)2 "2+�(0)3 "3)�y = "3!2 �(AA)�x1 ; y = 0(äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà A � àìïëèòóäà ïðî�èëÿ ïîâåðõ�íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå ïðèâåäåíî â ïî�ñëåäíåé ðàáîòå èç ññûëêè [4℄).Ñëàãàåìûå êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ, ïðîïîðöèî�íàëüíûå ei �; îáðàçóþò åùå îäíî ýâîëþöèîííîå óðàâ�íåíèå äëÿ àìïëèòóä A è 	1:i �A�t2 + 12 �2!�k2 �2A�x21 ++ 116�4 (2�6 � 13�4 + 12�2 � 9)!k2A2A���k22! (�2 � 1)�	1�t1 + k�	1�x1 �A = 0; (38)ãäå�2!�k2 = !4k2�2 ��((�2�1)(3�2+1)k2h2�2�(�2�1)kh��2): (39)205



Þ. Â. Ñåäëåöêèé ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003Ó÷èòûâàÿ (34), èìååìi �A�t2 + 12 �2!�k2 �2A�x21 ++ 116�4 (2�6 � 13�4 + 12�2 � 9)!k2A2A�� �0 k4� �	1�x1 A = 0; (40)ãäå �0 � 2�! (2! � k(�2 � 1)V0): (41)Ïîäñòàíîâêà (35) â (40) ïðèâîäèò ê ýâîëþöèîííîìóóðàâíåíèþ äëÿ àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè âî âðå�ìåíè t2:i �A�t2 + 12 �2!�k2 �2A�x21 + q3!k2A2 A = 0; (42)ãäå (ïðè óñëîâèè, ÷òî â (41) V0 = Vg)q3 = � 116��4 �(9�4 � 10�2 + 9)(�2 � 1)2k2h2 ++ 2�(3�6 � 23�4 + 13�2 � 9)kh�� �2(7�4 � 38�2 � 9)�: (43)Ñóììà óðàâíåíèÿ (22) è óðàâíåíèÿ (42), óìíîæåííî�ãî íà "; ñ ó÷åòîì (6) ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîìó óðàâ�íåíèþ Øðåäèíãåðài��A�� + Vg �A�x1�++ "�12 �2!�k2 �2A�x21 + q3!k2A2 A� = 0; (44)âïåðâûå ïîëó÷åííîìó äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íàïîâåðõíîñòè ñëîÿ æèäêîñòè êîíå÷íîé òîëùèíû Õà�ñèìîòî è Îíî â ðàáîòå [20℄. Öåëüþ äàííîé ðàáîòûÿâëÿåòñÿ ó÷åò ñëåäóþùèõ ñëàãàåìûõ (ïðèáëèæåíèåO("4) ê óðàâíåíèþ Õàñèìîòî�Îíî).Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè êîý���èöèåíòà q3 îò ïàðàìåòðà kh. Èçìåíåíèå çíàêà ýòî�ãî êîý��èöèåíòà ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëü�íûé ïðîèñõîäèò â òî÷êå kh = 1:363 ïðè óâåëè÷åíèèk (êðèâàÿ 1 ). Êàê èçâåñòíî, íåëèíåéíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà èìååò ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ ïðè íóëå�âûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè ïðî�èçâåäåíèå �2!�k2 q3 > 0:Äëÿ çàêîíà äèñïåðñèè (13)�2!�k2 < 0
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0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0�èñ. 1. Êîý��èöèåíò q3. Êðèâûå îòâå÷àþò ðàç-íûì çíà÷åíèÿì V0 â óðàâíåíèè (34): 1 �V0 = Vg, 2 � V0 = !=k, 3 � V0 = �Vg, 4 �V0 = �Vg + !=2kïðè âñåõ k, íàïðèìåð�2!�k2 = �0:1564 !k2ïðè kh = 1:363, ïîýòîìó â ïðèáëèæåíèè O("3) ñîëè�òîíû îãèáàþùåé âîçìîæíû ëèøü ïðè kh > 1:363,â ÷àñòíîñòè, äëÿ áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû, êîãäàq3 = �1=2 (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íàðèñ. 1).Ïîñêîëüêó (34) ÿâëÿåòñÿ àíçàöåì, êîòîðûé èñ�ïîëüçîâàëñÿ è â áîëüøèíñòâå ïðåäûäóùèõ ðàáîò, íà�ïðèìåð [20; 23; 40; 41℄, îäíàêî ëèøü êàê ïðåäïîëîæå�íèå, íà ðèñ. 1 òàêæå ïðèâåäåíû êðèâûå çàâèñèìîñòèq3 îò ïàðàìåòðà kh ïðè ðàçíûõ âûáîðàõ ñêîðîñòè V0àìïëèòóäû íóëåâîé ãàðìîíèêè 	1 â (34). Êðèâàÿ 1îòâå÷àåò òðàäèöèîííîìó óñëîâèþ, ñîãëàñíî êîòîðî�ìó ýòà ñêîðîñòü ðàâíà Vg (ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ïåð�âîé ãàðìîíèêè A). Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå q3 = 0ïðè kh = 1:3628: Êðèâàÿ 3 ïîñòðîåíà äëÿ ñëó÷àÿV0 = �Vg, êðèâàÿ 2 � åñëè V0 = Vf (Vf = !=k � �à�çîâàÿ ñêîðîñòü), à êðèâàÿ 4 � åñëè V0 = �Vg +!=2k(ïðè òàêîì âûáîðå �(0)2 â (19) ðàâíî íóëþ).Ïðèâåäåííûå ãðà�èêè äåìîíñòðèðóþò ñòåïåíü÷óâñòâèòåëüíîñòè êîý��èöèåíòà q3 è îñîáîé òî÷êèkh, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà q3, ê âûáîðóàíçàöà äëÿ ñêîðîñòè íóëåâîé ãàðìîíèêè. ×òî êàñàåò�ñÿ ýêñïåðèìåíòîâ, òî áîëüøèíñòâî èç íèõ (ñì. [30℄ èññûëêè â íåì, à òàêæå [31; 32℄), íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷å�ñêèõ ðàáîò [16℄, îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ ãëóáîêîé âîäû206



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà : : :kh >> 1. Â åäèíñòâåííîì íà ñåãîäíÿ ýêñïåðèìåí�òå äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ãëóáèíû [42℄ èçìåðÿëñÿ ïðî��èëü ïîâåðõíîñòè ëèøü â òðåõ òî÷êàõ kh = 0:847,kh = 1:53 è kh = 4:93 è ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïðèkh = 0:847 è 4.93 ïîëó÷àþòñÿ êà÷åñòâåííî ðàçíûåêàðòèíû äîëãîâðåìåííîé ýâîëþöèè, ýâîëþöèÿ æå âòî÷êå kh = 1:53 ïîõîæà íà ëèíåéíóþ. Èç ýòîãî, ðàçó�ìååòñÿ, îäíîçíà÷íî íå ñëåäóåò, ÷òî êà÷åñòâåííîå èç�ìåíåíèå êàðòèíû ïðîèñõîäèò èìåííî ïðè kh = 1:36.Êðèòåðèé Vg < Vf , ïðè êîòîðîì ìîæíî äåëàòü çà�ìåíó �=�t! Vg�=�x, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãðàâèòàöèîí�íûõ âîëí ñ çàêîíîì äèñïåðñèè (13) äëÿ âñåõ kh, íîîí ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì, à íå äîñòàòî÷íûìóñëîâèåì [43℄.Â äàëüíåéøåì â ýòîì è ñëåäóþùåì ïîðÿäêàõ ìûáóäåì èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå îòîì, ÷òî ñêîðîñòü íóëåâîé ãàðìîíèêè ðàâíÿåòñÿ ñêî�ðîñòè ïåðâîé ãàðìîíèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì,÷òî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ìåòîäîì ÂÊÁ áûëî âû�÷èñëåíî â ðàáîòå [8℄, îäíàêî åå àâòîðû íå ñ÷èòàëèâîçìîæíûì èñïîëüçîâàòü àíçàö (34), ïîýòîìó ýâî�ëþöèîííûå óðàâíåíèÿ íà êàæäîì øàãå ïî " áûëèîñòàâëåíû â âèäå ñèñòåì äâóõ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèéäëÿ àìïëèòóä A è 	1:Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ (33) è (42) ïîëó÷åíûâûøå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëà�ïëàñà äëÿ íóëåâîé è ïåðâîé ãàðìîíèê, ñîãëàñîâàí�íûå ñ äèíàìè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, óäîâëåò-âîðÿëè òàêæå êèíåìàòè÷åñêîìó ãðàíè÷íîìó óñëî�âèþ. Òîò æå ïîäõîä äëÿ âòîðîé è òðåòüåé ãàðìîíèêíå ïðèâîäèò ê íîâûì ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèÿì,îäíàêî ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèÿ åùå íå îïðåäåëåí�íûõ êîý��èöèåíòîâ ýòèõ ãàðìîíèê:�(2)3 = 3!16k�4 h4�(�2 � 1)k(y + h) sh(2k(y + h))�� (�2 � 1)�(3�2 + 5)hk � 3�� 
h(2k(y + h))i��A �A�x1 1sh(2kh)e2i�; (45)�(2)3 = i 3(1� �2)kh+ �(�2 � 3)4�4 A �A�x1 e2i �; (46)�(3)3 = � i!k128�6 (�2 � 1)(13�2 � 9)(3 + �2)�� A3 
h(3k(y + h))sh(3kh) e3i�; (47)�(3)3 = 3128�6 (3� �2)(�4 + 3)k2A3e3i�: (48)

Ïîñëå ó÷åòà àíçàöà (34) è ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ(40) âûðàæåíèå (32) ïðèîáðåòàåò âèä�(1)3 = ��k(�2 + 1)(kh(�2 � 1)� �)8!� A�	1�x1 �� 14! �2!�k2 �2A�x12+ k232�4 (2�6�9�4+6�2+3)A2A� ei�:Åñëè åùå ó÷åñòü è (35), òî ïîëó÷èì�(1)3 = �14 � 1! �2!�k2 �2A�x21 ++ 18�4� [(9�4 � 8�2 � 3)(�2 � 1)2k2h2 �� 2�(�2 + 1)(�4 � 3)kh++ �2(�4 � 16�2 � 3)℄k2A2A� ei �: (49)3.4. Ïðèáëèæåíèå O("4)Â ïîðÿäêå O("4) èìååì�4 = �(0)4 + �(1)4 + �(2)4 + �(3)4 + �(4)4 + 
.
.; (50)ãäå �(0)4 = �12 �2	2�x12 (y + h)2 +	4; (51)�(1)4 = 1sh(kh) �F 
h(k(y + h))++ !4k �13(y + h)3 sh(k(y + h))�� h�(y + h)2 
h(k(y + h)) ++h2(2�2 � 1)(y + h) sh(k(y + h))� �3A�x31 � ei �: (52)Aìïëèòóäó îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ F îïðåäåëÿåì, êàêè â ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ, èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííî�ñòè ïîòåíöèàëà �(1)4 ïðè ñòðåìëåíèè ãëóáèíû ê áåñ�êîíå÷íîñòè. ÒîãäàF = � !12k �3A�x13h3(6�2 � 5)�;è äëÿ ãëóáîêîé âîäûlimkh!1�(1)4 = !12k �3A�x13 y3 eky ei �:Èç äèíàìè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íàõîäèì ïåð�âûå äâå èç ïÿòè ãàðìîíèê ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè�4 = �(0)4 + (�(1)4 + �(2)4 + �(3)4 + �(4)4 + 
.
.) (53)207



Þ. Â. Ñåäëåöêèé ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003(ñì. Ïðèëîæåíèå). Èç êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ, ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå ãàðìî�íèê, ïîëó÷àåì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ àìïëè�òóäû 	2 íóëåâîé ãàðìîíèêè ïðèáëèæåíèÿ O("4):h�2	2�x21 � k�!2 �2	2�t21 �� i !k eq40�A �2A�x12 �A �2A�x12� = 0; (54)ãäåeq40 = 132�3 � ��((�2�1)5k4h4�4�(2�4+9�2+5)(�2�1)2k3h3++ 2�2(�2 � 1)(9�4 + 16�2 � 9)k2h2 �� 4�3(4�4 � 9�2 � 7)kh+ 5�4(�2 � 5)): (55)Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîìïîíåíòà 	2 ïîòåíöèàëà íóëå�âîé ãàðìîíèêè ïðèáëèæåíèÿ O("2) òàê æå, êàê è 	1,ïåðåìåùàåòñÿ 
 ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ ïåðâîé ãàðìî�íèêè A, �	2�t1 = �Vg �	2�x1 ; (56)è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì ñâÿçü 	2 ñ A:�	2�x1 = �i4!�� eq40 �A �A�x1 �A �A�x1� : (57)Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ ãëóáîêîé âîäûlimkh!1 �	2�x1 = 0:Èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè �(0)4 îïðåäåëÿåì àìïëè�òóäó îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ 	4: Ó÷èòûâàÿ àñèìïòî�òèêó ïðè kh ! 1 ïðîèçâîäíîé �	2=�x1 èç (57) èïîòåíöèàëà �(0)4 èç (51), äëÿ îãðàíè÷åííîñòè �(0)4 ïî�ëîæèì 	4 = �i 3! h16k ��x1 �A �A�x1 �A �A�x1� :Òîãäà èç (51) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ãëóáîêîé âîäûlimkh!1 �(0)4 = i !8k �3 y + 18k��� ��x1 �A �A�x1 �A �A�x1� : (58)Èç êèíåìàòè÷íîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ïðèðàâíè�âàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ei�, ïîëó÷àåì ýâîëþöèîííîå

óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè ïðè�áëèæåíèÿ O("4):i �A�t3 � i6 �3!�k3 �3A�x13 ++ i !keq41AA �A�x1 + i !k eq42A2 �A�x1 ��A�k22! (�2 � 1) �	2�t1 + k �	2�x1 ��� k22! (�2 � 1) A�	1�t2 = 0; (59)ãäå�3!�k3 = � !8k3�3 [(�2 � 1)(15�4 � 2�2 + 3)k3h3 ��3�(�2�1)(3�2+1)k2h2�3�2(�2�1)kh�3�3℄; (60)eq41 = 116�5� [(2�6�11�4�10�2+27)(�2�1)3k3h3�� �(�2 � 1)(6�8 � 21�6 + 9�4 � 43�2 + 81)k2h2 ++ �2(6�8 � 15�6 � 77�4 + 71�2 � 81)kh�� �3(�2 + 1)(2�4 � 7�2 � 27)℄;eq42 = � 132�5� [(4�6�13�4+10�2�9)(�2�1)3k3h3�� �(�2 � 1)(12�8 � 51�6 + 17�4 � �2 � 9)k2h2 ++ �2(12�8 � 67�6 + 33�4 � �2 � 9)kh�� �3(4�6 � 29�4 + 42�2 � 9)℄:Ïîñëå ó÷åòà â (59) àíçàöà (56) íàõîäèìi �A�t3 � i6 �3!�k3 �3A�x13 ++ i !keq41AA �A�x1 + i !k eq42A2 �A�x1 �� �4�kA�	2�x1 � (�2 � 1)k22! A �	1�t2 = 0 : (61)Åñëè ïðèáàâèòü ê óðàâíåíèþ (22) óðàâíåíèÿ (38),óìíîæåííîå íà ", è (61), óìíîæåííîå íà "2,ó÷åñòü (35) è çàìåíèòü, ñîãëàñíî (6), ñóììó ÷àñò�íûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ �óíêöèé A è 	1 ïîëíûìèïðîèçâîäíûìè�A�t1 + "�A�t2 + "2 �A�t3 = �A��è �	1�t1 + "�	1�t2 = �	1�� ;208



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà : : :òî ïîëó÷èì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïî�ðÿäêà (ïî "), êîòîðîå ó÷èòûâàåò âñå ïðåäûäóùèåèòåðàöèè:i��A�� + Vg �A�x1�+ "�12 �2!�k2 �2A�x21 + q3A2 A�++ "2�� i6 �3!�k3 �3A�x13 + i!k eq41AA �A�x1++ i !keq42A2 �A�x1 � �4�kA�	2�x1 � = 0: (62)Âçàèìîäåéñòâèå àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè A ñêîìïîíåíòîé 	1 ãëàâíîãî òå÷åíèÿ, èìåþùåé ïîðÿ�äîê O("), óæå ó÷òåíî â q3, à âçàèìîäåéñòâèå ñ êîì�ïîíåíòîé 	2, èìåþùåé ïîðÿäîê O("2), îïèñûâàåòñÿïîñëåäíèì ñëàãàåìûì (62) ñ ó÷åòîì (57).4. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÏÎËÍÎÉÀÌÏËÈÒÓÄÛ ÏÅ�ÂÎÉ �À�ÌÎÍÈÊÈÏ�ÎÔÈËß ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÓðàâíåíèå (62) ñîñòàâëåíî äëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêààìïëèòóäû A ïåðâîé ãàðìîíèêè. Óðàâíåíèå äëÿ ïîë�íîé àìïëèòóäû A1 íàéäåì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî, ñîãëàñ�íî (9), (12), (20) è (49):A1 = A� i"Vg! �A�x1 +O("2): (63)Åñëè îòñþäà îïðåäåëèòü A è ïîäñòàâèòü åãî â (62),ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîé àìïëèòóäû ïåðâîéãàðìîíèêè:i��A1�� +Vg �A1�x1 �+"�12 �2!�k2 �2A1�x21 +q3A21 A1�++ "2�� i6 �3!�k3 �3A1�x13 + i!k eQ41A1A1 �A1�x1 ++ i !k eQ42A21 �A1�x1 � �4�k �	2�x1 A1� = 0; (64)ãäå eQ41 = eq41; eQ42 = eq42 � 2Vg! q3:Ó÷èòûâàÿ (43) è (23), ïîëó÷èìeQ42 = 132��5 (�(4�6+5�4�10�2+9)(�2�1)3k3h3++ �(�2 � 1)(12�8 � 45�6 + 71�4 � 15�2 + 9)k2h2 �� �2(12�8 � 93�6 + 215�4 � 111�2 + 9)kh++ �3(4�6 � 43�4 + 118�2 + 9)):Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû óðàâíå�íèå òàêîãî òèïà áûëî ïîëó÷åíî âïåðâûå Äèñòîì [4℄.
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kh
4 6 82 10�èñ. 2. Êîý��èöèåíòû íåëèíåéíîé äèñïåðñèè eq41,eq42, eQ41, eQ42, Q41 è Q42. �îðèçîíòàëüíûå àñèìï-òîòû ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ áåñêîíå÷íîé ãëóáè-íû [4℄Íà ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî êîý��èöèåíòû eQ41 è eQ42 êàê�óíêöèè kh ïðè kh!1 ñòðåìÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííîê çíà÷åíèÿì eQ41 = 3=2 è eQ42 = 1=4: Ýòî è åñòü çíà�÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ Äèñòà, åñëè îíî,êàê è (64), çàïèñàíî äëÿ àìïëèòóäû ïîëíîé ïåðâîéãàðìîíèêè ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè (ýòî ñäåëàíî â ïî�ñëåäíåé ðàáîòå èç ññûëêè [4℄, à òàêæå â [28; 33℄), àíå ïîòåíöèàëà, êàê â ïåðâîé ðàáîòå èç ññûëêè [4℄.Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ïðè kh!1 òàêæå ïåðå�õîäÿò â èõ çíà÷åíèÿ äëÿ áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû [4℄:Vg � �!�k = 12 !k ; 12 �2!�k2 = �18 !k2 ;�16 �3!�k3 = � 116 !k3 ; q3 = �12 ; �4� = 1:Äëÿ âçàèìîñâÿçè ïîëíîé àìïëèòóäû A1 ïåðâîé ãàð�ìîíèêè ïðî�èëÿ ïîâåðõíîñòè ñ àìïëèòóäîé íóëåâîéãàðìîíèêè �(0) ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè â [4℄ (èìåííîäëÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ � â ïîñëåäíåé èç ðàáîò [4℄)èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå (â îáîçíà÷åíèÿõ äàííîé ðà�áîòû) ��(0)�y = !2 �(A1A1)�x1 ; y = 0: (65)14 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 209



Þ. Â. Ñåäëåöêèé ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè kh!1 ê (65) âûïîëíÿåò�ñÿ, åñëè ó÷åñòü (37), (58) è ñâÿçü ïîëíûõ àìïëèòóäñ àìïëèòóäàìè âñåõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ïîòåíöèàëà�(0) = �(0)1 "+ �(0)2 "2 + �(0)3 "3 + �(0)4 "4è (63) � äëÿ ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè.Ìíîæèòåëü �	2=�x1 â (64) ìîæíî èñêëþ÷èòü, åñ�ëè ó÷åñòü (57) è (63). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì íåëè�íåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà(ïî "), äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ êîòîðîãî ó÷èòûâà�þò äèñïåðñèþ íåëèíåéíîñòè:i��A1�� + Vg �A1�x1 �++ "�12 �2!�k2 �2A1�x21 + !k2q3A21 A1�++ i"2��16 �3!�k3 �3A1�x13 ++ !kQ41A1A1 �A1�x1 + !kQ42A21 �A1�x1 � = 0: (66)Çäåñü Q41 = eQ41 � �� eq40; Q42 = eQ42 + �� eq40:Îòñþäà ñ ó÷åòîì (55) ïîëó÷àåìQ41 = 132�5�2 �(3�6�20�4�21�2+54)(�2�1)5k5h5���(11�8�99�6�61�4+7�2+270)(�2�1)3k4h4++2�2(�2�1)(7�10�58�8++ 38�6+52�4�181�2 + 270)k3h3��2�3(3�10+18�8�146�6�172�4+183�2�270)k2h2�� �4(�8 � 109�6 + 517�4 + 217�2 + 270)kh++ �5(�6 � 40�4 + 193�2 + 54)� (67)è Q42 = 132�5�2 �(3�6+7�4�11�2+9)(1��2)5k5h5++�(11�8�48�6+66�4+8�2+27)(�2�1)3k4h4��2�2(�2�1)(7�10�79�8+282�6�154�4��2+9)k3h3++2�3(3�10�63�8+314�6�218�4+19�2+9)k2h2++�4(�8+20�6�158�4�28�2�27)kh�� �5(�6 � 7�4 + 7�2 � 9)�: (68)Óðàâíåíèå (66) è �îðìóëû (67), (68) äëÿ Q41 èQ42 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàí�íîé ðàáîòû. Çàâèñèìîñòè Q41 è Q42 îò kh ïîêàçà�íû íà ðèñ. 2. Êîý��èöèåíò �3!=�k3 ÿâëÿåòñÿ çíà�êîïåðåìåííûì â çàâèñèìîñòè îò ãëóáèíû æèäêîñòè

0

kh
1 2 3 4 5

−0.10
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−0.15

−0.20
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0

0.05

�èñ. 3. Êîý��èöèåíò êóáè÷åñêîé äèñïåðñèèp3 = �(k3=!)(�3!=�k3)=6: �îðèçîíòàëüíàÿ àñèì-ïòîòà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ áåñêîíå÷íîé ãëóáè-íû [4℄(ðèñ. 3). Ýòî âàæíî äëÿ àíàëèçà âîçìîæíîñòè ïðèìå�íåíèÿ èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ èíòåãðèðîâàíèÿ (1) [13; 14℄ê óðàâíåíèþ (66).Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñêîðîñòè �(2)4 , �(3)4 ,�(4)4 ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè. Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðî��èëÿ ïîâåðõíîñòè �(2)4 , �(3)4 , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèøüñîïóòñòâóþùèì ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû, íå ïðèâå�äåíû, ÷òîáû íå óâåëè÷èâàòü åå îáúåì.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÎñîáåííîñòüþ çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ ÍÓØIV äëÿñòîêñîâûõ âîëí â ñëîå æèäêîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñòàêîé æå çàäà÷åé â âîëîêîííûõ ñâåòîâîäàõ ÿâëÿ�åòñÿ íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà âëèÿíèÿ íèçêî÷àñòîòíîéíóëåâîé ãàðìîíèêè íà äâèæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîéïåðâîé ãàðìîíèêè. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåò�ñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (33), (40) â ïðèáëèæåíèèO("3) è ñèñòåìîé (54), (59) â ïðèáëèæåíèè O("4).Â ïðåäïîëîæåíèè äâèæåíèÿ íóëåâîé ãàðìîíèêè ñãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ ïåðâîé ãàðìîíèêè â îáîèõïðèáëèæåíèÿõ ýòè ñèñòåìû ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþäëÿ îäíîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè � àìïëèòóäûïåðâîé ãàðìîíèêè A1 ïðî�èëÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõ�íîñòè. Â ïðèáëèæåíèè O("3) � ýòî ÍÓØ (44),âïåðâûå ïîëó÷åííîå â [20℄, à â ïðèáëèæåíèèO("4) � ÍÓØIV (66). Àìïëèòóäû 	1 è 	2 âòî�ðîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè � ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè(òî÷íåå èõ ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå, ñîáñòâåííî, èèìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë ñêîðîñòè) � âûðàæà�þòñÿ ÷åðåç ïîëíóþ àìïëèòóäó ïåðâîé ãàðìîíèêèA1 ñ ïîìîùüþ �îðìóë (35) è (57), â êîòîðûõñîîòâåòñòâåííî â ïðèáëèæåíèÿõ O("3) è O("4)210



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà : : :ìîæíî çàìåíèòü A íà A1. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîò�íîøåíèÿ (63) âèäíî, ÷òî íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî âïðèáëèæåíèè O("3) óðàâíåíèÿ (44), (35) íå èçìåíÿ�þò ñâîé âèä ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîãî ïîðÿäêà àìïëè�òóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè A ê åå ïîëíîé àìïëèòóäå A1,òàê æå êàê è óðàâíåíèå (57) â ïðèáëèæåíèè O("4).Ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõè íåèçâåñòíîé �óíêöèè óðàâíåíèå (66) ïðåâðàùàåò�ñÿ â óðàâíåíèå (1). Çíàêè ¾�¿ îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîì,ïðîòèâîïîëîæíûì q3 (ðèñ. 1). Èòàê, â óðàâíåíèè(1) âûáèðàåì ¾�¿, åñëè kh < 1:3628 è ¾+¿, åñëèkh > 1:3628. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñâîéñòâà ñîëèòîííûõè êâàçèñîëèòîííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) îïèñàíûâ [14℄, âî âòîðîì � â [13℄. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ êîý���èöèåíòàìè Vg , �2!=�k2, �3!=�k3, q3, Q41; è Q42 â

ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (23), (39), (60), (43), (67)è (68).Àâòîð áëàãîäàðåí Â. Ï. Ëóêîìñêîìó è êîëëåãàìïî ÎÒÔ ÈÔ ÍÀÍÓ çà öåííûå îáñóæäåíèÿ, ñòèìó�ëèðîâàâøèå äàííûå èññëåäîâàíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå INTAS (ãðàíò�99-1637). Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñòîêñîâûõðàçëîæåíèé ïîòåíöèàëà è ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòèâ ïðèáëèæåíèè O("4) (íèæå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ� = th(kh), � = ((1 + �)2kh� �)((� � 1)2kh� �)):
�(2)4 = i!( 3(1� �2)8�3  � � A�x1�2 +A �2A�x21 ! 
h(2k(y + h))sh(2kh) (y + h)2 �� 164�7��2 � 1k2 �(34�6 + 23�4 + 60�2 + 3)k2h2 � 2�(16�4 + 23�2 + 3)kh� �2(2�2 � 3)�A �2A�x12 ++ �2 � 1k2 �(11�6 + 19�4 + 45�2 � 3)k2h2 � 2�(11�4 + 22�2 � 3)kh+ �2(11�2 � 3)�� �A�x1�2 ++ k212��2 ((145�8 � 682�6 + 864�4 � 54�2 � 81)(�2 � 1)2k2h2 �� 2�(�10 + 471�8 � 1402�6 + 1530�4 � 135�2 � 81)kh++ �2(�8 + 182�6 + 144�4 � 54�2 � 81))A3A�
h(2k(y + h))sh(2kh) ++ 3(�2 � 1)16k�4 �kh �3�2 + 5��3�� A �2A�x12 +� �A�x1 �2! (y + h) sh(2k(y + h))sh(2kh) )e2i�;�(3)4 = !128�7 (�2 � 1)(�2 + 3)��(26�4 + 39�2 � 45)kh� 3�(13�2 � 9)� 
h(3k(y + h))sh(3kh) �� 3�(13�2 � 9)k(y + h) sh(3k(y + h))sh(3kh) �A2 �A�x1 e3i�;�(4)4 = i!k2 (�4 � 1)(197�6 + 747�4 � 1269�2 + 405)768�9(�2 + 5) 
h(4k(y + h))sh(4kh) A4e4i�;�(4)4 = k3 21�10 + �8 � 262�6 + 522�4 + 81�2 + 405768�9(�2 + 5) A4e4i�;211 14*



Þ. Â. Ñåäëåöêèé ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 1 (7), 2003�(0)4 = � k364�7�2�(9(�2 � 1)8k4h4 � 36�(�2 + 1)(�2 � 1)6k3h3 + 2�2(31�4 + 18�2 + 27)(�2 � 1)4k2h2 �� 4�3(13�6 � 29�4 � 9�2 + 9)(�2 � 1)2kh+ �4(17�8 � 116�6 + 254�4 � 36�2 + 9)�A2 A2 �� 116�k��(3 + 5�)(� � 1)(�2 � 1)3k4h4 � 2�(�2 � 1)(8�4 � 3�3 � 4�2 � � + 8)k3h3 ++ 2�3(� � 1)(3� + 1)2k2h2 � 2�3(4�2 � � � 2) + �4��2AA�x12 ++ 14�k (�2 � 1) �(3�2 � 1)k2h2 � 4�kh+ 1� �A�x1 �A�x1 � �k!2 ��	1�t3 + �	2�t2 � ;�(1)4 = �k2(�2 + 1)4!2 A�	1�t2 � i12! �3!�k3 �3A�x31 ++ ik64�5 �2�(3�6 � 16�4 � 15�2 � 24)(�2 � 1)5k5h5 � �(11�8 � 87�6 � 183�4 � 165�2 � 120)(�2 � 1)3k4h4 ++ 2�2(�2 � 1)(7�10 � 78�8 � 92�6 � 2�4 � 131�2 � 120)k3h3 �� 2�3(3�10 � 58�8 � 32�6 � 102�4 + 165�2 + 120)k2h2 �� �4(�8 + 47�6 � 101�4 � 339�2 � 120)kh+ �5(�6 + 12�4 � 121�2 � 24)�A A �A�x1 �� ik64�5�2�3(�6 � �4 + 3�2 + 3)(�2 � 1)5k5h5 � �(11�8 � 66�6 + 12�4 + 20�2 + 39)(�2 � 1)3k4h4 ++ 2�2(�2 � 1)(7�10 � 73�8 + 90�6 + 68�4 + 19�2 + 33)k3h3 �� 2�3(3�10 � 41�8 + 94�6 + 32�4 � 45�2 � 27)k2h2 �� �4(�8 � 10�6 � 52�4 + 56�2 + 21)kh+ �5(�6 � 13�4 � �2 + 3)� A2 �A�x1 :ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. Å. Çàõàðîâ, Å. À. Êóçíåöîâ, ÆÝÒÔ 113, 1892(1998).2. A. Hasegawa and Y. Kodama, Solitons in Opti
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