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ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÑÏÅÊÒ�À p-ÝËÅÊÒ�ÎÍÎÂÂ ÏËÎÑÊÎÉ Ê�ÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÎÉ �ÅØÅÒÊÅÈ Â ÑÈËÜÍÎÌ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ�. Î. Çàéöåâ *�îññèéñêèé íàó÷íûé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÞ. Â. Ìèõàéëîâà�îñóäàðñòâåííûé íàó÷íûé öåíòð ¾Íèèòåïëîïðèáîð¿129085, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 äåêàáðÿ 2002 ã.Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ Õàðïåðà äëÿ px, py-ýëåêòðîííîé ñèñòåìû. Ïðîâåäåí àíàëèç ãðàíè÷íûõ òî÷åê êâà-çèíåïðåðûâíîãî ñïåêòðà äëÿ ñëó÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî êâàíòîâ ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ýëåìåí-òàðíóþ ÿ÷åéêó åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, à òàêæå ðàñ÷åòû äëÿ êâàäðàòíîé è òðåóãîëüíîé ðåøåòîê è äëÿðåøåòêè òèïà ï÷åëèíûõ ñîò ñ äâóìÿ íåýêâèâàëåíòíûìè àòîìàìè. Îáñóæäåíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îáúÿñíåíèÿ äðîáíîãî ý��åêòà Õîëëà.PACS: 71.18.+y, 71.20.-b1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÓðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ýíåðãåòè÷åñêèéñïåêòð ñèñòåìû ïîä âîçäåéñòâèåì ìàãíèòíîãîïîëÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé è íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Õàðïåðà [1℄.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìåþòñÿ äâà ïðåäåëà:ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç äèñêðåòíûõñèëüíî âûðîæäåííûõ óðîâíåé Ëàíäàó â îòñóòñòâèåïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, è ýíåðãåòè÷åñêèå çîíû,ñâÿçàííûå ñ áëîõîâñêèìè âîëíàìè, êîòîðûå îáóñ-ëîâëåíû òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèåé ðåøåòêè âîòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Çàäà÷à îá ýëåêòðîíàõ â ðåøåòêå ñ ïåðèîäàìè a1,a2, a3, äâèãàþùèõñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå Hjja3, èìå�åò åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð � = (HSa1a2) =�0, ðàâ�íûé îòíîøåíèþ ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç ïëîùàäü,ïîñòðîåííóþ íà âåêòîðàõ a1, a2, ê êâàíòó ïîòîêà�0 = ~
= jej. Åñëè ýòîò ïàðàìåòð � ðàöèîíàëüíîå÷èñëî, ò. å. � = p=q, òî èìååòñÿ ìàãíèòíàÿ ñâåðõðå�øåòêà, ïîñòðîåííàÿ íà âåêòîðàõ qa1, qa2. Ýòî îáñòîÿ�òåëüñòâî âåäåò ê ñèëüíîìó óïðîùåíèþ âû÷èñëåíèé.Äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ îä�*E-mail: agydel�veernet.iol.ru

íèì àòîìîì â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ñ ðàöèîíàëüíû�ìè � = eHa2=~
 ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð áûë ðàññ÷è�òàí Õî�øòàäòåðîì [2℄ è ïîëó÷èë íàçâàíèå ¾áàáî÷êèÕî�øòàäòåðà¿. Â ñëó÷àå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîòåí�öèàëà ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå óðîâíåé Ëàíäàó íàïîäçîíû [3℄, â ñëó÷àå ñèëüíîãî ïîëÿ èìååò ìåñòî ÷à�ñòè÷íîå ñíÿòèå âûðîæäåíèÿ [4℄.Â ðàññìîòðåííîì Õî�øòàäòåðîì ñëó÷àå óðàâíå�íèå Øðåäèíãåðà â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè ïðè�âîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì Õàðïåðà:	n+1 + 2	n 
os (2�n� � ') + 	n�1 = E	n; (1)ãäå 	n � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ íà óçëå n, ' = apy=~ ��àçà, ñâÿçàííàÿ ñ êâàçèèìïóëüñîì ýëåêòðîíà, a �ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè, E � ýíåðãèÿ â åäèíèöàõ èíòå�ãðàëà ïåðåñêîêà ê áëèæàéøèì ñîñåäÿì.Âñå âîçìîæíûå ñîáñòâåííûå ýíåðãèè óðàâíåíèéÕàðïåðà íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå jEj � 4, ïðè�÷åì ïàðàìåòð � ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí îáëàñòüþ0 < j�j < 1. Ôàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòüäèàïàçîí 0 < j�j < 1=2, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Õàðïå�ðà èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè � ! 1��.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèÿ (1) äîïóñêàþò çàìå�íó E ! �E.322



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003 Ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà : : :Ïðåäëîæåííûé Õî�øòàäòåðîì ÷èñëåííûé ìåòîäîñíîâûâàëñÿ íà òîì, ÷òî óðàâíåíèå Õàðïåðà (1) ìî�æåò áûòü íàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå: 	n+1	n ! = T̂n 	n	n�1 ! (2)ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäàT̂n =  E � 2 
os (2�n� � ') �11 0 ! : (3)Ìàòðèöû ïåðåõîäà Tn èìåþò îïðåäåëèòåëè, ðàâíûååäèíèöå. Â ñëó÷àå, åñëè � = p=q, óðàâíåíèÿ (2)ïåðèîäè÷íû ïî n ñ ïåðèîäîì q. Ïîýòîìó ìàòðèöàÂ = qQn=1Tn èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïî ìîäóëþìåíüøèå åäèíèöû. Ïîñêîëüêó det Â = 1, ýòî òðåáî�âàíèå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Sp(Â) = 2 
os �, îòêóäàíàõîäèì âåñü ñïåêòð âîçáóæäåíèé.Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå Õî�øòàäòå�ðà óäàëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîìîäåëèðîâàòü [5℄,îñíîâûâàÿñü íà àíàëîãèè ìåæäó óðàâíåíèÿìè, îïè�ñûâàþùèìè ðàñïðîñòðàíåíèå ìèêðîâîëí ñêâîçü ðàñ�ñåèâàþùóþ ìàòðèöó, è óðàâíåíèÿìè Õàðïåðà äëÿýëåêòðîíà. Â [5℄ èçó÷àëîñü ïðîõîæäåíèå ìèêðî�âîëí ñêâîçü ìàòðèöó (100) ðàññåèâàþùèõ ýëåìåíòîâ,âñòàâëåííûõ â âîëíîâîä, è íàéäåíû çîíû, âîñïðîèç�âîäÿùèå áàáî÷êó Õî�øòàäòåðà.Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè ¾áàáî÷êè¿ ñòèïè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ðåøåòêè â 0.1 íì òðåáóþò�ñÿ ìàãíèòíûå ïîëÿ ïðèáëèçèòåëüíî â 105 Òë, êîòî�ðûå íàõîäÿòñÿ çà òåõíè÷åñêè äîñòóïíûì ïðåäåëîì.Åäèíñòâåííûé ñïîñîá îáîéòè ýòó ïðîáëåìó ñîñòî�èò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü èñêóññòâåííûå ñâåðõ�ñòðóêòóðû. Ôàêòè÷åñêè ïåðâûå óêàçàíèÿ íà ìàãíèò�íî-ðàñùåïëåííûå ïîäçîíû ñîäåðæàòñÿ â [6�9℄.Èçó÷åíèå êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà ïðîâîäèò�ñÿ íà ñòðóêòóðàõ, ñîñòîÿùèõ èç àòîìîâ, èìåþùèõíåçàïîëíåííóþ p-îáîëî÷êó. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íèæåèçó÷àåòñÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà px, py-ýëåêòðîíîâ, íà�õîäÿùèõñÿ â êâàäðàòíîé ðåøåòêå èëè â ðåøåòêå òè�ïà ï÷åëèíûõ ñîò. Íå ìåíüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþòòàêæå s-ýëåêòðîíû, íàõîäÿùèåñÿ â òðåóãîëüíîé ðå�øåòêå èëè â ðåøåòêå òèïà ï÷åëèíûõ ñîò, ïîñêîëüêóâ äâóìåðíîì ñëó÷àå ñâîéñòâà òàêèõ ýëåêòðîíîâ ýê�âèâàëåíòíû ñâîéñòâàì pz-ýëåêòðîíîâ, ïîìåùåííûõâ òå æå ðåøåòêè.Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êâàíòîâîãî ý��åêòàÕîëëà äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè îãðàíè÷èâàëîñü èçó÷å�íèåì äâóìåðíîé ñèñòåìû óðîâíåé Ëàíäàó ñ ó÷åòîìñëàáîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ó÷èòûâàåìî�ãî ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ

ñòàòüÿ [9℄ è íåäàâíî ïîÿâèâøàÿñÿ ðàáîòà [10℄. Â ðàáî�òå [9℄ ïðîâåäåí ãðóïïîâîé àíàëèç ýëåêòðîííîé ñòðóê�òóðû äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿâî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, â [10℄ óñëîâèÿ âîçíèêíî�âåíèÿ äðîáíîãî ý��åêòà Õîëëà èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõñàìîñîãëàñîâàííîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Íåêîòîðûåñåðèè äðîáíûõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷åíû â çàêëþ÷è�òåëüíîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû.2. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÕÀ�ÏÅ�À ÄËßp-ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ�àññìîòðèì óðàâíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ðîæäå�íèÿ â ïðåäñòàâëåíèè �åéçåíáåðãà:i~�âk;r (t)�t = � hĤ; âk;r (t)i =Xn;s Ĥk;rn;s ân;s (t) : (4)Çäåñü âk;r(t) � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà,ïðèíàäëåæàùåãî ÿ÷åéêå ñ êîîðäèíàòîé r è íàõîäÿ�ùåãîñÿ â îäíîì èç âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé ñ íîìå�ðîì k.Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè èìååìĤk;rn;s = Z 	�k (R� r) ĥ(R)	n (R� s) dR;	�(R) = exp0�� ie
~ RZ A (r)dr1A (x� iy) �� RrB� :(5)Çàïèñàííàÿ òàêèì îáðàçîì àòîìíàÿ âîëíîâàÿ�óíêöèÿ äèàãîíàëèçóåò àòîìíûé ãàìèëüòîíèàí ïðèr = s: Hk;rk;r = diag (�BH;��BH) : (6)Åñëè r 6= s, òî óäîáíî çàìåíèòü R !! R + (r+ s) =2, à çàòåì ïðîèíòåãðèðî�âàòü ïî ïðîèçâåäåíèþ ðàäèàëüíûx �óíêöèé� (R+ (r� s) =2) � (R� (r+ s) =2).Ïðè ýòîì â îñòàëüíûõ ìíîæèòåëÿõ ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü R ïî ñðàâíåíèþ ñ (r� s). Â ðåçóëüòàòå ïîëó�÷àåìHk;rn;s = exp0� ie
~ rZs A (r)dr1A�� Z ��k �����R� r� s2 ����� ĥ (R)�� �n�R+ r� s2 � dR�� �1=4 � exp (2i ) =4� exp (�2i ) =4 �1=4 ! : (7)323 6*



�. Î. Çàéöåâ, Þ. Â. Ìèõàéëîâà ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003Çäåñü  � óãîë ðàçâîðîòà âåêòîðîâ ýëåìåíòàðíîéÿ÷åéêè. Â äàííîì ñëó÷àå  = �=2:Çàïèøåì óðàâíåíèå (4) äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêèâ ÿâíîì âèäå:i�âp (t)�t = 2 [
os(pxa) + 
os(pya)℄ âp (t) ++ 2 [
os(pxa)� 
os(pya)℄ b̂p (t) + �BHâp (t) ;i�b̂p (t)�t = 2 [
os(pxa)� 
os(pya)℄ âp (t) ++ 2 [
os(pxa) + 
os(pya)℄ b̂p (t)� �BHâp (t) : (8)Çäåñü âp(t) è b̂p(t) � îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ x- èy-ýëåêòðîíîâ ñ èìïóëüñîì p; a � ðàçìåð ýëåìåíòàð�íîé ÿ÷åéêè. Ñêàëÿðíûé èíòåãðàë ïåðåñêîêà ñ÷èòà�åòñÿ ðàâíûì åäèíèöå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äûðî÷íîìóïðåäñòàâëåíèþ. Äëÿ ïåðåõîäà ê ýëåêòðîííîìó ïðåä�ñòàâëåíèþ äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè çàìåíó E ! �E,px, py � îáîáùåííûå êâàçèèìïóëüñû, çàâèñÿùèåîò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Â êàëèáðîâêå ËàíäàóA = (0; Hx; 0) äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè èìååì îá�ùóþ �îðìóëópx = k̂x; py = ky � eHx̂
 ; x̂ = i ��px ; (9)ãäå ky � èíòåãðàë äâèæåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò�ñÿ èç óñëîâèÿ öèêëè÷íîñòè ïî y. Ïîñêîëüêó çàïèñüóðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷åðåç äè��åðåíöèàëüíûé îïå�ðàòîð x̂ íåïðèãîäíà äëÿ ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé, èìå�åò ñìûñë âåðíóòüñÿ ê çàïèñè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ââèäå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (ïî ïåðåìåííîé x) ïðèçàäàííîì aky = ', 0 < ' < 2�.Óäîáíî ââåñòè íîìåð ÿ÷åéêè ïî îñè x: x = an,à òàêæå èñêëþ÷èòü âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ñ ïîìî�ùüþ ïåðåõîäà ê ñîñòîÿíèÿì ñ çàäàííîé ýíåðãèåé E.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíå�íèé:Eân;' = [ân�1;'+ân+1;'℄ +2ân;' 
os ('��n)++ hb̂n�1;' + b̂n+1;'i�� 2b̂n;' 
os ('� �n) + �BHân;';Eb̂n;' = hb̂n�1;'+b̂n+1;'i�2ân;' 
os ('��n)++ [ân�1;' + ân+1;'℄�� 2b̂n;' 
os ('� �n)� �BHb̂n;': (10)
Óðàâíåíèÿ (10) îáîáùàþò óðàâíåíèÿ Õàðïåðà äëÿïëîñêîé ñèñòåìû p-ýëåêòðîíîâ â êâàäðàòíîé ðåøåò�êå. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî â çàäà÷å èìåþòñÿ äâà áåç�ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà:u = �BH; � = eHa2
~ ; u� = ~22ma2 = m�m : (11)

Â ýêñïåðèìåíòå êàæäûé èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìàë,îäíàêî èõ îòíîøåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè�÷èíû èíòåãðàëà ïåðåñêîêà. Ïðè ìàëîé âåëè÷èíå èí�òåãðàëà ïåðåñêîêà ý��åêòèâíàÿ ìàññà m� � m, ò. å.� � u, ò. å. çååìàíîâñêîå ðàñùåïëåíèå îêàçûâàåòñÿáîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó óðîâ�íÿìè Ëàíäàó.Ïî ïåðåìåííîé n óðàâíåíèÿ (10) ÿâëÿþòñÿ ðàç�íîñòíûìè, â òî âðåìÿ êàê ïåðåìåííàÿ ' ÿâëÿåòñÿïàðàìåòðîì, îò êîòîðîãî íåèçâåñòíûå �óíêöèè çàâè�ñÿò áåç êàêîãî-ëèáî ñäâèãà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìîæíîîïóñòèòü çàâèñèìîñòü îò '. Â ñèëó ëèíåéíîñòè èçó�÷àåìûõ óðàâíåíèé íèæå ìû îïóñêàåì îïåðàòîðíûåñèìâîëû.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèÿ (10) êòîìó æå âèäó (2), ÷òî è äëÿ s-ýëåêòðîíîâ, ïåðåõîäèìê íîâûì ïåðåìåííûì:x+n = an + bn; x�n = an � bn;òîãäà èìååìEx+n = 2 �x+n�1 + x+n+1�+ �BHx�n ;Ex�n = 4x�n 
os ('� �n) + �BHx+n : (12)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, ïðèãîäíûå äëÿ ìà�øèííûõ âû÷èñëåíèé:Ex+n = 2 �x+n�1 + x+n+1�+ �2BH2x+nE � 4 
os ('� �n) : (13)Çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ â ìàòðè÷íîé �îðìå, ïðåä�ëîæåííîé Õî�øòàäòåðîì [2℄:R̂n+1 = �̂nR̂n;ãäå �̂n =  E �W (�; '� �n) �11 0 ! ; (14)â êîòîðîé � = E=2, rn = '� �n;�2 = �2BH24 ; W (�; rn) = �2�� 2 
os rn ;R̂n =  x+nx+n�1 ! ; R̂n+1 =  x+n+1x+n ! : (15)Åñëè H = 0, òî èìååì äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ:� = 2 
os'; � = 2 
os �: (16)Ïðè � = 2�k òàêæå ïîëó÷èì äâå âåòâè ñïåêòðà:�� = (
os'+ 
os �)�q(
os � � 
os')2 +�2: (17)324



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003 Ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà : : :Ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà m ìàòðèö �̂nîáîçíà÷èì ÷åðåç Q̂m. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäå�ëèòåëü ëþáîé èç ýòèõ ìàòðèö ðàâåí åäèíèöå, òàê÷òî ëèáî îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q ïîìîäóëþ ðàâíû åäèíèöå, ëèáî îäíî ñîáñòâåííîå çíà�÷åíèå ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, à äðóãîå ñîáñòâåí�íîå çíà÷åíèå ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Óñëîâèåîãðàíè÷åííîñòè âîëíîâîé �óíêöèè ïðè âñåõ n íà�
êëàäûâàåò óñëîâèå íà âåëè÷èíó ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé ìàòðèöû Q, � îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ïî ìî�äóëþ äîëæíû áûòü ðàâíûìè åäèíèöå. Èíûìè ñëî�âàìè, Sp Q̂m(�) = 2 
os �; (18)ãäå � � âòîðîé áåçðàçìåðíûé êâàçèèìïóëüñ. Èñõîäÿèç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì ÷åòûðå âåòâè ñïåê�òðà äëÿ ñëó÷àÿ � = �:�(�; ') = �r2 +�2 + 
os � + 
os 2'�q2�2 [2 + 
os 2'+ 
os �℄ + [
os � � 
os 2'℄2:Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îõàðàêòåðå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà áûë ïðîâåäåí÷èñëåííûé ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ðàöèî�íàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà� = �2� ; � = 2�n1n2 ; (19)ãäå n1 è n2 � öåëûå ÷èñëà, 1 � n2 � 36, 1 � n1 < n2(ñì. ðèñ. 1).3. ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÅÊÒ� ÂÒ�ÅÓ�ÎËÜÍÎÉ �ÅØÅÒÊÅÄëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ýíåðãåòè÷åñêèéñïåêòð ïðè H = 0 èìååò ñëåäóþùèé âèä:�(k) == 2 [
os(k+a)+ 
os(k�a)+ 
os (�k+a+k�a)℄ ; (20)ãäå ïî-ïðåæíåìó èíòåãðàë ïåðåñêîêà ñ÷èòàåòñÿ ðàâ�íûì åäèíèöå, à êâàçèèìïóëüñû èìåþò ñëåäóþùèéâèä: k+ = kx +p3ky2 ; k� = �kx +p3ky2 :Íàïðàâèì ìàãíèòíîå ïîëå ïî îñè z è áóäåì èñïîëü�çîâàòü ñèììåòðè÷íóþ êàëèáðîâêó, ò. å. ìàãíèòíûéïîòåíöèàë çàïèøåì â âèäåAx = �yH2 ; Ay = xH2 ; Az = 0:

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ãàìèëüòîíèàí:Ĥ=2 = exp"a2 ��x+p3a2 ��y+ieaH4~
 ��y+p3x�#++ exp"a2 ��x � p3a2 ��y � ieaH4~
 �+y +p3x�#++ exp"�a2 ��x + p3a2 ��y + ieaH4~
 �y +p3x�#++ exp"�a2 ��x � p3a2 ��y � ieaH4~
 ��y +p3x�#++exp �a ��x�ieaH2
~ y�+exp ��a ��x+ieaH2
~ y� : (21)Îïåðàòîð exp fa�=�rg ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîðñäâèãà àðãóìåíòà �óíêöèè íà a.Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé ê õàðïåðîâñêîìóâèäy ïåðåéäåì â íåîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäè�íàò, ñ÷èòàÿ îðòàìè ex è e+ = ex=2 + p3ey=2, òîãäàóçëû ðåøåòêè áóäóò èìåòü öåëî÷èñëåííûå êîîðäè�íàòû (nx; n+), à ïåðåõîä ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòîïèñûâàåòñÿ �îðìóëàìèx = x0 + 12y+; y = p32 y+ (22à)èëè x0 = x� 1p3y; y+ = 2p3y: (22á)Ïðè ýòîì îïåðàòîðû�12 ��x + p32 ��yïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå12 ��x + p32 ��y = ��y+ ;�12 ��x + p32 ��y = � ��x0 + ��y+ : (23)325



�. Î. Çàéöåâ, Þ. Â. Ìèõàéëîâà ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003Îáîçíà÷èì � = eHp3a2=4
~ è òîãäà â íîâûõ ïåðå�ìåííûõ ãàìèëüòîíèàí ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåéñèììåòðè÷íîé �îðìå:Ĥ2 = exp �a ��y+ + i� x0a �+ exp��a ��y+ � i� x0a �++ exp ��a ��x0 + a ��y+ + i� (y+ + x0)a �++ exp �a ��x0 � a ��y+ � i� (y+ + x0)a �++ exp��a ��x0 + i� y+a �+ exp �a ��x0 � i� y+a � : (24)Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð exp fa �=�rg ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé îïåðàòîð ñäâèãà àðãóìåíòà �óíêöèè íà a, òàê÷òî ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ãàìèëüòîíèàíà (28) ñîîòâåò�ñòâóåò óðàâíåíèÿì Õàðïåðà:E	 = 	(x0; y+ + a) exp i�x0a ++	(x0; y+ � a) exp�� i�x0a �++ exp�� i�(x0 + y+)a �	(x0 + a; y+ � a) ++ exp� i�(x0 + y+)a �	(x0 � a; y+ + a) ++ exp (�i�y+)	 (x0+a; y+) ++ exp(i�y+)	 (x0�a; y+) : (25)Óñëîâèåì èõ ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòüâîëíîâîé �óíêöèè ïðè r ! 1. Îòìåòèì, ÷òî ïàðà�ìåòð çàäà÷è � = jejHa2p3=~
 ðàâåí îòíîøåíèþ ìàã�íèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ê êâàíòóïîòîêà. Óçëû ðåøåòêè èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîîð�äèíàòû. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (28) ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäåE	(nx; ny) = 	 (nx; ny + 1) exp(i�nx) ++	 (nx; ny � 1) exp(�i�nx) ++ exp(�i� (nx + ny))	 (nx + 1; ny � 1) ++ exp[i� (nx + ny)℄	 (nx � 1; ny + 1) ++ exp(�i�ny)	 (nx + 1; ny) ++ exp(i�ny)	 (nx � 1; ny) : (26)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (26) â âèäå	(nx; ny) = exp ��i(n2x � n2y)2 !W (nx; ny) : (27)

Òîãäà �óíêöèÿW (nx; ny) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþW (nx; ny)E = exp(i�(nx + ny))��W (nx; ny + 1) exp i�2 ++ exp(�i�(nx + ny))W (nx; ny � 1) exp i�2 ++ exp(�2i� (nx + ny))W (nx + 1; ny � 1) ++ exp(2i� (nx + ny))W (nx � 1; ny + 1) ++ exp(�i�(nx + ny)) exp�� i�2 �W (nx + 1; ny) ++ exp(i�(nx + ny)) exp�� i�2 �W (nx � 1; ny) : (28)Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû â óðàâíåíèè (30)çàâèñÿò òîëüêî îò ñóììû nx + ny.Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè êïåðåìåííûì N = nx + ny; M = nx � ny è èñêàòüðåøåíèå â âèäåW (N;M) = ei'MSN : (29)Òîãäà óðàâíåíèÿ (28) ïðèâîäÿòñÿ ê öåïî÷êå ðàçíîñò�íûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèéSN [E � 2 
os (2rN )℄ == 2SN+1 
os�rN+�2�+2SN�1 
os�rN��2� ; (30)ãäå rN = N� � ': Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷å�òîâ óðàâíåíèå (30) óäîáíî çàïèñàòü â âèäå (14)ĜN+1 = �̂NĜN ;ãäå �̂N =  U(�; rN ; �) V (rN ; �)1 0 ! ;ĜN =  SNSN�1 ! ; ĜN+1 =  SN+1SN ! ; (31)
� = E2 ; U(�; rN ; �) = �� 
os 2rN
os(rN + �=2) ;V (�; �) = �
os(rN � �=2)
os(rN + �=2) ; rN = N� � ': (32)Ôèçè÷åñêîå óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà âîëíîâóþ�óíêöèþ, � îãðàíè÷åííîñòü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ N .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà Â (N) ïåðèîäè÷íà ïîN 
 ïåðèîäîì m, ò. å.2� (N +m)� = 2�N�+ 2�i: (33)326



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003 Ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà : : :
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�èñ. 1. Ýëåêòðîííûå ñïåêòðû p-ýëåêòðîíîâ â êâàäðàòíîé ðåøåòêå
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�èñ. 2. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð s-ýëåêòðîíîâ â òðå-óãîëüíîé ðåøåòêå

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð � = �=2� ÿâëÿåòñÿ ðàöè�îíàëüíûì ÷èñëîì: � = i=m (ñì. ðèñ. 2).Ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà k ìàòðèö �̂Nîáîçíà÷èì ÷åðåç Q̂k. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëè�òåëü ëþáîé èç ýòèõ ìàòðèö ðàâåí åäèíèöå, òàê ÷òîëèáî îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q ïî ìî�äóëþ ðàâíû åäèíèöå, ëèáî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷å�íèå ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, à äðóãîå ñîáñòâåí�íîå çíà÷åíèå ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Óñëîâèåîãðàíè÷åííîñòè âîëíîâîé �óíêöèè ïðè âñåõ n íà�êëàäûâàåò óñëîâèå íà âåëè÷èíó ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé ìàòðèöû Q � îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ïî ìî�äóëþ äîëæíû áûòü ðàâíûìè åäèíèöå. Òàêèì îáðà�çîì, ìû ñíîâà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (18).Ïðèâåäåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòåé�øèõ ñëó÷àÿõ äëÿ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò�ðà 2�=�. Â ñëó÷àå � = ��(�; ')� = 
os 2'� 2 sin �2 : (34a)Â ñëó÷àå � = 2�=3 äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà èìååìêóáè÷åñêîå óðàâíåíèå�3 + 94�+ 34 + 12 
os 3' 
os � � 14 
os 6' = 0: (34á)Â ñëó÷àå � = �=2 èìååì ÷åòûðå âåòâè ñïåêòðà:�(�; ') = �r1 + 
os2 2'� 
os �2 
os 2': (34â)327



�. Î. Çàéöåâ, Þ. Â. Ìèõàéëîâà ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 20034. ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÅÊÒ� Â�ÅØÅÒÊÅ ÒÈÏÀ Ï×ÅËÈÍÛÕ ÑÎÒÏðè èçó÷åíèè ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòî�âûì ý��åêòîì Õîëëà, ìû èìååì äåëî ñ äâóìåð�íûì ãàçîì, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ íà ãðàíèöå ìåæ�äó äâóìÿ áèíàðíûìè ñîåäèíåíèÿìè òèïà GaAs èAlxGa1�xAs, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò íåçàïîëíåí�íóþ p-îáîëî÷êó. Â èäåàëüíîì ñëó÷àå íà ãðàíèöå îá�ðàçóåòñÿ äâóìåðíàÿ ñîòîâàÿ ðåøåòêà ÷åðåäóþùèõñÿêàòèîíîâ è àíèîíîâ (ñì. ðèñ. 3). Ñðåäíèå ÷èñëà çà�ïîëíåíèÿ na, nb p-ýëåêòðîíîâ (íàïðèìåð, A � Ga,B � As) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ýëåêòðîíåéòðàëü�íîñòè na + nb = 4, êîòîðîå îïðåäåëÿåò âåëè÷èíóõèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà � = �(�a + �b)=2. Çäåñü èíèæå ÷åðåç �a è �b îáîçíà÷åíû îäíî÷àñòè÷íûå ýíåð�ãèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ. Âåëè÷èíà ðàçíî�ñòè r = �a � �b îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèìèñâîéñòâàìè äàííîãî ãåòåðîïåðåõîäà è ñ÷èòàåòñÿ çà�äàííûì ýíåðãåòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì.4.1. px, py-ýëåêòðîíûÄàëåå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåñêîêè ïðîèñõî�äÿò ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè, êàæäûé èç êîòîðûõèìååò âîëíîâóþ �óíêöèþ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ x èëèy, â òî âðåìÿ êàê pz-îáîëî÷êà îñòàåòñÿ íåçàïîëíåí�íîé.Äëÿ èçó÷åíèÿ ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñîðáèòàëüíûì ðàñùåïëåíèåì, íåîáõîäèìî âûáðàòüäâå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå âîëíîâûå �óíêöèèx�iy, èìåþùèå ðàçëè÷íóþ ýíåðãèþ â çàäàííîì ìàã�
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�èñ. 3. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîòîâîé ðåøåòêè

íèòíîì ïîëå �H (ìàãíèòíîå ïîëå èçìåðÿåòñÿ â ýíåð�ãåòè÷åñêèõ åäèíèöàõ).Ìàòðèöà èíòåãðàëîâ ïåðåõîäà ìåæäó áëèæàé�øèìè èîíàìè ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåãðàëó ïåðåêðû�òèÿ, êîòîðûé ïîëîæåí ðàâíûì åäèíèöå.Â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé îáðàòíàÿ îä�íî÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäåñëåäóþùåé ìàòðèöû:G�1(E) == 0BBBB� E � �+a 0 � �0 E � ��a 
 Æ�� 
� E � �+b 0�� Æ� 0 E � ��b 1CCCCA : (35)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ��a = r2 � ��H; ��b = �r2 � ��H;� = Æ = 1 + ��1 + ��2 ;� = 1 + ��1 exp(2i ) + ��2 exp(�2i );
 = 1 + ��1 exp(�2i ) + ��2 exp(2i );�k = exp(iq � rk); = �3 ; r1 =  p32 ; 12! ; r2 =  p32 ;�12! : (36)
Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âû÷èñëÿþòñÿïî àòîìíûì âîëíîâûì �óíêöèÿì, ïðèíàäëåæàùèìåäèíè÷íîìó îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó è ðàçëè÷àþùèì�ñÿ çíàêîì åãî ïðîåêöèè.Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ýíåð�ãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ â íåíóëåâîì ìàãíèò�íîì ïîëå èìåþò âèäEa+x1 + �x3 + �x4 = 0;Ea�x2 + 
x3 + Æx4 = 0;Eb+x3 + ��x1 + 
�x2 = 0;Eb�x4 + ��x1 + Æ�x2 = 0; (37)ãäå Ea� = E � �a � H , Eb� = E � �b � H . Âëèÿíèåìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îðáèòàëüíîå ìåæúÿ÷åå÷íîå äâè�æåíèå ýëåêòðîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûì ïðåîá�ðàçîâàíèåì �àçûq! p̂ = �i~ ��r + e
A; A = (0; Hx; 0) : (38)Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî�áû âûðàçèòü ýêñïîíåíòû îò îïåðàòîðîâ äè��åðåí�öèðîâàíèÿ â âûðàæåíèÿõ (36) äëÿ âåëè÷èí �k ÷åðåçêîíå÷íûå ñäâèãè âäîëü îðòîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.328



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003 Ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà : : :Âñå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû â Ïðèëîæå�íèè.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâ�íåíèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè (ñì.�îðìóëû (Ï.7)):Ea+x1(n+ 1) + Sn+1(34) + 2x3(n) 
os �n ++ 2x4(n) 
os �+n = 0;Ea�x2(n+ 1) + Sn+1(34) + 2x4(n) 
os �n ++ 2x3(n) 
os ��n = 0;Eb+x3(n) + Sn(12) + 2x1(n+ 1) 
os �n ++ 2x2(n+ 1) 
os ��n = 0;Eb�x4(n) + Sn(12) + 2x2(n+ 1) 
os �n ++ 2x1(n+ 1) 
os �+n = 0: (39)
Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:�n = eH4
 �n+ 12�+ '2 ; ��n = �n � 2�3 ;Sn(12) = x1(n) + x2(n);Sn(34) = x3(n) + x4(n); (40)ãäå ' � ïðîèçâîëüíàÿ �àçà, èìåþùàÿ ñìûñë ñîõðà�íÿþùåãîñÿ êâàçèèìïóëüñà.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó (39) ê�îðìå, èñïîëüçîâàííîé Õî�øòàäòåðîì, ðåøèì ååîòíîñèòåëüíî x1;2(1 + n), è x3;4(n) ïðè çàäàííûõSn(12) è Sn+1(34):x1(1 + n) = �23Eb+x3(n) 
os �n ++ 23Eb�x4(n) 
os ��n ++ 23Sn(12) �
os ��n � 
os �n� ;x2(1 + n) = �23Eb�x4(n) 
os �n ++ 23Eb+x3(n) 
os �+n ++ 23Sn(12) �
os �+n � 
os �n� ;x3(n) = �23Ea+x1(n+ 1) 
os �n ++ 23Ea�x2(n+ 1) 
os �+n ++ 23Sn+1(34) �
os �+n � 
os �n� ;x4(n) = 23Ea+x1(n+ 1) 
os ��n �� 23Ea�x2(n+ 1) 
os �n ++ 23Sn+1(34) �
os ��n � 
os �n� :

(41)

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ðåøàåì îòíîñè�òåëüíî x1;2(1 + n) è x3;4(n), ïîñëå ÷åãî íàõîäèìx3(n) + x4(n) = Sn(34) è òåì ñàìûì ñâÿçü ìåæäóSn+1(34) è Sn(34), Sn(12):S(1+n)(12) = S(n)(12)Un(�n)�n(�n) ++ S(1+n)(34)W12(�n)�n(�n) ;S(1+n)(34) = �S(n)(12)W34(�n)Un(�n) ++ S(n)(34)�n(�n)Un(�n) : (42)
Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿUn(�n) = �2 
os�n + 29 ��Ea+Eb+ +Ea�Eb�� 
os �n++ Ea+Eb� 
os ��n +Ea�Eb+ 
os �+n � ; (43)W12(�n) = 49 hEb+ �
os �n � 
os �+n �2++ Eb� �
os �n � 
os ��n �2i�� 19Eb+Eb� �Ea+ +Ea�� ;W34(�n) = 49 hEa+ �
os �n � 
os ��n �2++ Ea� �
os �n � 
os �+n �2i�� 19Ea+Ea� �Eb+ +Eb�� :

(44)
Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (41) èìååò ñëåäóþùèé âèä:�n(�n) = 1� 49 ��Ea+Eb+ +Ea�Eb�� 
os2 �n++ Ea+Eb� 
os2 ��n +Ea�Eb+ 
os2 �+n �++ 19Ea+Ea�Eb+Eb�: (45)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó äâóõ ðåêóð�ðåíòíûõ óðàâíåíèé: Sn+1(12)Sn+1(34) ! = R̂ Sn(12)Sn(34) ! ; (46)ãäå̂R = 0BBB� U2n(�n)�W12(�n)W34(�n)�n(�n)Un(�n) W12(�n)Un(�n)�W34(�n)Un(�n) �n(�n)Un(�n) 1CCCA :Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äâóìåðíàÿ ìàòðèöà R̂ èìååòîïðåäåëèòåëü, ðàâíûé åäèíèöå.329



�. Î. Çàéöåâ, Þ. Â. Ìèõàéëîâà ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òîâûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:U2n(�n)�W12(�n)W34(�n) = �n(�n)Vn(�n); (47)ãäåVn(�n) = 4 
os2 �n � 19 �E+a +E�a � �E+b +E�b � : (48)Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà R̂ èìååò âèäR̂ ==  Vn(�n)=Un(�n) W12(�n)=Un(�n)�W34(�n)=Un(�n) �n(�n)=Un(�n) ! : (49)Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò êîý��èöèåíòû, ïåðèîäè�÷åñêè çàâèñÿùèå îò ÷èñëà êâàíòîâ ïîòîêà ÷åðåç ýëå�ìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó. Óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåê�òðà âîçáóæäåíèé èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä (18).Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ñîáñòâåííûì îð�áèòàëüíûì ìîìåíòîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, èìååìEa;b� = Ea;b:Un(�n)! un(�) = 2 
os �n ��1 + 19EaEb� ;Vn(�n)! vn(�) = 4 
os2 �n � 49EaEb;W12(�n)! w12(�n) = Ebwn(�n);W34(�n)! w34(�n) = Eawn(�n); (50)ãäå wn(�n) = 23 ��1 + 2 
os2 �n�� 13EbEa� : (51)Äàëåå ìîæíî ïðîâåñòè ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèåS(n)(12) = s(n)(12)pEb, S(n)(34) = s(n)(34)pEa. Â ðå�çóëüòàòå ýëåìåíòû ìàòðèöû R̂ áóäóò çàâèñåòü òîëü�êî îò ïðîèçâåäåíèÿ EaEb:R̂ = 0BBB� vn(�n)=un(�n) pEaEbwn(�n)un(�n)�pEaEbwn(�n)un(�n) �n(�n)un(�n) 1CCCA ; (52)ãäå�n(�n) = 1� 49EaEb �32 + 
os2 �n�+19 (EaEb)2 : (53)Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðåäåëå äèñïåðñèîííûå óðàâ�íåíèÿ äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü â äâóõ ïåðåìåííûõF = EaEb è � ñ ïîìîùüþ îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (18).Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç F è âå�ëè÷èíó ýíåðãåòè÷åñêîãî ñäâèãà ñ ïîìîùüþ �îðìóëûE = �pr2 + F + �:

4.2. pz- è s-ýëåêòðîíû â ðåøåòêå òèïàï÷åëèíûõ ñîòÏðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåñêîêè ïðîèñõîäÿò ìåæäóñîñåäíèìè àòîìàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò âîë�íîâóþ �óíêöèþ, íå çàâèñÿùóþ îò êîîðäèíàò x, y.Ïî ýòîé ïðè÷èíå óðàâíåíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõàìïëèòóä èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ñì. (39)):Eax1(n+ 1) + x3(n+ 1) + 2x3(n) 
os �n = 0;Ebx3(n) + x1(n) + 2x1(n+ 1) 
os �n = 0: (54)Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷èì ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ ñîîò�íîøåíèé òèïà (49): x1(n+ 1)x3(n+ 1) ! = P̂  x1(n)x3(n) ! ; (55)ãäå P̂ = 0BB� � 12 
os �n � Eb2 
os �nEa2 
os �n EaEb � 4 
os2 �n2 
os �n 1CCA :Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äâóìåðíàÿ ìàòðèöà ïðå�îáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå (55), èìååòîïðåäåëèòåëü ðàâíûé åäèíèöå.Íàøà çàäà÷à ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïðî�âåñòè ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå x1 = y1pEb,x3 = y3pEa: Â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà P̂ áóäåò çàâèñåòüòîëüêî îò ïðîèçâåäåíèé EaEb:P̂ = 0BBB� � 12 
os �n �pEaEb2 
os �npEaEb2 
os �n EaEb � 4 
os2 �n2 
os �n 1CCCA : (56)Òàê ÷òî äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî èññëåäî�âàòü â äâóõ ïåðåìåííûõ F = EaEb è � ñ ïîìîùüþîáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (18). Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ñèñòå�ìû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç F è âåëè÷èíó ñäâèãà ñ ïîìî�ùüþ �îðìóëû E = �pr2 + F + �:Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ñïåêòð âîçáóæäå�íèé äëÿ ñëó÷àÿ eH=
~ = �:�('; !) = �pr2 + 3� 2 
os'� 4 sin(!=2) sin('=2)��:Ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé s- è p-ýëåêòðîíîâ â ñîòîâîé ðå�øåòêå ïðè m� � m ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 � âèäíî,÷òî îíè ñîâïàäàþò.330



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003 Ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà : : :
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-----------------�èñ. 4. Ýíåðãåòè÷åñêèå ñïåêòðû p- è s-ýëåêòðîíîâ â ñîòîâîé ðåøåòêå ïðè m� � m5. ÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÜ Â Ï�ÅÄÅËÅÌÀËÛÕ ÏÎËÅÉÊàê âèäíî íà ðèñ. 1, 2, 4, â ïðåäåëüíîì ñëó�÷àå H ! 0 ñïåêòð âîçáóæäåíèé ñòàíîâèòñÿ íåïðå�ðûâíûì, îäíàêî âû÷èñëåíèþ íå ïîääàåòñÿ. Ïî ýòîéïðè÷èíå ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñ ïîìîùüþîáû÷íîé òåîðèè âîçìóùåíèé.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå îðáèòàëü�íîé âîñïðèèì÷èâîñòè, èñïîëüçóåì �óðüå-ðàçëîæå-íèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïî�
ïåðå÷íîé êàëèáðîâêå [11℄divA = 0; A(q) = (Ax(qy); 0; 0): (57)Äàëåå íàõîäèì ïåðâóþ òîêîâóþ ïîïðàâêó ïðè çàäàí�íîé �îðìå ïîâåðõíîñòè Ôåðìè �p, âû÷èñëåííîé ïðèíóëåâîì ïîëå:hjxi = �2Te2 ��X!;p hv2sG! �p+ q2�G! �p� q2�+ �00xxG!(p)i��Ax(q): (58)331



�. Î. Çàéöåâ, Þ. Â. Ìèõàéëîâà ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003Çäåñü G!(p) = (i! � �p)�1 � òåðìîäèíàìè÷åñêàÿãðèíîâñêàÿ �óíêöèÿ, à vs � ñèììåòðèçîâàííûé îïå�ðàòîð ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè îñè x:vs = 12 � ��px � �p+ q2�+ ��px � �p� q2�� ;q = (0; qy; 0); �00xx = �2�p2x �(p): (59)Äëÿ íàõîæäåíèÿ îðáèòàëüíîé âîñïðèèì÷èâîñòè âîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå íåîáõîäèìî ïðîâåñòèðàçëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ïî ñòåïåíÿìâîëíîâîãî âåêòîðà q. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðî�ãî ñëàãàåìîãî ïî ÷àñòÿì çàìå÷àåì, ÷òî ïðîèñõîäèòñîêðàùåíèå ïåðâîé ñóììû ïðè q = 0. Ïåðâîå íåèñ÷å�çàþùåå ñëàãàåìîå îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìq2y; à ñîîòâåòñòâóþùèé êîý��èöèåíò ïåðåä Axq2y êàêðàç è åñòü îðáèòàëüíàÿ ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü� [11℄:�(T ) = e26 X���vx�px �vy�py � �vy�px �vx�py �++ 32 �vx �2vx�p2y + vy �2vy�p2x ��n0F (�p): (60)Çäåñü v� = ��=�p� � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, à ñóì�ìèðîâàíèå ïî èìïóëüñàì ïðîâîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïåð�âîé çîíû Áðèëëþýíà.Ïðè ìàëîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö èëè äûðîê, êî�ãäà èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ âáëèçè ìèíèìàëüíî�ãî èëè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ýíåðãåòè÷åñêîéïîâåðõíîñòè, âåëè÷èíà òåíçîðà êðèâèçíû�vx�px �vy�py � �vy�px �vx�py = �2��p2x �2��p2y �� �2��px�py�2 (61)îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâåäå�íèþ îáðàòíûõ ìàññ. Òàê ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ êóáè÷å�ñêîé, òðåóãîëüíîé è êâàäðàòíîé ðåøåòîê ñîîòíîøå�íèå (60) ñâîäèòñÿ ê �îðìóëå äèàìàãíåòèçìà Ëàíäàó.Â òî÷êàõ ñèíãóëÿðíîñòè Âàí Õîâà êîìïîíåíòûñêîðîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü, à òåíçîð êðèâèçíû(61) îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ïî ýòîé ïðè÷èíåäëÿ ýíåðãèè Ôåðìè, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ñèíãóëÿð�íûå òî÷êè Âàí Õîâà, âîñïðèèì÷èâîñòü îêàçûâàåòñÿïîëîæèòåëüíîé è ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå îáðàùà�åòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.Ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå èìååì � � ln(1=T )äëÿ äâóìåðíûõ ðåøåòîê è � � ln2(1=T ) äëÿÎÖÊ-ðåøåòêè.

6. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ.Ï�ÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÅ ÏÎËßÏðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîãäà÷èñëî êâàíòîâ ïîòîêà ÷åðåç ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêóåñòü ïðîñòàÿ äðîáüN=K, ïðîèñõîäèòK-êðàòíîå óâå�ëè÷åíèå ðàçìåðà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ÷òî ñîîòâåò�ñòâóåò òàêîìó æå K-êðàòíîìó óìåíüøåíèþ ðàçìåðàïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà è ïðåâðàùåíèþ åå â ïîäçî�íó Áðàâý�Çýêà (ñì. ïîäðîáíóþ ðàáîòó Çýêà [9℄).A. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé N = 1.Äëÿ êâàäðàòíîé è òðåóãîëüíîé ðåøåòîê s-ýëåêò-ðîíîâ äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî K óðàâíåíèÿ (18) äà�þò òî÷íî K ðåøåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ çàâèñèò îòäâóõ êâàçèèìïóëüñîâ � è '.Â ñëó÷àå êâàäðàòíîé ðåøåòêè px, py-ýëåêòðîíîâäëÿ êàæäîãî K èç óðàâíåíèé (15) íàõîäèì 2K ðå�øåíèé. Ñ óâåëè÷åíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðîèñõîäèòâñå áîëåå ÷åòêîå ðàçäåëåíèå íà çîíû, îòíîñÿùèåñÿ êâåðõíåìó è íèæíåìó îðáèòàëüíûì äóáëåòàì. Îäíà�êî ïðè ìàëîé ý��åêòèâíîé ìàññå (m� � m) èìååòìåñòî ñóùåñòâåííîå ïåðåêðûòèå ïîäçîí, îòíîñÿùèõ�ñÿ ê ðàçíûì ïðîåêöèÿì ñîáñòâåííîãî îðáèòàëüíîãîìîìåíòà.Â ñëó÷àå ñîòîâîé ðåøåòêè ñ äâóìÿ àòîìàìè âÿ÷åéêå è äëÿ pz-ýëåêòðîíîâ èìååòñÿ ÷åòêîå ðàçäå�ëåíèå íà âåðõíþþ è íèæíþþ ïîäãðóïïû ñîñòîÿíèé,êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò K ïîäçîí, âîçíèêàþ�ùèõ êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíå�íèé (55).Â îáùåì ñëó÷àå px, py-ýëåêòðîíîâ â ñîòîâîé ðå�øåòêå ðàñïîëîæåíèå óðîâíåé ñíîâà îïðåäåëÿåòñÿóðàâíåíèÿìè òèïà Õàðïåðà (49). Â äàííîì ñëó÷àåèìåþòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà � îðáèòàëü�íîå ðàñùåïëåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ìàãíèòíîìó ïî�ëþ, è ðàñùåïëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîéðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ â ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ ðàç�ëè÷íûõ àòîìîâ. Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (49), äëÿçàäàííîãî ÷èñëà m â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ 4K ñîñ-òîÿíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ çàâèñèò îò äâóõ êâàçè�èìïóëüñîâ.B. Ñëó÷àé N 6= 1.Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå Äçÿëîøèíñêîãî [10℄, ÷èñ�ëîN îïðåäåëÿåò ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ êàæäîãî êâàí�òîâîãî ñîñòîÿíèÿ, âû÷èñëåííîãî ïðè çàäàííîì K.Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî ïîíÿòü ïðè�÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ äðîáíîãî ý��åêòà Õîëëà.Çíà÷åíèÿ êóëîíîâñêèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ,âû÷èñëåííûõ ïî âîëíîâûì �óíêöèÿì òèïà Âàíüå,îêàçûâàþòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøèìè, ÷åì øèðèíàîòäåëüíîé ìàãíèòíîé ïîäçîíû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå332



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003 Ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà : : :åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿýíåðãèÿ Õàááàðäà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé.Â ýòîì ïðèáëèæåíèè çàïîëíåíèå íèæíåé ìàãíèò�íîé ïîäçîíû ïðîèñõîäèò ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå êîí�öåâûå ìíîæèòåëè, êîòîðûå ðàâíû ñóììå ñðåäíèõ ÷è�ñåë çàïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé:f = n0 + n1.�àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû çàïîëíåíèå íèæíåéïîäçîíû s-ýëåêòðîíîâ, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ïåðå�õîäû èç ïóñòîãî íà N -êðàòíî âûðîæäåííîå îäíî�÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ñîñòîÿ�íèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå êðàòíîñòè âû�ðîæäåíèÿ íà êîíöåâîé ìíîæèòåëü [12℄:n = NfXq nF (f�1(q) � �); f = n0 + n1: (62)Çäåñü n � ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö, ïðèõîäÿùååñÿ íàÿ÷åéêó, n0 è n1 � ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ïóñòûõè îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé, �1(q) � ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèé Õàðïåðà äëÿ ïóñòîé êâàäðàòíîé èëè òðåóãîëü�íîé ðåøåòêè, îòíîñÿùèåñÿ ê íèæíåìó óðîâíþ, çàâè�ñÿùåìó îò äâóìåðíîãî êâàçèèìïóëüñà q. Â ïðåäåëü�íîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ýíåðãèè Õàááàðäà âåëè÷èíûn0 è n1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿN è ñðåäíåå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ n 
 ïîìîùüþ óñëî�âèÿ íîðìèðîâêè è îïðåäåëåíèÿ n1 ÷åðåç êðàòíîñòüâûðîæäåíèÿ, n0 +Nn1 = 1; n1 = nN : (63)Óäîáíî òàêæå çàìåíèòü ñóììó ïî êâàçèèìïóëüñàìíà èíòåãðàëû ïî óãëàì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïåð�âîé ìàãíèòíîé ïîäçîíå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÿâ�íûé âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿn = Nf(n) 2�Z0 2�Z0 nF [f(n)�1(�; �) � �℄ d� d�(2�)2 ;f(n) = 1� nN � 1N : (64)Ýòî óðàâíåíèå óäîáíî çàïèñàòü ÷åðåç ïëîòíîñòü ñî�ñòîÿíèé. Ïðè T = 0 èìååìn = NS1 + S(N � 1) ; S = �=fZ �1(E) dE;�1(E) = 2�Z0 2�Z0 Æ [E � �1(�; �)℄ d�d�(2�)2 : (65)Çíà÷åíèÿ âîçíèêàþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ùåëåé îïðå�äåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êóëîíîâñêèìè ìàòðè÷�íûìè ýëåìåíòàìè. Îäíàêî ýíåðãåòè÷åñêîå ðàñïîëî�æåíèå ýòèõ ùåëåé ñîâïàäàåò ñ ýíåðãåòè÷åñêèì ðàñ�ïîëîæåíèåì îñîáåííîñòåé Âàí Õîâà âíóòðè êàæäîé

ðàçðåøåííîé ìàãíèòíîé ïîäçîíû. Ïðè çàäàííîì êî�íå÷íîì ïîëå ïîëîæåíèå êàæäîé êîððåëÿöèîííîé ùå�ëè îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ïðîõîæäåíèÿ ïîâåðõíî�ñòè Ôåðìè ÷åðåç îäíó èëè íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõòî÷åê Âàí Õîâà.Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå êàæäîé òàêîé òî÷êè ìîæ�íî îïðåäåëèòü, àíàëèçèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâ�íåíèÿ äâèæåíèÿ (12), (31), (46), (49).Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêèóðàâíåíèÿ Õàðïåðà îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ ïî�âåðõíîñòü Âàí Õîâà, äëÿ êîòîðîé ïðè T = 0 ïîëó�÷àåì äðîáíûå çíà÷åíèÿ S = S1 = 1=2.Äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè óðàâíåíèÿ Õàðïåðà äà�þò òîëüêî äâå ïîâåðõíîñòè Âàí Õîâà, äëÿ êîòîðûõïðè T = 0 èìååì S = S1 = 1=4 èëè S = S2 = 3=4.Â òî÷êàõ îñîáåííîñòåé Âàí Õîâà ïëîòíîñòü ñîñòî�ÿíèé îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ñîîòâåòñòâåííîýòîìó ïðè T = 0 â ýòèõ òî÷êàõ îáðàùàþòñÿ â áåñ�êîíå÷íîñòü âîñïðèèì÷èâîñòü è ïðîâîäèìîñòü. Îäíà�êî óæå ïðè íåáîëüøîì ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ýòèîñîáåííîñòè èñ÷åçàþò.Òàêèì îáðàçîì, ïðè T = 0 ïîëó÷àåì ñåðèè êðè�òè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêèn
1 = N1 +N èëè 23 ; 34 ; 45 ; : : : (66)Äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòüñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ÷èñåë óðîâíåé, ò. å. ñëó�÷àè ñ ÷åòíûì è íå÷åòíûì ÷èñëîì K.Â ñëó÷àå ÷åòíîãî K èìååò ìåñòî ïàðíîå ïåðåêðû�òèå, ò. å. â ïðåäåëå áîëüøèõ K = 2M ìîæíî âèäåòüM = K=2 óçêèõ ïîäçîí. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî âýòîì ñëó÷àå êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ êàæäîãî óðîâíÿóäâàèâàåòñÿ, ò. å. â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ (65) ÷èñëîN ïðèíèìàåò òîëüêî ÷åòíûå çíà÷åíèÿ.Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî K ÷èñëî ïîäçîí ñîâïàäàåò ññàìèì ÷èñëîì K. Ïîýòîìó êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿêàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì N , êîòîðîåâ äàííîì ñëó÷àå ïðîáåãàåò âåñü ðÿä öåëî÷èñëåííûõçíà÷åíèé.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå òðåóãîëüíîé ðåøåòêèèìååì äâå ñåðèè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé:n
1 = N3 +N èëè n
2 = 3N1 + 3N : (67)Â ñëó÷àå ÷åòíûõ K ÷èñëà N � ÷åòíûå:N = 2; 4; 6; : : : Â ñëó÷àå íå÷åòíûõ K ÷èñëà N �ëþáûå öåëûå: N = 1; 2; 3; 4; 5; 6; : : :Â ñëó÷àå êâàäðàòíîé è ñîòîâîé ðåøåòîê äëÿp-ýëåêòðîíîâ ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ðàçíîîáðàç�íûå ñåðèè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, êîòîðûå îòâå÷àþòâàí-õîâîâñêèì ïîâåðõíîñòÿì Ôåðìè, ÷òî çàñëóæèâà�åò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.333



�. Î. Çàéöåâ, Þ. Â. Ìèõàéëîâà ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏåðåõîä ê óðàâíåíèÿì ÕàðïåðàÄëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âëèÿíèå îïåðàòîðîâñäâèãàexp �ip32~ p̂x!	(x; y) = 	 x� p32 ; y! ;exp��i 12~ p̂x�	(x; y) = 	�x; y � 12� ; (Ï.1)
èñïîëüçóåì îáùóþ �îðìóëó, êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâàïðè óñëîâèè, ÷òî hÂ; B̂i íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì:exp�Â+ B̂� = exp Â exp B̂ �� exp��12 hÂ; B̂i� : (Ï.2)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñîîòíîøå�íèÿ:

��1	(x; y) = exp(� ip3eH8
 + ieHp3n14
 )	 p32 (n1 � 1) ; 12 (n2 + 1)! == exp(� ip3eH8
 + ieHp3n14
 )	(r� a2) = exp( ieHp3 (n1 � 1=2)4
 ) (n1 � 1; n2) : (Ï.3à)Çäåñü è íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, çàïèñàííûå â ñîãëàñèè ñ ðèñ. 3: x = n1p3=2; y = n2 � n1=2:��2	(x; y) = exp � i~  �p32 i~ ��x � 12 i~ ��y + e2
Hx!!	(x; y) == exp � i~  �p32 i~ ��x + e2
Hx!!	�x; y � 12� == exp�� ieHx22
p3 � exp ieH �x�p3=2�22
p3 !	 x� p32 ; y � 12! == exp ip3eH8
 ! exp�� ieHx2
 �	 x� p32 ; y � 12! == exp ip3eH8
 ! exp�� ieHx2
 �	(r� a1) = exp � ieHp3 (n1 � 1=2)4
 ! (n1 � 1; n2 � 1) ; (Ï.3á)�1	(x; y) = exp i~  �p32 i~ ��x + 12 i~ ��y � e2
Hx!!	(x; y) == exp i~  �p32 i~ ��x � e2
Hx!!	�x; y � 12� == exp� ieHx22
p3 � exp � ieH �x+p3=2�22
p3 !	 x+ p32 ; y � 12! == exp � ip3eH8
 ! exp�� ieHx2
 �	 x+ p32 ; y � 12! = exp � ieHp3 (n1 + 1=2)4
 ! (n1 + 1; n2) ; (Ï.3â)334



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003 Ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà : : :�2	(x; y) = exp i~  �p32 i~ ��x � 12 i~ ��y + e2
Hx!!	(x; y) == exp i~  �p32 i~ ��x + e2
Hx!!	�x; y + 12� == exp�� ieHx22
p3 � exp ieH �x+p3=2�22
p3 !	 x+ p32 ; y + 12! == exp ip3eH8
 ! exp� ieHx2
 �	 x+ p32 ; y + 12! == exp ip3eH8
 ! exp� ieHx2
 �	(r� a1) = exp ieHp3 (n1 + 1=2)4
 ! (n1 + 1; n2 + 1) : (Ï.3ã)Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèÿ (37) ê ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèéEa+x1 (n1; n2) + x3 (n1; n2) + exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 !x3 (n1 � 1; n2) ++ exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 !x3 (n1 � 1; n2 � 1) + x4 (n1; n2) ++ exp(2i') exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 !x4 (n1 � 1; n2) ++ exp(�2i') exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 !x4 (n1 � 1; n2 � 1) = 0; (Ï.4à)Ea�x2 (n1; n2) + x3 (n1n2) + exp(�2i') exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 !x3 (n1 � 1; n2) ++ exp(2i') exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 !x3 (n1 � 1; n2 � 1) + x4 (n1; n2) ++ exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 !x4 (n1 � 1; n2) ++ exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 !x4 (n1 � 1; n2 � 1) = 0; (Ï.4á)Eb+x3 (n1; n2) + x2 (n1; n2) + exp(2i') exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 !x2 (n1 + 1; n2) ++ exp(�2i') exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 !x2 (n1 + 1; n2 + 1) + x1 (n1; n2) ++ exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 !x1 (n1 + 1; n2) ++ exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 !x1 (n1 + 1; n2 + 1) = 0; (Ï.4â)335



�. Î. Çàéöåâ, Þ. Â. Ìèõàéëîâà ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003Eb�x4 (n1; n2) + x2 (n1; n2) + exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 !x2 (n1 + 1; n2) ++ exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 !x2 (n1 + 1; n2 + 1) + x1 (n1; n2) ++ exp(�2i') exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 !x1 (n1 + 1; n2) ++ exp(2i') exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 !x1 (n1 + 1; n2 + 1) = 0: (Ï.4ã)Âî âñåõ ýòèõ óðàâíåíèÿõ ïðîâåäåì çàìåíóxk(n1; n2)! exp (i�n2 � i�n1=2)xk(n1; n2): (Ï.5)Â ðåçóëüòàòå èìååì ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, íå ñîäåðæàùèõ çàâèñèìîñòè îò âòîðîãî àðãóìåíòà:Ea+x1 (n1) + x3 (n1) + exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 ! exp� i�2 �x3 (n1 � 1) ++ exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 ! exp�� i�2 �x3 (n1 � 1) + x4 (n1) + exp(2i') exp � ip3eH8
 !�� exp ieHp3n14
 ! exp� i�2 �x4 (n1 � 1) + exp(�2i') exp ip3eH8
 !�� exp � ieHp3n14
 ! exp�� i�2 �x4 (n1 � 1) = 0; (Ï.6à)Ea�x2 (n1) + x4 (n1) + exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 ! exp� i�2 �x4 (n1 � 1) ++ exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 ! exp�� i�2 �x4 (n1 � 1) + x3 (n1) ++ exp(�2i') exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 ! exp� i�2 �x3 (n1 � 1) ++ exp(2i') exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 ! exp�� i�2 �x3 (n1 � 1) = 0; (Ï.6á)Eb+x3 (n1) + x1 (n1) + exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 ! exp� i�2 �x1 (n1 + 1) ++ exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 ! exp�� i�2 �x1 (n1 + 1) ++ x2 (n1) + exp(2i') exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 ! exp� i�2 �x2 (n1 + 1) ++ exp(�2i') exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 ! exp�� i�2 �x2 (n1 + 1) = 0; (Ï.6â)336



ÆÝÒÔ, òîì 124, âûï. 2 (8), 2003 Ñòðóêòóðà ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà : : :Eb�x4 (n1) + x2 (n1) + exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 ! exp�� i�2 �x2 (n1 + 1) ++ exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 ! exp� i�2 �x2 (n1 + 1) ++ x1 (n1) + exp(�2i') exp ip3eH8
 ! exp � ieHp3n14
 ! exp�� i�2 �x1 (n1 + 1) ++ exp(2i') exp � ip3eH8
 ! exp ieHp3n14
 ! exp� i�2 �x1 (n1 + 1) = 0: (Ï.6ã)Çàïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â �îðìå, èñïîëüçîâàííîé Õî�øòàäòåðîì. Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèÿõ (Ï.6)ïðîâåäåì çàìåíó n1 ! n è ïåðåéäåì ê äåéñòâèòåëüíûì êîý��èöèåíòàì:Ea+x1(n+ 1) + x3(n+ 1) + x4(n+ 1) + 2x3(n) 
os �n + 2x4(n) 
os �+n = 0;Ea�x2(n+ 1) + x3(n+ 1) + x4(n+ 1) + 2x4(n) 
os �n + 2x3(n) 
os ��n = 0;Eb+x3(n) + x1(n) + x2(n) + 2x1(n+ 1) 
os �n + 2x2(n+ 1) 
os ��n = 0;Eb�x4(n) + x1(n) + x2(n) + 2x2(n+ 1) 
os �n + 2x1(n+ 1) 
os �+n = 0: (Ï.7)ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. P. G. Harper, Pro
. Phys. So
. London A 68, 874(1955).2. D. R. Hofstadter, Phys. Rev. B 14, 2239 (1976).3. Â. ß. Äåìèõîâñêèé, À. À. Ïåðîâ, ÆÝÒÔ 87, 7355(1992).4. Â. ß. Äåìèõîâñêèé, Ä. Â. Õîìèöêèé, ÆÝÒÔ 120,191 (2001).5. U. Kuhl and H.-J. U. Sto
kman, Phys. Rev. Lett. 80,3232 (1998).
6. T. S
hlosser et al., Europhys. Lett. 33, 683 (1996).7. R. R. Gerhardts, D. Weiss, and U. Wulf, Phys. Rev.B 43, 5192 (1991).8. D. Weiss, M. L. Roukes, A. Menshing et al., Phys. Rev.Lett. 66, 27 (1991).9. J. Zak, Phys. Rev. A 3, 776 (1964).10. I. E. Dzalos
hinski, Phys. Rev. B 65, 205325 (2002).11. G.Wentzel, Phys. Rev. 108, 1593 (1957).12. �. Î. Çàéöåâ, ÆÝÒÔ 112, 2223 (1997).

7 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 337


