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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÎÌÎ��ÀÔÈß ÊÀÊ ÍÎÂÛÉ ÏÎÄÕÎÄÊ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÞ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂÀ. Ñ. Àðõèïîâ, Þ. Å. Ëîçîâèê *Èíñòèòóò ñïåêòðîñêîïèè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142190, Òðîèöê, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 èþëÿ 2003 ã.Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ðàñ÷åòîâ ab initio íåñòàöèîíàðíûõ êâàíòîâûõ ïðîöåññîâ, îñíîâàííûé íà �îðìó-ëèðîâêå êâàíòîâîé ìåõàíèêè â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ñ ïîìîùüþ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé�óíêöèè (êâàíòîâîé òîìîãðàììû). Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå, ãäå îïðåäåëåíà êâàí-òîâàÿ òîìîãðàììà, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíñàìáëü òðàåêòîðèé, ñâÿçàííûõ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ýâîëþöèîííîãîóðàâíåíèÿ äëÿ êâàíòîâîé òîìîãðàììû. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíåí äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ íåñòàöèîíàðíîãîòóííåëèðîâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà. Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ òî÷íîìó ÷èñëåííîìóðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî òóííå-ëèðîâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà ðàññ÷èòàíû âåðîÿòíîñòü ïðîíèêíîâåíèÿ çà áàðüåð è âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿâ çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé ýíåðãèè.PACS: 03.65.Wj, 02.70.-Ns, 03.65.Xp1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎäíèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé â ñîâðåìåí�íîé êâàíòîâîé �èçèêå ÿâëÿåòñÿ êîìïüþòåðíîå ìî�äåëèðîâàíèå êâàíòîâûõ ïðîöåññîâ. Â ïîñëåäíåå âðå�ìÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè äîñòèãíóòû çíà÷èòåëü�íûå óñïåõè, îäíàêî èìåþòñÿ è ñóùåñòâåííûå òðóäíî�ñòè. Â ÷àñòíîñòè, â áîëüøèíñòâå ìåòîäîâ ìîäåëèðî�âàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ âåëè÷èíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîëî�æèòåëüíî îïðåäåëåííûìè, òàêèå êàê âîëíîâàÿ �óíê�öèÿ, �óíêöèÿ Âèãíåðà è ò. ä. (ñì., íàïðèìåð, îáçîðû[1, 2℄). Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûåñî ñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëîâ, è ýòî îñîáåííî àêòóàëü�íî äëÿ �åðìè-ñèñòåì (¾ïðîáëåìà çíàêà¿). Âîçìîæ�íî, âûõîäîì èç òàêîãî ïîëîæåíèÿ áûëî áû èñïîëüçî�âàíèå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé �óíêöèè, îïè�ñûâàþùåé êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿ êâàí�òîâîé ìåõàíèêè, â êîòîðûõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïè�ñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ�óíêöèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ([3�5℄, ñì. òàê�æå [1℄) èëè â ïðîñòðàíñòâå ðàñòÿíóòûõ è ïîâåðíóòûõñèñòåì êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ íàçû�*E-mail: lozovik�isan.troitsk.ru

âàåòñÿ ìàðãèíàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, èëè êâàíòî�âîé òîìîãðàììîé [6�11℄ è çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî îíàÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè, ïîëíîñòüþîïèñûâàþùèì êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå [12, 13℄. Êâàíòî�âàÿ òîìîãðàììà � ýòî �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïå�ðåìåííûõ fX;�; �g, ãäå X = �q + �p, q è p � ñî�îòâåòñòâåííî êîîðäèíàòû è èìïóëüñû ñèñòåìû, � è� � ïàðàìåòðû ïîâîðîòà è ðàñòÿæåíèÿ ñèñòåìû êî�îðäèíàò â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êâàíòîâàÿ òîìî�ãðàììà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è íîðìèðîâàíàïî X è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðå�äåëåíèÿ âåëè÷èíû X .Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ìåòîäêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõêâàíòîâûõ ïðîöåññîâ, îñíîâàííûé íà òîìîãðà�è÷å�ñêîé �îðìóëèðîâêå êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Â ðàìêàõýòîãî ìåòîäà äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñèñòåìûââîäèòñÿ àíñàìáëü òðàåêòîðèé â ïðîñòðàíñòâåfX;�; �g, ïîä÷èíÿþùèõñÿ äèíàìè÷åñêèì óðàâíå�íèÿì, ïîëó÷åííûì èç ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿäëÿ êâàíòîâîé òîìîãðàììû. Â îòëè÷èå îò ìåòî�äîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûõ íà ÷èñëåííîìðåøåíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà ñåòêå, ìåòîäû,èñïîëüçóþùèå òðàåêòîðèè (â ÷àñòíîñòè, â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå), ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü îòíîñè�261



À. Ñ. Àðõèïîâ, Þ. Å. Ëîçîâèê ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 2, 2004òåëüíî áîëüøîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïîñêîëüêóâ ýòîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ õðàíèòü â ïàìÿòèêîìïüþòåðà îãðîìíûå ìàññèâû ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿ�þùèå, íàïðèìåð, âîëíîâóþ �óíêöèþ. Òàê, ìåòîä¾âèãíåðîâñêèõ òðàåêòîðèé¿ â �àçîâîì ïðîñòðàí�ñòâå, èñïîëüçóþùèé âèãíåðîâñêóþ �îðìóëèðîâêóêâàíòîâîé ìåõàíèêè [14℄, áûë íåäàâíî óñïåøíîïðèìåíåí äëÿ èçó÷åíèÿ òóííåëèðîâàíèÿ âîëíîâîãîïàêåòà [15�17℄, à òàêæå íåñêîëüêèõ òîæäåñòâåííûõâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö [17℄.Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðàññìàòðèâà�åòñÿ çàäà÷à î íåñòàöèîíàðíîì òóííåëèðîâàíèè âîë�íîâîãî ïàêåòà ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. Íàéäå�íà ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèâ êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿàíàëèçà íåñòàöèîíàðíîãî òóííåëèðîâàíèÿ ðàññ÷èòà�íû âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà çàáàðüåð è âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ. �åçóëüòàòû ñðàâ�íèâàþòñÿ ñ òî÷íûì ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà. Ìåòîä ïðîòåñòèðîâàí òàêæå ñðàâíåíè�åì ñ òî÷íûì ðåøåíèåì äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà â ãàðìî�íè÷åñêîì ïîòåíöèàëå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîãåðåíòíîãîñîñòîÿíèÿ. Îïèñàíèå ìåòîäà ïðåäñòàâëåíî â ðàçä. 2.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ðàçä. 3 (äâèæå�íèå â îñöèëëÿòîðå) è ðàçä. 4 (íåñòàöèîíàðíîå òóííå�ëèðîâàíèå). Âûâîäû èçëîæåíû â ðàçä. 5.2. ÌÅÒÎÄ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß2.1. Îïèñàíèå êâàíòîâîé ýâîëþöèè ñïîìîùüþ òðàåêòîðèé â ïðîñòðàíñòâåfX;�; �gÊâàíòîâàÿ òîìîãðàììà w(X;�; �) ñâÿçàíà ñ ìàò�ðèöåé ïëîòíîñòè �(q; q0) ñîîòíîøåíèåì [18, 19℄�(q; q0) = 12� Z w(X;�; q � q0)�� exp �i�X � �(q + q0)2 �� d� dX; (1)w(X;�; �) = 14�2 �� Z exp f�i [k(X � �q � �p) + p(q � q0)℄g �� �(q; q0) dp dk dq dq0: (2)�àññìîòðèì ÷àñòèöó ìàññîém â îäíîìåðíîì ïðî�ñòðàíñòâå. Åñëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìûH = p22m + V (q); (3)

òî, ïðèìåíèâ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (2) êíåñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìó ýâîëþ�öèþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, èìååì [6℄_w � �m �w�� � 2�V (~q)�q ��2 ��X�w ++2 1Xn=1 (�1)n+1(2n+1)! �2n+1V (~q)�q2n+1 ��2 ��X�2n+1 w = 0; (4)ãäå ìû ïðèíÿëè ~ = 1, à ~q âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì: ~q = �� ��X��1 ���: (5)Óðàâíåíèå (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå�w�t + �w�XGX(X;�; �) + �w��G�(X;�; �) ++ �w�� G�(X;�; �) = 0; (6)ãäå �óíêöèè G çàâèñÿò îò êâàíòîâîé òîìîãðàììû,åå ïðîèçâîäíûõ è ïåðâîîáðàçíûõ (ïåðâîîáðàçíûå ñî�îòâåòñòâóþò ÷ëåíàì, ñîäåðæàùèì (�=�X)�1, â (4)).Äëÿ ðàññìîòðåííîé íàìè çàäà÷è �óíêöèè G â ÿâíîìâèäå ïðèâåäåíû íèæå. Ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (6)èìååò âèä óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ êâàíòîâîéòîìîãðàììû:dwdt = �w�t + �w�X _X + �w�� _�+ �w�� _� = 0: (7)Ýòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ íåïðåðûâíî�ñòè äëÿ êëàññè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èëèóðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî �êëàññè÷åñêèå òðàåêòîðèè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå,ïîä÷èíÿþùèåñÿ ãàìèëüòîíîâûì óðàâíåíèÿì äâèæå�íèÿ. Êâàíòîâàÿ òîìîãðàììà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå�ëåíà, è ìû èñïîëüçóåì åå êàê �óíêöèþ ðàñïðåäåëå�íèÿ òðàåêòîðèé â ïðîñòðàíñòâå fX;�; �g. Èç ñðàâíå�íèÿ óðàâíåíèé (6) è (7) âèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ òðàåêòîðèé èìåþò âèä_X = GX (X;�; �); _� = G�(X;�; �);_� = G�(X;�; �): (8)Àíñàìáëü òðàåêòîðèé ââîäèòñÿ, ÷òîáû èçáåæàòüïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàê,ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èñïîëüçóþò ñåòêó, íàêîòîðîé çàäàåòñÿ, íàïðèìåð, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðè÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Òàêîéïîäõîä çà÷àñòóþ ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ âûñîêîé òî÷�íîñòè, îäíàêî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìàññèâà, ïðåäñòàâëÿ�þùåãî âîëíîâóþ �óíêöèþ, è ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ262



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 2, 2004 Êâàíòîâàÿ òîìîãðà�èÿ êàê íîâûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ : : :îïåðàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäó íà î÷åðåäíîéâðåìåííîé ¾ñëîé¿, ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè�÷åíèåì ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Èç-çà ýòîãî ñåòî÷�íûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ òðóäíî ïðèìåíÿòü óæåäëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì ñ ÷åòûðüìÿ-ïÿòüþ ñòåïåíÿìèñâîáîäû. Â òî æå âðåìÿ ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå òðà�åêòîðèè, ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû, ñîñòî�ÿùèå èç òûñÿ÷ è áîëåå ÷àñòèö, íàïðèìåð, â êëàñ�ñè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêå. Ïðè ìîäåëèðîâà�íèè ìåòîäîì êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêèèñïîëüçóþòñÿ íåçàâèñèìûå òðàåêòîðèè â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå. Ìû æå ðàññìàòðèâàåì êâàíòîâîìåõà�íè÷åñêèå çàäà÷è, ïîýòîìó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå�íèé äâèæåíèÿ (8) äëÿ êâàíòîâûõ òðàåêòîðèé ñòîèò�óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò �óíêöèè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ,ò. å. îò ïëîòíîñòè òðàåêòîðèé â äàííîé òî÷êå. Ïî�ýòîìó â äàííîì ìåòîäå òðàåêòîðèè, âîîáùå ãîâîðÿ,íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Àíñàìáëü òðàåêòîðèéèñïîëüçóåòñÿ, ÷òîáû èçáåæàòü ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿêâàíòîâîé òîìîãðàììû íà ñåòêå. Îäíàêî êâàíòîâàÿòîìîãðàììà âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ òðà�åêòîðèé. Ïîñêîëüêó ìû îòêàçûâàåìñÿ îò âû÷èñëå�íèÿ êâàíòîâîé òîìîãðàììû â ÿâíîì âèäå, äëÿ ïîëó�÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (8) ïðèõî�äèòñÿ èñïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ àïïðîêñèìàöèþ ýòîé�óíêöèè. Ìû èñïîëüçóåì ëîêàëüíóþ ýêñïîíåíöè�àëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ (ñì. òàêæå àíàëîãè÷íóþ àï�ïðîêñèìàöèþ äëÿ �óíêöèè Âèãíåðà â [17℄ è öèòèðó�åìóþ òàì ëèòåðàòóðó)w(X;�; �) = w0 exp f�[(y�ya(t))Aa(t)(y�ya(t))++ ba(t)(y � ya(t))℄g ; (9)ãäå y = fX;�; �g, ya � ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà; ìàò�ðèöà Aa è âåêòîð ba � ïàðàìåòðû ýòîé àïïðîêñèìà�öèè. Âìåñòî ïðîèçâîäíûõ è ïåðâîîáðàçíûõ êâàíòî�âîé òîìîãðàììû â ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (4) òå�ïåðü âõîäÿò íåêîòîðûå êîìáèíàöèè ýòèõ ïàðàìåò�ðîâ. Ìàòðèöó Aa è âåêòîð ba ìîæíî íàéòè, âû÷èñ�ëèâ ñðåäíèå âåëè÷èíû X;�; � è èõ ñðåäíèå ïðîèçâå�äåíèÿ â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Ïîñëåýòîãî �óíêöèè G ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè è óðàâíå�íèÿ (8) ìîæíî ðåøèòü ÷èñëåííî.Àïïðîêñèìàöèÿ (9) íå óíèâåðñàëüíà, íî îíà äàåòõîðîøèå ðåçóëüòàòû, åñëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæ�äó òðàåêòîðèÿìè íå î÷åíü âåëèêî è ñîîòâåòñòâó�þùàÿ êâàíòîâàÿ òîìîãðàììà (�óíêöèÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ. Íàïðèìåð, ýòà àïïðîê�ñèìàöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðèìåíèìîé, åñëè ðàñ�ñìàòðèâàòü ïëîñêóþ âîëíó ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k,ïðè ýòîì w(X;� = 0; � = 1) = Æ(X � k):

Ýòó àïïðîêñèìàöèþ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñ îñòî�ðîæíîñòüþ òàêæå ïðè èçó÷åíèè èí�èíèòíîãî äâè�æåíèÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæ�äó òðàåêòîðèÿìè óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Åñëèâ îêðåñòíîñòè òî÷êè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìà�öèÿ (9), èìååòñÿ ñëèøêîì ìàëî òðàåêòîðèé, òî îíàíå áóäåò àäåêâàòíî âîññòàíàâëèâàòü êâàíòîâóþ òî�ìîãðàììó èç-çà íåäîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè.Ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòàâ ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå è òóííåëèðîâàíèå èçïîòåíöèàëüíîé ÿìû ÷åðåç áàðüåð. Ñðàâíèâàÿ ðåçóëü�òàòû ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé òî�ìîãðà�èè ñ òî÷íûì ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì, óáåäèìñÿ,÷òî àïïðîêñèìàöèÿ (9) ïîäõîäèò äëÿ äàííûõ çàäà÷(ñì. ðàçä. 3 è 4). Â ñëó÷àå òóííåëèðîâàíèÿ èìååò�ñÿ êàê îáëàñòü �èíèòíîãî äâèæåíèÿ (â ïîòåíöèàëü�íîé ÿìå), òàê è îáëàñòü èí�èíèòíîãî äâèæåíèÿ (çàáàðüåðîì), è âñå æå àïïðîêñèìàöèþ ìîæíî èñïîëü�çîâàòü. Äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé íà÷àëüíîé ýíåðãèèïàêåò ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïðîõîäèò çà áàðüåð, ïîýòîìóýâîëþöèÿ áîëüøåé ÷àñòè òðàåêòîðèé ñîîòâåòñòâóåòíåîãðàíè÷åííîìó äâèæåíèþ, è àïïðîêñèìàöèÿ (9)óæå íå òàê õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ êâàíòîâûõóðàâíåíèé äâèæåíèé (ñì. êîíåö ðàçä. 4). Íî â öåëîìëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (9) îêàçûâàåòñÿ âïîëíåóäîâëåòâîðèòåëüíîé äàæå äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõïðîìåæóòêîâ âðåìåíè (ñì. ðèñ. 5).2.2. Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèéÄëÿ èçó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ âû÷èñëèìñðåäíèå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí. Â ïðåäñòàâ�ëåíèè êâàíòîâîé òîìîãðà�èè ñðåäíåå çíà÷åíèå hAi�èçè÷åñêîé âåëè÷èíû (ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðA(q̂; p̂)) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå [20℄hAi = Z A(�; �)eiXw(X;�; �) dX d� d�; (10)ãäå A(�; �) � �óðüå-îáðàç ñèìâîëà Âåéëÿ AW (q; p)îïåðàòîðà A(q̂; p̂):A(�; �) = Z AW (q; p) exp [�i(�q + �p)℄ dq dp4�2 : (11)Ñèìâîë Âåéëÿ îïåðàòîðà A(q̂; p̂) âûðàæàåòñÿ ñëåäó�þùèì îáðàçîì:AW (q; p) == ~2� Z d� d�Tr �A(q̂; p̂)ei�q̂+i�p̂� e�i�q�i�p: (12)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ìû èñïîëüçó�åì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ êâàíòîâîé òîìîãðàì�ìû:263



À. Ñ. Àðõèïîâ, Þ. Å. Ëîçîâèê ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 2, 2004w(X;�; �; t) == JXj=1 Æ(X �Xj(t))Æ(�� �j(t))Æ(� � �j(t)); (13)ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì J òðàåêòîðè�ÿì; Xj(t), �j(t), �j(t) � êîîðäèíàòû j-é òðàåêòî�ðèè â ïðîñòðàíñòâå fX;�; �g â ìîìåíò âðåìåíè t.Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò èñ�ïîëüçîâàíèþ àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé: â îáëàñòÿõ, ãäå�óíêöèÿ w(X;�; �) ìàëà, òðàåêòîðèè ðàçðåæåíû, àãäå �óíêöèÿ w(X;�; �) âåëèêà, ïëîòíîñòü òðàåêòî�ðèé âûøå. ×åì áîëüøå òðàåêòîðèé èñïîëüçóåòñÿ,òåì ëó÷øå ïðèìåíèìà àïïðîêñèìàöèÿ (13). Åñëè âïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ÷àñòè�öû èìååò âèä êîìïàêòíîãî âîëíîâîãî ïàêåòà, ïóñòüäàæå ñîñòîÿùåãî èç íåñêîëüêèõ îòäåëüíûõ ÷àñòåé,àïïðîêñèìàöèþ (13) ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ïîñêîëü�êó â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ êîìïàêòíûå íàáîðû òðàåê�òîðèé â ïðîñòðàíñòâå fX;�; �g è ìîæíî íàáðàòü õî�ðîøóþ ñòàòèñòèêó. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿðàññìîòðåííûõ íàìè çàäà÷, ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèåäàííîé àïïðîêñèìàöèè íå ñèëüíî èñêàæàåò ðåçóëü�òàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì êâàíòîâûì ðàñ÷åòîì(ñì. ðàçä. 3 è 4).Ìû ðàññìàòðèâàåì âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå ëèáîòîëüêî îò q, ëèáî òîëüêî îò p (ñì. ðàçä. 4). Â ñëó÷àå,åñëè îïåðàòîð A(q̂) çàâèñèò òîëüêî îò q̂, âûðàæåíèåäëÿ hAi ïðèíèìàåò âèähAi = Z A(X)w(X;� = 1; � = 0) dX; (14)ãäå A(X) � �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïå�ðàòîðó A(q̂) â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè,A(X) = A(q = X). Àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðîâ B(p̂)ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçè÷åñêèõâåëè÷èí äàþòñÿ �îðìóëîéhBi = Z B(X)w(X;� = 0; � = 1) dX: (15)Òàê, ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â êîîðäèíàòíîì è èì�ïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî âûðàæàþò�ñÿ êàê w(X;� = 1; � = 0) è w(X;� = 0; � = 1). Äëÿèçó÷åíèÿ òóííåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóåì âåðîÿòíîñòüðåàêöèè è âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ. Âåðîÿòíîñòü ðå�àêöèè îïðåäåëèì êàê1Zqa j (x; t)j2dx; (16)ãäå qa = 0:6709 (òî÷êà ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëà). Ìàê�ñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè ðåàêöèè â ñîîòâåò�

ñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ðàâíî åäèíèöå. Âåðîÿò�íîñòü ðåàêöèè ïîêàçûâàåò, êàêàÿ ÷àñòü ïàêåòà â äàí�íûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ çà áàðüåðîì. Ïóñòü â íà÷àëü�íûé ìîìåíò âðåìåíè âîëíîâîé ïàêåò ëîêàëèçîâàíñëåâà îò áàðüåðà è äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê íåìó.Òîãäà íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè ðåàêöèè ðàâ�íî íóëþ, à âïîñëåäñòâèè, â ñâÿçè ñ ïðîõîæäåíèåìíàä áàðüåðîì è òóííåëèðîâàíèåì, íåêîòîðûå êîìïî�íåíòû ïàêåòà îêàçûâàþòñÿ ñïðàâà îò áàðüåðà è âå�ðîÿòíîñòü ðåàêöèè âîçðàñòàåò.Èñïîëüçóåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè âðåìÿ òóí�íåëèðîâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíîéõàðàêòåðèñòèêîé òóííåëèðîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò ìíî�æåñòâî òåîðåòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé âðåìåíè òóííå�ëèðîâàíèÿ [21�32℄. Ìû âû÷èñëÿåì âðåìÿ òóííåëèðî�âàíèÿ êàê ðàçíîñòü âðåìåí ïîÿâëåíèÿ (ñì. [16, 33℄)÷àñòèö â òî÷êàõ xa è xb, ðàñïîëîæåííûõ ïî ðàçíûåñòîðîíû áàðüåðà:tT (xa; xb) = ht(xb)i � ht(xa)i: (17)Âðåìÿ ïîÿâëåíèÿ â òî÷êå x0 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéht(x0)i = 1Z0 tj (x0; t)j2dt1Z0 j (x0; t)j2dt : (18)
2.3. Ìîäåëüíàÿ �èçè÷åñêàÿ çàäà÷àÄàëåå (ñì. òàêæå ðàçä. 3 è 4) ìû ðàññìàòðèâàåìäâèæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà â îäíîìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå âî âíåøíåì ïîòåíöèàëåV (q) = m!20q22 � bq33 : (19)Ïðè b = 0 ýòîò ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóåò ãàðìîíè÷å�ñêîìó îñöèëëÿòîðó. Åñëè b > 0, òî èìååì ïîòåíöè�àëüíóþ ÿìó ñî ñòåíêîé áåñêîíå÷íîé âûñîòû ñëåâà èïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì ñïðàâà (ðèñ. 1). Ïîñêîëü�êó â �îðìóëå (19) èìåþòñÿ òîëüêî âòîðàÿ è òðåòüÿñòåïåíè êîîðäèíàòû, âñå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëàáîëåå ÷åì òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ è ýâîëþöè�îííîå óðàâíåíèå èìååò âèä (~ = 1):�w�t � �m �w�� + 2 ���V (~q)�q ��2 ��X�++ 16 �3V (~q)�q3 ��2 ��X�3#w = 0: (20)264



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 2, 2004 Êâàíòîâàÿ òîìîãðà�èÿ êàê íîâûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ : : :
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0/b�èñ. 1. Âíåøíèé ïîòåíöèàë V (q) (19): øòðèõîâàÿëèíèÿ � ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, b = 0; ñïëîø-íàÿ � b > 0. Âûñîòà áàðüåðà V0 = m3!30=(6b2)Äëÿ ïîòåíöèàëà (19) óðàâíåíèå ýâîëþöèè çàïèñûâà�åòñÿ êàê�w�t � �m �w�� +m!20� �w�� �� b�312 �3w�X3 + b� � ��X��1 �2w��2 = 0: (21)Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (8) ïðèîáðåòàþò âèä�X�t = b�312 1w �2w�X2 ;���t = m!20� � b�w � ��X��1 �w�� ;���t = � �m: (22)
3. ÂÎËÍÎÂÎÉ ÏÀÊÅÒ Â�À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÌ ÎÑÖÈËËßÒÎ�Å�àññìîòðèì äâèæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà â ãàðìî�íè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå. Âíåøíèé ïîòåíöèàë îïèñû�âàåòñÿ �îðìóëîé (19) ñ b = 0. Èñïîëüçóåì ñèñòåìóåäèíèö ~ = m = !0 = 1.Äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà äèíàìè÷åñêèåóðàâíåíèÿ (22) íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ ñ êâàíòîâîé òî�ìîãðàììîé w. Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ìîäåëèðî�âàíèå è óìåíüøàåò âðåìåííûå çàòðàòû. Â ðåçóëüòà�òå ìîæíî óâåëè÷èòü ÷èñëî äèíàìè÷åñêèõ òðàåêòî�ðèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëèðîâàíèåì äâèæåíèÿ âïîòåíöèàëå, ãäå b 6= 0) è äîáèòüñÿ áîëüøîé òî÷íî�ñòè.

Íà ðèñ. 2, 3 àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îäâèæåíèè âîëíîâîãî ïàêåòà â ãàðìîíè÷åñêîì îñöèë�ëÿòîðå (øòðèõîâûå ëèíèè) ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðåçóëü�òàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîéòîìîãðà�èè (áóäåì íàçûâàòü ýòîò ìåòîä ìîäåëè�ðîâàíèÿ ìåòîäîì êâàíòîâî-òîìîãðà�è÷åñêîé äèíà�ìèêè, ÊÒÄ) � ñïëîøíûå ëèíèè. �àññìàòðèâàåòñÿäâèæåíèå ãàóññîâà âîëíîâîãî ïàêåòà ñ íà÷àëüíû�ìè ñðåäíèìè êîîðäèíàòîé q0 = �1 è èìïóëüñîìp0 = 0, äèñïåðñèåé â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå�x = hx2i � hxi2 = 0:5 (ðèñ. 2). Äëÿ ãàóññîâà âîëíî�âîãî ïàêåòà äèñïåðñèÿ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå�p = 0:5=�x. Âîëíîâîé ïàêåò êîëåáëåòñÿ â îñöèëëÿ�òîðå ñ ïåðèîäîì T = 2�, ðàñøèðÿåòñÿ â êîîðäèíàò�íîì ïðîñòðàíñòâå è ñíîâà ñæèìàåòñÿ äî íà÷àëüíîéøèðèíû çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè T=2. Â èìïóëüñ�íîì ïðîñòðàíñòâå ðàñøèðåíèå è ñæàòèå ïðîèñõîäÿòâ ïðîòèâî�àçå ýòîìó ïðîöåññó â êîîðäèíàòíîì ïðî�ñòðàíñòâå. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ êîãå�ðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äèñïåðñèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðî�ñòðàíñòâå ïðèìåðíî ðàâíà 0.7. Øèðèíà òàêîãî ïàêå�òà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè â îñöèëëÿòîðå.�åçóëüòàòû ÊÒÄ è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿî÷åíü áëèçêè (ðèñ. 2, 3). Íåáîëüøèå ðàçëè÷èÿâîçíèêàþò ëèøü â ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî ÷èñëîòðàåêòîðèé è øàã ïî âðåìåíè äëÿ ÊÒÄ êîíå÷íû.Ýòî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ÊÒÄäëÿ ðÿäà çàäà÷ ìîæåò îêàçàòüñÿ õîðîøèì ìåòîäîì,äàþùèì ðåçóëüòàò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Îêàçûâà�åòñÿ, ÷òî ýòîò ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿè áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, íàïðèìåð, íåñòàöèîíàðíîãîòóííåëèðîâàíèÿ. Ïðèìåð òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.4. ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÒÓÍÍÅËÈ�ÎÂÀÍÈßÂÎËÍÎÂÎ�Î ÏÀÊÅÒÀÈçó÷èì òóííåëèðîâàíèå âîëíîâîãî ïàêåòà ÷å�ðåç áàðüåð V (q), îïèñûâàåìûé �îðìóëîé (19). Òå�ïåðü èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ,~ = me = jej = 1, ãäå me è e � ìàññà è çàðÿä ñâî�áîäíîãî ýëåêòðîíà. �àññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòèöà ñ ìàñ�ñîé m = 2000. Ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà ñëåäóþùèå:!0 = 0:01, b = 0:2981. Ó òàêîãî ïîòåíöèàëà èìååòñÿìèíèìóì â òî÷êå q = 0 (V (0) = 0) è ìàêñèìóì âòî÷êå q = 0:6709 (V (0:6709) = 0:015). Ñëåäîâàòåëü�íî, ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ áåñêî�íå÷íîé ëåâîé ñòåíêîé è áàðüåðîì âûñîòîé 0:015 âòî÷êå q = 0:6709. Ýòà ìîäåëü óïðîùåííî îïèñûâà�åò, íàïðèìåð, íåñòàöèîíàðíîå òóííåëèðîâàíèå àòî�265
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�èñ. 2. Äâèæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà â ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â êîîðäèíàòíîì (à) èèìïóëüñíîì (á ) ïðîñòðàíñòâàõ â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, t = T=4 è t = T=2: ñïëîøíûå ëèíèè � ìîäåëèðîâàíèåìåòîäîì ÊÒÄ; øòðèõîâûå � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (~ = m = !0 = 1)
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−2 0 2 x�èñ. 3. Ýâîëþöèÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè-÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â êî-îðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0,t = T=4 è t = T=2: ñïëîøíûå ëèíèè � ìîäåëèðî-âàíèå ìåòîäîì ÊÒÄ; øòðèõîâûå � àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå (~ = m = !0 = 1)ìà âîäîðîäà èç ëîâóøêè. Ïîäîáíûå çàäà÷è àêòóàëü�íû â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè àòîìíîé îï�òèêè. Òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîãåðåíòíûå ïó÷êè àòî�ìîâ (àòîìíûé ëàçåð) ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçî�âàòü áîçå-êîíäåíñàò àòîìîâ. Ñóùåñòâóþò ýêñïåðè�ìåíòàëüíûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ áîçå-êîíäåíñàòà âëîâóøêàõ. Ïåðåõîä îò ïîêîÿùåãîñÿ áîçå-êîíäåíñàòàê äâèæóùåìóñÿ â ïðèíöèïå âîçìîæåí, åñëè àòîìûêîíäåíñàòà òóííåëèðóþò çà ãðàíèöó ëîâóøêè. Äëÿòåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿâëåíèé

íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷ó î íåñòàöèîíàð�íîì òóííåëèðîâàíèè àòîìîâ.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âîëíîâîé ïàêåò íà�õîäèòñÿ ñëåâà îò òî÷êè q = 0, åãî ñðåäíèé èìïóëüñðàâåí íóëþ. ×àñòèöà ìîæåò ëèáî êîëåáàòüñÿ â ïîòåí�öèàëüíîé ÿìå, ëèáî îêàçàòüñÿ çà áàðüåðîì, ïðîòóí�íåëèðîâàâ èëè ïðîéäÿ íàä íèì. Âåðîÿòíîñòè ýòèõïðîöåññîâ çàâèñÿò îò íà÷àëüíîé ýíåðãèè âîëíîâîãîïàêåòà. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó, â êîòîðîé âñå ïà�ðàìåòðû �èêñèðîâàíû, êðîìå íà÷àëüíîé ñðåäíåé êî�îðäèíàòû q0 âîëíîâîãî ïàêåòà (íà÷àëüíûé ñðåäíèéèìïóëüñ ðàâåí íóëþ, äèñïåðñèè âîëíîâîãî ïàêåòà âêîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâàõ ïðèáëè�æåííî ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0.15 è 3.3).4.1. Âåðîÿòíîñòü ðåàêöèèÍà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû âðåìåííûå çàâèñèìî�ñòè âåðîÿòíîñòåé ðåàêöèè, îïðåäåëÿåìûõ �îðìóëîé(16), äëÿ òðåõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîé ñðåäíåé êîîð�äèíàòû âîëíîâîãî ïàêåòà q0 = �0:2;�0:3, �0:4, ñíà÷àëüíîé ñðåäíåé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâåííî 0:75V0,1:25V0, 2:0V0. Ñïëîøíûå ëèíèè ïðåäñòàâëÿþò ðå�çóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì ÊÒÄ, øòðèõîâûåëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíå�íèÿ Øðåäèíãåðà (òî÷íûå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ).Èç-çà óâåëè÷åíèÿ ñðåäíåé ýíåðãèè ñ ðîñòîì jq0j ââîëíîâîì ïàêåòå ðàñòåò ÷èñëî êîìïîíåíò ñ âûñîêîéýíåðãèåé. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî áîëüøå êîìïî�íåíò ïðîõîäèò çà áàðüåð � ëèáî íàä áàðüåðîì, ëè�áî òóííåëèðóþò ÷åðåç íåãî. Ïîýòîìó ñ ðîñòîì jq0jâîçðàñòàåò è âåðîÿòíîñòü ðåàêöèè (êðèâûå, ñîîòâåò�266
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�èñ. 4. Áåçðàçìåðíûå âåðîÿòíîñòè ðåàêöèè, îïðå-äåëÿåìûå �îðìóëîé (16), äëÿ òðåõ çíà÷åíèé íà-÷àëüíîé ñðåäíåé êîîðäèíàòû âîëíîâîãî ïàêåòà: êðè-âûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò q0 = �0:2, �0:3,�0:4 àò. åä. Ñïëîøíûå êðèâûå � ìîäåëèðîâàíèå ìå-òîäîì ÊÒÄ, øòðèõîâûå � òî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøå-íèåñòâóþùèå ðàçëè÷íûì q0, ðàñïîëàãàþòñÿ äðóã íàääðóãîì íà ðèñ. 4). Êà÷åñòâåííî âåðîÿòíîñòü ðåàêöèèìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ðàññìîò�ðåííûõ çäåñü çíà÷åíèé q0. Êîìïîíåíòû, ïðîøåäøèåçà áàðüåð, íàçàä âåðíóòüñÿ íå ìîãóò, ïîñêîëüêó äëÿq > 0:6709 ïîòåíöèàë óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì êîîðäè�íàòû, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü ðåàêöèè íå ìîæåò óìåíü�øàòüñÿ ñî âðåìåíåì. Ñíà÷àëà îíà áûñòðî âîçðàñòàåòèç-çà ïðîõîæäåíèÿ íàä áàðüåðîì êîìïîíåíò ñ ýíåð�ãèåé, áîëüøåé åãî âûñîòû (â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ,åñëè ðàññìîòðåòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà�÷è, êîãäà âîçìîæíî ëèøü ïðîõîæäåíèå íàä áàðüå�ðîì). Çàòåì âåðîÿòíîñòü ðåàêöèè ïðîäîëæàåò ìåä�ëåííî ðàñòè èç-çà òóííåëèðîâàíèÿ. Âñå ýòè õàðàê�òåðíûå ÷åðòû çàìåòíû íà êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ êàê ÊÒÄ, òàê è ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà.Âåðîÿòíîñòü ðåàêöèè äëÿ ÊÒÄ ïîëó÷àåòñÿíåìíîãî áîëüøå, ÷åì äëÿ òî÷íîãî ÷èñëåííîãî ðåøå�íèÿ. Òàêæå çàìåòíà íåêîòîðàÿ ðàçíèöà â õàðàêòåðåâîçðàñòàíèÿ âåðîÿòíîñòè ðåàêöèè äëÿ ÊÒÄ è äëÿòî÷íîãî ðåøåíèÿ: â ïåðâîì ñëó÷àå êðèâûå ïîëó�÷àþòñÿ ìåíåå ãëàäêèìè. Ýòè ðàçëè÷èÿ ñâÿçàíûñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òðàåêòîðèé, èñïîëüçóåìûõ âÊÒÄ: äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà òðàåêòîðèé (íå ïîêàçàíîíà ðèñóíêå) âåðîÿòíîñòü ðåàêöèè åùå ñèëüíåå íàïî�ìèíàåò ñòóïåíè ëåñòíèöû (÷òî ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìçàâûøåíèåì ðîëè îñöèëëÿöèé âîëíîâîãî ïàêåòà âêâàíòîâîé ÿìå ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà

òðàåêòîðèé); êîëè÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ñ òî÷íûìðàñ÷åòîì òàêæå ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñèëüíûì. Íîäëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà òðàåêòîðèé, êàêâ ñëó÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 4, ðåçóëüòàòû ÊÒÄîêàçûâàþòñÿ äîâîëüíî áëèçêèìè ê ðåçóëüòàòàìòî÷íîãî êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ (òàêæå ïîëó÷àåòñÿõîðîøåå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìèìåòîäîì âèãíåðîâñêèõ òðàåêòîðèé [15℄).4.2. Ýâîëþöèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà è âðåìÿòóííåëèðîâàíèÿÊðîìå âåðîÿòíîñòè ðåàêöèè ìû ïîëó÷èëè è ðÿäíîâûõ êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ,êîòîðûå ïîäðîáíî îïèñûâàþò ïîâåäåíèå âîëíîâîãîïàêåòà â ïðîöåññå òóííåëèðîâàíèÿ.Çäåñü è äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òóííåëèðîâà�íèå âîëíîâîãî ïàêåòà ñ íà÷àëüíûì ñðåäíèì çíà÷å�íèåì êîîðäèíàòû q0 = �0:2. Íîðìèðîâàííûå ïëîò�íîñòè âåðîÿòíîñòè â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå,(j (x)j2), ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5, â ïðîñòðàíñòâå èì�ïóëüñîâ, (j (p)j2), � íà ðèñ. 6. �àññìîòðåíî íåñêîëü�êî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ñïëîøíûåíåïðåðûâíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò �îðìó âîëíîâîãîïàêåòà, ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî êâàíòîâîãîðàñ÷åòà. �èñòîãðàììû ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàìîäíîãî çàïóñêà ÊÒÄ. Äëÿ îäíîãî è òîãî ÷èñëà òðà�åêòîðèé ìîæíî ïðîâåñòè íåñêîëüêî òàêèõ çàïóñêîâè óñðåäíèòü ïî íèì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè � òîãäàãðà�èêè ïîëó÷àòñÿ áîëåå ãëàäêèìè. Çäåñü ìû õîòèìïîêàçàòü, ÷ò�î ìîæíî ïîëó÷èòü çà îäèí çàïóñê ÊÒÄïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì êâàíòîâûì ðàñ÷åòîì. Èç-çàýòîãî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãèñòîãðàììàìè (ÊÒÄ) èñïëîøíûìè ëèíèÿìè (òî÷íîå ðåøåíèå) íà ðèñ. 5 íåèäåàëüíîå, íî âñå æå ñõîäñòâî î÷åâèäíî.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ýâîëþöèþ ïàêåòà â ïðî�ñòðàíñòâå êîîðäèíàò (ðèñ. 5). Ñíà÷àëà âîëíîâîé ïà�êåò èìååò ãàóññîâñêèé âèä (ðèñ. 5à). Îí äâèæåòñÿêàê öåëîå ïî íàïðàâëåíèþ ê ìèíèìóìó ïîòåíöèà�ëà â òî÷êå x = 0 (íà÷àëüíûé ñðåäíèé èìïóëüñ ðà�âåí íóëþ, íî ïîòåíöèàë óìåíüøàåòñÿ â íàïðàâëåíèèx = 0), ïðîõîäèò ýòó òî÷êó è ñòàëêèâàåòñÿ ñ áàðüå�ðîì. Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ âîëíîâîé ïàêåò ðàñøè�ðÿåòñÿ (èç-çà äèñïåðñèè â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ,ñð. ïðàâûå è ëåâûå êðèâûå íà ðèñ. 5à), à ïðè âçà�èìîäåéñòâèè ñ áàðüåðîì åãî �îðìà èçìåíÿåòñÿ åùåñèëüíåå (t = 300 íà ðèñ. 5á è t = 400 íà ðèñ. 5â). Âîë�íîâîé ïàêåò íåìíîãî ñæèìàåòñÿ, íåêîòîðûå åãî êîì�ïîíåíòû ïðîõîäÿò ÷åðåç áàðüåð, è ïðîøåäøàÿ ÷àñòüïàêåòà ïîÿâëÿåòñÿ ñïðàâà îò áàðüåðà (x = 0:6709).Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ïðåîäîëåòü áàðüåð òåì âû�øå, ÷åì áîëüøå ýíåðãèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû, òî267
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x; àò. åä.2�èñ. 5. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â êîîðäèíàòíîìïðîñòðàíñòâå äëÿ ÊÒÄ (ãèñòîãðàììû) è òî÷íîãîðåøåíèÿ (ñïëîøíûå ëèíèè), â ìîìåíòû âðåìåíèt = 0, 200 àò. åä. (à), t = 300 àò. åä. (á ) èt = 400 àò. åä. (â). Âåðøèíà áàðüåðà íàõîäèòñÿ âòî÷êå 0:6709 àò. åä., q0 = �0:2 àò. åä.

äîëæíî ïðèñóòñòâîâàòü îáîãàùåíèå ïðîøåäøåé ÷àñ-òè âîëíîâîãî ïàêåòà âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèìè êîìïî�íåíòàìè (ñì. íèæå).Âñå õàðàêòåðíûå äåòàëè, îïèñàííûå âûøå, ïðè�ñóòñòâóþò êàê äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ, òàê è äëÿ ÊÒÄ.�èñòîãðàììû íà ðèñ. 5 ëó÷øå ñîîòâåòñòâóþò ñïëîø�íûì ëèíèÿì, ïðåäñòàâëÿþùèì òî÷íîå ðåøåíèå, äëÿáîëåå ðàííèõ âðåìåí, íî äàæå ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿñ áàðüåðîì (ðèñ. 5â) ñõîäñòâî îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íîî÷åâèäíûì. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî àïïðîê�ñèìàöèè (9) è (13) äàþò íåïëîõèå ðåçóëüòàòû äëÿäàííîé çàäà÷è.�àññìîòðèì òåïåðü ýâîëþöèþ âîëíîâîãî ïàêåòàâ ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ. ×òîáû ïîäòâåðäèòü âû�âîä îá óñêîðåíèè ïðîøåäøåé ÷àñòè âîëíîâîãî ïà�êåòà, ïðèâåäåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â ïðîñòðàí�ñòâå èìïóëüñîâ, j (p)j2, â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 èt = 400 (ðèñ. 6). Ïîñêîëüêó âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñíà÷à�ëà èìååò âèä ãàóññîâñêîãî âîëíîâîãî ïàêåòà, íà÷àëü�íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ãàóññîâî êàê â êîîð�äèíàòíîì, òàê è â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâàõ (ñð.ðèñ. 5à è 6à). Îäíàêî ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíî�âîãî ïàêåòà ñ áàðüåðîì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòèâ ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ ïðåòåðïåâàåò çíà÷èòåëü�íûå èçìåíåíèÿ (ðèñ. 6á ). Â ïðîøåäøåé ÷àñòè âîë�íîâîãî ïàêåòà ñîäåðæèòñÿ áîëüøå (ïî ñðàâíåíèþ ñîâñåì ïàêåòîì â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè) êîìïîíåíò ñáîëüøèì èìïóëüñîì, òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïðîõîæ-äåíèÿ çà áàðüåð ðàñòåò ñ ðîñòîì ýíåðãèè. Ýòî ãîâî�ðèò î òîì, ÷òî áàðüåð ñëóæèò ñåëåêòîðîì ýíåðãèè,âçàèìîäåéñòâèå ñ íèì îáîãàùàåò ïðîøåäøóþ ÷àñòüêîìïîíåíòàìè ñ âûñîêîé ýíåðãèåé. Äëÿ ðàñïðåäåëå�íèÿ ïî èìïóëüñàì íà îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ âðåìå�íàõ (t = 400, ðèñ. 6á ) ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãèñòî�ãðàììîé (ÊÒÄ) è ñïëîøíûì ãðà�èêîì (òî÷íîå ðå�øåíèå) íåìíîãî õóæå, ÷åì äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðî�ñòðàíñòâå êîîðäèíàò (ðèñ. 5â). Ïðè÷èíà â òîì, ÷òîìû ðàáîòàåì ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì òðàåêòîðèé, àäëÿ t = 400 ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü äîñòàòî÷íîáîëüøóþ îáëàñòü ïî èìïóëüñàì, ïîñêîëüêó ïðîøåä�øàÿ ÷àñòü ïàêåòà ïîñòîÿííî óñêîðÿåòñÿ. Èç-çà ýòîãîðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì ñèëüíî ðàñøèðÿåòñÿ ñîâðåìåíåì è òðàåêòîðèé ñî çíà÷åíèÿìè � è �, äîñòà�òî÷íî áëèçêèìè ê � = 0 è � = 1, äëÿ äàííîãî èì�ïóëüñà p ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì ìàëî (ñì. ï. 2.2). Äëÿðàññìàòðèâàåìîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ñðåäíåé êî�îðäèíàòû q0 = �0:2 íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ âîëíîâîãîïàêåòà íå î÷åíü âåëèêà (ïðèìåðíî 0:75V0, ãäå V0 �âûñîòà áàðüåðà) è ïîýòîìó áîëüøàÿ åãî ÷àñòü îñòà�åòñÿ â êâàíòîâîé ÿìå (â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíòâðåìåíè t = 400 òîëüêî îêîëî 20% âîëíîâîãî ïàêå�òà îêàçûâàåòñÿ çà áàðüåðîì, ñì. ðèñ. 4), èç-çà ÷åãî268
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�èñ. 7. Âðåìåíà òóííåëèðîâàíèÿ tT ñ ïîãðåøíî-ñòÿìè äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîé ñðåäíåéêîîðäèíàòû âîëíîâîãî ïàêåòà q0. �åçóëüòàòû ÊÒÄ(êâàäðàòû) ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè òî÷íîãîêâàíòîâîãî ðàñ÷åòà (êðóæêè)ðàñïðåäåëåíèå â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå îêàçû�âàåòñÿ áîëåå êîìïàêòíûì.Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè òóí�íåëèðîâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà îò íà÷àëüíîãî çíà�÷åíèÿ åãî ñðåäíåé êîîðäèíàòû. Âðåìÿ òóííåëèðî�âàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (17) êàê ðàçíîñòüâðåìåí ïðèñóòñòâèÿ äëÿ òî÷åê xa = 0:5 � 0:6709 èxb = 2:0 �0:6709 (â òî÷êå x = 0:6709 ïîòåíöèàë äîñòè�ãàåò ìàêñèìóìà). Åñëè q0 < 0, òî ÷åì áîëüøå åãî àá�ñîëþòíàÿ âåëè÷èíà, òåì áîëüøå íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ

âîëíîâîãî ïàêåòà h jĤ j i. Îáû÷íî òóííåëèðîâàíèåòåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå ýíåðãèÿ. Óâåëè÷åíèå ýíåð�ãèè âîëíîâîãî ïàêåòà òàêæå ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷å�íèþ ñðåäíåé ñêîðîñòè êàê ïðîøåäøåé ÷àñòè, òàê èâñåãî âîëíîâîãî ïàêåòà â öåëîì. Òîãäà òà ÷àñòü âîë�íîâîãî ïàêåòà, ÷òî îêàçûâàåòñÿ çà áàðüåðîì, ïðîõî�äèò îáëàñòü áàðüåðà (ïðîñòðàíñòâî ìåæäó òî÷êàìèxa è xb) áûñòðåå, ïîýòîìó ðîñò âåëè÷èíû jq0j âûçû�âàåò óìåíüøåíèå âðåìåíè òóííåëèðîâàíèÿ. �åçóëü�òàòû ÊÒÄ (êâàäðàòû íà ðèñ. 7) îòêëîíÿþòñÿ îò ðå�çóëüòàòîâ òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíî�ñòåé ðàñ÷åòà. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò òî÷íîãîðåçóëüòàòà íàáëþäàåòñÿ äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé jq0j.Âîçìîæíî, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïà�êåò ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïðîõîäèò çà áàðüåð (ñì. ðèñ. 4),òàê ÷òî ýâîëþöèÿ áîëüøèíñòâà òðàåêòîðèé ñîîòâåò�ñòâóåò èí�èíèòíîìó óñêîðåííîìó äâèæåíèþ. Â òà�êîé ñèòóàöèè òðàåêòîðèè äàëåêî ðàñõîäÿòñÿ äðóã îòäðóãà è àïïðîêñèìàöèÿ (13) ïðåäñòàâëÿåò êâàíòî�âóþ òîìîãðàììó íå òàê õîðîøî, êàê äëÿ ìåíüøèõçíà÷åíèé jq0j. 5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÌû ðàçðàáîòàëè íîâûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ìîäå�ëèðîâàíèÿ êâàíòîâûõ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ èïðèìåíèëè åãî äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è î òóííåëèðîâà�íèè âîëíîâîãî ïàêåòà ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð.Ìåòîä îñíîâàí íà òîìîãðà�è÷åñêîé �îðìóëèðîâêåêâàíòîâîé ìåõàíèêè. Êâàíòîâàÿ òîìîãðàììà èñïîëü�çîâàíà â íåêîòîðîì ñìûñëå êàê �óíêöèÿ ðàñïðå�269



À. Ñ. Àðõèïîâ, Þ. Å. Ëîçîâèê ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 2, 2004äåëåíèÿ äëÿ àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé â ïðîñòðàíñòâåfX;�; �g, ãäå X = �q+�p � êîîðäèíàòà, èçìåðåííàÿâ ïîâåðíóòîé è ðàñòÿíóòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, à q è p�ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòà è èìïóëüñ ñèñòåìû. Òðà�åêòîðèè ýâîëþöèîíèðóþò âî âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèèñ óðàâíåíèÿìè, íàïîìèíàþùèìè óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ �àìèëüòîíà, ïîýòîìó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíàíàëîã ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ âîëíîâîãîïàêåòà â îñöèëëÿòîðå âîñïðîèçâîäÿò àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ çàäà÷è î òóííå�ëèðîâàíèè âîëíîâîãî ïàêåòà ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìå�òîäà ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþ�ùèå òóííåëèðîâàíèå (âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ çàáàðüåð, âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ è äð.). Ýòè ðåçóëüòà�òû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâà�íèÿ ñ ïîìîùüþ âèãíåðîâñêèõ òðàåêòîðèé è òî÷íîãîêâàíòîâîãî ðàñ÷åòà.�àçâèòûé ìåòîä îáëàäàåò äâóìÿ ïðåèìóùåñòâà�ìè äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ: èñïîëüçó�åòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ�óíêöèÿ, à â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèåýòîé �óíêöèè çàìåíÿåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ýâîëþöèèàíñàìáëÿ òðàåêòîðèé. Ïåðâîå ìîæåò îêàçàòüñÿïîëåçíûì ïðè ìîäåëèðîâàíèè �åðìè-ñèñòåì, ãäå ñó�ùåñòâåííûå òðóäíîñòè (¾ïðîáëåìà çíàêà¿) ñâÿçàíûñ òåì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâîãîñîñòîÿíèÿ �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé.Âòîðîå, âåðîÿòíî, ïîçâîëèò ðàññìàòðèâàòü áîëü�øåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ÷åì ýòî âîçìîæíîâ ðàìêàõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ âû÷èñëåíèÿ íàñåòêå. Ïîýòîìó ìû íàäååìñÿ, ÷òî ìåòîä êâàíòî�âî-òîìîãðà�è÷åñêîé äèíàìèêè ñòàíåò óäîáíûì èìîùíûì èíñòðóìåíòîì ìîäåëèðîâàíèÿ êâàíòîâûõïðîöåññîâ.Àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü INTAS,�ÔÔÈ è Ìèíèñòåðñòâó íàóêè çà �èíàíñîâóþïîääåðæêó. Îäèí èç àâòîðîâ (À. Ñ. À.) áëàãîäàðèò�îíä ¾Äèíàñòèÿ¿ çà ïðåäîñòàâëåííóþ ñòèïåí�äèþ. Ìû òàêæå ïðèçíàòåëüíû Â. È. Ìàíüêî çàïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. H. W. Lee, Phys. Rep. 259, 147 (1995).2. D. M. Ceperley, Rev. Mod. Phys. 67, 279 (1995).3. K. Husimi, Pro. Phys. Math. So. Jpn. 22, 264 (1940).4. R. J. Glauber, Phys. Rev. Lett. 10, 84 (1963).
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