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�ÀÑÑÅßÍÈÅ ÝËÅÊÒ�ÎÍÀ ÌÀËÎÉ ÝÍÅ��ÈÈÂ ÑÈËÜÍÎÌ ÊÓËÎÍÎÂÑÊÎÌ ÏÎËÅÀ. È. Ìèëüøòåéí *, È. Ñ. ÒåðåõîâÈíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èì. �. È. Áóäêåðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÍîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 îêòÿáðÿ 2003 ã.Ïðîâåäåí àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ ìàëîé ýíåðãèè â ñèëüíîì êóëîíîâñêîìïîëå. Ïîêàçàíî, ÷òî â øèðîêîé îáëàñòè ýíåðãèé òî÷íîå ñå÷åíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ,ïîëó÷åííûõ â ïåðâîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè.PACS: 25.20.D 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ýëåê�òðîíà ïðîèçâîëüíîé ýíåðãèè â ñèëüíîì êóëîíîâñêîìïîëå, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íûé ðÿä ïî ïîëèíîìàìËåæàíäðà, áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî ëåò íàçàä â ðàáîòå[1℄. Õîòÿ â ðÿäå ðàáîò áûëè ðàçâèòû ìåòîäû ñóììè�ðîâàíèÿ ýòîãî ðÿäà, ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ñå÷åíèÿ âñååùå ÿâëÿþòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Äåòàëüíûé îáçîððàáîò, ïîñâÿùåííûõ îáñóæäàåìîé ïðîáëåìå, ìîæåòáûòü íàéäåí â êíèãå [2℄. Â ðàáîòàõ [3�5℄ áûëè ïðî�âåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ýëåê�òðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ ðàñ�ñåÿíèÿ, çàðÿäîâ ÿäåð Z è ýíåðãèé ýëåêòðîíà âûøå0:023 ÌýÂ. Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàññåÿíèÿ íàçàä äëÿZ = 80 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ýíåðãèèýëåêòðîíà îò 1:675ÌýÂ äî 0:023ÌýÂ îòíîøåíèå òî÷�íîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî ñå÷åíèÿ ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó(ðåçåð�îðäîâñêîìó) ñå÷åíèþ óâåëè÷èâàåòñÿ îò 0:15äî 2:35. Â ñâÿçè ñ òàêèì áîëüøèì îòëè÷èåì òî÷íîãîðåçóëüòàòà îò ïîëó÷åííîãî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðè�áëèæåíèè âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîâåäåíèè òî÷íîãî ñå�÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ýëåêòðîíîâ â ñèëüíîìêóëîíîâñêîì ïîëå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû íàõîäèìîòâåò íà ýòîò âîïðîñ, âû÷èñëÿÿ àñèìïòîòèêó ñå÷å�íèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Z è ìàëîé ýíåðãèè ýëåêòðî�íà.*E-mail: milstein�inp.nsk.su

2. ÑÅ×ÅÍÈÅ �ÀÑÑÅßÍÈß ÝËÅÊÒ�ÎÍÀ ÂÊÓËÎÍÎÂÑÊÎÌ ÏÎËÅÂîëíîâàÿ �óíêöèÿ ýëåêòðîíà  �p(r) âî âíåø�íåì ïîëå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç �óíêöèè �ðèíàG(r2; r1j") óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ýòîì ïîëå. Âîñïîëü�çóåìñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì:limr1!1G(r2; r1j") == �exp (ipr1)4�r1 X�=1;2 (+)�p (r2)�u�p ;u�p = p"+m0� ��� � p"+m��1A ; (1)
ãäå p = p"2 �m2, m � ìàññà ýëåêòðîíà,  (+)�p (r)îáîçíà÷àåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà, ñîäåðæà�ùåå íà áåñêîíå÷íîñòè ïëîñêóþ âîëíó ñ èìïóëüñîìp = �pn1 (n1;2 = r1;2=r1;2) è ðàñõîäÿùóþñÿ ñ�åðè�÷åñêóþ âîëíó, � = �1 íóìåðóåò äâà íåçàâèñèìûõñïèíîðà ��, ~ =  = 1. Â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðà�âàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (1) ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûéìíîæèòåëü (2pr1)iq , ãäå q = Z�"=p è � = 1=137� ïî�ñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû. Â ðàáîòå [6℄ áûëî ïîëó�÷åíî óäîáíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè�ðèíà ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå. Èñïîëüçóÿ ðà�âåíñòâà (19)�(22) ðàáîòû [6℄, ïîëó÷àåì6 ÆÝÒÔ, âûï. 4 785



À. È. Ìèëüøòåéí, È. Ñ. Òåðåõîâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 (+)�p (r2) = p"+m 1Xl=10� f1p� � n2"+m f21A ;f1;2 = ��R1A+imZ�p R2B�M1 � iR2BM2���;A = l ddy (Pl(y) + Pl�1(y));B = ddy (Pl(y)� Pl�1(y));y = n1 � n2; R1;2 = 1� (� � n2)(� � n1);M1;2 = iexp(ipr2 � i��)pr2 1Z0 t(�1�2iq) �� exp(it2)J2� �2tp2pr2 � dt:
(2)

Çäåñü Pl(x) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, J2� � �óíêöèèÁåññåëÿ, � = pl2 � (Z�)2. Èíòåãðàëû â �óíêöèÿõM1;2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âûðîæäåííûå ãèïåðãåîìåò�ðè÷åñêèå �óíêöèè. �åçóëüòàò (2) ñîãëàñóåòñÿ ñ õîðî�øî èçâåñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Äèðàêà â êóëî�íîâñêîì ïîëå.Äëÿ íàõîæäåíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ íåîáõîäè�ìî âû÷èñëèòü êîý��èöèåíò W� ïðè ðàñõîäÿùåéñÿñ�åðè÷åñêîé âîëíå exp[ipr2+ iq ln(2pr2)℄=r2 â àñèìï-òîòèêå �óíêöèè  (+)�p (r2) (r2 !1).Íåíóëåâîé âêëàä âW� äàåò �óíêöèÿM1, ñì. (2),ïðè÷åì íåîáõîäèìàÿ àñèìïòîòèêà ýòîé �óíêöèèîïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ t� 1. Èìå�åìW� = p"+m 1Xl=10� fp� � n2"+m f1A ;f = i exp(�i��)�(��iq)2p�(�+1+iq) �R1A+imZ�p R2B���: (3)Âû÷èñëÿÿ ïîòîê ðàññåÿííûõ ÷àñòèö, óñðåäíÿÿ åãîïî ñïèíàì è äåëÿ íà ïëîòíîñòü ïàäàþùåãî òîêà, ïî�ëó÷àåì ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:d�d
 = 14p X�=1;2W+� (� � n2)W� == 2p2 ((1 + x)jF 0j2 +�mZ�p �2 jF j21� x) ;F = � i2 1Xl=1 l exp [i�(l � �)℄ �(� � iq)�(� + 1 + iq) �� [Pl(x) � Pl�1(x)℄;F 0 = dFdx ; x = os# = �n1 � n2:
(4)

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå â ðà�áîòå [1℄. 3. ÑÅ×ÅÍÈÅ �ÀÑÑÅßÍÈß ÂÍÈÇÊÎÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÎÌ Ï�ÅÄÅËÅÂû÷èñëèì ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ (4) ïðè q == Z�"=p � 1 è Z� � 1. Ýòà îáëàñòü ïàðàìåòðîâñîîòâåòñòâóåò ðàññåÿíèþ ýëåêòðîíà íèçêîé ýíåð�ãèè â ñèëüíîì êóëîíîâñêîì ïîëå. �àññìîòðèìîòíîøåíèå òî÷íîãî ïî ïàðàìåòðó Z� ñå÷åíèÿ êñå÷åíèþd�Bd
 = q2p2(1� x)2 �1� p22"2 (1� x)� ; (5)ïîëó÷åííîìó â ïåðâîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè. Ñïîìîùüþ àñèìïòîòèêè �-�óíêöèè ïðè áîëüøèõ çíà�÷åíèÿõ àðãóìåíòà âûðàæåíèå äëÿ S = d�=d�B ìî�æåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäóS = 1 + 1� xq Im(exp��iq ln 1� x2 ��� 1Xl=1 l(�1)l[Pl(x)� Pl�1(x)℄ [exp(�2i��)� 1℄�� exp� il2q �): (6)Ïðè 1+x� 1=q ìíîæèòåëü exp(il2=q) â âûðàæåíèè(6) ìîæåò áûòü çàìåíåí íà åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåì:
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè S îò v ïðè x = �1 èZ� = 0:6 (1 ), 0:7 (2 ) è 0:8 (3 ). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �òî÷íûé ðåçóëüòàò, ïóíêòèðíàÿ � àñèìïòîòèêà786



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 �àññåÿíèå ýëåêòðîíà ìàëîé ýíåðãèè : : :
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè S1 îò ïåðåìåííîé q = Z�=v ïðè Z� = 0:5 (à), 0:6 (á ), 0:7 (â), 0:8 (ã). Ñïëîøíàÿëèíèÿ � òî÷íûé ðåçóëüòàò, øòðèõîâàÿ � àñèìïòîòèêàS = 1 + 1� xq Re(exp��iq ln 1� x2 ��� "�(Z�)2�r 21+x�1��i�2(Z�)4 lnr1+x2 �� i 1Xl=1 l(�1)l[Pl(x)� Pl�1(x)℄���exp(�2i��)� 1� i�(Z�)2l + �2(Z�)42l2 �#): (7)Òàêèì îáðàçîì, ïðè 1 + x � 1=q ïîïðàâêà ê �óíê�öèè S ïðîïîðöèîíàëüíà 1=q. Îòìåòèì, ÷òî ñóììà ïîl â âûðàæåíèè (7) ñõîäèòñÿ î÷åíü áûñòðî ïðè ïðîèç�âîëüíîì x. Åñëè 1+x � 1=q (ðàññåÿíèå íàçàä), ãëàâ�íûé âêëàä â ñóììó (6) äàþò ìîìåíòû l � pq � 1.Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïðèx ! �1 è çàìåíÿÿ ñóììèðîâàíèå èíòåãðèðîâàíèåì,ïîëó÷àåìS = 1 + (1� x)�3=2(Z�)2pq os��4 + q(1 + x)4 ��� J0 �q(1 + x)4 � : (8)

Âèäíî, ÷òî ïðè 1 + x � 1=q ïîïðàâêà ê �óíêöèè Sïðîïîðöèîíàëüíà 1=pq / pp=". Ïîýòîìó S î÷åíüìåäëåííî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè v ! 0. Äàæåïðè ñðàâíèòåëüíî íèçêèõ ýíåðãèÿõ òî÷íîå ïî Z� ñå�÷åíèå ðàññåÿíèÿ íàçàä ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îòd�B=d
.Ïðè x = �1 è ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ q òî÷íîåâûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè S (ñì. (4)) èìååò ïðîñòîéâèä: S = 4 ����� 1Xl=1 l exp(�i��) �(� � iq)�(� + 1 + iq) �����2 : (9)Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü �óíêöèè S îòv = p=" ïðè x = �1 è íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ Z.Íà ýòîì æå ðèñóíêå ïðèâåäåíà íèçêîýíåðãåòè÷åñêàÿàñèìïòîòèêà (8) ïðè x = �1:S = 1 +p2�3=2(Z�)3=2pv: (10)Âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññåÿíèÿ íàçàä òî÷íîå ïî Z� ñå�÷åíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò áîðíîâñêîãî äàæåïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ v, è ýòî ðàçëè÷èå óìåíüøàåòñÿî÷åíü ìåäëåííî (/ pv). Íà ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî òî÷íûé787 6*



À. È. Ìèëüøòåéí, È. Ñ. Òåðåõîâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004ðåçóëüòàò ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò àñèìïòîòè�êè ïðè v < 0:2.Êàê èçâåñòíî, ïðè v � 1 áîðíîâñêîå ñå÷åíèå ïå�ðåõîäèò â ðåçåð�îðäîâñêîå:d�Rd
 = � Z�mv2(1� x)�2 : (11)Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü îòíîøåíèå òî÷íîãî ñå÷åíèÿðàññåÿíèÿ ê ðåçåð�îðäîâñêîìó, S1 = d�=d�R. Íàðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü S1 îò q = Z�=v äëÿx = �1 è íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà Z�. Âèä�íî, ÷òî îòíîøåíèå ñå÷åíèé S1 ðàñòåò ïðè óìåíüøå�íèè ýíåðãèè, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ïîñëå ÷åãî ìåä�ëåííî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå (S1 � 1 / 1=pq / pv ).Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðè ðàññåÿíèèñ ïðèöåëüíûìè ïàðàìåòðàìè �, óäîâëåòâîðÿþùèìèñîîòíîøåíèþ Z�=mv� & 1, ÷àñòèöà íà ìèíèìàëü�íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò êóëîíîâñêîãî öåíòðà äîñòèãàåòñêîðîñòåé vmax � 1, è ðåëÿòèâèñòñêèå ý��åêòû ñòà�íîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Â ðåëÿòèâèñòñêîé êëàññè�÷åñêîé ìåõàíèêå ïðè � < (Z�)=mv (ïî-ïðåæíåìóðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé v � 1) ñóùåñòâóåò ÿâëåíèåïàäåíèÿ íà öåíòð. Êðîìå òîãî, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿíà óãëû, áëèçêèå ê �, ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì. Ïðè1 + x � v4=3 � 1 èç �îðìóë, ïðèâåäåííûõ â [7℄,íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî â ýòîé îáëàñòèd�ld
 = �Z�mv�2 � �2v4�1=3 16p2(1 + x) : (12)

Îäíàêî â êâàíòîâîì ñëó÷àå ïðè Z� � 1 è v ! 0ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íàçàä (ìàëûå �) ñòðåìèòñÿ êíåðåëÿòèâèñòñêîìó ïðåäåëó. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî äëÿ äàííîãî � âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòüóãëà ðàññåÿíèÿ �� � 1=mv�, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿïîðÿäêà åäèíèöû ïðè � . Z�=mv.Àâòîðû áëàãîäàðíû �. Í. Ëè è Â. Ì. Ñòðàõîâåí�êî çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è èíòåðåñ ê ðàáîòå. �à�áîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ(ãðàíò �03-02-16510).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. N. F. Mott, Pro. Roy. So. A 124, 426 (1929).2. H. �Uberall, Eletron Sattering From Complex Nulei,Aadem. Press, New York (1971).3. J. H. Bartlett and R. E. Watson, Pro. Amer. Aad.Arts Si 74, 53 (1940).4. J. A. Doggett and L. V. Spener, Phys. Rev. 103, 1597(1956).5. N. Sherman, Phys. Rev. 103, 1601 (1956).6. A. I. Milstein and V. M. Strakhovenko, Phys. Lett.A 90, 447 (1982).7. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Òåîðèÿ ïîëÿ, Íàóêà,Ìîñêâà (1973), ñ. 127.
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