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�ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈÅ ËÓ×ÅÉÂ ÑËÓ×ÀÉÍÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ Ñ�ÅÄÅÀ. À. Ñòàíèñëàâñêèé *�àäèîàñòðîíîìè÷åñêèé èíñòèòóò Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61002, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 îêòÿáðÿ 2003 ã.�àññìîòðåíî èíòåãðàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ëó÷åé ïî óãëàì âñðåäå ñî ñëó÷àéíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè, êîòîðûå ïîðîæäàþò çàõâàò ëó÷åé èç-çà ëîêàëèçàöèè âîëí â ñëó-÷àéíîì ìåñòå è â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà îòêëîíåíèÿëó÷à îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, îáîáùàþùèå ¾çàêîí òðåõ âòîðûõ¿.PACS: 42.25.Dd, 05.40.-aÔëóêòóàöèè íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó�÷åé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå � ÷àñòî âñòðå÷à�þùååñÿ ÿâëåíèå â ïðèðîäå. Ýòî è ñëó÷àéíàÿ ðå�ðàê�öèÿ ðàäèîâîëí â èîíîñ�åðå è ñîëíå÷íîé êîðîíå,è äðîæàíèå èçîáðàæåíèÿ çâåçä èç-çà àòìîñ�åðíûõíåîäíîðîäíîñòåé è äð. �àñïðîñòðàíåíèå ëó÷à (ñâå�òà, ðàäèîâîëí, çâóêà) â òàêèõ ñðåäàõ ìîæíî îïèñàòüêàê ïðîöåññ íîðìàëüíîé äè��óçèè [1, 2℄. Îäíèì èçíåîáû÷íûõ ñâîéñòâ, ïðåäñêàçàííûõ, à çàòåì îáíàðó�æåííûõ â íåðåãóëÿðíûõ ñðåäàõ, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçà�öèÿ Àíäåðñîíà [3℄. Îíà áëîêèðóåò íîðìàëüíóþ äè���óçèþ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí âíåðåãóëÿðíîé ñðåäå ëîêàëèçàöèÿ Àíäåðñîíà âîçíè�êàåò â ðåçóëüòàòå èíòåð�åðåíöèè âîëí ïðè ìíîãî�êðàòíîì ðàññåÿíèè [4℄. Ïðè ýòîì äâå âîëíû, ðàñ�ïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíè�ÿõ âäîëü çàìêíóòîãî ïóòè, âñòðå÷àþòñÿ â �àçå, ÷òîïðèâîäèò ê áîëåå âåðîÿòíîìó âîçâðàùåíèþ âîëíûâ èñõîäíóþ òî÷êó èçëó÷åíèÿ, ÷åì ðàñïðîñòðàíåíèåâîëí ïî äðóãèì íàïðàâëåíèÿì. Èçìåíåíèÿ ñâîéñòâñòàòèñòè÷åñêè-íåîäíîðîäíîé ñðåäû ïðîèñõîäÿò íåòîëüêî îò òî÷êè ê òî÷êè, íî è ñ òå÷åíèåì âðåìå�íè, ïîýòîìó ó ïðîöåññà ëîêàëèçàöèè âîëí ìîæåò ïî�ÿâèòüñÿ ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, ò. å. ëîêàëèçàöèÿ ïðî�èñõîäèò â ñëó÷àéíîì ìåñòå è â ñëó÷àéíûå ìîìåí�òû âðåìåíè. Òàêàÿ ¾ñëó÷àéíàÿ ëîêàëèçàöèÿ¿ ìåíÿåòïðîöåññ äè��óçèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷åé â íåðåãó�ëÿðíîé ñðåäå. Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðåäëàãàåì ïîäõîä*E-mail: alexstan�ira.kharkov.ua

ê îïèñàíèþ ýòîãî ý��åêòà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñðåäå íåò ñòàòèñòè÷åñêè âû�äåëåííûõ ïîëîæåíèé è íàïðàâëåíèé. Ýòî äîïóùåíèåïðèâîäèò ê ñëó÷àéíûì ïîâîðîòàì ëó÷à ïðè åãî ðàñ�ïðîñòðàíåíèè â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Èç-çà ëîêàëè�çàöèè ïðîèñõîäèò çàõâàò ëó÷à â íåêîòîðîé îáëàñòè.Ïîñêîëüêó ëó÷ â ýòîé îáëàñòè âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâî�íà÷àëüíóþ òî÷êó åãî çàõâàòà, òî äâèæåíèå ëó÷à êàêáû ¾çàìîðàæèâàåòñÿ¿ íà íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìå�íè. Çàòåì ëó÷ ïîêèäàåò ýòó îáëàñòü è ñî ñëó÷àéíûìïîâîðîòîì ïðîäîëæàåò äâèæåíèå â ñðåäå, ïîêà íå áó�äåò çàõâà÷åí äðóãîé îáëàñòüþ (òî÷êîé), ãäå ïðîöåññëîêàëèçàöèè ïîâòîðÿåòñÿ. Âñëåäñòâèå ñëó÷àéíûõ èç�âèëèí, îáóñëîâëåííûõ íåîäíîðîäíîñòÿìè ñðåäû, íà�áåãàåò èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñëó÷àéíàÿ ðå�ðàêöèÿ.Ïóñòü îòêëîíåíèå óãëà � ëó÷à îò ñâîåãî ïåðâî�íà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòè W�(�; �). Çäåñü íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåí�íàÿ � îïðåäåëÿåò ïóòü, êîòîðûé ïðîøåë ëó÷. Íàé�äåì èíòåãðàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿýòîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Â îòëè÷èå îò âðàùà�òåëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ íàø àíàëèç ðàñ�ñìàòðèâàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, êîòîðûå èìåþòñëó÷àéíûå îòðåçêè ��i ìåæäó ñêà÷êàìè ñëó÷àéíîãîîòêëîíåíèÿ óãëà ëó÷à, ��i. Òî÷íîå çíàíèå �óíêöèéðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íåîáÿ�çàòåëüíî. Äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñêà÷êè îò�êëîíåíèÿ óãëà ëó÷à ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îäèíà�êîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, êî�òîðûå íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íîðìàëüíî�805



À. À. Ñòàíèñëàâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004ãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñëó�÷àéíûå îòðåçêè ��i òîæå áóäóò íåçàâèñèìûìè èäåí�òè÷íî ðàñïðåäåëåííûìè âåëè÷èíàìè, íî ñ îáëàñòüþïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðè�çóåìîãî èíäåêñîì �. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè îò�ðåçêîâ ��i ïîñëåäíåå èç óïîìÿíóòûõ ðàñïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòè áóäåò ïîëíîñòüþ àñèììåòðè÷íûì, à èí�äåêñ � ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå 0 < � � 1.Íàïîìíèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîä÷èíÿþùàÿ�ñÿ òàêîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ f(x), îïè�ñûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà âèäà�(s) = 1Z0 exp(�sx) df(x) = expf�(Ax)�g;ãäå x � 0 äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé A > 0 [5℄. �åçóëü�òèðóþùèé ïóòü � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îòðåç�êîâ ��i. Îáå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ��i è ��i, ÿâëÿ�þòñÿ ìàðêîâñêèìè, îäíàêî ïåðâàÿ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâ�ëÿþùåé äëÿ âòîðîé. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðå�çóëüòèðóþùèé ïðîöåññ ñâîéñòâî ìàðêîâîñòè ìîæåòóòðàòèòü [6℄. Áëàãîäàðÿ ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäå�ëåíèþ, ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíûé ïðå�äåëüíûé ïåðåõîä îò äèñêðåòíîé ìîäåëè ê íåïðåðûâ�íîìó ïðåäåëó [7℄. Òîãäà óðàâíåíèå äè��óçèè ïðèíè�ìàåò âèäW�(�; �)�W�(�; 0) == �Z0 D�(�) sin � ��� �sin ��W�(�; �0)�� � (���0)��1 d�0;ãäå D � êîíñòàíòà äè��óçèè, à �(x) � ãàììà-�óíê-öèÿ. �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ÷å�ðåç èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ïëîòíîñòè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ âðàùàòåëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿñëåäóþùèì îáðàçîì:W�(�; �) = 1Z0 F�(z)W1(�; ��z) dz ;ãäå F�(z) = 1Xk=0 (�z)kk!�(1� �� k�) :Èç óðàâíåíèÿ äè��óçèè ñðàçó èìååì ñðåäíåå:
os � = E�(�2D��) ;ãäå E�(�x) = 1Xn=0 (�x)n�(1 + n�)

� �óíêöèÿ Ìèòòàã�Ëå��ëåðà. Ïðè áîëüøèõ � âñåíàïðàâëåíèÿ ëó÷à ñòàíîâÿòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè. Íîâ îòëè÷èå îò íîðìàëüíîé äè��óçèè (� = 1) äëÿäîñòèæåíèÿ òàêîé öåëè ëó÷ó íåîáõîäèìî ïðîéòèáîëüøèé ïóòü �. Ýòîò ðåçóëüòàò ÷åì-òî íàïîìèíà�åò ¾ñâåðõìåäëåííóþ ðåëàêñàöèþ¿.Ñëåäóÿ ìåòîäèêå, ïðåäñòàâëåííîé â ðàáîòå [8℄,íàéäåì ñðåäíèé êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ r ïî ïðÿìîé îòòî÷êè âõîäà ëó÷à äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, â êîòîðóþîí ïîïàäàåò, ïðîéäÿ ñëîæíûé ïóòü � â ñðåäå:r2 = ��D�(�+ 1) � 12D2 h1�E�(�2D��)i: (1)Ïðè ìàëûõ D� (D� � 1) âåëè÷èíà r2 ïðèíèìàåòâèä r2 � 2�2� � 1�(2�+ 1) � 2D���(3�+ 1)� : (2)Åñëè ñîâìåñòèòü îñü z ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäè�íàò ñ ïåðâîíà÷àëüíûì íàïðàâëåíèåì ëó÷à, òî ñðåä�íèé êâàäðàò ñìåùåíèÿ ëó÷à â íàïðàâëåíèè ýòîé îñèîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéz2 = 13D � ���(�+ 1) � 16D�1�E�(�6D��)�� : (3)Â ñëó÷àå ìàëûõ D� îí çàïèñûâàåòñÿ êàêz2 � 2�2� � 1�(2�+ 1) � 6D���(3�+ 1)� : (4)Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíå�íèÿ ëó÷à îò åãî ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Íàîñíîâàíèè (1) è (3) ïîëó÷àåì�2 = r2�z2 = 2��3D�(�+1)� 12D2 h1�E�(�2D��)i++ 118D2 h1�E�(�6D��)i: (5)Â ñëó÷àå ìàëûõ D� ìû ïðèõîäèì ê îáîáùåíèþ ¾çà�êîíà òðåõ âòîðûõ¿ [8℄:q�2 � 2p2p�(3�+ 1)D1=2�3�=2: (6)Èç �îðìóë (1), (3) è (5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷�íî áîëüøèõ � ñðåäíèå êâàäðàòû ñìåùåíèé ðàñòóòïðîïîðöèîíàëüíî ��. Ïðè � = 1 ìû ïðèõîäèì ê ñëó�÷àþ íîðìàëüíîé äè��óçèè, êîãäà ëîêàëèçàöèÿ âîëíîòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé ïîäõîäîõâàòûâàåò è êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, øèðîêî èç�âåñòíûå â ëèòåðàòóðå [1, 2℄ èç òåîðèè ðàñïðîñòðàíå�íèÿ ëó÷åé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå.806



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 �àñïðîñòðàíåíèå ëó÷åé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåÂ çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî çàìåòíûåýêñïåðèìåíòàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ¾çàêîíà òðåõ âòî�ðûõ¿ (âåðíåå ñêàçàòü, îò ñòåïåíè òðåõ âòîðûõ â ýòîìçàêîíå) áûëè îòìå÷åíû åùå â ñòàòüå [9℄. Îäíàêî îíèíå áûëè ïðèíÿòû âî âíèìàíèå, âîçìîæíî, èç-çà îò�ñóòñòâèÿ ïðèåìëåìîé èíòåðïðåòàöèè è áûëè îòíåñå�íû ê ñèñòåìàòè÷åñêèì îøèáêàì èçìåðåíèé. Â ñâå�òå ïîëó÷åííûõ â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ýòîò âî�ïðîñ ìîæåò áûòü ïåðåñìîòðåí. Òåì áîëåå íîâûå áî�ëåå òî÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ �ëóê�òóàöèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷åé â ïîäõîäÿùèõ ñëó�÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ áûëè áû âåñüìà ïîëåç�íû äëÿ ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîé çäåñü ìîäåëè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ñ. Ì. �ûòîâ, Ââåäåíèå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ðàäèî�è�çèêó, Íàóêà, Ìîñêâà (1966).
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