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o�ëàâíàÿ àñòðîíîìè÷åñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê196140, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 ìàÿ 2003 ã.Ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè è èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé ÷èñëàïðèìåñíûõ ÷àñòèö â ïðåíåáðåæåíèè ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé òðåáóþò âçàèìîñîãëàñîâàííîãî ðàññìîò-ðåíèÿ èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè �ðèíà è èåðàðõèè óðàâíåíèé òèïà Áåòå�Ñîëïèòåðà äëÿ èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé. Ýòè èåðàðõèè óðàâíåíèé ïîëó÷åíû âïëîòü äî øåñòîãî ïîðÿä-êà ïî êîððåëÿòîðàì òóðáóëåíòíîé ñêîðîñòè. Äàíû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ�ëóêòóàöèé ÷àñòèö è ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îáíàðóæåí ðÿä íîâûõ ý��åêòîâ, êîòîðûå ñóùåñòâåííî èçìåíÿ-þò òåìï ýâîëþöèè è íå ïîÿâëÿþòñÿ â ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè ñ ìàëûì âðåìåíåìêîððåëÿöèè.PACS: 05.60.-k, 47.11.+j, 47.40.-x, 47.27.-i1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄè��óçèÿ ïðèìåñíûõ (ïàññèâíûõ) ïîëåé (êîí�öåíòðàöèÿ ÷àñòèö, òåìïåðàòóðà, ìàãíèòíîå ïîëå) ÿâ�ëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå�íèé ïðîáëåì òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè. Óñëîâèå ïðè�ìåñíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî îáðàòíûì âîçäåéñòâèåì ïðè�ìåñíûõ ïîëåé íà òóðáóëåíòíîå äâèæåíèå îñíîâíîéæèäêîñòè èëè ãàçà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî óñëîâèåÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îãðàíè÷èâàþùèì â ñëó÷àå îïè�ñàíèÿ äè��óçèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òóðáóëåíòíîéïëàçìå, òàê êàê òóðáóëåíòíûå äâèæåíèÿ, âîîáùå ãî�âîðÿ, ìîãóò óñèëèâàòü êàê êðóïíîìàñøòàáíóþ, òàêè ìåëêîìàñøòàáíóþ êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Êîãäà ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, B2=8�, äîñòèãàåòóðîâíÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïëàçìû, %u2=2, íåîá�õîäèìî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà òóð�áóëåíòíîñòü.Â ðàáîòàõ [1, 2℄ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî �ëóêòóàöèèìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷ðåçâû÷àéíî áûñòðî óñèëèâàþòñÿäî çíà÷åíèé ýíåðãèè ñðàâíèìûõ ñ ýíåðãèåé òóðáó�ëåíòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàãíèòíîå ïîëå ïðàê�òè÷åñêè íèêîãäà íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèìåñ�íîå. Ýòè ðàáîòû �àêòè÷åñêè ïîâòîðÿþò äëÿ òðåõ�*E-mail: silant�inaoep.mx

ìåðíîãî ñëó÷àÿ èçâåñòíóþ îöåíêó ýíåðãèè �ëóêòóà-öèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ â äâóìåðíîé ñðåäå, äàííóþâ [3℄. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ýâîëþöèè ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ â òóðáóëåíòíîé ñðåäå [4�6℄ íå ïîäòâåðæäàþò ýòèîöåíêè. Â ñòàòüÿõ [7, 8℄ áûëè òùàòåëüíî ïðîàíàëèçè�ðîâàíû ðàáîòû [2; 3℄ è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèâåäåí�íûå â íèõ îöåíêè óðîâíÿ ýíåðãèè ìàãíèòíûõ �ëóê�òóàöèé ñèëüíî çàâûøåíû. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåòïðèçíàòü, ÷òî ïðè ýâîëþöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òóð�áóëåíòíîé ñðåäå (îñîáåííî â îòñóòñòâèå òóðáóëåíò�íîé ñïèðàëüíîñòè) ñóùåñòâóåò ïåðèîä, êîãäà ìàãíèò�íîå ïîëå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèìåñíûì. Áîëüøîå êîëè�÷åñòâî ðàáîò èññëåäóåò ýâîëþöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿèìåííî â ýòîì ïðèáëèæåíèè.Èñõîäíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äëÿêîíöåíòðàöèè n(r; t) ïðèìåñíûõ ÷àñòèö è ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ B(r; t) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè�n(r; t)�t �Dmr2n(r; t) = �div[u(r; t)n(r; t)℄ (1)è óðàâíåíèå èíäóêöèè�B(r; t)�t �Dmr2B(r; t) = r� [u(r; t)�B(r; t)℄ : (2)Çäåñü u(r; t) � ïîëå òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé, ñòà-òèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî ñ÷èòàþòñÿ çàäàííû�ìè, Dm � ìîëåêóëÿðíûé êîý��èöèåíò äè��óçèè831



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004(äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ Dm = 
2=4��, ãäå � � ïðîâî�äèìîñòü ïëàçìû, 
 � 
êîðîñòü ñâåòà).Ïðîáëåìà òóðáóëåíòíîé äè��óçèè ñâîäèòñÿ âîñíîâíîì ê íàõîæäåíèþ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõýâîëþöèþ ñðåäíèõ ïîëåé hni, hBi, à òàêæå óðàâ�íåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàçâèòèå êâàäðàòè÷íûõ âåëè�÷èí:V (r; t; r0; t0) = hn(r; t)n(r0; t0)i �� hn(1)ihn(2)i + hn0(1)n0(2)i; (3)Hij(r; t; r0; t0) = hBi(r; t)Bj(r0; t0)i �� hBi(1)ihBj(2)i+ hB0i(1)B0j(2)i: (4)Êàê îáû÷íî, ïðåäñòàâëÿåì âñå âåëè÷èíû â âèäåñóììû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è �ëóêòóàöèîííîé ÷àñòè:n = hni + n0, B = hBi +B0, ãäå hn0i = 0 è hB0i = 0.Ïóñòü òóðáóëåíòíûå äâèæåíèÿ èìåþò õàðàêòåðíóþñêîðîñòü u0 (u20 = hu2(r; t)i; hui = 0), õàðàêòåð�íûå ìàñøòàá R0 è âðåìÿ �0 äâóõòî÷å÷íûõ êîððå�ëÿöèé. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [9℄), ïðåäïî�ëîæåíèå î òîì, ÷òî ñðåäíèå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàä�êèìè íà õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáàõ R0 è âðåìåíàõ �0(èëè t0 = R0=u0), ïðèâîäèò ê äè��óçèîííûì óðàâ�íåíèÿì äëÿ ýòèõ ïîëåé ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèèDm+DT , ãäåDT � êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé äè���óçèè, êîòîðûé îáû÷íî ìíîãî áîëüøå êîý��èöèåí�òà ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè, DT � Dm. Òàêèì îá�ðàçîì, ïåðâàÿ ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êî�ý��èöèåíòà DT .Äëÿ ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè â íåîãðàíè÷åííîéñðåäå, êîòîðîé ìû äàëåå îãðàíè÷èìñÿ, èìåþòñÿ òî÷�íûå �îðìóëû äëÿ DT êàê â ëàãðàíæåâîì [10, 11℄,òàê è â ýéëåðîâîì [9, 12℄ ïðåäñòàâëåíèÿõ. C ïðàê�òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðåäïî÷òèòåëüíû âû÷èñëå�íèÿ â ýéëåðîâîì ïðåäñòàâëåíèè, êîòîðîå äàëåå è áó�äåò èñïîëüçîâàòüñÿ. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè òî÷íîåçíà÷åíèå DT ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîé�óíêöèè �ðèíà G(r; t; r0; t0) � G(1; 2) óðàâíåíèé (1)è (2) è ñ åå äàëüíåéøèì ñòàòèñòè÷åñêèì óñðåäíåíè�åì ñ êîìïîíåíòàìè ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r; t).Çäåñü è äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü óäîáíûå ñâîåéêðàòêîñòüþ îáîçíà÷åíèÿ:f(1) = f(r1; t1); f(1� 2) = f(r1 � r2; t1 � t2);dm = drmdtm; dm = drm; R = r1 � r2;� = t1 � t2; : : :Íàõîæäåíèå è ðåøåíèå óðàâíåíèé, îïèñûâàþ�ùèõ ýâîëþöèþ êîððåëÿòîðîâ (3) è (4), â ñëó÷àå

òóðáóëåíòíîé ñðåäû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì íà�õîæäåíèå ñðåäíèõ ïîëåé hni è hBi. Ïðåæäå âñåãî,êàê ìû óâèäèì äàëåå, äëÿ êîððåëÿòîðîâ (3) è (4)íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü â ïîëíîé ìåðå äè��óçèîííîåïðèáëèæåíèå, ò. å. íåîáõîäèìî ðåøàòü ñëîæíûå èí�òåãðàëüíûå (èëè èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûå) óðàâ�íåíèÿ òèïà Áåòå�Ñîëïèòåðà (ñì., íàïðèìåð, [13, 14℄).�àçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå �îðìû ýòîãî óðàâíåíèÿáûëè ïðåäëîæåíû è èçó÷åíû â ðàáîòàõ [15�17℄. Îñî�áåííîñòüþ ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èíòåí�ñèâíîñòü �ëóêòóàöèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ÷ëåíîâ îäíîãî ïîðÿäêà ïî âåëè÷èíå. Ñ äðóãîé ñòîðî�íû, èç óðàâíåíèé (1) è (2) äëÿ îäíîðîäíîãî àíñàìá�ëÿ òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäó�þò âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ:ddt hn2(r; t)i == �2Dmh(rn(r; t))2i � hn2(r; t)divu(r; t)i; (5)ddt hA �Bi = �2DmhB � (r�B)i: (6)Ôîðìóëà (5) îçíà÷àåò, ÷òî â íåñæèìàåìîé îä�íîðîäíîé òóðáóëåíòíîé ñðåäå (divu = 0) ñðåäíååçíà÷åíèå êâàäðàòà êîíöåíòðàöèè ïðèìåñíûõ ÷àñòèöâ êàêîé-ëèáî �èêñèðîâàííîé òî÷êå ñðåäû óìåíü�øàåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè. Âïðåíåáðåæåíèè ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé âåëè÷èíàhn2(r; t)i ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîýòîìó âûðàæåíèÿ (5) è (6)áóäåì íàçûâàòü çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ. Âûðàæåíèå(6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè A �B â èäåàëüíî ïðîâîäÿ�ùåé (� ! 1; Dm ! 0) îäíîðîäíîé ïëàçìå (ñì., íà�ïðèìåð, [18, 19℄). Íàïîìíèì, ÷òî A � âåêòîðíûé ïî�òåíöèàë, B = r�A.Ïðè ïîëó÷åíèè ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿhn(1)n(2)i è hBi(1)Bj(2)i íåîáõîäèìî äîáèâàòüñÿ,÷òîáû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (5) è (6) îáÿçàòåëüíîâûïîëíÿëèñü, ò. å. ÷òîáû óêàçàííàÿ âûøå ðàçíîñòüäâóõ ÷ëåíîâ îäíîãî ïîðÿäêà ïî âåëè÷èíå èíòåãðàëü�íî îáðàùàëàñü áû â íóëü. Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòî èñ�ïîëüçóåìîì ïðèáëèæåíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ñ ìàëûìâðåìåíåì êîððåëÿöèè (hui(1)uj(2)i / Æ(t1 � t2)) çà�êîíû ñîõðàíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, òàêêàê ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíî, î÷åâèäíîå âñèëó îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâî ëþáîé �óíêöèè �ðèíà:G(R; 0) = Æ(R). Â ðàáîòå [20℄ è ðÿäå äðóãèõ ñäå�ëàíà ïîïûòêà îïèñàòü ýâîëþöèþ �ëóêòóàöèé ìàã�íèòíîãî ïîëÿ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé, êîòîðîå íå ÿâëÿ�åòñÿ Æ(�)-êîððåëèðîâàííûì. Îäíàêî ïîëó÷åííîå òàìóðàâíåíèå òèïà Áåòå�Ñîëïèòåðà íå îáåñïå÷èâàåò âû�832



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèèïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (6). Ïîýòîìó ïîëó÷åí�íûå â ýòèõ ðàáîòàõ ðåçóëüòàòû, ïî-âèäèìîìó, ñëå�äóåò ñ÷èòàòü íåâåðíûìè, ïî ìåíüøåé ìåðå â ÷èñòîêîëè÷åñòâåííîì ñìûñëå.Èç ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1) è (2)ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ hni è hBi ñâÿçàíû ñ�ëóêòóàöèÿìè n0 è B0, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó ïîïûò�êà íàïèñàòü îòäåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ óñðåäíåííîé�óíêöèè �ðèíà hG(1; 2)i óðàâíåíèé (1) è (2) ïðè�âîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâ�íåíèé äëÿ hGi. Ñèòóàöèÿ çäåñü ïîëíîñòüþ ïîäîáíàèçâåñòíîé ïðîáëåìå çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé â òåîðèèòóðáóëåíòíîñòè.Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæå�íèå î ãàóññîâîì àíñàìáëå òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé,êîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå íå÷åòíîãî ÷èñëà êîìïî�íåíò ñêîðîñòè u ðàâíî íóëþ, à ñðåäíåå îò ÷åòíî�ãî ÷èñëà êîìïîíåíò ðàâíî ñóììå ÷ëåíîâ ñî âñå�âîçìîæíûìè ïàðíûìè êîððåëÿòîðàìè. Â ýòîì ñëó�÷àå äëÿ hG(1; 2)i ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèå Äàé�ñîíà [13℄. Ôîðìàëüíî ýòî ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå, ÿäðî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé áåñêî�íå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ, îïèñûâàþùèõ ýëåìåíòàðíûåâçàèìîäåéñòâèÿ òóðáóëåíòíîé ñðåäû ñ ïðèìåñíûìïîëåì (òàê íàçûâàåìûå ñâÿçíûå, èëè íåïðèâîäè�ìûå âçàèìîäåéñòâèÿ). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ãàóññîâñêî�ãî àíñàìáëÿ ëåãêî íàïèñàòü ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå òèïà Áåòå�Ñîëïèòåðà äëÿ ñðåäíåãî çíà÷å�íèÿ hG(1; 3)G(2; 4)i, ÿäðî êîòîðîãî òàêæå ÿâëÿåòñÿñóììîé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ, îïèñûâàþùèõíåïðèâîäèìûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Îñòàâëÿÿ â ÿäðàõýòèõ óðàâíåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàþùååñÿ÷èñëî ÷ëåíîâ, ïîëó÷àåì èåðàðõèþ ëèíåéíûõ óðàâíå�íèé äëÿ hG(1; 2)i è hG(1; 3)G(2; 4)i. Îäíàêî ý��åê�òèâíîñòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ hG(1; 2)i íå î÷åíüâûñîêàÿ. Òàê, ó÷åò ïåðâîãî ÷ëåíà â ÿäðå (ïðèáëèæå�íèå Áóððå [15℄) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü DT ëèøü äëÿïàðàìåòðà �0 = u0�0=R0 � 1. Ýòî ñëåäóåò óæå èçòîãî �àêòà, ÷òî â äè��óçèîííîì ïðåäåëå (áîëüøèåâðåìåíà è ðàññòîÿíèÿ) �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿÁóððå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé �óíêöèåé �ðèíà óðàâíå�íèÿ äè��óçèè ñ êîý��èöèåíòîì òóðáóëåíòíîé äè���óçèè DT = u20�0=3, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â îáùåéòåîðèè [9, 12℄ êàê ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî ïàðà�ìåòðó �0.Áîëåå ý��åêòèâíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ DT ðàñ�ñìàòðèâàòü èåðàðõèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéäëÿ hG(1; 2)i. Òàê, óæå ïåðâîå óðàâíåíèå èåðàð�õèè (dire
t intera
tion approximation equation,DIA-equation, [16℄), ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíî�ñòüþ, ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü DT � D(0)T äëÿ ëþáûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðà �0. Ó÷åò ñëåäóþùåãî ÷ëåíà

èåðàðõèè, âêëþ÷àþùåãî íåïðèâîäèìûå âçàèìî�äåéñòâèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïî ñêîðîñòè, ïîêàçàë,÷òî ïîïðàâêà ê DT (îáîçíà÷èì åå D(1)T ) îòðèöà�òåëüíà è ìîíîòîííî ðàñòåò îò íóëÿ ïðè �0 = 0äî çíà÷åíèÿ, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîãî 0:1D(0)T ïðè�0 ! 1 [21℄. Òàêèì îáðàçîì, óæå ðåøåíèå ïåðâûõäâóõ óðàâíåíèé èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéäëÿ hG(1; 2)i ïîçâîëÿåò ïðàêòè÷åñêè òî÷íî âû�÷èñëèòü êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé äè��óçèèDT = D(0)T +D(1)T .Íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ãîðàç�äî áîëüøåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ àêòîâ âçàèìîäåé�ñòâèÿ òóðáóëåíòíîé ñðåäû ñ ïðèìåñüþ, ÷åì ñîîò�âåòñòâóþùèå ÷ëåíû èåðàðõèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÄàéñîíà. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,÷òî ïðè �0 � 1 èçìåíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïî�âåäåíèå ñðåäíåé �óíêöèè �ðèíà ïî ñðàâíåíèþ ñ�óíêöèåé �ðèíà óðàâíåíèÿ Áóððå (áîëåå ïîäðîá�íî ñì. íèæå). Èìåííî ïîýòîìó íåëèíåéíûå óðàâ�íåíèÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü DT ïðè áîëüøèõ çíà�÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �0. Îäíàêî, ïîñêîëüêó êîý��è�öèåíò òóðáóëåíòíîé äè��óçèè DT îïðåäåëÿåòñÿ âîñíîâíîì êðóïíîìàñøòàáíûìè òóðáóëåíòíûìè äâè�æåíèÿìè, îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, íàñêîëüêî õî�ðîøî ïåðâûå ÷ëåíû èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíå�íèé îïèñûâàþò ìåëêîìàñøòàáíóþ äè��óçèþ. �ÿäïðèáëèæåíèé äëÿ êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè���óçèè DT = D(0)T + D(1)T + � � � äàæå ïðè èñïîëüçî�âàíèè èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ �óíê�öèè �ðèíà hG(1; 2)i ÿâëÿåòñÿ ëèøü àñèìïòîòè÷åñêèñõîäÿùèìñÿ, òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âçàèìîäåé�ñòâèé, ó÷èòûâàåìûõ â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå�íèÿõ, ðàñòåò ÷ðåçâû÷àéíî áûñòðî (íàïîìíèì, ÷òîäëÿ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àÿ â n-ì ïðèáëèæåíèè ñóùå�ñòâóåò (2n � 1)!! ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ). Õîòÿ íåëèíåé�íîñòü íåñêîëüêî ñîêðàùàåò ýòî ÷èñëî (ñì. íèæå),ýòî, ïî-âèäèìîìó, ïðèâîäèò òîëüêî ëèøü ê óëó÷øå�íèþ àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.Â îòëè÷èå îò èåðàðõèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Äàé�ñîíà, èåðàðõèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåòè äëÿ íåãàóññîâñêîãî àíñàìáëÿ ïîëÿ òóðáóëåíòíûõñêîðîñòåé. Ýòî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ èñ�ñëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íåãàóññîâîñòè àíñàìáëÿ ñêîðî�ñòåé íà ïîâåäåíèå ñðåäíåé �óíêöèè �ðèíà, â ÷àñòíî�ñòè, íà âåëè÷èíó êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè���óçèè. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâåäåì âûâîä ýòîéèåðàðõèè óðàâíåíèé. Èçâåñòíî [22℄, ÷òî ðåàëüíàÿòóðáóëåíòíîñòü ìîæåò áûòü è íåãàóññîâñêîé. Âòî�ðàÿ îñîáåííîñòü èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé �ñîêðàùàåòñÿ ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ âçàèìîäåéñòâèéâ ÿäðàõ óðàâíåíèé. Òàê, äëÿ êîððåëÿòîðîâ ÷åòâåð�òîãî ïîðÿäêà âìåñòî äâóõ íåïðèâîäèìûõ âûðàæå�9 ÆÝÒÔ, âûï. 4 833



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004íèé, ó÷èòûâàåìûõ â óðàâíåíèè Äàéñîíà, â èåðàðõèèíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí. Äëÿêîððåëÿòîðîâ øåñòîãî ïîðÿäêà âìåñòî äåâÿòè ÷ëå�íîâ îñòàþòñÿ òîëüêî ÷åòûðå è ò. ä.Ýâîëþöèÿ �ëóêòóàöèé hn0(1)n0(2)i èhB0i(1)B0j(2)i îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåìhG0(1; 3)G0(2; 4)i �ëóêòóàöèîííûõ ÷àñòåé �óíê�öèè �ðèíà. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ(5) è (6) îòíîñÿòñÿ ê âåëè÷èíàì hn2(1)i == hn(1)ihn(1)i + hn0(1)n0(1)i è hBi(1)Bj(1)i, óäîáíîðàññìàòðèâàòü êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè V (1; 2)è Hij(1; 2) (ñì. (3) è (4)). Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ hniè hBi óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äè��óçèè èñðàâíèòåëüíî áûñòðî çàòóõàþò ñ õàðàêòåðíûìâðåìåíåì t� � R20=12DT . Ïðè t � t� êîððåëÿòîðûV (1; 2) è Hij(1; 2) �àêòè÷åñêè îïèñûâàþò òîëüêî�ëóêòóàöèè hn0(1)n0(2)i è hB0i(1)B0j(2)i.Ïðè ïîëó÷åíèè èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�íåíèé äëÿ V (1; 2) è Hij(1; 2) (äëÿ ãàóññîâñêîãî àí�ñàìáëÿ ýòî áóäåò èåðàðõèÿ óðàâíåíèé òèïà Áå�òå�Ñîëïèòåðà) ìû âûÿñíèì, ÷òî çàêîíàì ñîõðàíå�íèÿ (5) è (6) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, òîëüêî åñëè ñðåä�íÿÿ �óíêöèÿ �ðèíà hG(1; 2)i � G0(1; 2) óäîâëåòâî�ðÿåò èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âûâîä êîòî�ðîé áóäåò äàí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ýòî îçíà÷àåò,â ÷àñòíîñòè, ÷òî øèðîêî èñïîëüçóåìîå ïðèáëèæåí�íîå óðàâíåíèå Áóððå äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè �ðèíà,ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì, íåïðèãîäíî äëÿîïèñàíèÿ ýâîëþöèè èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé, òàêêàê ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (5)è (6).Ïðè ýòîì ñàìûå ïðîñòûå óðàâíåíèÿ äëÿ V (1; 2) èHij(1; 2), ó÷èòûâàþùèå òîëüêî ëåñòíè÷íûå äèàãðàì�ìû äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñè ñ òóðáóëåíòíîñòüþ,îáÿçàòåëüíî òðåáóþò, ÷òîáû �óíêöèÿ hG(1; 2)i óäî�âëåòâîðÿëà ñàìîìó ïåðâîìó óðàâíåíèþ èåðàðõèèíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ò. å. óðàâíåíèþ ñ êâàäðàòè÷�íîé íåëèíåéíîñòüþ (DIA-óðàâíåíèþ). Ó÷åò ñëåäóþ�ùèõ âçàèìîäåéñòâèé, îïèñûâàåìûõ íåïðèâîäèìûìêîððåëÿòîðîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïî ñêîðîñòè u(r; t),òðåáóåò, ÷òîáû �óíêöèÿ hG(1; 2)i óäîâëåòâîðÿëà ñëå�äóþùåìó óðàâíåíèþ èåðàðõèè, âêëþ÷àþùåìó êîð�ðåëÿòîðû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì,çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (5) è (6) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, åñ�ëè óðàâíåíèÿ èåðàðõèè äëÿ V (1; 2) è Hij(1; 2) áó�äóò ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíè�ÿìè èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ hG(1; 2)i.Íà âîçìîæíîñòü íàðóøåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðèíàïèñàíèè óðàâíåíèé Áåòå�Ñîëïèòåðà óêàçûâàëîñüè ðàíåå (ñì. [23℄ è ññûëêè òàì), îäíàêî âûâîä ïðà�âèëüíûõ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿV (1; 2) è Hij(1; 2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (5) è

(6), ïðîâîäèòñÿ âïåðâûå â äàííîé ðàáîòå.Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ñòàòüè ñëåäóþùåå. Ñíà�÷àëà ìû âûâåäåì èç îñíîâíûõ óðàâíåíèé (1) è (2)èåðàðõèþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíåé �óíê�öèè �ðèíà hG(1; 2)i, à òàêæå âñå óñëîæíÿþùèåñÿ âû�ðàæåíèÿ äëÿ �ëóêòóàöèîííîé ÷àñòè G0(1; 2) �óíê�öèè �ðèíà. �åçóëüòàòû çäåñü ÷àñòè÷íî ñîâïàäàþò ñðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [12℄, íî ïîëó÷åíû äðóãèì ñïî�ñîáîì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëó÷àåìàÿ èåðàðõèÿ óðàâ�íåíèé íå ñâÿçàíà ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ãàóññîâñêîìâèäå àíñàìáëÿ ïîëÿ òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé. Äà�ëåå ìû ïîëó÷èì ïðàâèëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîððå�ëÿòîðîâ V (1; 2) è Hij(1; 2) âïëîòü äî ó÷åòà íåïðèâî�äèìûõ êîððåëÿòîðîâ ñêîðîñòè øåñòîé ñòåïåíè. Çà�òåì ìû âûïèøåì â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèÿ, îïèñûâà�þùèå ñïåêòðû �ëóêòóàöèé, è ïðèâåäåì íåêîòîðûåàñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí hn2(r; t)iè hB2(r; t)i äëÿ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè êàê ñ êîíå÷�íûì, òàê è ñ ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè, ïðè÷åìïîñëåäíÿÿ ââèäó åå ñðàâíèòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîéïðîñòîòû äî ñèõ ïîð (ñì., íàïðèìåð, [24℄) øèðîêîèñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïåðåíîñà ïðè�ìåñíûõ ïîëåé òóðáóëåíòíîñòüþ. Ñðàâíåíèå ýòèõ âû�ðàæåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèáëèæåíèå ñ ìàëûì âðå�ìåíåì êîððåëÿöèè ïðèãîäíî òîëüêî äëÿ òóðáóëåíò�íîñòè ñ �0 � 1 è ñèëüíî çàâûøàåò ñêîðîñòü ðîñòà èí�òåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé êàê ñêàëÿðíûõ ïðèìåñåé,òàê è ìàãíèòíîãî ïîëÿ.2. HÅËÈÍÅÉÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËßÔÓÍÊÖÈÈ ��ÈÍÀÓðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà G(1; 2) èñõîäíûõóðàâíåíèé (1) è (2) èìååò îáùóþ �îðìó:� ��t1 �Dmr21�G(1; 2) � L0(1)G(1; 2) == L(1)G(1; 2) + IÆ(R)Æ(�); (7)ãäå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) âåëè÷èíà L(1)G(1; 2) == �div[u(1)G(1; 2)℄, à äëÿ óðàâíåíèÿ (2) �óíêöèÿ�ðèíà è îïåðàòîð L(1) ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè:Lik(1)Gkj(1; 2) = [r(1)k ui(1)� Æikr(1)t ut(1)℄Gkj (1; 2):Íàïîìíèì, ÷òî R = r1 � r2, � = t1 � t2 è ïî ïî�âòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå; I �åäèíè÷íûé òåíçîð (Iij = Æij). Ôóíêöèè �ðèíà ðàâ�íû íóëþ äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé � , ò. å. ìîãóòáûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå G(1; 2) � �(�)g(1; 2), ãäå�(�) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà (�(�) = 0äëÿ � < 0 è �(�) = 1 äëÿ � > 0).834



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèèÈñïîëüçóÿ �óíêöèþ �ðèíà ëåâîé ÷àñòè óðàâíå�íèÿ((7),Gm(1� 2) = �(�)(4�Dm�)�3=2 exp(�R2=4Dm�);ìîæíî íàïèñàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿG(1; 2):G(1; 2) = Gm(1�2)+Z d3Gm(1�3)L(3)G(3; 2): (8)Äàëåå áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ãðà�è÷åñêèåîáîçíà÷åíèÿ. Ýòî ñîêðàòèò íàïèñàíèå äîâîëüíî ãðî�ìîçäêèõ �îðìóë è óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, èç ãðà��è÷åñêèõ îáîçíà÷åíèé áîëåå ÿñíî âèäíà ñèììåòðèÿâûðàæåíèé. Îáîçíà÷èìG(1; 2) = ��; Gm(1� 2) = ���;L(1) = Æ; hG(1; 2)i � G0(1; 2) = �j�;�� = �j� + ��0 :Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå (8) èìååò âèä�� = ��� + ���Æ�� : (9)Ñðàâíèâàÿ (8) ñ (9), âèäèì, ÷òî ïî êîîðäèíàòàìîïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ (êðóæî÷êè) ïðîâîäèòñÿèíòåãðèðîâàíèå; �èêñèðîâàííûìè îñòàþòñÿ íàðóæ�íûå êîîðäèíàòû 1 è 2. Èòåðàöèè óðàâíåíèÿ (9) ïðè�âîäÿò ê ðÿäó�� = ��� + ���Æ��� + ���Æ���Æ��� + � � � (10)Óñðåäíåíèå ýòîãî ðÿäà ïî àíñàìáëþ ñòîõàñòè÷åñêèõñêîðîñòåé u(r; t) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì�j� = ��� + ���hÆ��i �� ��� + ���hÆ��Æi��� : (11)Çäåñü ìû ïðèíÿëè, ÷òî ñðåäà êàê öåëîå ïîêîèòñÿ,ò. å. hui = 0. Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì L íà ðÿä (10),ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ���Æ�� = ��Æ��� = �� � ��� : (12)Óñðåäíÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ è èñïîëüçóÿ (11), ïîëó÷à�åì ���hÆ��i = h��Æi��� = ���hÆ��Æi��� : (13)Èñïîëüçóÿ (11) è (12), ïîëó÷èì äâà âûðàæå�íèÿ äëÿ �ëóêòóàöèîííîé ÷àñòè �óíêöèè �ðèíàG0(1; 2) = ��0 = �� � �j�:��0 = ���Æ�� � ���hÆ��Æi���;��0 = ��Æ��� � ���hÆ��Æi��� : (14)

Èç îáåèõ ýòèõ �îðìóë óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü ìîëå�êóëÿðíóþ �óíêöèþ �ðèíà Gm(1�2). Â ïåðâîé �îð�ìóëå âìåñòî Gm = ��� â íàðóæíîé ÷àñòè âòîðîãî÷ëåíà íàäî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå��� = �� � ���Æ��;âûòåêàþùåå èç (12). Âî âòîðîé �îðìóëå âìåñòî ���âî âíóòðåííåé ÷àñòè âòîðîãî ÷ëåíà ïîäñòàâëÿåì��� = �� � ��Æ��� :Â ïîëó÷àþùèõñÿ âûðàæåíèÿõ ñëåäóåò ñíîâà èñïîëü�çîâàòü �îðìóëû (11) è (13). Â èòîãå ïîëó÷àåì äâàýêâèâàëåíòíûõ âûðàæåíèÿ:��0 = �j�Æ�� � h��Æi��;��0 = ��Æ�j� � ��hÆ��i: (15)Ïðèáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì �îðìóë (15) ñðåäíþþ�óíêöèþ �ðèíà G0(1; 2), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûåýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëíîé �óíêöèè �ðè�íà, ãäå �îðìàëüíî îòñóòñòâóåò ìîëåêóëÿðíàÿ �óíê�öèÿ �ðèíà Gm:�� = �j� + �j�Æ�� � h��Æi��;�� = �j� + ��Æ�j� � ��hÆ��i: (16)Âûðàæåíèÿ (15) è (16) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìèäëÿ ïîëó÷åíèÿ èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿhG(1; 2)i � G0(1; 2). Âûïèøåì óðàâíåíèÿ (16) â ÿâ�íîì âèäå:G(1; 2) = G0(1; 2) ++ Z d3[G0(1; 3)L(3)� hG(1; 3)L(3)i℄G(3; 2);G(1; 2) = G0(1; 2) ++ Z d3G(1; 3)[L(3)G0(3; 2)� hL(3)G(3; 2)i℄: (17)Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî hG0(1; 2)i = 0. Äëÿ ýòîãî,ñîãëàñíî (15), íàäî ïîêàçàòü, ÷òî�j�hÆ��i = h��Æi�j� : (18)Ïîäñòàâëÿÿ (11) â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè âûðàæåíèÿ(18), à çàòåì èñïîëüçóÿ (13), ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæå�íèå (18) äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (15)�(18) âû�ïîëíÿþòñÿ òàêæå è äëÿ ñëó÷àÿ hu(r; t)i 6= 0. Ïðîöåññâûâîäà ýòèõ âûðàæåíèé â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþàíàëîãè÷åí ïðèâåäåííîìó âûøå ñëó÷àþ hui = 0, ãäåâ ñèëó îäíîðîäíîñòè è ñòàöèîíàðíîñòè òóðáóëåíòíî�ñòè ìîæíî ñ÷èòàòü G0(1; 2) � G0(1� 2).835 9*



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ �ðèíà G(1; 2) â âèäå ðÿäàïî ñòåïåíÿì îïåðàòîðà L:G(1; 2) = G0(1�2)+G(1)(1; 2)+G(2)(1; 2)+ � � � (19)Èç óðàâíåíèé (17) ñëåäóåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå�íèåG(n)(1; 2) = Z d3[G(n�1)(1; 3)L(3)G0(3� 2)�� nXk=2G(n�k)(1; 3)hL(3)G(k�1)(3; 2)i℄: (20)Âûðàæåíèÿ äëÿ G(n)(1; 2) ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöè�ÿìè �ëóêòóàöèîííîé ÷àñòè �óíêöèè �ðèíà, ñîäåð�æàùèìè n îïåðàòîðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ L. Èñïîëüçóÿ(18), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî hG(n)(1; 2)i = 0. Ïðèâåäåìÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðÿäà ïåðâûõ ÷ëåíîâ G(n) âãðà�è÷åñêîì âèäå äëÿ ñëó÷àÿ hui = 0, êîòîðûì äà�ëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ:G(1)(1; 2) = �j�Æ�j�; (21)G(2)(1; 2) = �j�Æ�j�Æ�j� � �j�hÆ�j�Æi�j�; (22)G(3)(1; 2) = �j�Æ�j�Æ�j�Æ�j� �� �j�hÆ�j�Æ�j�Æi�j� �� �j�hÆ�j�Æi�j�Æ�j� � �j�Æ�j�hÆ�j�Æi�j� : (23)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (21) â ïåðâóþ èç �îðìóë(11), ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé�óíêöèè �ðèíà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ:�j� = ��� + ���hÆ�j�Æi�j� : (24)Ýòî óðàâíåíèå íîñèò íàçâàíèå DIA-óðàâíåíèÿ, èëèóðàâíåíèÿ Êðàé÷íàíà [16, 25℄. Àíàëîãè÷íî, ïîäñòà�íîâêà ñóììû âûðàæåíèé (21) è (22) â (11) ïðèâîäèòê óðàâíåíèþ ñ íåëèíåéíîñòüþ òðåòüåé ñòåïåíè:�j� = ��� + ���hÆ�j�Æi�j� ++���hÆ�j�Æ�j�Æi�j� : (25)Äëÿ ãàóññîâñêîãî àíñàìáëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé òðåõòî�÷å÷íûé êîððåëÿòîð â (25) ðàâåí íóëþ è óðàâíåíèå(25) ñîâïàäàåò ñ (24). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (25)ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èç èåðàðõèè íåëèíåéíûõ óðàâíå�íèé, ó÷èòûâàþùèì íåãàóññîâñêèé õàðàêòåð ðåàëü�íîé òóðáóëåíòíîñòè.Ïîäñòàíîâêà G0(1; 2) = G(1) + G(2) + G(3) â (11)ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ èåðàðõèè:�j� = ��� + ���hÆ�j�Æi�j� + ���hÆ�j�Æ�j�Æi�j� ++ ���hÆ�j�Æ�j�Æ�j�Æi�j� � ���hÆ�j�Æi�j�hÆ�j�Æi�j� �� ���hÆ�j�hÆ�j�Æi�j�Æi�j� : (26)

Ïðåäïîñëåäíèé ÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ � íåñâÿçíûé.Ñëåäóþùåå óðàâíåíèå èåðàðõèè ñ ó÷åòîì êîððåëÿ�òîðîâ øåñòîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò åùå áîëüøå íåñâÿç�íûõ ÷ëåíîâ. Èç ñåìíàäöàòè ÷ëåíîâ øåñòîãî ïîðÿäêàñåìü � íåñâÿçíûå. Òàêèì îáðàçîì, íàøà èåðàðõèÿíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåãàóññîâñêîãî àíñàìá�ëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r; t) íå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûìóðàâíåíèåì Äàéñîíà, òàê êàê ñîäåðæèò íåñâÿçíûå÷ëåíû. Îäíàêî ïðè ïåðåõîäå ê ãàóññîâñêîìó àíñàì�áëþ âñå íåñâÿçíûå (ïðèâîäèìûå) ÷ëåíû ñîêðàùàþò�ñÿ è óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â íåëèíåéíûé àíàëîãèåðàðõèè óðàâíåíèé Äàéñîíà.Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì L0(1) (ñì. (7)) íà óðàâíå�íèå (26), ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå èíòåãðîäè��åðåíöè�àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ G0(1� 2):L0(1)G0(1� 2) � � ��� �Dmr2�G0(R; �) == IÆ(R)Æ(�) + hÆ�j�Æi�j� ++ hÆ�j�Æ�j�Æi�j� + hÆ�j�Æ�j�Æ�j�Æi�j� �� hÆ�j�Æi�j�hÆ�j�Æi�j� � hÆ�j�hÆ�j�Æi�j�Æi�j� : (27)Äëÿ ãàóññîâñêîãî àíñàìáëÿ ñêîðîñòåé ýòî óðàâíå�íèå ñèëüíî óïðîùàåòñÿ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìû ó÷òåìòàêæå êîððåëÿòîðû øåñòîãî ïîðÿäêà:� ��� �Dmr2�G0(R; �) = IÆ(R)Æ(�) ++ hÆ�j�Æi�j� + z }| {Æ�j�hÆ�j�Æ�j�Æi�j� ++ hÆ�j� z }| {Æ�j�Æi�j�hÆ�j�Æ�j�Æi�j� ++ hÆ�j�z }| {Æ�j�hhÆ�j�Æi�j�Æ�j�Æii�j� ++ z }| {Æ�j�hÆ�j�hÆ�j�Æ�j�Æi�j�Æi�j� ++ hÆ�j�hÆ�j�z }| {Æ�j�Æi�j�Æi�j�Æ�j� : (28)Çäåñü, ââèäó ñëîæíîñòè êîìáèíàöèé óñðåäíåíèÿ ïàðîïåðàòîðîâ L, ìû èñïîëüçîâàëè âìåñòî ñêîáîê h: : : i,òàêæå äâîéíûå ñêîáêè hh: : : ii è âåðõíèå �èãóðíûåñêîáêè.Åñëè íå ïåðåõîäèòü ê èåðàðõèè íåëèíåéíûõóðàâíåíèé, à ñðàçó óñðåäíèòü ðÿä ïðèáëèæåíèé(10), âûäåëèòü â ýòîì ðÿäå ñâÿçíûå (íåïðèâîäè�ìûå) ÷ëåíû, òî ìîæíî ïîëó÷èòü îáû÷íîå ëèíåé�íîå óðàâíåíèå Äàéñîíà [13℄. Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷à�åòñÿ èç (28), åñëè âñå âíóòðåííèå �óíêöèè �ðèíàG0(1; 2) =�j� çàìåíèòü íà ìîëåêóëÿðíóþ �óíêöèþ�ðèíà Gm(1� 2) = ��� è â ïðàâóþ ÷àñòü äîáàâèòüíåïðèâîäèìûé ÷ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêàhÆ���hÆ���Æi���Æi�j�; (29)836



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèèà òàêæå ïÿòü íîâûõ ñâÿçíûõ ÷ëåíîâ øåñòîãî ïîðÿä�êà, êîòîðûå ìû çäåñü íå âûïèñûâàåì. ×ëåíû òè�ïà (29) óæå ñîäåðæàòñÿ â íåëèíåéíîì óðàâíåíèè(24), ÷òî ñðàçó âèäíî ïðè âûïèñûâàíèè ðÿäà èòåðà�öèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëîãè÷íî, äîáàâî÷íûå ÷ëå�íû øåñòîãî ïîðÿäêà òàêæå âîçíèêàþò ïðè èòåðàöè�ÿõ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ èåðàðõèè (26) ïðè ãàóñ�ñîâñêîì àíñàìáëå ñêîðîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, íåëè�íåéíîñòü óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ ÷èñëàñâÿçíûõ âûðàæåíèé â ÿäðàõ.Ñâÿçíîñòü âûðàæåíèé â (28) îáåñïå÷èâàåò îñòðî�òó ÿäåð èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåä�ñòàâèòü âíåøíþþ �óíêöèþ �ðèíà �j� â âèäå ðÿäàÒåéëîðà ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè è, îãðàíè÷èâà�ÿñü ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ, ïåðåéòè ê äè���óçèîííîìó ïðèáëèæåíèþ:� ��� �Dmr2�G0(R; �) == IÆ(R)Æ(�) +DT (�)r2G0(R; �): (30)Ó÷èòûâàÿ òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí èåðàðõèè (ñ êâàäðà�òè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ), äëÿ êîý��èöèåíòà äè��ó�çèè ñêàëÿðíîé ïðèìåñè ïîëó÷àåìD(0)T (�) = 13 Z dR �Z0 d� [hui(1)ui(2)i�� R � hu(1)divu(2)i℄G0(R; �): (31)Íàïîìíèì, ÷òî R = r1 � r2, � = t1 � t2 > 0 èG0(1�2) � hG(1; 2)i. Îñîáåííîñòüþ ïåðåõîäà ê äè���óçèîííîìó ïðèáëèæåíèþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èç ðàç�ëîæåíèÿ Òåéëîðà ïî âðåìåíè ñëåäóåò îñòàâèòü òîëü�êî íà÷àëüíûé ÷ëåí, ò. å. ïðîñòî âûíåñòè âíåøíþþ�óíêöèþ �ðèíà â òî÷êå îñòðîòû ÿäðà ïî âðåìå�íè (ïîäðîáíåå ñì. [26℄). ßâíûé âèä âêëàäà D(1)T îòñëåäóþùåãî ÷ëåíà èåðàðõèè ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè÷åòâåðòîé ñòåïåíè äàí â [27℄. Òî÷íîñòü âûðàæåíèéD(0)T è D(1)T îáñóæäàåòñÿ âî Ââåäåíèè. Âûðàæåíèÿäëÿ D(0)T è êîý��èöèåíòà óñèëåíèÿ (�-ý��åêò) �(0)Täëÿ ñëó÷àÿ äè��óçèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ äàíû â ðà�áîòå [26℄.3. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÊÎ��ÅËßÒÎ�ÎÂV (1;2) È Hij(1;2)Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â òóð�áóëåíòíîé ñðåäå èìååòñÿ ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðà�öèè ïðèìåñíûõ ÷àñòèö n0(r). Ïðè èçâåñòíîé �óíê�öèè �ðèíà G(r; t; r0; t0) óðàâíåíèÿ (1) ñòîõàñòè÷åñêèåñâîéñòâà n(r; t) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

n(r; t) � hn(r; t)i + n0(r; t) == Z dr0G(r; t; r0; 0)n0(r0): (32)Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ñâÿçûâàåò ìàãíèòíîå ïîëåB(r; t) ñ åãî íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì B0(r).Èñïîëüçóÿ (32), ëåãêî íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿêîððåëÿòîðà V (1; 2) = hn(1)n(2)i è àíàëîãè÷íî �äëÿ Hij(1; 2). Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé �óíêöèè �ðèíàG(1; 2) ìû èìååì äâà âûðàæåíèÿ � ðÿä (10) ïî ìîëå�êóëÿðíûì �óíêöèÿì �ðèíà Gm(1� 2) è ðÿä (19) ïîñðåäíèì �óíêöèÿì �ðèíà G0(1; 2). Äëÿ îáû÷íî èñ�ïîëüçóåìîãî ãàóññîâñêîãî àíñàìáëÿ ñêîðîñòåé u(r; t)óñðåäíåíèå âûðàæåíèé äëÿ n(1)n(2) è Bi(1)Bj(2)ïðèâîäèò ê èåðàðõèè ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ�íåíèé òèïà Áåòå�Ñîëïèòåðà (ñì. [13℄), ðàçëè÷àþ�ùèõñÿ òîëüêî êîëè÷åñòâîì ó÷èòûâàåìûõ â ÿäðåñâÿçíûõ (íåïðèâîäèìûõ) ÷ëåíîâ. Îáùèé âèä òàêèõóðàâíåíèé ñëåäóþùèé:V (1; 2) = Z d3Z d4G0(1;3; 0)G0(2;4; 0)V0(3;4) ++ Z d3Z d4Z d5Z d6G0(1; 3)G0(2; 4)��K(3; 4; 5; 6)V (5; 6): (33)Âûðàæåíèå V0(3;4) = hhn0(r3)n0(r4)ii. Äâîéíûåñêîáêè çäåñü îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèèïðèìåñíûõ ÷àñòèö. Îáû÷íî ïðèíèìàþò, ÷òî ýòîò àí�ñàìáëü îäíîðîäíûé è èçîòðîïíûé. Â ýòîì ñëó÷àåV0(3;4) = V0(j3 � 4j). Ñâîáîäíûé ÷ëåí â (33) îáî�çíà÷àåò âåëè÷èíó hn(1)ihn(2)i, à èíòåãðàëüíûé �êîððåëÿòîð �ëóêòóàöèé hn0(1)n0(2)i. Èç óðàâíåíèÿ(33) ëåãêî íàïèñàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òîëüêîäëÿ hn0(1)n0(2)i. Ýòî óðàâíåíèå èìååò áîëåå ñëîæ�íûé âèä, ÷åì (33), è ìû íå áóäåì åãî èñïîëüçîâàòü.×àñòî óäîáíåå èññëåäîâàòü èíòåãðîäè��åðåíöè�àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ V (1; 2), êîòîðîå íå çàâèñèò îòíà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ V0(3;4). Äëÿ ýòîãî äåé�ñòâóþò íà (33) îïåðàòîðîì L0(1) (èëè L0(2)) è èñ�ïîëüçóþò ïðè ýòîì óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè�ðèíà (â íàøåì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå (28)).Ñàìûé ïðîñòîé âèä óðàâíåíèå (33) èìååò, êîãäàâ ÿäðå îñòàâëÿþò ïåðâûé ñâÿçíûé ÷ëåí (òàê íàçû�âàåìîå ëåñòíè÷íîå ïðèáëèæåíèå). Äëÿ Æ(�)-êîððå-ëèðîâàííîãî àíñàìáëÿ ýòî ëåñòíè÷íîå ïðèáëèæåíèåÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òàê êàê âêëàä â (33) îñòàëüíûõñâÿçíûõ ÷ëåíîâ èñ÷åçàåò (ñì., íàïðèìåð, [17℄). Íàïè�øåì ýòî óðàâíåíèå (íå äëÿ Æ(�)-àíñàìáëÿ) â ÿâíîìâèäå:837



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004V (1; 2) = Z d3Z d4G0(1;3; 0)G0(2;4; 0)V0(3;4) ++ Z d3Z d4G0(1; 3)G0(2; 4)��r(3)i r(4)j hui(3)uj(4)iV (3; 4): (34)Â äàëüíåéøåì, ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå ñëîæíûõóðàâíåíèé, óäîáíî äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçîâàòü ãðà��è÷åñêóþ çàïèñü. Óðàâíåíèå (34) â ýòîé çàïèñè èìå�åò âèä �A = �j��jA�j� + �j�hÆ�AÆi�j� : (35)Çäåñü è äàëåe íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî êîîðäèíàòå 1 ñî�îòâåòñòâóåò ëåâàÿ êðàéíÿÿ òî÷êà ãðà�èêà, à êîîðäè�íàòå 2 � ïðàâàÿ êðàéíÿÿ. Îïåðàòîðû, ñòîÿùèå ñïðà�âà îò ïðÿìîóãîëüíèêà (�óíêöèÿ V (3; 4)) äåéñòâóþòíàëåâî; âðåìåíà óìåíüøàþòñÿ ñ îáåèõ ñòîðîí ïðèïðèáëèæåíèè ê ïðÿìîóãîëüíèêó. Ïðÿìîóãîëüíèê ñâåðòèêàëüíîé ÷åðòîé îáîçíà÷àåò V0(3;4).Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà L0(1) èëè L0(2) íà (35)âîçíèêàåò ïðîáëåìà � ñêîëüêî ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè(28) ó÷èòûâàòü ïðè ýòîì? Ìû óæå óêàçûâàëè âîÂâåäåíèè, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ(5) íåîáõîäèìî ñîãëàñîâûâàòü ïîðÿäêè íåëèíåéíîãîóðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè �ðèíà �j�� G0 èïîëó÷àåìîãî èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿäëÿ V (1; 2). Â äàííîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â (28)íàäî îñòàâèòü òîëüêî ïåðâûé èíòåãðàëüíûé ÷ëåí,ò. å. îãðàíè÷èòüñÿ DIA-óðàâíåíèåì äëÿ G0(1; 2). Âèòîãå ïîëó÷èìL0(1) �A = hÆ�j�Æi�A + hÆ�AÆi�j� : (36)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåìL0(2) �A = �AhÆ�j�Æi + �j�hÆ�AÆi: (37)Ââèäó ñèììåòðèè V (1; 2) = V (2; 1) óðàâíåíèå (37)ïîëó÷àåòñÿ èç (36) ïåðåñòàíîâêîé òî÷åê 1 è 2 ìåæ�äó ñîáîé, ÷òî îçíà÷àåò â ãðà�è÷åñêèõ îáîçíà÷åíèÿõèíâåðñèþ ãðà�èêîâ. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïðè�áëèæåíèé.×ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (36) ìîæíî ïî�ëó÷èòü èç ïåðâîãî ãðà�èêà â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæå�íèÿ (28) ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíîé îäíîé èç ñðåä�íèõ �óíêöèé �ðèíà G0(1; 2) íà êîððåëÿòîð V (1; 2).Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî ýòî ïðàâè�ëî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé èåðàð�õèè óðàâíåíèé Áåòå�Ñîëïèòåðà. Òàê, ó÷åò íåïðè�âîäèìûõ âçàèìîäåéñòâèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ñì.(28)) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

L0(1) �A = hÆ�j�Æi�A + hÆ�AÆi�j� ++ hÆ�j�z }| {Æ�j�Æi�j�Æ�A + hÆ�j�z }| {Æ�j�Æi�AÆ�j� ++ hÆ�j�z }| {Æ�AÆi�j�Æ�j� + hÆ�Az }| {Æ�j�Æi�j�Æ�j� : (38)Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå, ñîäåðæà�ùåå êîððåëÿòîðû øåñòîãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó â (28)ñîäåðæàòñÿ ÷åòûðå ÷ëåíà øåñòîãî ïîðÿäêà, êàæäûéèç êîòîðûõ âêëþ÷àåò øåñòü �óíêöèé �ðèíà G0,òî ÷èñëî ÷ëåíîâ øåñòîãî ïîðÿäêà â óðàâíåíèè òè�ïà (38) áóäåò ðàâíî äâàäöàòè ÷åòûðåì. Ìû íå áó�äåì âûïèñûâàòü ýòî óðàâíåíèå, ãðîìîçäêîå äàæå âãðà�è÷åñêîé çàïèñè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåëèíåé�íîñòü óðàâíåíèé äëÿ G0(1; 2) è çäåñü ñêàçûâàåòñÿâ óìåíüøåíèè ÷èñëà ñâÿçíûõ ÷ëåíîâ ïî ñðàâíåíèþñ ïðÿìûì ïîñòðîåíèåì óðàâíåíèÿ Áåòå�Ñîëïèòåðà(ñì. [13℄) èñõîäÿ èç ðÿäà (10). Îäíàêî ýòî óìåíüøå�íèå íà÷èíàåòñÿ òîëüêî ñ êîððåëÿòîðîâ øåñòîãî ïî�ðÿäêà: èç äâàäöàòè øåñòè ñâÿçíûõ ÷ëåíîâ â ëèíåé�íîé òåîðèè [13℄ îñòàåòñÿ òîëüêî äâàäöàòü. Íå âîøëè÷ëåíû âèäà hÆ�j�z }| {Æ�AÆi�j�hÆ�j�Æi�j�Æ�j�;ò. å. ñîäåðæàùèå íåñâÿçíóþ ÷àñòü ïîä îäíèì èççíàêîâ óñðåäíåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ Áå�òå�Ñîëïèòåðà îáû÷íî çàïèñûâàþò ãðà�è÷åñêè â âè�äå ¾äâóõýòàæíûõ¿ ðèñóíêîâ (ñì. [13, 17℄). Íàøèãðà�è÷åñêèå âûðàæåíèÿ èìåþò áîëåå êîìïàêòíûéâèä è áîëåå íàãëÿäíî ïîêàçûâàþò ñâîéñòâà ñèì�ìåòðèè, â ÷àñòíîñòè, èìåííî â òàêîé çàïèñè âû�ïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ�óíêöèè V (1; 2) â ðàçëè÷íûõ ÷ëåíàõ óðàâíåíèÿ Áå�òå�Ñîëïèòåðà (ñì. óðàâíåíèå (38)). �àçóìååòñÿ, íà�øè óðàâíåíèÿ ëåãêî èçîáðàçèòü è â îáû÷íîì äâóõ�ýòàæíîì âèäå.Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ýâîëþöèÿ âå�ëè÷èíû hn2(r; t)i � V (1; 1). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèç�âîäíîé dhn2(r; t)i=dt íåîáõîäèìî ñëîæèòü óðàâíåíèÿ(36) è (37) è ïîëîæèòü t1 = t2 = t. Ïðè ýòîì ïðàâûå÷àñòè óðàâíåíèé (36) è (37) ñîâïàäóò è ìîæíî ïðî�ñòî âçÿòü óäâîåííóþ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (36)(èëè (38) â ñëåäóþùåì óðàâíåíèè èåðàðõèè). Ñî�ãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ (5), äëÿ íåñæèìàåìîé îä�íîðîäíîé òóðáóëåíòíîé ñðåäû ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíå�íèÿ äëÿ dhn2(r; t)i=dt äîëæíà áûòü ðàâíîé íóëþ ïðèDm = 0. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî, ÷òî è ñàìî ðàñïðå�äåëåíèå ïðèìåñíûõ ÷àñòèö äîëæíî áûòü ñòàòèñòè�÷åñêè îäíîðîäíûì, ò. å. V (1; 2) = V (R; t1; t2). Íåñî�áëþäåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (5) ïðèâîäèò ê ïñåâäî�ý��åêòàì � ñèëüíîìó ðîñòó hn2(r; t)i, åñëè ïåðâûé÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (36) ìåíüøå âòîðî�ãî è, íàîáîðîò, � óìåíüøåíèþ hn2(1)i ïðè îáðàòíîì838



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèèíåðàâåíñòâå. Îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííûõ íàìè óðàâ�íåíèé (36), (38) è ò. ä. ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàêîí ñîõðà�íåíèÿ (5) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà èåðàðõèèóðàâíåíèé Áåòå�Ñîëïèòåðà è óêàçàííûå âûøå ïñåâ�äîý��åêòû èñêëþ÷åíû. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, îñòàåò�ñÿ ïðîáëåìà, íàñêîëüêî õîðîøî ýòè óðàâíåíèÿ ïðåä�ñòàâëÿþò ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå �ëóêòóàöèéïðèìåñè.Ïîêàæåì âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (5) ñíà�÷àëà äëÿ óðàâíåíèÿ (36) � ïðîñòåéøåãî èç óðàâíå�íèé èåðàðõèè. Ïðè 1=2 (r1 = r2 = r è t1 = t2 = t) èdivu = 0 ïåðâûé èç ãðà�èêîâ ïðàâîé ÷àñòè ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäåZ d3[r(1)i G0(1� 3)hui(1)uj(3)i℄��r(3)j V (j1� 3j; t3; t1) == r(1)i Z d3 G0(1� 3)hui(1)uj(3)i ��r(3)j V (j1� 3j; t3; t1)�� Z d3 G0(1� 3)hui(1)uj(3)i ��r(1)i r(3)j V (j1� 3j; t3; t1): (39)Òàê êàê êîððåëÿòîð hui(1)uj(3)i � Bij(1 � 3) çàâè�ñèò îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ, òî èíòåãðàë â ïåðâîì÷ëåíå ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (39) íå çàâèñèò îòr1 è ýòîò ÷ëåí ðàâåí íóëþ. Âòîðîé ÷ëåí, êàê ëåãêîâèäåòü, ðàâåí âòîðîìó ãðà�èêó â (36) ñ îáðàòíûìçíàêîì, åñëè â ïîñëåäíåì ñäåëàòü èíâåðñèþ, êîòîðàÿïðè 1 = 2 íè÷åãî íå ìåíÿåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ (36) ïðè 1 = 2 îáðàùàåòñÿ â íóëü.Ôàêòè÷åñêè ìû çäåñü ïîêàçàëè, ÷òî ëåâûé êðàéíèéîïåðàòîð L (êðóæîê) ïðè 1 = 2 ìîæíî ïåðåñòàâèòüñ îáðàòíûì çíàêîì â ïðàâûé êîíåö ãðà�èêà.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 1 = 2è divu = 0 ïåðâûé ÷ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â (38)ñîêðàùàåòñÿ ñ ïîñëåäíèì, à âòîðîé � ñ òðåòüèì.Â óðàâíåíèè èåðàðõèè, ñîäåðæàùåì 24 êîððåëÿòîðàøåñòîãî ïîðÿäêà, ïðè 1 = 2 ÷ëåíû ïîïàðíî òàêæå ñî�êðàùàþòñÿ, ò. å. çàêîí ñîõðàíåíèÿ (5) âûïîëíÿåòñÿè äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé.Â ðàáîòå [20℄ è ðÿäå äðóãèõ ðàññìàòðèâàëîñüóðàâíåíèå (35) äëÿ êîððåëÿòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿHij(1; 2) = hBi(1)Bj(2)i, íî ïðèíèìàëîñü, ÷òî ñðåä�íÿÿ �óíêöèÿ �ðèíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áóð�ðå �j� = ��� + ���hÆ���Æi�j�; (40)à íå ïðàâèëüíîìó äëÿ ëåñòíè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿíåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (24). Â ðåçóëüòàòå âìåñòîóðàâíåíèÿ (36) èìååì óðàâíåíèå

L0(1) �A = hÆ���Æi�A + hÆ�AÆi�j�; (41)êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ (6)(çäåñü ïðÿìîóãîëüíèê îçíà÷àåò êîððåëÿòîð Hij). Ïîýòîé ïðè÷èíå êîëè÷åñòâåííûå âûâîäû ðàáîòû [20℄íåëüçÿ ñ÷èòàòü îáîñíîâàííûìè.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî çàêîíû ñîõðà�íåíèÿ (5) è (6) îäíîçíà÷íî ïðèâîäÿò ê ïðàâèëüíî�ìó âèäó èåðàðõèè óðàâíåíèé Áåòå�Ñîëïèòåðà, ïîëó�÷àåìîìó ïðè ñîáëþäåíèè ïðàâèëà ðàâåíñòâà ïîðÿä�êîâ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè�ðèíà G0(1 � 2) è ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Áå�òå�Ñîëïèòåðà. Êîíå÷íî, â ïðàâèëüíûõ ïî ñòðóêòóðåóðàâíåíèÿõ (36) è (38) äëÿ îöåíîê ìîæíî èñïîëüçî�âàòü êàêèå-òî ïðàâäîïîäîáíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåä�íåé �óíêöèè �ðèíà, íàïðèìåð, äè��óçèîííûå. Çà�êîíû ñîõðàíåíèÿ ïðè ýòîì áóäóò âûïîëíåíû. Âàæ�íî, ÷òîáû â ÿäðàõ óðàâíåíèé ïðèñóòñòâîâàëo òîëüêîîäíî âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè �ðèíà, à íåðàçëè÷íûå, êàê â (41). Óðàâíåíèå (41) ñîâïàäàåò ñïðàâèëüíûì óðàâíåíèåì (36) òîëüêî â ñëó÷àå ìîäå�ëè òóðáóëåíòíîñòè ñ ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè(hui(1)uj(2)i / Æ(t1 � t2)), êîãäà �óíêöèè �ðèíà âïåðâûõ ÷ëåíàõ ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé ïðå�âðàùàþòñÿ â Æ(R)-�óíêöèè.Äî ñèõ ïîð ìû èñïîëüçîâàëè îáùåïðèíÿòîå ïðåä�ïîëîæåíèå î ãàóññîâñêîì àíñàìáëå ïîëÿ òóðáóëåíò�íûõ ñêîðîñòåé. Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåàëüíàÿ òóðáóëåíò�íîñòü íåãàóññîâà [22℄. Èåðàðõèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíå�íèé äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè �ðèíà G0(1; 2) (ñì. (26)è (27)) è âûðàæåíèÿ äëÿ �ëóêòóàöèîííûõ ÷àñòåé�óíêöèè �ðèíà G0(1; 2) (ñì. (21)�(23)) ïîëó÷åíûäëÿ ïðîèçâîëüíîãî àíñàìáëÿ ïîëÿ òóðáóëåíòíûõñêîðîñòåé. Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (21)�(23), ëåãêî óáå�äèòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà hG0(1; 3)G0(2; 4)i íå ðàñïàäà�åòñÿ íà ñâÿçíûå è íåñâÿçíûå ÷àñòè. Íàïðèìåð, â÷ëåíàõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî îïåðàòîðàì âçàèìî�äåéñòâèÿ L íåò ñîîòâåòñòâóþùåé ëåñòíè÷íîé äèà�ãðàììû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, óðàâ�íåíèå òèïà Áåòå�Ñîëïèòåðà â ýòîì ñëó÷àå íå óäà�åòñÿ íàïèñàòü. Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìû ìîæåì ñäå�ëàòü, ýòî íàïèñàòü ðÿä ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèéäëÿ hn(1)n(2)i = V (1; 2), íåïîñðåäñòâåííî èñïîëü�çóÿ ïðèáëèæåíèÿ (21)�(23) äëÿ G0(1; 2). Äåéñòâóÿíà ýòîò ðÿä îïåðàòîðîì L0(1) èëè L0(2) è ó÷èòûâàÿ(27), ïîëó÷àåì âûðàæåíèåL0(1) �A = hÆ�j�Æi�jA + hÆ�jAÆi�j� ++ hÆ�j�Æ�j�Æi�jA + hÆ�j�Æ�jAÆi�j� ++ hÆ�jAÆ�j�Æi�j� + � � � (42)Çäåñü ìû íå ñòàëè ïðèâîäèòü äåñÿòü ÷ëåíîâ ÷åòâåð�839



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004òîãî ïîðÿäêà, â êîòîðûõ, â îòëè÷èå îò ãàóññîâñêîãîñëó÷àÿ, óæå íå âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ïîñëåäîâàòåëü�íîãî çàìåùåíèÿ îäíîé èç ñðåäíèõ �óíêöèé �ðèíà â(27) íà÷àëüíûì êîððåëÿòîðoì V0(1 � 2) = �jA. Èñ�ïîëüçóÿ ïðåæíèé ñïîñîá (ñì. (39)), ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî âûðàæåíèå (42) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñîõðà�íåíèÿ (5). Îòìåòèì, ÷òî ïðè 1 = 2 òðåòèé ÷ëåí âïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (42) îáðàùàåòñÿ â íóëü.Êàê è â ãàóññîâñêîì ñëó÷àå, ïðè âûâîäå (42) ñîáëþ�äàëîñü ïðàâèëî ðàâåíñòâà ïîðÿäêîâ óðàâíåíèÿ äëÿG0(1� 2) è ïîðÿäêà âûðàæåíèÿ (42).Ñíîâà íàïîìíèì, ÷òî íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé(27) ìîæåò ïðèâåñòè ê õîðîøåé àñèìïòîòè÷åñêîéñõîäèìîñòè ðÿäà (42) äàæå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà �0 = u0�0=R0. Óðàâíåíèå (42) ìîæåò ñëó�æèòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íåãàóññîâîñòè àí�ñàìáëÿ ïîëÿ òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé íà ïîâåäåíèåêîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé V (1; 2) è Hij . Äëÿ ýòîãî,î÷åâèäíî, íàäî çíàòü (èëè çàäàòü) ÿâíûé âèä òðåõ�òî÷å÷íîãî êîððåëÿòîðà òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé.Âñå �îðìóëû äàííîãî ðàçäåëà ïðèãîäíû è äëÿîïèñàíèÿ êîððåëÿòîðà Hij(1; 2) = hBi(1)Bj(2)i, ãäåîïåðàòîð L(1) è �óíêöèè �ðèíà ÿâëÿþòñÿ òåíçîð�íûìè. Ïðîâåðêà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàãíèòíîé ñïè�ðàëüíîñòè (6) èç-çà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé â ýòîìñëó÷àå áûëà ïðîâåäåíà òîëüêî äëÿ óðàâíåíèÿ (36) ñêâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ.4. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÑÏÅÊÒ�ÎÂÏ�ÈÌÅÑÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖÎãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ãàóññîâñêèì àíñàìáëåìòóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé è ðàññìîòðèì ñíà÷àëàíåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (24) è (36) ñ êâàäðà�òè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, à çàòåì áîëåå ñëîæíûåóðàâíåíèÿ (28) è (38) ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî îïå�ðàòîðàì L(1) = �r(1)i ui(1). Ñïåêòð êîððåëÿòîðàV (1; 2) = V (R; t1; t2) ñâÿçàí ñ �óðüå-ðàçëîæåíèåìV (R; t1; t2) = 1(2�)3 Z dpeip�R ~V (p; t1; t2) (43)�îðìóëàìèV (0; t1; t2) = 1Z0 dpEV (p; t1; t2);EV (p; t1; t2) = p22�2 ~V (p; t1; t2); (44)ò. å. äîñòàòî÷íî èçó÷àòü óðàâíåíèÿ äëÿ ~V (p; t1; t2).Ñòàöèîíàðíûé, îäíîðîäíûé è èçîòðîïíûéàíñàìáëü ïîëÿ òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé õàðàêòå�ðèçóåòñÿ êîððåëÿòîðîì Bij(R; �) = hui(1)uj(2)i

(R = r1 � r2, � = t1 � t2)), �óðüå-îáðàç êîòîðîãî ïîR èìååò âèä [28℄~Bkj(p; �) = (Ækjp2 � pkpj)f(p; �) ++ pkpjW (p; �) + iekjtptD(p; �); (45)ãäå ekjt � åäèíè÷íûé ïñåâäîòåíçîð Ëåâè�×èâèòà,exyz = �eyxz = 1, è ò. ä. Ôóíêöèè f(p; �); W (p; �) èD(p; �) îïðåäåëÿþò ñïåêòðû òóðáóëåíòíîñòè:hu(r; t) � u(r; t+ �)i = 1Z0 dpE(p; �);E(p; �) = Ein
(p; �) +E
ompr(p; �);Ein
(p; �) = p4f(p; �)=�2;E
ompr(p; �) = p4W (p; �)=2�2: (46)Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîé ñðåäûW (p; �) = 0. Ñïåêòð òóðáóëåíòíîé ñïèðàëüíî�ñòè îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé D(p; �):H(�) � hu(r; t) � (r� u(r; t+ �))i == 1Z0 dpEh(p; �);Eh(p; �) = �p4D(p; �)=�2: (47)Óðàâíåíèå äëÿ ~V (p; t1; t2) (â ëåñòíè÷íîì ïðè�áëèæåíèè) ïîëó÷àåì �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì óðàâ�íåíèÿ (36):� ��t1 +Dmp2� ~V (p; t1; t2) = 1(2�)3 �� Z dq24� t1Z0 dt0 pi ~Bij(q; jt1 � t0j)(p� q)j �� ~g(jp� qj; t1 � t0) ~V (p; t0; t2)++ t2Z0 dt0 pi ~Bij(q; jt1 � t0j)pj �� ~g(p; t2 � t0) ~V (jp� qj; t1; t0)35 : (48)Çäåñü ìû ïðåäñòàâèëè ~G0(p; �) � �(�)~g(p; �), ãäå�(�) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà (ñì. íà�÷àëî ðàçä. 2). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òóðáóëåíò�íàÿ ñïèðàëüíîñòü â (48) íå âõîäèò, ò. å. òåíçîð~Bij ìîæíî â (48) ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íûì. Äëÿ840



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèè~L0(p; t2) ~V (p; t1; t2) � ~L0(p; t2) ~V (p; t2; t1) (ñì. (37))èìååò ìåñòî (48) ñ çàìåíîé t1 ! t2 è t2 ! t1.Çàêîí ñîõðàíåíèÿ (5) òðåáóåò ðàâåíñòâà íóëþ èí�òåãðàëà ïî p îò ïðàâîé ÷àñòè (48) ïðè divu = 0. Ëåã�êî âèäåòü, ÷òî ýòî âûïîëíÿåòñÿ. Êàçàëîñü áû, ÷òî,ñ÷èòàÿ p � p0 � 1=R0, t1 � �0 è t2 � �0, ìîæ�íî â (48) ïåðåéòè ê äè��óçèîííîìó ïðèáëèæåíèþ,êàê â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (28) äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè�ðèíà. Îäíàêî ïîëó÷àþùååñÿ óðàâíåíèå âñå ðàâíîîñòàåòñÿ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûì èç-çà íàëè÷èÿâòîðîãî ÷ëåíà ñ ~V (q; t1; t0), à ñàìîå ãëàâíîå � â íî�âîì âûðàæåíèè íå óäàåòñÿ óäîâëåòâîðèòü çàêîíó ñî�õðàíåíèÿ (5).Cëó÷àé èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Áóððå (ñì.(41)) ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå â (48) ~g(jp�qj; t1� t0) íàìîëåêóëÿðíóþ �óíêöèþ �ðèíà ~gm(jp� qj; t1 � t0) == exp[�Dm(p � q)2(t1 � t0)℄, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíè�öå, åñëè ïðåíåáðå÷ü ìàëûì êîý��èöèåíòîì Dm. Ïî�ñêîëüêó ïåðâûé ÷ëåí â (48) îïèñûâàåò óìåíüøåíèåïðèìåñíûõ ÷àñòèö çà ñ÷åò òóðáóëåíòíîé äè��óçèè,ïðèáëèæåíèå Áóððå (41) ñîîòâåòñòâóåò çàâûøåíèþýòîãî óìåíüøåíèÿ. Îòìåòèì ñíîâà, ÷òî ïðè ýòîì çà�êîí ñîõðàíåíèÿ (5) íå âûïîëíÿåòñÿ.Ñêëàäûâàÿ (48) ñ àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèåì äëÿ~L0(2) ~V (p; t1; t2), ïîëàãàÿ t1 = t2 = t è èíòåãðèðóÿ ïîp, ïîëó÷àåìddt hn2(r; t)i = �2Dmh(rn(r; t))2i++ tZ0 d� 1Z0 dq EV (q; t; t� �) �� 1Z0 dp 1Z�1d�E
ompr(p; �)~g(jp+ qj; �)(p2 + pq�): (49)Çäåñü � � êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè p è q. Äëÿíåñæèìàåìîé ñðåäû E
ompr(p; �) � 0 è (49) ïðåâðà�ùàåòñÿ â çàêîí ñîõðàíåíèÿ (5) ïðè divu = 0. Âòîðîé÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (49) ÿâëÿåòñÿ ïðè�áëèæåííûì âûðàæåíèåì ÷ëåíà ñ divu â (5), ñîîòâåò�ñòâóþùèì ëåñòíè÷íîìó ïðèáëèæåíèþ äëÿ óðàâíå�íèÿ Áåòå�Ñîëïèòåðà. Ôèçè÷åñêè ÷ëåí ñ divu â (5) ñî�îòâåòñòâóåò ÿâëåíèþ êëàñòåðèçàöèè ïðèìåñíûõ ÷àñ�òèö [14℄, ò. å. îáðàçîâàíèþ îáëàñòåé ñãóùåíèÿ è ðàç�ðåæåíèÿ ÷àñòèö â ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîé ñðåäå.Äëÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìîé èç-çà ñâîåé ïðîñòîòû ìî�äåëè òóðáóëåíòíîñòè ñ ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè( ~Bij(p; �) = �0Æ(�) ~Bij (p)) óðàâíåíèå (48) ÿâëÿåòñÿòî÷íûì (îñòàëüíûå ÷ëåíû èåðàðõèè îáðàùàþòñÿ âíóëü). Äëÿ ýòîé ìîäåëè ìîæíî íàïèñàòü çàìêíóòîåîòíîñèòåëüíî âðåìåíè óðàâíåíèå äëÿ ~V (p; t; t):

� ~V (p; t; t)�t = �2(Dm +D(0)T )p2 ~V (p; t; t) ++12p2�0 1Z0 dq 1Z�1d� �(1��2)Ein
(q)+2�2E
ompr(q)��� ~V (jp� qj; t; t): (50)Êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé äè��óçèè D(0)T (
ì.(31)) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäåD(0)T (t) = 13 tZ0 d� 1Z0 dp�[Ein
(p; �)+E
ompr(p; �)℄~g(p; �) + E
ompr(p; �)p�~g(p; �)�p � : (51)Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå Æ(�)-ïðîöåññàïîñëåäíèé ÷ëåí â (51) âêëàäà íå äàåò (~g(p; 0) � 1)è ñîáñòâåííî ñæèìàåìîñòü (divu 6= 0) â êîý��è�öèåíòå äè��óçèè ñåáÿ íå ïðîÿâëÿåò � îí çàâèñèòòîëüêî îò ïîëíîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ:D(0)T = u20�0=3. Îäíàêî â ñëó÷àå êîððåëÿöèè �ëóê�òóàöèé ÷èñëà ïðèìåñíûõ ÷àñòèö ýòî íå òàê � â òî÷�íîå óðàâíåíèå (50) ñïåêòðû Ein
(q) è E
ompr(q) âõî�äÿò íåðàâíîïðàâíî, ñ ðàçíûìè óãëîâûìè çàâèñèìî�ñòÿìè.Âûðàæåíèå (49) äëÿ Æ(�)-ïðîöåññà òàêæå äàåòòî÷íîå äëÿ ýòîé ìîäåëè ñîîòíîøåíèå:ddt hn2(r; t)i = �2Dmh(rn(r; t))2i++ 2�0hdiv2uihn2(r; t)i: (52)Èç (52) ñëåäóåò, ÷òî â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðå�ìåíè, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ïî÷òè îä�íîðîäíî, �ëóêòóàöèè hn2i ðàñòóò (êëàñòåðèçàöèÿ).Îäíàêî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè h(rn)2i óâåëè÷èâàåòñÿïðè ïåðåõîäå ïðèìåñíûõ ÷àñòèö â îáëàñòü ìåëêîìàñ�øòàáíûõ äâèæåíèé, è â èòîãå ñòàíîâèòñÿ äîìèíè�ðóþùèì ïðîöåññ ñãëàæèâàíèÿ �ëóêòóàöèé çà ñ÷åòâÿçêîñòè (ìîëåêóëÿðíàÿ äè��óçèÿ).Ïðè âðåìåíàõ t1 � t2 � �0(èëè t1 � t2 �� t0 = R0=u0) êàê óðàâíåíèå (48), òàê è óðàâíå�íèå (49) äîïóñêàþò ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå â òåðìè�íàõ ~V (p; t; t). �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïðè t íå î÷åíüáîëüøèõ (t � �0), êîãäà ïðèìåñíûå ÷àñòèöû åùå íåóñïåëè ïåðåéòè â îáëàñòü ìåëêîìàñøòàáíûõ äâèæå�íèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ~V (q; t; t � �) � ~V (q; t; t) â(49) èìååò ìàêñèìóì ïðè ìàëûõ q � q0 � 1=R0.�àçëîæèâ ~g(jp� qj; �) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïà�ðàìåòðà q, ïîëó÷èì841



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004ddt hn2(r; t)i = �2(Dm �D0T )h(rn(r; t))2i++ 2Chn2(r; t)i; (53)ãäå C = 1Z0 dp 1Z0 d� p2E
ompr(p; �)~g(p; �); (54)D0T = 13 1Z0 dp 1Z0 d� E
ompr(p; �)p�~g(p; �)�p : (55)Âåëè÷èíà D0T ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êîý��èöèåíòàòóðáóëåíòíîé äè��óçèè D(0)T , êîòîðàÿ íåïîñðåä�ñòâåííî ñâÿçàíà ñ ñæèìàåìîñòüþ (divu 6= 0) è êîòî�ðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ Æ(�)-ïðîöåññà. Äëÿ íåàêó�ñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè âåëè÷èíà �~g(p; �)=�p < 0è, ñëåäîâàòåëüíî, D0T < 0, ò. å. õàîòè÷åñêèå äâèæå�íèÿ ñæèìàåìîãî ãàçà (òèïà óäàðíûõ âîëí) ñèëüíîóìåíüøàþò èíòåíñèâíîñòü �ëóêòóàöèé. Çàìåòèì,÷òî êîý��èöèåíò C â (53) ìîæåò áûòü ãîðàçäî ìåíü�øå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîý��èöèåíòà â (52). Ýòî òàê�æå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ �ëóêòóàöèé. Â ïðå�äåëå òóðáóëåíòíîñòè ñ ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿ�öèè âûðàæåíèå (53) ïåðåõîäèò â (52), ò. å. �îðìóëû(53)�(55) ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (52)íà ñëó÷àé òóðáóëåíòíîñòè ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì êîð�ðåëÿöèè äëÿ íà÷àëüíîãî ýòàïà ýâîëþöèè ïðèìåñíûõ÷àñòèö â ñðåäå.Â ñëó÷àå àêóñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè, äëÿ êî�òîðîéE
ompr(p; �) == E
ompr(p) 
os(
p�) exp[�k(p)p2� ℄; (56)èñïîëüçóÿ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ D(0)T ðàáîòû [29℄, ïîëó�÷àåì D0T = �M39 u0p0 1Z0 dxE2
ompr(x); (57)C = u0p0M �� 1Z0 dx x2E
ompr(x)��(x) + �6M2E
ompr(x)� : (58)Çäåñü M = u0=
 � ÷èñëî Ìàõà, x = p=p0,E
ompr(p) = E
ompr(x)u20=p0, �(x) = k(x)p0=
, 
 �ñêîðîñòü çâóêà. Ñîãëàñíî ìîäåëè ðàáîòû [30℄, �(x) == M2E
ompr(x).

Î÷åâèäíî, êîððåëÿòîð (56) íå ìîæåò áûòüàïïðîêñèìèðîâàí âðåìåííîé Æ(�)-çàâèñèìîñòüþ, èîöåíêè ðîñòà �ëóêòóàöèé îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî èçâûðàæåíèÿ (53). Äëÿ àêóñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòèD0T > 0, ò. å. óðîâåíü �ëóêòóàöèé ïðè t � �0(èëè t0) ïîâûøàåòñÿ êàê çà ñ÷åò ïîëîæèòåëüíîãî÷ëåíà Chn2i, òàê è çà ñ÷åò òóðáóëåíòíîé äè��óçèèD0T h(rn)2i.Òàêèì îáðàçîì, áîëåå ðåàëèñòè÷íàÿ ìîäåëü òóð�áóëåíòíîñòè ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè ïðè�âîäèò äëÿ íà÷àëüíîãî ýòàïà ýâîëþöèè ê êà÷åñòâåííîíîâûì ý��åêòàì � óìåíüøåíèþ óðîâíÿ �ëóêòóàöèéçà ñ÷åò òóðáóëåíòíîé äè��óçèè â ñëó÷àå íåàêóñòè�÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè è, íàïðîòèâ, ê äîáàâî÷íîìóðîñòó âåëè÷èíû hn2(r; t)i â ñëó÷àå àêóñòè÷åñêîé òóð�áóëåíòíîñòè.Ïðè î÷åíü áîëüøèõ âðåìåíàõ t, ìíîãî áîëüøèõìåíüøåãî èç õàðàêòåðíûõ âðåìåí �0 è t0 = R0=u0,ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �ëóêòóàöèè ïðèìåñíûõ ÷àñòèöâ îñíîâíîì ñóùåñòâóþò â ìåëêîìàñøòàáíîì âèäå,ò. å. â (49) ìîæíî ïîëàãàòü q � p0. Èñïîëüçóÿ ðàç�ëîæåíèå â ðÿä ïî p=q � 1, ïîëó÷àåìddt hn2(r; t)i = �2Dmh(rn)2i++ 4p3u0 hdiv2ui 1Z0 dpEV (p; t; t)p : (59)Ïðè âûâîäå ýòîé �îðìóëû ìû ñ÷èòàëè �óíêöèþ~g(q; �) áîëåå îñòðîé ïî � , ÷åì ñïåêòð E
ompr(p; �).Êðîìå òîãî, áûëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå1Z0 d�~g(q; �) � p3u0q ; q � q0; (60)êîòîðîå âûòåêàåò èç íåëèíåéíîãî DIA-óðàâíåíèÿ(24) äëÿ ëàïëàñ-îáðàçà ïî � �óíêöèè ~g(p; �):~~g(p; s) == 24s+Dmp2+p4 1Z0 dq 1Z�1d� 1Z0 d� [(1��2)pEin
(q; �)++ 2�(p��q)E
ompr(q; �)℄e�s� ~g(jp�qj; �)35�1 : (61)Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ïðåäåëå âûðàæåíèå (59)ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî, òî÷íîãî äëÿÆ(�)-ïðîöåññà, âûðàæåíèÿ (52).Äëÿ Æ(�)-ïðîöåññà óðàâíåíèå (61) ðåøàåòñÿ òî÷�íî (ñì. [17℄):~~g(p; s) = [s+ (Dm +D(0)T )p2℄�1; (62)842



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèè÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ~g(p; �) = exp[�(Dm +D(0)T )p2� ℄;ò. å. ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ äè��óçèè ñ êîý��èöè�åíòîì äè��óçèè Dm + D(0)T , ãäå D(0)T = u20�0=3. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ýòî äè��óçèîííîå âûðàæåíèå ïî�ëó÷àåòñÿ è äëÿ ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè ñ êîíå÷íûìâðåìåíåì êîððåëÿöèè, íî òîëüêî ïðè p � p0. Îäíà�êî â âûðàæåíèÿõ (54) è (55) îñíîâíîé âêëàä äàþò íåìàëûå (p� p0), à áîëüøèå çíà÷åíèÿ p � p0, êîãäà èñ�ïîëüçîâàíèå äè��óçèîííîé �óíêöèè (62) íå îïðàâ�äàíî, à çíà÷èò, è èñïîëüçîâàíèå Æ(�)-ïðèáëèæåíèÿòàêæå íå îáîñíîâàíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü â(54) äè��óçèîííóþ �óíêöèþ �ðèíà, òî ýòî âûðàæå�íèå ñîâïàäåò ñ êîý��èöèåíòîì èç (52), òîëüêî åñëè(p=p0)2�0 � 1. Îáû÷íî [31℄ â òóðáóëåíòíîñòè ïðè�íèìàþò �0 = u0�0=R0 � 1, ò. å. ïàðàìåòð âûïîëíè�ìîñòè Æ(�)-ïðèáëèæåíèÿ çàâåäîìî íå âûïîëíÿåòñÿ.�åçþìèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Æ(�)-ïðèáëèæåíèåïðèìåíèìî òîëüêî äëÿ òóðáóëåíòíîñòè ñ �0 � 1, äëÿêîòîðîé âïîëíå ìîæíî îáîéòèñü îáû÷íûì ðàçëîæå�íèåì (10) ïî ìîëåêóëÿðíûì �óíêöèÿì �ðèíà.Ôóíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ Áóððå (40) âûðà�æàåòñÿ �îðìóëîé (61), ãäå â ïðàâîé ÷àñòè íàäîçàìåíèòü ~g(jp� qj; �) íà ìîëåêóëÿðíóþ �óíêöèþ�ðèíà ~gm(jp� qj; �) èëè ïðîñòî íà åäèíèöó, åñ�ëè ïðåíåáðå÷ü ìàëûì êîý��èöèåíòîì Dm ìîëåêó�ëÿðíîé äè��óçèè. Â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè(p� p0; s� 1=�0) �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ Áóððåïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (62).Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �óíêöèé �ðèíàíåëèíåéíîãî DIA-óðàâíåíèÿ (61) è ëèíåéíîãîóðàâíåíèÿ Áóððå (40) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà �0 � 1 ðàçëè÷íî. Íå ïðèâîäÿ çäåñüòî÷íûõ àñèìïòîòèê (ñì. [21℄), óêàæåì òîëüêî, ÷òî,ãðóáî ãîâîðÿ, â ïåðâîì ñëó÷àå ~~g(p; s) / (�0p=p0)�1,à âî âòîðîì ~~g(p; s) / (�0p=p0)�2. Èìåííî ýòî ðàç�ëè÷èå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âû÷èñëåíèå D(0)T ïîîáùåé �îðìóëå (51) ïðè �0 ! 1 äàåò â ïåðâîìñëó÷àå âåëè÷èíó D(0)T = 
onst � u0=p0 � �èçè÷åñêèâïîëíå îæèäàåìûé ðåçóëüòàò (ñì. [12℄), à âî âòîðîìñëó÷àå � çíà÷åíèå, ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ êàê 1=�0.Âïåðâûå òîò �àêò, ÷òî DIA-óðàâíåíèå ïðèâîäèò êêà÷åñòâåííî ïðàâèëüíûì çíà÷åíèÿì êîý��èöèåíòàòóðáóëåíòíîé äè��óçèè êàê ïðè �0 � 1, òàê èïðè �0 � 1, áûë îáíàðóæåí â ðàáîòå [16℄, ãäåDIA-óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíîé äè���óçèè ñêàëÿðíîé ïðèìåñè áûëî âïåðâûå âûâåäåíîèñõîäÿ èç ïðåäøåñòâóþùåé ðàáîòû Êðàé÷íàíà [25℄,ïîñâÿùåííîé íåëèíåéíîé òåîðèè ñàìîé òóðáó�ëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, â íåëèíåéíîé òåîðèè

òóðáóëåíòíîé äè��óçèè �àêòè÷åñêè íåò ðàçëî�æåíèÿ ïî ïàðàìåòðó �0 � íåëèíåéíîñòü òåîðèèïîçâîëÿåò ó÷åñòü ãîðàçäî áîëüøåå ÷èñëî àêòîââçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñè ñ îñíîâíîé æèäêîñòüþ,÷åì ëèíåéíàÿ òåîðèÿ òèïà óðàâíåíèÿ Áóððå, ÷òî èïðèâîäèò ê ïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòàì äëÿ DT äëÿëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà �0.Íàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå äëÿ ~V (p; t1; t2) 
 ó÷å�òîì íåïðèâîäèìûõ êîððåëÿòîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä�êà. Äëÿ ýòîãî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (48) íàäîäîáàâèòü ÷åòûðå íîâûõ ÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî�ñëåäíèì ÷åòûðåì ÷ëåíàì â óðàâíåíèè (38). Îáîçíà�÷èì èõ A, B, C, D â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ â (38):A(p; t1; t2) = t1Z0 d� t1��Z0 d� 0 t1���� 0Z0 d� 00 �� Z dq(2�)3 Z ds(2�)3 �� ~g(jp� sj; �)~g(jp�q�sj; � 0)~g(jp�qj; � 00)�� pi ~Bij(s; �+� 0)(p�q�s)j��(p�s)n ~Bnm(q; � 0+� 00)(p�q)m �� ~V (p; t1 � � � � 0 � � 00; t2); (63)D(p; t1; t2) = � t2Z0 d� t2��Z0 d� 0 t2���� 0Z0 d� 00 �� Z dq(2�)3 Z ds(2�)3 ~g(p; �)�� ~g(jp+ q� sj; � 00)~g(jp+ qj; � 0)pi �� ~Bij(s; jt1 � t2 + � + � 0j)(p+ q)j �� pn ~Bnm(q; � 0 + � 00)(p+ q� s)m �� ~V (jp� sj; t2 � � � � 0 � � 00; t1); (64)B(p; t1; t2) = � t1Z0 d� t1��Z0 d� 0 t2Z0 d� 00 �� Z dq(2�)3 Z ds(2�)3 ~g(jp� sj; �)�� ~g(jp� q� sj; � 0)~g(p; � 00)pi �� ~Bij(s; � + � 0)(p� q� s)j �� (p� s)n ~Bnm(q; jt1 � t2 � � + � 00j)pm �� ~V (jp� qj; t1 � � � � 0; t2 � � 00); (65)843



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004C(p; t1; t2) = t2Z0 d� t2��Z0 d� 0 t1Z0 d� 00 �� Z dq(2�)3 Z ds(2�)3 ~g(p; �)�� ~g(jp� qj; � 0)~g(jp+ sj; � 00)(p� q)i �� ~Bij(s; jt1 � t2 + � + � 0j)pj �� (p+ s)n ~Bnm(q; jt1 � t2 + � � � 00j)pm �� ~V (jp� q+ sj; t1 � � 00; t2 � � � � 0): (66)Ïðè ïðîâåðêå âûïîëíèìîñòè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ(5) ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììû A+D è B+C ïðèèíòåãðèðîâàíèè ïî p ïðè t1 = t2 = t è divu = 0 äåé�ñòâèòåëüíî îáðàùàþòñÿ â íóëü. Â îòëè÷èå îò (48),äîáàâî÷íûå ÷ëåíû (63)�(66) çàâèñÿò îò òóðáóëåíò�íîé ñïèðàëüíîñòè. Ïðè ó÷åòå (63)�(66) â ïðàâóþ÷àñòü �îðìóëû (49) íàäî äîáàâèòü âûðàæåíèÿ:E(t) = tZ0 d� t��Z0 d� 0 t���� 0Z0 d� 00 �� Z dp(2�)3 Z dq(2�)3 Z ds(2�)3 ~g(jp� sj; �)�� ~g(jp� q� sj; � 0)~g(jp� qj; � 00)si �� ~Bij(s; � + � 0)(p� q� s)j �� (p� s)n ~Bnm(q; � 0 + � 00)(p� q)m �� ~V (p; t� � � � 0 � � 00; t); (67)F (t) = � tZ0 d� t��Z0 d� 0 tZ0 d� 00Z dp(2�)3 Z dq(2�)3�� Z ds(2�)3 ~g(jp� sj; �)�� ~g(jp� q� sj; � 0)~g(p; � 00)si �� ~Bij(s; � + � 0)(p� q� s)j �� (p� s)n ~Bnm(q; j� 0 � � 00j)pm �� ~V (jp� qj; t� � 00; t� � � � 0): (68)Ôóíêöèÿ E(t) âîçíèêëà îò èíòåãðèðîâàíèÿ ñóììûA+D, à F (t)� ñóììûB+C. Â îòëè÷èå îò ~V (p; t1; t2),âåëè÷èíà hn2(r; t)i îò òóðáóëåíòíîé ñïèðàëüíîñòè íåçàâèñèò äàæå ïðè ó÷åòå êîððåëÿòîðîâ ÷åòâåðòîãî ïî�ðÿäêà. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî �óíêöèè E(t) è F (t)çàâèñÿò îò ïðîèçâåäåíèÿ ñïåêòðà äâèæåíèé ñæèìà�åìîé ñðåäû (ïîòåíöèàëüíûõ), E
ompr(p; �), íà êîð�ðåëÿòîð, ñîäåðæàùèé òàêæå è ñïåêòð Ein
(p; �). Èñ�ïîëüçóÿ (67) è (68), ìîæíî âû÷èñëèòü ïîïðàâêè ê

àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì (53) è (59). Ìû ïðè�âåäåì çäåñü òîëüêî äîáàâî÷íûé âêëàä â (59), èìåþ�ùèé ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé àíàëèòè÷åñêèé âèä:� 2p3u30 hdiv2uihrot2 ui 1Z0 dq ~EV (q; t; t)q3 : (69)Ôîðìóëà (69) ïîêàçûâàåò, ÷òî óðîâåíü �ëóê�òóàöèé óìåíüøàåòñÿ èç-çà íàëè÷èÿ âðàùàòåëüíîãîòóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ. Ïðè ìàëîñòè ìîëåêóëÿð�íîé äè��óçèè èìåííî ýòîò ý��åêò áóäåò ñíà÷àëàý��åêòèâíî óìåíüøàòü �ëóêòóàöèè (ðàçìåøèâàòüêëàñòåðíûå ñêîïëåíèÿ ÷àñòèö). Îäíàêî ïðè äàëüíåé�øåé ýâîëþöèè ìîëåêóëÿðíàÿ äè��óçèÿ ñòàíåò ãëàâ�íîé ïðè÷èíîé âûðàâíèâàíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö.Ýòîò ý��åêò îòñóòñòâóåò â ðàìêàõ Æ(�)-ìîäåëè, òàêêàê âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ íå ìîãóò áûòü îïèñàíûâ ïðèáëèæåíèè ñ ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè.5. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÑÏÅÊÒ�ÎÂÔËÓÊÒÓÀÖÈÉ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÉ ÝÍÅ��ÈÈÈ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÉ ÑÏÈ�ÀËÜÍÎÑÒÈÂ ñëó÷àå äè��óçèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ �óíê�öèÿ �ðèíà Gij(1; 2) è îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿLij(1) = r(1)j ui(1) � Æijr(1)t ut(1) ÿâëÿþòñÿ òåí�çîðíûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãîíàìè ñëó÷àÿ îäíîðîäíîé, èçîòðîïíîé è ñòàöèî�íàðíîé òóðáóëåíòíîñòè hGij(1; 2)i = �(�)gij (R; �)è Hij(1; 2) = hBi(1)Bj(2)i = Hij(R; t1; t2), ãäåR = r1 � r2, � = t1 � t2. ßâíûé âèä äëÿ �ó�ðüå-ïðåîáðàçîâàíèé ïî R ýòèõ âåëè÷èí ñëåäóþùèé:~gjk(p; �) = Æjk~gm(p; �) + (Æjkp2 � pjpk)~g2(p; �) ++ iejktpt~g1(p; �); (70)~Hjk(p; t1; t2) = (Æjkp2 � pjpk) ~H0(p; t1; t2) ++ iejktpt ~H1(p; t1; t2): (71)×ëåí ñ ~gm(p; �) âîçíèêàåò îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà èíòå�ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (9) äëÿ �óíêöèè �ðèíà. Óñëî�âèå divB = 0 (p � ~B = 0) âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê íà�÷àëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå B0(r) ñîëåíîèäàëüíî. Óäîá�íî ââåñòè �óíêöèþ~g0(p; �) = ~gm(p; �) + p2~g2(p; �) (72)è íàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ~g0(p; �) è ~g1(p; �),âûòåêàþùóþ èç DIA-óðàâíåíèÿ (24). Ââîäÿ îáîçíà�÷åíèÿ ~g�(p; �) = ~g0(p; �) � p~g1(p; �), ïîëó÷àåì844



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèè~g�(p; �) = ~gm(p; �)� �Z0 d� 0 ��� 0Z0 d� 00~gm(p; � 0)�� �p2S0(p; � 00)� pS1(p; � 00)� ~g�(p; � � � 0 � � 00); (73)ãäåp2S0(p; �) = 14 1Z0 dq 1Z�1d�fp2(1� �2)�� [Ein
(q; �)~g0(jp� qj; �)��Eh(q; �)~g1(jp� qj; �)℄ + 2p�(p�� q)��E
ompr(q; �)g0(jp� qj; �)g; (74)S1(p; �) = 14 1Z0 dq 1Z�1d�f(1� �2)[(p2 + q2 � pq�)��Ein
(q; �)~g1(jp� qj; �) ��Eh(q; �)~g0(jp� qj; �)℄ ++ [2p2�2 + (1 + �2)(q2 � 2pq�℄��E
ompr(q; �)~g1(jp� qj; �)g: (75)Ôîðìóëû (73)�(75) ñèëüíî óïðîùàþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿíåñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîé ñðåäû. Åñëè âçÿòü ïðå�îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî � , òî óðàâíåíèå (73) ïðåâðà�òèòñÿ â ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:~~g�(p; s) = hs+Dmp2+p2 ~S0(p; s)� p ~S1(p; s)i�1 : (76)Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè p�B = 0ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷ëåí pipj~g2(p; �) âåçäå èñ÷åçà�åò, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà (70)èìååò âèä~gjk(p; �) = Æjk~g0(p; �) + iejktpt~g1(p; �): (77)Â îòñóòñòâèå òóðáóëåíòíîé ñïèðàëüíîñòè(D(p; �) = 0) �óíêöèè ~g1(p; �) = 0 è S1(p; �) = 0,à óðàâíåíèÿ äëÿ ~g0(p; �) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè(61) è (62) äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîé ïðèìåñè.Â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè âûðàæåíèå (76)ïðèíèìàåò âèä~~g�(p; s) = hs+ (Dm +D(0)T )p2 � �(0)T pi�1 ; (78)ãäå êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé äè��óçèè D(0)T ðà�âåí

D(0)T = 13 1Z0 dp 1Z0 d� ���[Ein
(p; �) + E
ompr(p; �)℄~g0(p; �) ++ E
ompr(p; �)p�~g0(p; �)�p �Eh(p; �)~g1(p; �)� : (79)Â îòñóòñòâèå òóðáóëåíòíîé ñïèðàëüíîñòè(Eh(p; �) = 0) ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ êîý��è�öèåíòîì òóðáóëåíòíîé äè��óçèè (51) ïðèìåñíûõ÷àñòèö (ðàçëè÷èå êîý��èöèåíòîâ DT äëÿ ìàã�íèòíîãî ïîëÿ è ñêàëÿðíîé ïðèìåñè â ýòîì ñëó÷àåïîÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðè ó÷åòå íåïðèâîäèìûõ âçàèìî�äåéñòâèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ñêîðîñòÿì [26℄).Êîý��èöèåíò óñèëåíèÿ ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿòóðáóëåíòíîé ñïèðàëüíîñòüþ ðàâåí�(0)T = 13 1Z0 dp 1Z0 d�f�Eh(p; �)~g0(p; �) ++ p2[Ein
(p; �) + 2E
ompr(p; �)℄~g1(p; �)g: (80)Äëÿ Æ(�)-ïðîöåññàD(0)T = u20�0=3; �(0)T = �hu � (r� u)i�0=3:Äè��óçèîííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ(78), èìååò âèä (77), ãäå~g0(p; �) = 
h(�(0)T p�) exp(�D(0)T p2�);~g1(p; �) = �1p sh(�(0)T p�) exp(�D(0)T p2�): (81)Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (38) äëÿ òåíçîðà~Hij(p; t1; t2), ãäå ó÷òåì òîëüêî êîððåëÿòîðû âòîðî�ãî ïîðÿäêà (ëåñòíè÷íîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ Áå�òå�Ñîëïèòåðà). Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ~H0(p; t1; t2) îïðåäåëÿåò ñïåêòð ìàãíèòíîé ýíåðãèè:hB(r; t1; t2) �B(r; t1; t2)i = 1Z0 dpEB(p; t1; t2);EB = p4 ~H0(p; t1; t2)=�2: (82)Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ âåêòîðíûì ïî�òåíöèàëîì B = r �A, íàõîäèì ñâÿçü ñïåêòðà ìàã�íèòíîé ñïèðàëüíîñòè 
 �óíêöèåé ~H1(p; t; t):HMh(t) � hA(r; t) �B(r; t)i = 1Z0 dpEMh(p; t);EMh(p; t) = �p2 ~H1(p; t; t)=�2: (83)845



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè (6) äëÿîäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîé ñðåäû ïðè Dm = 0 ïðèâî�äèò ê ñîîòíîøåíèþddt Z dp ~H1(p; t; t) = 0: (84)Äàëåå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿ�åòñÿ.Èç óðàâíåíèÿ (38) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ñèñòåìàóðàâíåíèé äëÿ ~H0(p; t1; t2) è ~H1(p; t1; t2):� ��t1 +Dmp2� ~H0(p; t1; t2) == � t1Z0 d� [p2S0(p; �) ~H0(p; t1 � �; t2) ++ S1(p; �) ~H1(p; t1 � �; t2)℄ ++ t2Z0 d� [T0(p; jt1 � t2 + � j; t1; t2 � �)~g0(p; �) ++ T1(p; jt1 � t2 + � j; t1; t2 � �)~g1(p; �)℄;� ��t1 +Dmp2� ~H1(p; t1; t2) == � t1Z0 d�p2[S1(p; �) ~H0(p; t1 � �; t2) ++ S0(p; �) ~H1(p; t1 � �; t2)℄ ++ t2Z0 d� [T1(p; jt1 � t2 + � j; t1; t2 � �)~g0(p; �) ++ T0(p; jt1 � t2 + � j; t1; t2 � �)~g1(p; �)℄; (85)ãäå �óíêöèè T0;1(p; jtj; t1; t2 � �) èìåþò âèäT0(p; jtj; t1; t2 � �) = 14 1Z0 dq �� 1Z�1d�f(1� �2)[(p2 + q2 � pq�)��Ein
(q; jtj) ~H0(jp� qj; t1; t2 � �)��Eh(q; jtj) ~H1(jp� qj; t1; t2 � �)℄ ++ [2p2�2 + (1 + �2)(q2 � 2pq�)℄��E
ompr(q; jtj) ~H0(jp� qj; t1; t2 � �)g; (86)

T1(p; jtj; t1; t2 � �) = 14 1Z0 dq �� 1Z�1 d�fp2(1��2)[Ein
(q; jtj) ~H1(jp�qj; t1; t2��)��Eh(q; jtj) ~H0(jp� qj; t1; t2 � �)℄ ++2p�(p��q)E
ompr(q; jtj) ~H1(jp�qj; t1; t2��)g: (87)Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû S0 è S1 ñâÿçàíû ñ ãðà�èêîìhÆ�j�Æi, à T0 è T1 � 
 ãðà�èêîì hÆ�AÆi (ñì. (38)). Ïî�ýòîìó èõ ñòðóêòóðû ïîäîáíû. Ïðè îòñóòñòâèè òóð�áóëåíòíîé ñïèðàëüíîñòè (D(p; �) = 0, ~g1(p; �) = 0,S1(p; �) = 0) ñèñòåìà óðàâíåíèé (85) ðàñïàäàåòñÿ íàîòäåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ~H0(p; t1; t2) è ~H1(p; t1; t2).Cèñòåìà (85) äëÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî Æ(�)-àí-ñàìáëÿ ñêîðîñòåé òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ( ~Bij(p; �) = �0Æ(�) ~Bij (p)) ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîéâèä:� ��t + 2Dmp2� ~H0(p; t; t) == �2[D(0)T p2 ~H0(p; t; t) + �(0)T ~H1(p; t; t)℄ ++�02 1Z0 dq 1Z�1d�f(1��2)[(p2+q2�pq�)��Ein
(q) ~H0(jp�qj; t; t)�Eh(q) ~H1(jp�qj; t; t)℄++ [2p2�2 + (1 + �2)(q2 � 2pq�)℄��E
ompr(q) ~H0(jp� qj; t; t)g;� ��t + 2Dmp2� ~H1(p; t; t) == �2p2[D(0)T ~H1(p; t; t) + �(0)T ~H0(p; t; t)℄ ++�02 1Z0 dq 1Z�1d�fp2(1��2)[Ein
(q) ~H1(jp�qj; t; t)��Eh(q) ~H0(jp� qj; t; t)℄ + 2(p2�2 � pq�)��E
ompr(q) ~H1(jp� qj; t; t)g;
(88)

ãäå D(0)T = u20�0=3; �(0)T = �hu � (r� u)i�0=3:Äëÿ íåñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîé ñðåäû áåç ñïèðàëü�íîñòè ïåðâîå èç óðàâíåíèé (88), çàïèñàííîå äëÿ âå�ëè÷èíû p2H0(p; t; t), ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (14) âèçâåñòíîé ðàáîòå [17℄.Èíòåãðèðóÿ âòîðîå èç óðàâíåíèé (85) ïî p è èñ�ïîëüçóÿ ïðè ýòîì ïðîñòûå çàìåíû ïåðåìåííûõ, ïîëó�÷àåì äëÿ ñðåäû ñ Dm = 0 çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàãíèò�íîé ñïèðàëüíîñòè (84). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàæå âû�846



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèè÷èñëÿÿ ìàãíèòíóþ ýíåðãèþ (82), ìû äîëæíû óäîâ-ëåòâîðèòü çàêîíó ñîõðàíåíèÿ (84), òàê êàê �óíêöèè~H0(p; t1; t2) è ~H1(p; t1; t2) âçàèìîñâÿçàíû.Ïîëó÷èì òåïåðü èç (85)�(87) ñîîòíîøåíèÿ äëÿhB2(r; t)i:ddt hB2(r; t)i = �2Dmh(r�B(r; t))2i++ 12 1Z0 dp 1Z0 dq 1Z�1d� tZ0 d�fEB(p; t; t� �) �� ~g0(jp� qj; �)[(1 � �2)(q2 � pq�)��Ein
(q; �) + (q2(1 + �2)� 2pq�3)E
ompr(q; �)℄++ ~g1(jp�qj; �)EMh(p; t; t��)[p3q(1��2)��Ein
(q; �)+(p2q2(1��2)+2p�(q3+2p3�+qp2�2))��E
ompr(q; �)℄� (1� �2)(q2 � 2pq�)��Eh(q; �)EB(p; t; t� �)~g1(jp� qj; �)g: (89)Äëÿ ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè ñ ìàëûì âðåìåíåìêîððåëÿöèè ýòî âûðàæåíèå ïðèîáðåòàåò ïðîñòîéâèä:ddt hB2i = �2Dmh(r�B)2i++ 2�03 [h(r� u)2i+ 2hdiv2ui℄hB2i: (90)Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (90) íåçàâèñèò îò òóðáóëåíòíîé ñïèðàëüíîñòè, êîòî�ðàÿ îïðåäåëÿåò êîý��èöèåíò óñèëåíèÿ ñðåäíåãîìàãíèòíîãî ïîëÿ hBi (ñì. (80)). Ïîñêîëüêó hB2i == hBi � hBi + hB02i, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óâåëè÷åíèåýíåðãèè ñðåäíåãî (êðóïíîìàñøòàáíîãî) ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ �-ý��åêòà ïîëíîñòüþêîìïåíñèðóåòñÿ óìåíüøåíèåì ýíåðãèè ìàãíèòíûõ�ëóêòóàöèé ýòèì æå ìåõàíèçìîì. Âïåðâûå ýòîò ý���åêò áûë íàéäåí â ðàáîòå [7℄, ãäå áûëî èñïîëüçîâàíîäè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå áåç ïðåäïîëîæåíèÿî ìàëîì âðåìåíè êîððåëÿöèè òóðáóëåíòíîñòè.Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (90) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòà�òîì íåäàâíî âûøåäøåé ðàáîòû [24℄, ãäå ïîäðîáíîðàññìîòðåíî îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Êàçàíöåâà [17℄íà ñëó÷àè äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ñæèìàåìîéòóðáóëåíòíîé ñðåäû áåç ñïèðàëüíîñòè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáû÷íî íàëè÷èå ìàãíèò�íîãî ïîëÿ ñâÿçàíî ñ âðàùåíèåì ñðåäû (àòìîñ�åðûâðàùàþùèõñÿ çâåçä, âðàùåíèå �àëàêòèêè è ò. ä.).Âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ òóðáóëåíòíîé ñðåäû êàêöåëîãî ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ñïèðàëüíîñòè, ÷òî òðå�áóåò äàæå â ðàìêàõ Æ(�)-ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ñè�ñòåìû óðàâíåíèé (88) äëÿ ~H0(p; t; t) è ~H1(p; t; t). �à�áîòû [20, 24℄ è ðÿä äðóãèõ ñîâåðøåííî íå ó÷èòûâàþòâëèÿíèÿ ñïèðàëüíîñòè.

Êàê è â ñëó÷àå ïåðåíîñà ïðèìåñíûõ ÷àñòèö (ñì.(53)), ïðèâåäåì çäåñü îáîáùåíèå âûðàæåíèÿ (90) íàñëó÷àé òóðáóëåíòíîñòè ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì êîððå�ëÿöèè, íî äëÿ íà÷àëüíûõ âðåìåí ýâîëþöèè:ddt hB2i = �2(Dm �D00T )h(r�B)2i++ 
hB � (r�B)i+ (C1 + C2)hB2i: (91)Çäåñü êîý��èöèåíòû D00T , 
, C1 è C2 èìåþò âèäD00T = 115 1Z0 dp 1Z0 d� � [Ein
(p; �) ++3E
ompr(p; �)℄p�~g0(p; �)�p �� 2Eh(p; �)p�~g1(p; �)�p � ; (92)
 = 23 1Z0 dp�� 1Z0 d�p2E
ompr(p; �) �~g1(p; �) � p�~g1(p; �)�p � ; (93)C1 = 23 1Z0 dp 1Z0 d� �� p2[Ein
(p; �) + 2E
ompr(p; �)℄~g0(p; �); (94)C2 = �23 1Z0 dp 1Z0 d� p2Eh(p; �)~g1(p; �): (95)Â (91) ìû îòáðîñèëè äâà ìàëûõ ÷ëåíà òèïàhr2B � (r � B)i. Èíòåðåñíî, ÷òî ÷ëåí ñ 
 îáóñëîâ�ëåí òîëüêî äâèæåíèÿìè ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîéñðåäû ñ ó÷åòîì ñïèðàëüíîñòè. Â îòëè÷èå îò (90),â (91) òóðáóëåíòíàÿ ñïèðàëüíîñòü óæå äàåò âêëàäâ ÷ëåí ñ hB2i, êâàäðàòè÷íûé ïî ñïåêòðó Eh(p; �),òàê êàê �óíêöèÿ g1 ñàìà ïðîïîðöèîíàëüíà ñïåê�òðó ñïèðàëüíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C2 � 0, ò. å.òóðáóëåíòíàÿ ñïèðàëüíîñòü íà ïåðâûõ ýòàïàõýâîëþöèè óìåíüøàåò ðîñò ìàãíèòíîé ýíåðãèè ïîñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì îòñóòñòâèÿ ñïèðàëüíîñòè.Ïîñêîëüêó �~g0(p; �)=�p � 0, òî, ñêîðåå âñåãî,D00T � 0 (ïî-âèäèìîìó ÷ëåí ñ Eh âñå æå ìåíüøåïåðâîãî ÷ëåíà â (92)). Ïî âåëè÷èíå êîý��èöèåíòD00T ìíîãî áîëüøå êîý��èöèåíòà ìîëåêóëÿðíîéäè��óçèè Dm, è èìåííî èì îïðåäåëÿåòñÿ çàòó�õàíèå ìàãíèòíîé ýíåðãèè â íà÷àëüíûå ìîìåíòûâðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ âðåìåíêîððåëÿöèè âûðàæåíèå (91) ïåðåõîäèò â (90).847



Í. À. Ñèëàíòüåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004�åçþìèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ó÷åò êîíå÷íîñòèâðåìåíè êîððåëÿöèè òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé ïðèâî�äèò ê ñèëüíîìó çàìåäëåíèþ ðîñòà ìàãíèòíîé ýíåð�ãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè ñ ìà�ëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè.Äëÿ àêóñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè èìååì D00T == 3D0T=5, C2 � 0 è C1 = 4C=3, ãäå ïîëîæèòåëü�íûå êîý��èöèåíòû D0T è C äàþòñÿ �îðìóëàìè (57)è (58). Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíò äè��óçèè ñðåä�íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â àêóñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíî�ñòè ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [27℄ çíà÷åíè�åì äëÿ ñêàëÿðíîé ïðèìåñè. Òàêèì îáðàçîì, ý��åêòäîáàâî÷íîãî óñèëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé âàêóñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò êàê äëÿñêàëÿðíîé ïðèìåñè, òàê è äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ýâîëþöèè â ñëó÷àå îò�ñóòñòâèÿ òóðáóëåíòíîé ñïèðàëüíîñòè, ïî-âèäèìîìó,ýíåðãèÿ ìàãíèòíûõ �ëóêòóàöèé ñîäåðæèòñÿ â ìà�ëûõ ìàñøòàáàõ. Èç âûðàæåíèÿ (89) òîãäà ñëåäóåòñîîòíîøåíèåddt hB2i == �2Dmh(r�B)2i+ 85p3u0 [h(r� u)2i+2hdiv2ui℄�� 1Z0 dpEB(p; t; t)p : (96)Â îòëè÷èå îò êîíöåíòðàöèè ïðèìåñíûõ ÷àñòèö (ñì.(55)), �ëóêòóàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ óñèëèâàþòñÿè âðàùàòåëüíûìè äâèæåíèÿìè òóðáóëåíòíîé ïëàç�ìû, à íå òîëüêî òóðáóëåíòíîñòüþ ñæèìàåìîé ñðå�äû òèïà óäàðíûõ âîëí. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî EB(p; t; t)èìååò ìàêñèìóì ïðè pmax � p0, è âûíåñòè 1=pèç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà â íåêîòîðîé ñðåäíåé òî÷êåp1 (p0 � p1 � pmax), òî âòîðîé ÷ëåí â (96) ñîâïàäåòïî ñòðóêòóðå ñ àíàëîãè÷íûì ÷ëåíîì â (90), îäíà�êî åãî âåëè÷èíà áóäåò â (p0=p1)=�0 ðàç îòëè÷àòüñÿîò çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç (90), ò. å. ïðè îáû÷íîïðèíèìàåìîì äëÿ ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè çíà÷å�íèè �0 � 1 [31℄ ïîëó÷èì çíà÷èòåëüíî ìåíüøèé êî�ý��èöèåíò óñèëåíèÿ �ëóêòóàöèé, ÷åì äàåò âûðàæå�íèå (90). Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è äëÿ �ëóêòóàöèéñêàëÿðíîé ïðèìåñè.Âûðàæåíèÿ (91) è (96) ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò(90) äëÿ Æ(�)-ïðîöåññà. Âñå êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à îòíîñèòåëüíî ìîäåëè òóð�áóëåíòíîñòè ñ ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè îòíîñÿò�ñÿ è ê ñëó÷àþ äè��óçèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Ïðåæäåâñåãî, âïåðâûå óêàçàíî íà âàæíîñòü ó÷åòà çàêîíîâñîõðàíåíèÿ (5) è (6) ïðè ïîëó÷åíèè èíòåãðîäè��å�ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþèíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé ïðèìåñíûõ ÷àñòèö èìàãíèòíîãî ïîëÿ (óðàâíåíèÿ òèïà Áåòå�Ñîëïèòåðà).ßäðà ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ ÷ëå�íîâ îäíîãî ïîðÿäêà âåëè÷èíû, îïèñûâàþùèõ ïðî�öåññû ïðèõîäà è îòâîäà (áàëàíñ) �ëóêòóàöèé â êà�êîé-ëèáî �èêñèðîâàííîé òî÷êå òóðáóëåíòíîé ñðå�äû. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ íàêëàäûâàþò èíòåãðàëüíîåîãðàíè÷åíèå íà ýòè ïðîöåññû. Èõ âûïîëíèìîñòü ãà�ðàíòèðóåò, ÷òî â óðàâíåíèÿõ íå ïîÿâÿòñÿ ïñåâäîý���åêòû ñèëüíîãî óñèëåíèÿ èëè, íàïðîòèâ, îñëàáëå�íèÿ �ëóêòóàöèé â ïðîöåññå ýâîëþöèè.Â ðàáîòå âûÿñíåíî, ÷òî äëÿ âûïîëíèìîñòè çà�êîíîâ ñîõðàíåíèÿ â èåðàðõèè óðàâíåíèé òèïà Áå�òå�Ñîëïèòåðà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñðåäíÿÿ �óíêöèÿ�ðèíà çàäà÷è hG(1; 2)i óäîâëåòâîðÿëà áû èåðàðõèèíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òè�ïà Äàéñîíà). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîðÿä�êè ýòèõ èåðàðõèé (íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ó÷èòûâàå�ìûõ êîððåëÿòîðîâ ñêîðîñòè) ñîâïàäàëè. Â ÷àñòíî�ñòè, ïîêàçàíî, ÷òî øèðîêî èñïîëüçóåìîå ïðèáëèæå�íèå Áóððå óðàâíåíèÿ äëÿ hG(1; 2)i íå ïðèâîäèò êâûïîëíåíèþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â óðàâíåíèÿõ òèïàÁåòå�Ñîëïèòåðà äàæå äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò�ðà �0 = u0�0=R0 � 1, õîòÿ ýòî óðàâíåíèå è äàåò ïðà�âèëüíîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà òóðáóëåíòíîé äè���óçèè äëÿ �0 � 1.Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ïðîñòîé âûâîä èåðàðõèèíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñðåäíåé �óíêöèè �ðèíà,íå îãðàíè÷åííûé ñëó÷àåì ãàóññîâñêîãî àíñàìáëÿ ïî�ëÿ òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé. Ïðèâåäåíû ïðàâèëüíûåóðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñïåêòðîâ �ëóê-òóàöèé ÷èñëà ïðèìåñíûõ ÷àñòèö è ìàãíèòíûõ �ëóê-òóàöèé â ñæèìàåìîé òóðáóëåíòíîé ñðåäå ñî ñïèðàëü�íîñòüþ. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèåçàêîíàì ñîõðàíåíèÿ, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òàê�æå äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ íåãàóññîâîñòè àíñàìáëÿòóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé íà çíà÷åíèÿ êîý��èöèåí�òîâ òóðáóëåíòíîé äè��óçèè è ýâîëþöèþ �ëóêòóà�öèé ïðèìåñíûõ ïîëåé.Äàíû âûòåêàþùèå èç ýòèõ óðàâíåíèé àñèìïòî�òè÷åñêèå �îðìóëû, êîòîðûå îïèñûâàþò ýâîëþöèþâî âðåìåíè èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé ýòèõ ïðèìåñ�íûõ ïîëåé â �èêñèðîâàííîé òî÷êå òóðáóëåíòíîé ñðå�äû.Ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ ââèäó åå ìàòå�ìàòè÷åñêîé ïðîñòîòû ìîäåëü ñ ìàëûì âðåìåíåì êîð�848



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 4, 2004 Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ òóðáóëåíòíîé äè��óçèèðåëÿöèè òóðáóëåíòíîñòè (hui(1)uj(2)i / Æ(t1 � t2))íå îïèñûâàåò ðÿäà ý��åêòîâ òóðáóëåíòíîé äè��ó�çèè, êîòîðûå ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà âðåìÿ ïåðå�õîäà �ëóêòóàöèé â ìåëêèå ìàñøòàáû äâèæåíèÿ. Âöåëîì êîíå÷íîñòü âðåìåíè êîððåëÿöèè òóðáóëåíò�íûõ ñêîðîñòåé ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó çàìåäëåíèþðîñòà èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé êàê çà ñ÷åò çà�òóõàíèÿ �ëóêòóàöèé òóðáóëåíòíîé äè��óçèåé (âÆ(�)-ìîäåëè çàòóõàíèå îáóñëîâëåíî òîëüêî ìîëåêó�ëÿðíîé äè��óçèåé), òàê è îäíîâðåìåííîãî óìåíü�øåíèÿ êîý��èöèåíòà óñèëåíèÿ �ëóêòóàöèé ïðè ó÷å�òå âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè ïðîöåññà òóðáóëåíòíî�ãî ïåðåíîñà. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ àêóñòè÷åñêàÿòóðáóëåíòíîñòü, ãäå, íàïðîòèâ, òóðáóëåíòíàÿ äè���óçèÿ ïðåîäîëåâàåò ìîëåêóëÿðíîå çàòóõàíèå è îä�íîâðåìåííî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîý��èöèåíòàóñèëåíèÿ �ëóêòóàöèé. Îäíàêî â êîíå÷íîé ñòàäèèýâîëþöèè, êîãäà �ëóêòóàöèè ïåðåõîäÿò â îáëàñòüìàëûõ ìàñøòàáîâ, çàòóõàíèå îïðåäåëÿåòñÿ âñå æåìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòûóñèëåíèÿ �ëóêòóàöèé äëÿ ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòèñ �0 � 1 ïðèíèìàþò çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå çíà÷åíèå,÷åì ýòî ñëåäóåò èç Æ(�)-ìîäåëè.Ïîëó÷åííûå ïðàâèëüíûå èåðàðõèè óðàâíåíèéäëÿ hG(1; 2)i è èíòåíñèâíîñòè �ëóêòóàöèé ÿâëÿþòñÿòâåðäûì îñíîâàíèåì äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿýâîëþöèè �ëóêòóàöèé. Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ è ñîãëàñî�âàíèÿ èåðàðõèé óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îáùèì è, âîç�ìîæíî, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òàêæå è ïðè îïè�ñàíèè òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé îñíîâíîé æèäêîñòèèëè ãàçà. Â ÷àñòíîñòè, áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòüîáîáùåíèå ñ ó÷åòîì êîððåëÿòîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä�êà äëÿ èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Êðàé÷íàíà [25℄, äàþ�ùåãî äëÿ èíåðöèîííîé îáëàñòè ñïåêòðà òóðáóëåíò�íîñòè çíà÷åíèå p�3=2 âìåñòî êîëìîãîðîâñêîãî çíà÷å�íèÿ p�5=3. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî òàêîå îáîáùåíèåäàñò áîëåå áëèçêèé ê êîëìîãîðîâñêîìó ïîêàçàòåëüñïåêòðà, ÷òî, î÷åâèäíî, áóäåò îçíà÷àòü ïåðåõîä ê áî�ëåå òî÷íîìó îïèñàíèþ ðåàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. S. I. Vainshtein and F. Cattaneo, Astrophys. J. 393,165 (1992).2. A. V. Gruzinov and P. H. Diamond, Phys. Rev. Lett.72, 1651 (1994).3. ß. Á. Çåëüäîâè÷, ÆÝÒÔ 31, 154 (1956).4. R. S. Pe
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