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ÍÈÆÍÈÅ È ÂÅ�ÕÍÈÅ ��ÀÍÈÖÛ ÄËß Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÎÉÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�Û Â Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÉÌÎÄÅËÈ ÈÇÈÍ�ÀÌ. À. Þðèùåâ *Èíñòèòóò ïðîáëåì õèìè÷åñêîé �èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 äåêàáðÿ 2003 ã.�àññìîòðåíà ìîäåëü Èçèíãà íà ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå ñ êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ J âäîëü îä-íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî íàïðàâëåíèÿ è êîíñòàíòàìè J 0 âäîëü äâóõ äðóãèõ íàïðàâëåíèé. Ñ ïîìîùüþòðàíñ�åðìàòðè÷íûõ ìåòîäîâ ðàñøèðåííîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ðåíîðìãðóïïû [18; 19℄ ïîëó÷åíû äâóõ-ñòîðîííèå îöåíêè äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ìîäåëè ïðè J 0=J � 1. Íàéäåííûå ãðàíèöû ìîíîòîííîñóæàþòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà J 0=J è äàþò îöåíêè, êîòîðûå óëó÷øàþò èìåþùèåñÿ â ëèòåðàòóðåäàííûå ïî òåìïåðàòóðå �àçîâîãî ïåðåõîäà àíèçîòðîïíîé òðåõìåðíîé ðåøåòêè Èçèíãà.PACS: 05.50.+q, 05.70.Jk, 05.10.C, 75.40.Cx1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒðåõìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà, â îòëè÷èå îò äâóìåð�íîé, íå ðåøåíà òî÷íî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ åå èññëå�äîâàíèå ïðîâîäÿò âñåâîçìîæíûìè ïðèáëèæåííûìèìåòîäàìè. Íåîñëàáåâàþùèé èíòåðåñ ê äàííîé ìî�äåëè ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì â íåé �àçîâîãî ïåðåõîäà,ñâîéñòâà êîòîðîãî, áëàãîäàðÿ �åíîìåíó óíèâåðñàëü�íîñòè, ïîçâîëÿþò îäíîâðåìåííî îïèñûâàòü êðèòè÷å�ñêîå ïîâåäåíèå â øèðîêîì êðóãå âåùåñòâ, âêëþ÷àÿëåãêîîñíûå ìàãíåòèêè, áèíàðíûå ñïëàâû, ïðîñòûåæèäêîñòè è èõ ñìåñè, ðàñòâîðû ïîëèìåðîâ, ñóáú�ÿäåðíóþ ìàòåðèþ è ò. ä. [1�3℄.Èññëåäîâàíèå �àçîâîãî ïåðåõîäà íà÷èíàþò ñîïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò êðèòè÷åñêîé òî÷êè, ïðè êî�òîðîé îí ïðîèñõîäèò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëååêà÷åñòâåííûå îöåíêè òåìïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõî�äà, T, â ïîëíîñòüþ èçîòðîïíîé òðåõìåðíîé ðåøåò�êå Èçèíãà ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîòåì�ïåðàòóðíûõ ðÿäîâ [4℄, ðåíîðìãðóïïîâûìè ìåòîäàìèÌîíòå-Êàðëî [5℄ è, ñàìûå ëó÷øèå, ñ ïîìîùüþ àíà�ëèçà â ðàìêàõ òåîðèè êîíå÷íîðàçìåðíîãî ñêåéëèíãàäàííûõ ìîíòå-êàðëîâñêèõ ìîäåëèðîâàíèé íà êóáàõL� L� L [6, 7℄:K = 0:22165459(10);*E-mail: yur�ip.a.ru

ò. å. kBT=J = 1=K = 4:5115240(21):Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòàì ñåé�÷àñ òî÷íî èçâåñòíû óæå ïî êðàéíåé ìåðå ïåðâûåïÿòü�øåñòü çíà÷àùèõ öè�ð äëÿ êðèòè÷åñêîé òåì�ïåðàòóðû ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè Èçèíãà:kBT=J = 4:51152 : : : (1)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â èçî�òðîïíîé ìîäåëè ñóùåñòâóþò ñòðîãèå âåðõíèå îöåí�êè [8℄. Íî, óâû, ýòè îöåíêè ñëèøêîì ãðóáû ïî ñðàâ�íåíèþ ñ ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòîì (1).Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíîé ðåøåòêè Èçèíãà äëÿ òåì�ïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà íàéäåíà àñèìïòîòè÷å�ñêè òî÷íàÿ �îðìóëà [9℄kBTJ = 2 �ln� J2J 0�� ln ln� J2J 0�+O(1)��1 ;J 0=J ! 0: (2)Ýòî ñîîòíîøåíèå óñòàíàâëèâàåò çàêîí ëîãàðè�ìè�÷åñêè ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïå�ðàòóðû ñ ðîñòîì àíèçîòðîïèè ðåøåòêè. Îäíàêîâ íàèáîëåå âàæíîé äëÿ ïðèëîæåíèé îáëàñòè10�3 � J 0=J � 1 òî÷íîñòü �îðìóëû (2) íåâåëèêà(ñì. ðàçä. 6).1349



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-àíèçîòðîïíîé ìîäåëèÈçèíãà èìåþòñÿ òàêæå ÷èñëåííûå îöåíêè âåëè÷èíûkBT=J , ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîòåìïå�ðàòóðíûõ ðÿäîâ [10℄. Ê ñîæàëåíèþ, èç-çà êîíå÷íîãî÷èñëà ÷ëåíîâ â òàêèõ ðÿäàõ ïîãðåøíîñòè îöåíîêíàðàñòàþò ñ óìåíüøåíèåì îòíîøåíèÿ J 0=J è â èòîãåñâîäÿò ðåçóëüòàòû íà íåò óæå ïðè J 0=J � 10�2.Àíàëîãè÷íûå òðóäíîñòè ïðèñóùè âñåì äðóãèìïîäõîäàì, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ïðèìåíåíèåïîëíîñòüþ êîíå÷íûõ ïîäñèñòåì. Òàê, ìîäåëèðîâà�íèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî íà ïàðàëëåëåïèïåäàõL � L � pL íå ïîçâîëèëè àâòîðàì ðàáîòû [11℄ ïðî�äâèíóòüñÿ â ðàñ÷åòàõ âåëè÷èíû kBT=J äî çíà÷åíèéJ 0=J < 3 � 10�3. Ïðè ýòîì îøèáêè ñóùåñòâåííû, íà�÷èíàÿ ñ J 0=J < 10�1. Ïðè÷èíà êðîåòñÿ ïðåæäå âñåãîâ íåäîñòàòî÷íîé âûòÿíóòîñòè ïàðàëëåëåïèïåäîâ (óíèõ p � 6).Íàîáîðîò, ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèèïîäñèñòåì, áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûõ âäîëü íàïðàâ�ëåíèÿ ñ ïðåâàëèðóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì, äàþò ðå�çóëüòàòû òåì òî÷íåå, ÷åì ñèëüíåå àíèçîòðîïèÿ ðå�øåòêè. Òàê, íàïðèìåð, óæå ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñè�ìàöèÿ èñõîäíîé ðåøåòêè íàáîðîì ëèíåéíûõ öåïî�÷åê â ìîëåêóëÿðíîì ïîëå [12℄ (ïðè ýòîì äîìèíè�ðóþùèå âíóòðèöåïî÷å÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ J ó÷è�òûâàþòñÿ òî÷íî, à ñëàáûå ìåæöåïî÷å÷íûå ñâÿçèJ 0 � ïðèáëèæåííî, â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ)ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé çàâèñèìî�ñòè (2) äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû. Óñïåõ îáóñ-ëîâëåí, ðàçóìååòñÿ, òåì, ÷òî öåïî÷å÷íûå êëàñòåðûîòðàæàþò �èçè÷åñêóþ ñèòóàöèþ â ïðîñòðàíñòâåí�íî-àíèçîòðîïíîé ñèñòåìå.Ïðèâëå÷åíèå áîëåå ñîâåðøåííûõ, ÷åì ïðèáëèæå�íèå ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ, ìåòîäîâ, à òàêæå ñèñòåìà�òè÷åñêîå íàðàùèâàíèå ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ áåñêî�íå÷íî âûòÿíóòûõ ïîäñèñòåì âåäåò ê ïîâûøåíèþ òî÷�íîñòè îöåíîê êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû [13�17℄. Ýòèðåçóëüòàòû áóäóò ïîäðîáíî îáñóæäåíû íèæå.Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå äëÿ ðàñ÷åòà òåìïåðàòó�ðû �àçîâîãî ïåðåõîäà àíèçîòðîïíîé ìîäåëè Èçèí�ãà ïðèìåíåíû íå òàê äàâíî îáíàðóæåííûå óëó÷�øåííûå âàðèàíòû �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ðåíîðìãðóï�ïû [18, 19℄. Ìíîæåñòâåííîñòü âàðèàíòîâ ïîçâîëÿåòîòîáðàòü ñðåäè íèõ òàêèå, êîòîðûå äàþò íå òîëüêîâåðõíèå, íî è íèæíèå îöåíêè. Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòî�äîâ èñïîëüçîâàíû öåïî÷å÷íûå êëàñòåðû L�L�1 ñïîïåðå÷íûìè ðàçìåðàìè L � 4. Äëÿ �àêòè÷åñêîãîðåøåíèÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåí�íûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóïíîìàñøòàáíûõïîëíîñòüþ çàïîëíåííûõ òðàíñ�åð-ìàòðèö, äîñòèãà�þùèõ ðàçìåðîâ 65536 � 65536, ïðîâåäåíà òåîðåòè�êî-ãðóïïîâàÿ ðåäóêöèÿ, êîòîðàÿ âîçìîæíà â ñèëó

ñèììåòðèè ïîäñèñòåì.Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè óñòðîåíà ñëåäóþùèìîáðàçîì. Â ðàçä. 2 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ ðàñøèðåí�íîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ðåíîðìãðóïïû. �àçä. 3 ñî�äåðæèò �îðìóëû, ïðèãîäíûå äëÿ ïðÿìîãî ðàñ÷å�òà íà êîìïüþòåðå âîñïðèèì÷èâîñòåé è ïðîèçâîäíîéîáðàòíîé êîððåëÿöèîííîé äëèíû, êîòîðûå âõîäÿò âðåíîðìãðóïïîâûå óðàâíåíèÿ. Â ðàçä. 4 ïðîâåäåíî òå�ñòèðîâàíèå ðàçâèòûõ ìåòîäîâ íà ïðèìåðå òî÷íîðå�øàåìîé äâóìåðíîé àíèçîòðîïíîé ðåøåòêè Èçèíãà.�àñ÷åòû êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû äëÿ òðåõìåðíîéìîäåëè Èçèíãà ïðåäñòàâëåíû â ðàçä. 5. Â ðàçä. 6äàíî îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìèìåòîäàìè. Èòîãè âûïîëíåííîé ðàáîòû ïîäâåäåíû âðàçä. 7, òàì æå íàìå÷åíû ïåðñïåêòèâû äëÿ äàëüíåé�øèõ èññëåäîâàíèé. Íàêîíåö, â Ïðèëîæåíèå âûíåñå�íû ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðåòè�êî-ãðóïïîâîé ðåäóêöèè òðàíñ�åð-ìàòðèö.2. ÌÅÒÎÄÛ �ÀÑØÈ�ÅÍÍÎÉÔÅÍÎÌÅÍÎËÎ�È×ÅÑÊÎÉ�ÅÍÎ�Ì��ÓÏÏÛ È Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß TÂ ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé êîíå÷íîðàçìåðíîãîñêåéëèíãà [20�22℄ (ñì. òàêæå îáçîðû [23, 24℄) ñèí�ãóëÿðíàÿ ÷àñòü ïëîòíîñòè áåçðàçìåðíîé ñâîáîäíîéýíåðãèè fs è îáðàòíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà � âáëè�çè òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà óäîâëåòâîðÿþò �óíê-öèîíàëüíûì óðàâíåíèÿìfs(t; h; 1=L) = `�dfs(t`yt ; h`yh ; `=L); (3)�(t; h; 1=L) = `�1�(t`yt ; h`yh ; `=L): (4)Çäåñü d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, t == (T � T)=T � ïðèâåäåííàÿ òåìïåðàòóðà, h �íîðìèðîâàííîå âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, L � õàðàê�òåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð êîíå÷íîé èëè ÷àñòè÷íîêîíå÷íîé ñèñòåìû, yt è yh � ñîîòâåòñòâåííî òåð�ìàëüíûé è ìàãíèòíûé êðèòè÷åñêèå èíäåêñû, ` �ïàðàìåòð ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êàäàíîâà.Ñîîòíîøåíèÿ (3) è (4) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîá�ùåííûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ [25℄. Èõ ðåøåíèå ñïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïîäñòàíîâîê äëÿ ` ïîçâîëÿ�åò íàéòè ÿâíûå çàâèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ õàðàêòå�ðèñòèê ñèñòåìû ïðè ïîäõîäå ê êðèòè÷åñêîé òî÷êåt = h = 1=L = 0 ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì. Òàê, ïî�ëàãàÿ ` = L, èç óðàâíåíèÿ (4) ïîëó÷àåì, ÷òî â òî÷êå�àçîâîãî ïåðåõîäà áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû, t = h = 0,îáðàòíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà êîíå÷íîé ïîäñèñòå�ìû ðàâíà�L(T) � �(0; 0; 1=L) = L�1�(0; 0; 1): (5)1350



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004 Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû : : :Áåðÿ äâå ïîäñèñòåìû ñ ðàçìåðàìè L è L0, ò. å. êëàñ-òåðíóþ ïàðó (L;L0), èç (5) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþL�L(T) = L0�L0(T); (6)êîòîðîå â îáû÷íîì ìåòîäå �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ðå�íîðìãðóïïû [26�29℄ ñëóæèò äëÿ îöåíîê êðèòè÷åñêîéòåìïåðàòóðû.Ïðîäè��åðåíöèðóåì ðàâåíñòâà (3) è (4) m ðàçïî ñêåéëèíãîâîìó ïîëþ h:f (m)s (t; h; 1=L) = `myh�df (m)s (t`yt ; h`yh ; `=L); (7)�(m)(t; h; 1=L) = `myh�1�(m)(t`yt ; h`yh ; `=L): (8)Èç êîìáèíàöèé ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ñîñòàâèòüíîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ T, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàñ�øèðåííûì âåðñèÿì �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ðåíîðì-ãðóïïû.Íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ïîëíîñòüþ èçîòðîïíûõðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé àâòîðîì [18, 19℄ áûëî óñòàíîâ�ëåíî, ÷òî ðåíîðìãðóïïîâîå óðàâíåíèåL1�d�00L=�L��T = (L0)1�d�00L0=�L0��T (9)ïðèâîäèò ê íèæíèì îöåíêàì äëÿ êðèòè÷åñêîé òåì�ïåðàòóðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèåL�d�(4)L =�2L��T = (L0)�d�(4)L0 =�2L0��T ; (10)êàê è (6), äàåò âåðõíèå îöåíêè. Îäíàêî ïðè îäíèõ èòåõ æå ðàçìåðàõ ïîäñèñòåì òî÷íîñòü îöåíîê, ïîëó�÷åííûõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (10), ëó÷øå.Â ðàâåíñòâàõ (9) è (10)�L(T ) � �2fL=�h2��h=0 = f (2)s (t; 0; 1=L) (11)åñòü íà÷àëüíàÿ ëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ïîäñèñ-òåìû,�(4)L (T ) � �4fL=�h4��h=0 = f (4)s (t; 0; 1=L) (12)� íà÷àëüíàÿ íåëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü è�00L(T ) � �2�=�h2��h=0 = �(2)(t; 0; 1=L): (13)Â ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ fL ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé ïîëíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â ðàñ÷åòå íà îäèíóçåë ïîäñèñòåìû: fL = f0 + fs; (14)ãäå f0 � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü (¾�îí¿) ïëîòíîñòè ñâî�áîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ñ L =1.×òîáû ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòü ðåøàòü óðàâíå�íèÿ (9) è (10), íóæíî èõ äîïîëíèòü åùå âûðàæå�íèÿìè äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòåé è âòîðîé ïðîèçâîäíîéîáðàòíîé êîððåëÿöèîííîé äëèíû ïî âíåøíåìó ïîëþâ òî÷êå h = 0. Ýòîìó ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.

3. �ÀÑ×ÅÒ ÍÀ×ÀËÜÍÛÕÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÅÉ �L È �(4)L ÈÏ�ÎÈÇÂÎÄÍÎÉ �00L�àìèëüòîíèàí ïðîñòðàíñòâåííî-àíèçîòðîïíîéìîäåëè Èçèíãà ïðåäñòàâèì â âèäåH = �JXhi;jiSiSj � J 0X[i;j℄ SiSj �HXi Si; (15)ãäå ñïèíîâûå ïåðåìåííûå Si ëîêàëèçîâàíû â óçëàõðåøåòêè è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ +1 èëè �1, H �ìàãíèòíîå ïîëå. Ñóììèðîâàíèÿ hi; ji è [i; j℄ èäóò ïîïàðàì áëèæàéøèõ ñîñåäåé âäîëü ïðîñòðàíñòâåííûõíàïðàâëåíèé ñ êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåò�ñòâåííî J è J 0.Äëÿ ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêïîäñèñòåì íà ðåøåòêàõ Ld�1�1, áåñêîíå÷íî ïðîòÿ�æåííûõ â J-íàïðàâëåíèè, ââåäåì òðàíñ�åð-ìàòðèöóV ñ ýëåìåíòàìèhS1; : : : ; SnjV jS01; : : : ; S0ni = exp24K nXi=1 SiS0i++ 12K 0X[i;j℄(SiSj + S0iS0j) + 12h nXi=1(Si + S0i)35 : (16)Çäåñü n = Ld�1 � ÷èñëî öåïî÷åê â ïîäñèñòåìå,K = J=kBT , K 0 = J 0=kBT , h = H=kBT , à Si è S0i �òåïåðü ñïèíîâûå ïåðåìåííûå â óçëàõ ñîñåäíèõ ïî�ïåðå÷íûõ ñëîåâ ðåøåòêè Ld�1 � 1. Äëÿ èñêëþ÷å�íèÿ íåæåëàòåëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ ÿâëåíèé áóäåìðàññìàòðèâàòü ïîäñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðà�íè÷íûìè óñëîâèÿìè â èõ ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ.Òðàíñ�åð-ìàòðèöà V ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé, ñèì�ìåòðè÷íîé, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé ìàòðèöåé, âñåýëåìåíòû êîòîðîé ïîëîæèòåëüíû.Îòìåòèì, ÷òî òðàíñ�åð-ìàòðèöó ñ ýëåìåíòà�ìè (16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåV = U1=2V0U1=2; (17)ãäå V0 = V ��h=0 � òðàíñ�åð-ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâó�þùàÿ ìîäåëè â íóëåâîì âíåøíåì ïîëå. Â ðàâåí�ñòâå (17)U = ehM = 1 +Mh+ 12M2h2 + : : : (18)åñòü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé îïåðàòîð ìàã�íèòíîãî ìîìåíòà ñëîÿ ðàâåíM = �1 + �2 + : : :+ �n; (19)1351



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004ãäå �i = 1� 1� : : :� �z � : : :� 1; (20)ïðè÷åì â ýòîì ïðîèçâåäåíèè èç n ñîìíîæèòåëåé ìàò�ðèöà Ïàóëè �z ñòîèò íà i-ì ìåñòå ñðåäè åäèíè÷íûõìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà.Êàê èçâåñòíî (ñì. [26�29℄ è èìåþùèåñÿ òàì ññûë�êè íà áîëåå ðàííèå ðàáîòû), áåçðàçìåðíàÿ ïëîò�íîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñâÿçàíà ñ íàèáîëüøèì ñîá�ñòâåííûì çíà÷åíèåì �1 òðàíñ�åð-ìàòðèöû ñîîòíî�øåíèåì fL = L1�d ln �1; (21)à îáðàòíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà â ïðîäîëüíîì íà�ïðàâëåíèè ñèñòåìû Ld�1 �1 ðàâíà�L = ln(�1=j�2j); (22)ãäå �2 � âòîðîå ïî âåëè÷èíå íàèáîëüøåå ñîáñòâåí�íîå çíà÷åíèå òðàíñ�åð-ìàòðèöû V . Àíàëîãè÷íûå�îðìóëû èìåþò ìåñòî è äëÿ ìîäåëè â îòñóòñòâèåâíåøíåãî ïîëÿ ñ çàìåíîé �i ! �i, ãäå �i � ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðàíñ�åð-ìàòðèöû V0. Òàêèì îá�ðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðûâ ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé òåîðèè �åíîìåíîëîãè÷åñêîéðåíîðìãðóïïû (ò. å. ïî óðàâíåíèþ (6)) íåîáõîäèìîðåøàòü ëèøü ÷àñòè÷íóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà�÷åíèÿ ìàòðèöû V0.Òðàíñ�åð-ìàòðèöà (V èëè V0) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé êîíå÷íóþ ìàòðèöó (ðàçìåðîì N � N , ãäåN = 2n) ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïîýòîìó âñèëó òåîðåìû Ïåððîíà [30℄ åå íàèáîëüøåå ñîáñòâåí�íîå çíà÷åíèå íå âûðîæäåíî (è ïîëîæèòåëüíî).Â ìîäåëè Èçèíãà âòîðîå ïî âåëè÷èíå íàèáîëü�øåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �2 òàêæå íå âûðîæäåíî.Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òîãî, ÷òî â q-ïîçèöèîííîéìîäåëè Ïîòòñà âòîðîå ñòàðøåå ñîáñòâåííîå çíà÷å�íèå (q � 1)-êðàòíî âûðîæäåíî (ñì., íàïðèìåð, [31,ñ. 441℄), à ìîäåëè Èçèíãà îòâå÷àåò q = 2.×òîáû ïîëó÷èòü òî÷íûå �îðìóëû äëÿ âîñïðèèì�÷èâîñòåé �L è �(4)L è âòîðîé ïðîèçâîäíîé �00L â íóëå�âîì âíåøíåì ïîëå, èñïîëüçóåì òåîðèþ âîçìóùåíèé(äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé �1 è �2). Ñ ýòîé öå�ëüþ ðàçëîæèì ïîëíóþ (ò. å. ñ ó÷åòîì âíåøíåãî ïîëÿ)òðàíñ�åð-ìàòðèöó V â ðÿä ïî ñòåïåíÿì h äî ÷ëåíîâ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî:V = V0 + hV1 + h2V2 + h3V3 + h4V4 +O(h5): (23)Â ýòîì ðàâåíñòâå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö Vs ñëåäó�þò èç (16). Èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå â âèäåV1 = 12(MV0 + V0M); (24)

V2 = 12! 22 (M2V0 + 2MV0M + V0M2) (25)è ò. ä. Â äàëüíåéøåì ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàíñ�îð�ìàöèîííûõ ñâîéñòâ ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî â ìàòðèöûVs ñ ÷åòíûì íîìåðîì s âõîäÿò ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå÷åòíîå ÷èñëî îïåðàòîðîâM , à ñ íå÷åòíûì s � íå÷åò�íîå èõ ÷èñëî.Ïóñòü 	i � ñîáñòâåííûå âåêòîðû íåâîçìóùåí�íîé òðàíñ�åð-ìàòðèöû V0, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþòåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì �1 < j�2j < : : : Ïî òåî�ðèè âîçìóùåíèé ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê âòîðîãî ïîðÿäêàèìååì�1 = �1 + "(V2)11 +Xk 0 (V1)21k�1 � �k #h2 +O(h4); (26)ãäå (Vs)ij = 	+i Vs	j . Øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷à�åò ïðîïóñê ñèíãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ (çäåñü ñ k = 1).Òîãäà, ðóêîâîäñòâóÿñü îïðåäåëåíèåì (11) è ïðèíè�ìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèÿ (21) è (26), ïîëó÷àåìòî÷íóþ �îðìóëó äëÿ íà÷àëüíîé ëèíåéíîé âîñïðè�èì÷èâîñòè:�L = 2Ld�1�1 "(V2)11 +Xk 0 (V1)21k�1 � �k # : (27)Ñîáèðàÿ âñå ÷ëåíû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ðÿäà òåî-ðèè âîçìóùåíèé äëÿ �1, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà�õîäèì âûðàæåíèå�(4)L = 24Ld�1�1 8<:(V4)11 +Xk 0 (V2)21k�1 � �k++ 2Xk 0 (V1)1k(V3)1k�1 � �k + 2Xk;l 0 (V1)1k(V1)kl(V2)l1(�1 � �k)(�1 � �l) ++Xk;l 0 (V1)1k(V2)kl(V1)l1(�1 � �k)(�1 � �l) � (V2)11Xk 0 (V1)21k(�1 � �k)2 ++ Xk;l;m0 (V1)1k(V1)kl(V1)lm(V1)m1(�1 � �k)(�1 � �l)(�1 � �m) ��Xk;l 0 (V1)21k(V2)2l1(�1 � �k)2(�1 � �l) �� 12�1 "(V2)11 +Xk 0 (V1)21k�1 � �k #29=; : (28)Íàêîíåö, ðàçâèâàÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ ïî�ïðàâîê êàê äëÿ �1, òàê è äëÿ �2, ïðèõîäèì ê �îð�ìóëå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé êîððåëÿöè�îííîé äëèíû â íóëåâîì âíåøíåì ïîëå:1352



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004 Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû : : :�00L = 2( 1�1 "(V2)11 +Xk 0 (V1)21k�1 � �k # �� 1�2 "(V2)22 +Xk 0 (V1)22k�2 � �k #) : (29)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîéòåìïåðàòóðû â ðàìêàõ ðàñøèðåííîé �åíîìåíîëîãè�÷åñêîé ðåíîðìãðóïïû (óðàâíåíèÿ (9) è (10)) íåîá�õîäèìî ðåøàòü ïîëíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà�÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû òðàíñ�åð-ìàòðèöû V0èëè åå ñóááëîêîâ. Ýòî, êîíå÷íî, óñëîæíÿåò ðàñ÷åò.Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó òåïåðü â óðàâ�íåíèÿ (9) è (10) çàëîæåíî áîëüøå èí�îðìàöèè î ñèñ-òåìå, âïîëíå åñòåñòâåííî îæèäàòü è áîëåå âûñîêîéòî÷íîñòè îöåíîê ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé �åíî�ìåíîëîãè÷åñêîé ðåíîðìãðóïïîé.Ôîðìóëû (27)�(29) áûëè íàìè çàïðîãðàììèðîâà�íû íà ÿçûêå Ñè. Ïðè ýòîì ïîëíóþ çàäà÷ó íà ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû íåáîëü�øèõ òðàíñ�åð-ìàòðèö V0 ìû ðåøàëè ìåòîäîì èõïðÿìîé ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíè�åì áèáëèîòå÷íûõ �óíêöèé tred2 è tqli [32℄.4. ÝÂ�ÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ Ï�ÈÌÅ�:ÄÂÓÌÅ�ÍÀß �ÅØÅÒÊÀ ÈÇÈÍ�ÀÏðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê òðåõìåðíîé ìîäåëèÈçèíãà, äëÿ êîòîðîé ìû õîòèì ïîëó÷èòü íîâûå ðå�çóëüòàòû, ïðîâåäåì èñïûòàíèå óðàâíåíèé (9) è (10)íà äâóìåðíîì àíàëîãå ýòîé ìîäåëè, à èìåííî � íàòî÷íîðåøàåìîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñ àíèçîòðîïíû�ìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.Êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà â àíèçîòðîïíîé äâó�ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà óäîâëåòâîðÿåò òðàíñöåíäåíò�íîìó óðàâíåíèþ [33℄sh 2JkBT sh 2J 0kBT = 1: (30)Â ÷àñòíîñòè, â ïðåäåëå ïîëíîñòüþ èçîòðîïíûõ ñâÿ�çåé J 0 = J èìååìkBTJ = 2ln �1 +p2 � = 2:269185 : : : (31)Äëÿ ñëàáîàíèçîòðîïíîé ðåøåòêè èçìåíåíèÿ êðèòè�÷åñêîé òåìïåðàòóðû, â ñîîòâåòñòâèè ñ (30), ïîä÷èíå�íû ëèíåéíîìó çàêîíóT(J 0=J)T(1) � 1� 12 �1� J 0J � ; J 0 ! J: (32)Îáðàòíî, ñ ñëó÷àå ñèëüíîàíèçîòðîïíûõ âçàèìîäåé�ñòâèé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30) ìåòîäîì èòåðàöèéïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîìó âûðàæå�íèþ [34℄

kBTJ � 2ln(2J=J 0) ; J 0J ! 0: (33)Â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà J 0=Jêðèòè÷åñêèå òåìïåðàòóðû ìîãóò áûòü íàéäåíû ïó�òåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (30).Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû îöåíêè êðèòè÷åñêèõ òåì�ïåðàòóð T (L;L0)< è T (L;L0)> , ïîëó÷åííûå èç ðåøåíèÿóðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî (9) è (10) ïðè âûáîðåêëàñòåðíûõ ïàð (L;L0) ñ L0 = L�1. Ïðè ðàñ÷åòàõ áû�ëè èñïîëüçîâàíû ïîëîñêè L �1 ñ ïåðèîäè÷åñêèìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè.Ïîëîñêè èìåëè øèðèíû L = 2�5 è ïîýòîìó ðàçìå�ðû òðàíñ�åð-ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèëè 32 � 32. Òà�êèå íåáîëüøèå ðàçìåðû ïîçâîëÿëè ðåøàòü ïîëíóþçàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåê�òîðû ìàòðèö V0 ïóòåì èõ ïðÿìîé ÷èñëåííîé äèàãî�íàëèçàöèè. Çàòåì ïî �îðìóëàì èç ðàçä. 3 ìû ðàñ�ñ÷èòûâàëè �L(T ), �(4)L (T ) è �00L(T ). Ïðè ÷èñëåííîìíàõîæäåíèè êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (9)è (10) áûë ïðèìåíåí ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ (ìå�òîä áèñåêöèè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîâî�äèòü ñðàâíåíèÿ, â òàáë. 1 äàíû òàêæå òî÷íûå âåëè�÷èíû êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû (ñòîëáåö ¾òî÷íî¿),ñëåäóþùèå èç óðàâíåíèÿ (30).Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî ðåíîðìãðóïïîâîå óðàâíå�íèå (9) ïðèâîäèò âñþäó ê íèæíèì îöåíêàì, êîòî�ðûå ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ìàðêèðóåì èíäåêñîì ¾<¿.Òî÷íîñòü îöåíîê âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâêëàñòåðîâ (øèðèí ïîëîñîê). Êðîìå òîãî, êàê ñëåäó�åò èç òàáë. 1, ïðè �èêñèðîâàííûõ ïîïåðå÷íûõ ðàç�ìåðàõ êëàñòåðîâ òî÷íîñòü îöåíîê âîçðàñòàåò è ñ ïî�âûøåíèåì àíèçîòðîïèè ðåøåòêè. Ýòîãî âïîëíå åñòå�ñòâåííî ñëåäîâàëî îæèäàòü è èç �èçè÷åñêèõ ñîîá�ðàæåíèé, ïîñêîëüêó ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà J 0=Jãåîìåòðèÿ ïîëîñîê âñå ëó÷øå è ëó÷øå âîñïðîèçâî�äèò êâàçèîäíîìåðíûé õàðàêòåð ñâÿçåé â ìîäåëè.Óðàâíåíèå (10), íàîáîðîò, äàåò âñþäó âåðõíèåîöåíêè T (L;L�1)> (÷òî ïîêàçûâàåò ñîîòâåòñòâóþùèéíèæíèé èíäåêñ â îáîçíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû). Èçñðàâíåíèÿ äàííûõ â òàáë. 1 âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü ýòèõîöåíîê òàêæå ðàâíîìåðíî íàðàñòàåò êàê ñ óâåëè÷å�íèåì øèðèí ïîëîñîê â êëàñòåðíîé ïàðå, òàê è ñ ïî�âûøåíèåì àíèçîòðîïèè âçàèìîäåéñòâèé.Èìåþùàÿñÿ àíàëîãèÿ ìåæäó äâóìåðíîé è òðåõ�ìåðíîé ìîäåëÿìè ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî óðàâíå�íèÿ (9) è (10) ñîõðàíÿò ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäè�ìîñòè ñâåðõó è ñíèçó òàêæå è â ñëó÷àå òðåõìåðíîéàíèçîòðîïíîé ðåøåòêè Èçèíãà, äëÿ êîòîðîé òî÷íîåðåøåíèå îòñóòñòâóåò.1353



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004Òàáëèöà 1. Íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè, à òàêæå òî÷íûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû äâóìåðíîé àíèçî-òðîïíîé ìîäåëè Èçèíãà (â åäèíèöàõ kB = J = 1)J 0=J T (2;3)< T (3;4)< T (4;5)< Òî÷íî T (5;4)> T (4;3)> T (3;2)>1.0 2.1088 2.2147 2.2409 2.26919 2.2898 2.3126 2.34780.5 1.5660 1.6134 1.6266 1.64102 1.6484 1.6587 1.68940.1 0.8788 0.8962 0.9011 0.90588 0.9076 0.9097 0.91800.05 0.7219 0.7345 0.7380 0.74131 0.7425 0.7439 0.74920.01 0.4988 0.5054 0.5072 0.50893 0.5095 0.5102 0.51280.005 0.4375 0.4427 0.4441 0.44546 0.4459 0.4465 0.44850.001 0.3378 0.3409 0.3418 0.34266 0.3429 0.3433 0.34455. Ò�ÅÕÌÅ�ÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÈÇÈÍ�ÀÏåðåéäåì òåïåðü ê èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ðàñ÷å�òîâ ðàáîòû. Îíè ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (9)è (10) â òðåõ èçìåðåíèÿõ.Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñîîòíîøå�íèÿ (9) è (10) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òðàíñöåíäåíòíûåóðàâíåíèÿ. Äëÿ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿèòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà. (Â òðåõ èçìåðåíèÿõ ìûïî-ïðåæíåìó èñïîëüçîâàëè ìåòîä ïîëîâèííîãî äå�ëåíèÿ.) Ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå èòåðàöèé íåîáõî�äèìî ðåøàòü åùå äâå çàäà÷è: íàõîäèòü ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû òðàíñ�åð-ìàòðèöûV0 è çàòåì ïî �îðìóëàì (27)�(29) ðàññ÷èòûâàòü âîñ�ïðèèì÷èâîñòè è �00L. �åøåíèå ïîëíîé ñïåêòðàëüíîéçàäà÷è äëÿ ïëîòíîçàïîëíåííîé ìàòðèöû ðàçìåðîìN � N òðåáóåò, êàê èçâåñòíî [35℄, O(N3) îïåðàöèé(ïðîãðàììà tred2 âêëþ÷àåò òðè âëîæåííûõ öèêëàäëèíû N êàæäûé). �àñ÷åò âåëè÷èí �L, �00L è îñî�áåííî �(4)L òàêæå îòÿãîùåí âëîæåííûìè öèêëàìè,âûïîëíåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê åùå áîëüøèì çà�òðàòàì ìàøèííîãî âðåìåíè, ÷åì äàæå ñïåêòðàëüíàÿçàäà÷à (íàøà ïðîãðàììà äëÿ ðàñ÷åòà íåëèíåéíîéâîñïðèèì÷èâîñòè �(4)L âêëþ÷àëà ïÿòü 3-öèêëîâäëèíû N äëÿ êàæäîãî âíóòðåííåãî öèêëà).Â êà÷åñòâå ïîäñèñòåì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå ó íàñ âûñòóïàþò ïàðàëëåëåïèïåäû L� L�1.Ïîðÿäêè òðàíñ�åð-ìàòðèö äëÿ íèõ âîçðàñòàþò ïîçàêîíó N = 2L2 (â îòëè÷èå îò çíà÷èòåëüíî áîëååùàäÿùåãî ðîñòà N = 2L â äâóõ èçìåðåíèÿõ). Ñëåäî�âàòåëüíî, ïðè ñòîðîíå ïàðàëëåëåïèïåäà L = 2 òðàíñ��åð-ìàòðèöà èìååò ðàçìåðû 16 � 16, ïðè L = 3 �512� 512, à ïðè L = 4 � óæå 65536� 65536.

5.1. Êâàçèäèàãîíàëèçîâàííûåòðàíñ�åð-ìàòðèöû è ðåäóöèðîâàííûå�îðìóëû äëÿ �L(T ), �(4)L (T ) è �00L(T )×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿè ñîáñòâåííûå âåêòîðû êðóïíîìàñøòàáíûõ òðàí-ñ�åð-ìàòðèö, ïðèâåäåì èõ ñíà÷àëà ê áëî÷íî-äèà-ãîíàëüíîé �îðìå, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ñèììåòðèþïîäñèñòåì Èçèíãà. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî êâàçèäèàãîíà�ëèçàöèÿ îäíîâðåìåííî îáëåã÷àåò ðåøåíèå è âòîðîéçàäà÷è, êîòîðàÿ ó íàñ ñâÿçàíà ñ âëîæåííûìè öèêëà�ìè ïðè ðàñ÷åòå âåëè÷èí ïî �îðìóëàì (27)�(29), ïî�ñêîëüêó ñîêðàùàåò äëèíû âñåõ öèêëîâ äî ðàçìåðíî�ñòåé ñóááëîêîâ. Áîëåå òîãî, êàê ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì,èç âñåãî êîëè÷åñòâà ñóááëîêîâ êâàçèäèàãîíàëèçîâàí�íîé òðàíñ�åð-ìàòðèöû V0 íàì áóäóò íóæíû â äåé�ñòâèòåëüíîñòè òîëüêî äâà åå áëîêà.�àìèëüòîíèàí ìîäåëè Èçèíãà íà öèêëè÷åñêîìïàðàëëåëåïèïåäå L � L � 1 â îòñóòñòâèå âíåø�íåãî ïîëÿ è, êàê ñëåäñòâèå, òðàíñ�åð-ìàòðèöà V0èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïûZ2 � (TL ^C4v). Â ýòîé çàïèñè Z2 îçíà÷àåò ãðóïïóãëîáàëüíûõ èíâåðñèé ñïèíîâ, TL � ãðóïïó òðàíñ�ëÿöèé â ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ïàðàëëåëåïèïå�äà L�L�1 è C4v � òî÷å÷íóþ ãðóïïó, ñîñòîÿùóþèç âðàùåíèé ïàðàëëåëåïèïåäà âîêðóã îñè, âäîëü êî�òîðîé îí áåñêîíå÷íî âûòÿíóò, è îòðàæåíèé â ïëîñ�êîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó îñü; çíàêè ¾�¿ è¾^¿ � ñèìâîëû ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîãî è ïîëóïðÿ�ìîãî óìíîæåíèé.Ïîñëå êâàçèäèàãîíàëèçàöèè íàèáîëüøåå ñîá�ñòâåííîå çíà÷åíèå òðàíñ�åð-ìàòðèöû (êàê V ,òàê è V0) âñåãäà ëåæèò â ñóááëîêå åäèíè÷íî�ãî (ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî) íåïðèâîäèìîãîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû. Ýòî âûòåêàåò èç óæåóïîìÿíóòîé òåîðåìû Ïåððîíà, èç íåïðåðûâíîé1354



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004 Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû : : :çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò ìàòðè÷íûõýëåìåíòîâ (è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè), à òàêæå èç òîãî�àêòà, ÷òî ëèøü ó òàêîãî ñóááëîêà âñå ìàòðè÷íûåýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû.Âîïðîñ î ìåñòîíàõîæäåíèè âòîðîãî ïî âåëè÷èíåñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íå èìååò ñòîëü îäíîçíà÷íî�ãî îòâåòà. Îíî ìîæåò íàõîäèòüñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,â ðàçíûõ ñóááëîêàõ è äàæå ïåðåõîäèòü èç áëîêà âáëîê ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (â ýòîé ñâÿ�çè ñì. [27, 36℄). Îäíàêî, ÷òî êàñàåòñÿ ìîäåëåé Èçèí�ãà íà êâàäðàòíîé èëè ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêàõñ âçàèìîäåéñòâèÿìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ìîæíî ïî�êàçàòü (âî âñÿêîì ñëó÷àå, ÷èñëåííî), ÷òî âòîðîå äî�ìèíèðóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �2 ëîêàëèçîâàíî,êàê è �1, â ñóááëîêå òîæäåñòâåííîãî íåïðèâîäèìîãîïðåäñòàâëåíèÿ ïîäãðóïïû ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûõïðåîáðàçîâàíèé ìîäåëè (ò. å. ïîäãðóïïû TL ^C4v âòðåõìåðíîì ñëó÷àå). Åñëè âíåøíåãî ïîëÿ íåò, òî ñó�ùåñòâóåò åùå âíóòðåííÿÿ ñèììåòðèÿ Z2, è íàçâàí�íûé áëîê ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà ïðÿìóþ ñóì�ìó äâóõ íîâûõ ñóááëîêîâ. Ïðè ýòîì ñòàðøåå ñîá�ñòâåííîå çíà÷åíèå �1 ñíîâà, ðàçóìååòñÿ, ïîïàäàåò

â ñóááëîê, ïîñòðîåííûé íà ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷�íûõ áàçèñíûõ �óíêöèÿõ òåïåðü óæå âñåé ãðóïïûZ2�(TL^C4v). Âòîðîå ïî âåëè÷èíå ñîáñòâåííîå çíà�÷åíèå �2 îêàæåòñÿ â äðóãîì ñóááëîêå, êîòîðûé ïî�ñòðîåí íà áàçèñíûõ �óíêöèÿõ, ñèììåòðè÷íûõ îòíî�ñèòåëüíî ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèéãðóïïû è àíòèñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà�çîâàíèé, âêëþ÷àþùèõ ñïèíîâóþ èíâåðñèþ.Èòàê, â êâàçèäèàãîíàëüíîé �îðìå ïîëíîé òðàí-ñ�åð-ìàòðèöû V íàì äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿñóááëîêîì, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííî�ìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîäãðóïïû ÷èñòîïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. �àçëîæåíèå ýòî�ãî ñóááëîêà ïî ñòåïåíÿì h èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé(23). Ïåðåéäåì â òàêîì ðàçëîæåíèè ñóááëîêà â áà�çèñ, â êîòîðîì ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Z2 áóäåò ïîë�íîñòüþ ïðèâåäåííûì. Òîãäà  ó÷åòîì ñâîéñòâ ñèì�ìåòðè÷íîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèö Vs ñ ÷åò�íûì è íå÷åòíûì íîìåðàìè s îòíîñèòåëüíî ñïèíîâîéèíâåðñèè (ýòè ñâîéñòâà ëåãêî óñòàíîâèòü, íàïðèìåð,èç (19) è ñîîòíîøåíèé âèäà (24), (25)) îáñóæäàåìûéñóááëîê èìååò ñëåäóþùèé âèä:
V 0 =  V (1)0 00 V (2)0 !+ h 0 V (12)1V (21)1 0 !+ h2 V (1)2 00 V (2)2 !++ h3 0 V (12)3V (21)3 0 !+ h4 V (1)4 00 V (2)4 !+O(h5): (34)Óïîðÿäî÷åíèå áëîêîâ â ýòîé ÷åðåäóþùåéñÿ äèàãîíàëüíî-àíòèäèàãîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèìåì òà�êèì, ÷òîáû ñóááëîê V (1)0 îòâå÷àë ñèììåòðè÷íîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Z2, à V (2)0 � àíòè�ñèììåòðè÷íîìó.Ïóñòü �k è  k îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñóááëîêà V (1)0 . Åãîðàçìåðíîñòü îáîçíà÷èì ÷åðåçN1. Ïóñòü äàëåå �k è 'k � ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûåâåêòîðû ñóááëîêà V (2)0 , ïîðÿäîê êîòîðîãî ïóñòü ðàâåí N2. Òîãäà èç (27) äëÿ ðàñ÷åòà ëèíåéíîé íà÷àëüíîéâîñïðèèì÷èâîñòè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:�L(T ) = 2L2�1 " +1 V (1)2  1 + N2Xk=1 ( +1 V (12)1 'k)2�1 � �k # : (35)Àíàëîãè÷íî âçàìåí (28) ïðèõîäèì ê ðàáî÷åé �îðìóëå äëÿ ðàñ÷åòà íåëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè:�(4)L (T ) = 12L2�1 � 1�1Q2 � 2(Q1+Q2+Q3+Q4+Q5�Q6+Q7�Q8)� ; (36)ãäå 1355
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Q =  +1 V (1)2  1 + N2Xk=1 ( +1 V (12)1 'k)2�1 � �k ;Q1 =  +1 V (1)4  1; Q2 = N2Xk=2 ( +1 V (1)2  k)2�1 � �k ;Q3 = 2 N2Xk=1 ( +1 V (12)1 'k)( +1 V (12)3 'k)�1 � �k ;Q4 = 2 N2Xk=1 N1Xl=2 ( +1 V (12)1 'k)('+k V (21)1  l)( +l V (1)2  1)(�1 � �k)(�1 � �l) ;Q5 = N2Xk=1 N2Xl=1 ( +1 V (12)1 'k)('+k V (2)2 'l)('+l V (21)1  1)(�1 � �k)(�1 � �l) ;Q6 =  +1 V (1)2  1 N2Xk=1 ( +1 V (12)1 'k)2(�1 � �k)2 ;Q7 = N2Xk=1 N1Xl=2 N2Xm=1 ( +1 V (12)1 'k)('+k V (21)1  l)( +l V (12)1 'm)('+mV (21)1  1)(�1 � �k)(�1 � �l)(�1 � �m) ;Q8 = N2Xk=1 ( +1 V (12)1 'k)2(�1 � �k)2 N2Xl=1 ( +1 V (12)1 'l)2�1 � �l :

(37)

Êàê ñêàçàíî âûøå, âòîðîå ïî ñòàðøèíñòâó ñîáñòâåí�íîå çíà÷åíèå �2 òàêæå ëîêàëèçîâàíî â áëîêå V 0.Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ýòîò áëîê,èç (29) íàõîäèì èíòåðåñóþùåå íàñ âûðàæåíèå äëÿâòîðîé ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé êîððåëÿöèîííîé äëè�íû:�00L(T ) = L2�L(T )�� 2�1 "'+1 V (2)2 '1 + N1Xk=1 ( +k V (12)1 '1)2�1 � �k # ; (38)ãäå �óíêöèÿ �L(T ) îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (35).×òîáû èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå �îðìóëû äëÿ�L, �(4)L , �00L, íóæíî ïðåæäå âñåãî ïðîâåñòè ÷àñòè÷�íóþ êâàçèäèàãîíàëèçàöèþ íåâîçìóùåííûõ òðàíñ��åð-ìàòðèö V0 (âûäåëèòü èç íèõ ïî äâà ñóááëîêà) èïåðåâåñòè â íîâûé áàçèñ ÷ëåíû âîçìóùåíèÿ V1�V4.Ýòî íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ òåõíè÷åñêàÿ ÷àñòü íàøåéðàáîòû. Êëþ÷åâûå äåòàëè èñïîëüçîâàííîé ïðè ýòîìòåõíîëîãèè äàíû â Ïðèëîæåíèè.Â òàáë. 2 ñîäåðæàòñÿ ðàçìåðû ñóááëîêîâ, âõîäÿ�ùèõ â ðàçëîæåíèå (34). Âåëè÷èíû N1 è N2 ñëåäóþòèç òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî àíàëèçà, êîòîðûé äëÿ ïà�ðàëëåëåïèïåäîâ ñî ñòîðîíàìè L = 2, 3, 4 òàêæå ìîæ�íî íàéòè â Ïðèëîæåíèè. �àçìåðíîñòè ñóááëîêîâ ïðè

L = 5, 6 âêëþ÷åíû íàìè â òàáë. 2 äëÿ ñïðàâîê, âû�âîä îïóùåí.5.2. Èíòåðâàëû ëîêàëèçàöèè êðèòè÷åñêîéòî÷êè è îöåíêè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðûÈñïîëüçóÿ ìåòîä áëîê-äèàãîíàëèçàöèè, íàì óäà�ëîñü ïðîâåñòè ðàñ÷åòû äëÿ ïîäñèñòåì L � L � 1ñ L � 4, ò. å. äëÿ òðàíñ�åð-ìàòðèö ñ ðàçìåðàìèâïëîòü äî 216 � 216. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû âòàáë. 3.Îöåíêè T (2;3)< è T (3;4)< ïîëó÷åíû èç ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèÿ (9) ñ êëàñòåðíûìè ïàðàìè ñîîòâåòñòâåííî(2; 3) è (3; 4), à T (3;2)> è T (4;3)> � èç óðàâíåíèÿ (10)ñ òåìè æå ïàðàìè ïîäñèñòåì. Àíàëèçèðóÿ äàííûåòàáë. 3, âèäèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ èçîòðîï�íûõ âçàèìîäåéñòâèé (J 0 = J) âûñîêîòî÷íîå çíà÷å�íèå äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû (1) ëåæèò ìåæäókBT (3;4)< =J è kBT (4;3)> =J . (Çäåñü ìû âîññòàíàâëèâàåìêîý��èöèåíò kB=J , êîòîðûé îïóñêàåì â òàáëèöàõ âîèçáåæàíèå èõ èçëèøíåãî çàãðîìîæäåíèÿ.) Ñëåäîâà�òåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ýòîé ñòðîêè òàáë. 3,òåìïåðàòóðû, ñíàáæåííûå çíà÷êîì ¾<¿, äîñòîâåð�íî ÿâëÿþòñÿ íèæíèìè îöåíêàìè, à çíà÷êîì ¾>¿ �âåðõíèìè.1356



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004 Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû : : :Òàáëèöà 2. �àçìåðû N1 è N2 äëÿ ñòàðøèõ ñóá-áëîêîâ òðàíñ�åð-ìàòðèö ðåøåòîê Èçèíãà L�L�1ñ ñèììåòðèåé Z2 � (TL ^C4v) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèÿõ L L2 3 4 5 6N1 4 13 433 86056 119583470N2 2 13 372 86056 119539680Äàëåå èç òàáë. 3 ñëåäóåò, ÷òî ïî ìåðå óìåíü�øåíèÿ ïàðàìåòðà J 0=J çíà÷åíèÿ â êîëîíêàõ T (2;3)<è T (3;4)< , ñ îäíîé ñòîðîíû, è çíà÷åíèÿ â êîëîíêàõT (4;3)> è T (3;2)> , ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå áëèæå è áëè�æå ïîäõîäÿò äðóã ê äðóãó, ïðè ýòîì íèãäå íå ïåðå�ñåêàÿñü ìåæäó ñîáîé. Îïèðàÿñü íà àíàëîãèþ ñ äâó�ìåðíîé ìîäåëüþ (ðàçä. 4), åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òîèñòèííûå âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû òðåõ�ìåðíîé àíèçîòðîïíîé ðåøåòêè Èçèíãà çàêëþ÷åíû âïðåäåëàõ ìåæäó çíà÷åíèÿìè, ñòîÿùèìè â êîëîíêàõT (3;4)< è T (4;3)> . Ýòî íàèëó÷øèå íèæíèå è âåðõíèå ãðà�íèöû, êîòîðûå ìû ñìîãëè äîñòèãíóòü â íàñòîÿùåéðàáîòå.Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèåT = (T (3;4)< + T (4;3)> )=2 (39)ñëóæèò íàèáîëåå êà÷åñòâåííîé íàøåé îöåíêîé äëÿðåàëüíîé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû. Ïðè ýòîì àá�ñîëþòíàÿ îøèáêà çàâåäîìî íå ïðåâîñõîäèò ïîëóðàç�íîñòü �T = (T (4;3)> � T (3;4)< )=2: (40)Äàííûå îöåíêè âìåñòå ñ èõ àáñîëþòíûìè îøèáêàìèñîáðàíû â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáë. 3. Ñ óìåíüøåíè�åì ïàðàìåòðà J 0=J îò 1 äî 10�3 îòíîñèòåëüíàÿ îøèá�êà îáñóæäàåìûõ îöåíîê êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðûìîíîòîííî óáûâàåò îò 0.7% äî 0.14%. Ýòî ëó÷øåàíàëîãè÷íûõ ïîêàçàòåëåé äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè (â÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, îáðàòèâøèñü ê òàáë. 1).Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ïëîñêîé ðåøåòêå, îòêëî�íåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíèö êðèòè÷åñêîé òåì�ïåðàòóðû äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè, âèäèìî, ïðèìåð�íî ðàâíû ïî âåëè÷èíå. Ïîýòîìó ïîãðåøíîñòè, ïðåä�ñòàâëåííûå â òàáë. 3 â ïîñëåäíåì ñòîëáöå, íà ñàìîìäåëå åùå ìåíüøå. Âî âñÿêîì ñëó÷àå äëÿ ïîëíîñòüþèçîòðîïíîé ðåøåòêè, äëÿ êîòîðîé êðèòè÷åñêàÿ òåì�ïåðàòóðà ðàâíà çíà÷åíèþ, ïîëó÷åííîìó èç (1), �àê�òè÷åñêàÿ îøèáêà íàøåé îöåíêè kBT=J = 4:512 ñî�ñòàâëÿåò íå 0.7%, à âñåãî òîëüêî 0.01%. Ýòî äàæå

ìåíüøå, ÷åì äëÿ îöåíêè kBT=J = 4:53371 [37℄ (ñì.òàêæå [38℄), êîòîðóþ óäàëîñü ïîëó÷èòü èç ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ ñòàíäàðòíîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ðåíîð�ìãðóïïû (6) ñ èçîòðîïíîé êëàñòåðíîé ïàðîé (4; 5).Èç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â ïîñëåäíåì ñòîëáöåòàáë. 3, íàõîäèì ïîâåäåíèå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòó�ðû äëÿ êâàçèèçîòðîïíîé ðåøåòêè:T(J 0=J)T(1) � 1� 0:075�1� J 0J � ; J 0 ! J: (41)Êîý��èöèåíò íàêëîíà â òî÷êå J 0 = J çäåñü, òàêèìîáðàçîì, ïî÷òè íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì â äâóìåðíîéìîäåëè Èçèíãà (ñì. ðàâåíñòâî (32)).6. Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ,ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ �ÀÇÍÛÌÈ ÌÅÒÎÄÀÌÈÏðîâåäåì ñðàâíåíèå íàéäåííûõ â ïðåäûäóùåìðàçäåëå ãðàíèö äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðûòðåõìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííî-àíèçîòðîïíîé ìîäåëèÈçèíãà ñ îöåíêàìè âåëè÷èíû kBT=J äëÿ òîé æåìîäåëè, íî ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ñïîñîáàìè. Äëÿóäîáñòâà ñðàâíåíèÿ áûëà ñîñòàâëåíà òàáë. 4. Ñòðîêèâ íåé óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òîáû òî÷íîñòü äàííûõ âöåëîì íàðàñòàëà ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ñâåðõó èñíèçó ê ñòðîêå ¾Òî÷íî¿.Â ïðèáëèæåíèè ëèíåéíîé öåïî÷êè (ÏËÖ), êîòî�ðîå áûëî ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [12℄, òðåõìåðíóþ êó�áè÷åñêóþ ðåøåòêó Èçèíãà ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñèñ-òåìû îäíîìåðíûõ öåïî÷åê, èäóùèõ âäîëü íàïðàâëå�íèÿ äîìèíèðóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ J . Ïðè ýòîì,êàê óæå ãîâîðèëîñü, âíóòðèöåïî÷å÷íûå ñâÿçè ó÷è�òûâàþòñÿ òî÷íî, à ìåæöåïî÷å÷íûå ïðèáëèæåííî �â ðàìêàõ òåîðèè ìîëåêóëÿðíîãî ïîëÿ. Â ÏËÖ êðè�òè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþkBT = zJ 0 exp(2J=kBT); (42)ãäå z � ÷èñëî áëèæàéøèõ öåïî÷åê; z = 2 äëÿ äâó�ìåðíîé ðåøåòêè è z = 4 äëÿ òðåõìåðíîé. �åçóëü�òàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (42) ñ z = 4ïîêàçàíû â òàáë. 4 â ñòðîêå ¾ÏËÖ¿.Èçâåñòíî [39℄, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xex = tìåòîäîì èòåðàöèé äàåòx = ln t+O(ln ln t);x = ln t� ln ln t+O(ln ln t= ln t); : : : ;ïðè÷åì âîçíèêàþùèé äëÿ x ðÿä àáñîëþòíî è ðàâ�íîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà�÷åíèÿõ t. Ñëåäîâàòåëüíî, êîãäà J 0=J ! 0, ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (42) åñòü1357



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004Òàáëèöà 3. Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû òðåõìåðíîé àíèçîòðîïíîé ìîäåëè Èçèíãà,à òàêæå îöåíêè T ñ ïîãðåøíîñòÿìè �T (â êðóãëûõ ñêîáêàõ). Â êà÷åñòâå T ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà J 0=Jâçÿòî ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ãðàíèö íàèáîëåå óçêîãî êîðèäîðà [T (3;4)< ; T (4;3)> ℄. Çíà÷åíèÿ äëÿ òåìïåðàòóð äàíû âåäèíèöàõ kB = J = 1J 0=J T (2;3)< T (3;4)< T (4;3)> T (3;2)> T1.0 4.413461 4.479658 4.544243 4.582331 4.512(32)0.9 4.121298 4.178933 4.237039 4.275470 4.208(29)0.8 3.823165 3.872973 3.924647 3.962271 3.899(26)0.7 3.517969 3.560676 3.605985 3.641676 3.583(23)0.6 3.204178 3.240483 3.279517 3.312201 3.260(20)0.5 2.879539 2.910087 2.942957 2.971640 2.927(16)0.4 2.540487 2.565829 2.592660 2.616479 2.579(13)0.3 2.180792 2.201317 2.222236 2.240527 2.212(10)0.2 1.787702 1.803508 1.818607 1.831006 1.8110(76)0.1 1.325918 1.336496 1.345701 1.352289 1.3411(46)0.09 1.272257 1.282236 1.290826 1.296859 1.2865(43)0.08 1.216271 1.225625 1.233592 1.239075 1.2296(40)0.07 1.157454 1.166154 1.173484 1.178424 1.1698(37)0.06 1.095101 1.103112 1.109789 1.114190 1.1065(33)0.05 1.028172 1.035449 1.041449 1.045316 1.0385(30)0.04 0.955023 0.961509 0.966800 0.970133 0.9642(27)0.03 0.872788 0.878403 0.882937 0.885728 0.8807(23)0.02 0.775604 0.780225 0.783922 0.786148 0.7821(19)0.01 0.647148 0.650541 0.653231 0.654821 0.6519(14)0.009 0.630851 0.634096 0.636669 0.638185 0.6354(13)0.008 0.613470 0.616560 0.619008 0.620449 0.6178(12)0.007 0.594762 0.597689 0.600005 0.601367 0.5989(12)0.006 0.574388 0.577140 0.579317 0.580595 0.5782(11)0.005 0.551841 0.554405 0.556431 0.557619 0.5554(10)0.004 0.526316 0.528672 0.530533 0.531622 0.52960(93)0.003 0.496386 0.498507 0.500181 0.501160 0.49934(84)0.002 0.459088 0.460929 0.462382 0.463231 0.46166(73)0.001 0.405958 0.407430 0.408590 0.409267 0.40801(58)kBTJ � 2 �ln� 2JzJ 0�� ln ln� 2JzJ 0���1 : (43)Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (z = 4) ýòà �îðìóëà âîñïðî�èçâîäèò àñèìïòîòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü (2). Îäíàêîêîëè÷åñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îíà äàåò, ÿâëÿ�þòñÿ ãðóáûìè (ñàìàÿ âåðõíÿÿ ñòðîêà â òàáë. 4).�àññìàòðèâàÿ òàáë. 4, âèäèì, ÷òî ñëåäóþùèì ïîòî÷íîñòè çà ÏËÖ èäåò ðàñøèðåííîå öåïî÷å÷íîå ïðè�áëèæåíèå (�ÖÏ) [17℄. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè â ìîëå�
êóëÿðíîå ïîëå ïîãðóæåí êëàñòåð, ïðåäñòàâëÿþùèéñîáîé öåïî÷êó Èçèíãà ñ áîêîâûìè îòðîñòêàìè (íàïî�äîáèå ñòâîëà äåðåâà ñ ñó÷êàìè íà íåì). Óðàâíåíèåäëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â îáñóæäàåìîì ïðè�áëèæåíèè èìååò âèä�z exp� 2JkBT�� 2��exp� 2J 0kBT�� 1� = 2: (44)�åøàÿ äàííîå óðàâíåíèå èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, íà�õîäèì, ÷òî ïðè J 0=J ! 0 â òðåõìåðíîé ðåøåòêå1358



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004 Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû : : :Òàáëèöà 4. Îöåíêè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû òðåõìåðíîé àíèçîòðîïíîé ðåøåòêè Èçèíãà, ïîëó÷åííûå ðàçíûìèìåòîäàìè J 0=J1.0 0.5 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001(2) � � 1.7644 1.3619 0.7849 0.6498 0.4558(45) � � 1.6215 1.2831 0.7740 0.6452 0.4552ÏËÖ 5.6861 3.5264 1.5075 1.1458 0.6991 0.5907 0.4280�ÖÏ 4.9326 3.2061 1.4647 1.1277 0.6965 0.5896 0.4278�ÏËÖ 4.8815 3.1251 1.4009 1.0776 0.6694 0.5686 0.4155�ÏÁÏ 4.8106 3.0906 1.3918 1.0718 0.6669 0.5667 0.4144(46) � � 1.3619 1.0534 0.6498 0.5508 0.4020ÑÔ�� � � 1.3473 1.0428 0.6540 0.5574 0.4089Â� 4.5442 2.9430 1.3457 1.0414 0.6532 0.5564 0.4086Òî÷íî 4.51152 : : :�ÿäû 4.5106 2.9286 1.343 1.041 0.65 � �Í� 4.4797 2.9101 1.3365 1.0354 0.6505 0.5544 0.4074kBTJ � 2�ln � J2J 0 + 12 ln� J2J 0 + 12���� ln ln� J2J 0 + 12���1 : (45)Êàê âèäíî èç òàáë. 4, ýòî âûðàæåíèå óëó÷øàåò ðå�çóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè, êîòîðûå îáåñïå÷èâà�åò �îðìóëà (2).Â ðàñøèðåííîì ïðèáëèæåíèè ëèíåéíîé öåïî÷êè(�ÏËÖ) [13, 14℄, êàê è â ÏËÖ, ñíîâà �èãóðèðóåòïðîñòàÿ îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà Èçèíãà â ìîëåêóëÿð�íîì ïîëå. Îäíàêî òåïåðü çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ âàðèà�öèîííîãî ïðèíöèïà ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè, òî÷íîñòü êî�òîðûõ ïðåâîñõîäèò äàæå ïîëó÷åííûå â �ÖÏ, íåñìîò�ðÿ íà èñïîëüçîâàíèå áîëåå àäåêâàòíîãî êëàñòåðà âïîñëåäíåì ñëó÷àå. Ñèòóàöèþ �èêñèðóþò ÷èñëåííûåäàííûå â îáñóæäàåìîé òàáë. 4.Äåéñòâåííûì ñðåäñòâîì ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòèñëóæèò, ðàçóìååòñÿ, óâåëè÷åíèå ÷èñëà öåïî÷åê â àï�ïðîêñèìèðóþùèõ ïîäñèñòåìàõ, êîãäà òî÷íî ó÷èòû�âàþòñÿ êàê âíóòðèöåïî÷å÷íûå, òàê è ÷àñòü ìåæ�öåïî÷å÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé � âñå âíóòðèêëàñòåð�íûå ñâÿçè. Â òàáë. 4 ñêàçàííîå äåìîíñòðèðóþò ðàñ�÷åòû â ðàñøèðåííîì ïðèáëèæåíèè Áåòå�Ïàéåðëñà(�ÏÁÏ) [15℄ è ðàñ÷åòû â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé �åíî�ìåíîëîãè÷åñêîé ðåíîðìãðóïïû (ÑÔ��) [16℄. Â ïåð�âîì ñëó÷àå â ìîëåêóëÿðíîå ïîëå ïîìåùåí ïÿòèöåïî�÷å÷íûé êëàñòåð Èçèíãà, ñîñòîÿùèé èç öåíòðàëüíîéè ÷åòûðåõ áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ öåïî÷åê. Çäåñü òî÷�íî ðàññìàòðèâàþòñÿ íå òîëüêî âíóòðèöåïî÷å÷íûå

ñâÿçè, íî òàêæå è âñå ìåæöåïî÷å÷íûå âçàèìîäåé�ñòâèÿ â ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ¾ñ�åðå¿ (òî÷íåå �öèëèíäðå). Âî âòîðîì ñëó÷àå, ÑÔ��, ðàñ÷åò òåìïå�ðàòóð �àçîâîãî ïåðåõîäà áûë ïðîâåäåí ïî óðàâíå�íèþ (6) ñ ïàðàìè (1; 2), (2; 3) è (3; 4) ñ ïîñëåäóþùåéòðåõòî÷å÷íîé ýêñòðàïîëÿöèåé ðåçóëüòàòîâ íà òåðìî�äèíàìè÷åñêèé ïðåäåë L = 1; ýêñòðàïîëÿöèÿ îêà�çàëàñü òóò âîçìîæíîé, íî, ïðàâäà, âñëåäñòâèå àíî�ìàëèé, âîçíèêàþùèõ èç-çà ¾êëàñòåðà¿ 1 � 1 � 1,ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèè âçà�èìîäåéñòâèé (ñì. [16℄).Âñå ïåðå÷èñëåííûå ïîäõîäû ïðèâîäÿò ê âåðõíèìîöåíêàì êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, è ïî òî÷íîñòèîíè óñòóïàþò íàøèì çíà÷åíèÿì T (4;3)> (ñòðîêà Â� �âåðõíÿÿ ãðàíèöà � â òàáë. 4). Çàìûêàåò òàáëèöóñòðîêà Í�, â êîòîðîé ñòîÿò ïîëó÷åííûå íàìè çíà÷å�íèÿ T (3;4)< , ñîîòâåòñòâóþùèå, êàê âèäèì ñíîâà, íèæ�íèì ãðàíèöàì äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû òðåõ�ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà.Îöåíêè, ïîëó÷åííûå èç àíàëèçà âûñîêîòåìïåðà�òóðíûõ ðàçëîæåíèé [10℄ (ñòðîêà ¾�ÿäû¿ â òàáë. 4),ëåæàò â êîðèäîðå ìåæäó Í� è Â�. Èñêëþ÷åíèå ñî�ñòàâëÿåò ëèøü çíà÷åíèå ïðè J 0=J = 10�2, êîòî�ðîå õîòü è íåçíà÷èòåëüíî, íî âñå-òàêè óæå çàìåòíî(0:65 < 0:6505) ïåðåñòóïàåò íèæíþþ ãðàíü äëÿ êðè�òè÷åñêîé òåìïåðàòóðû. Îáúÿñíåíèå êðîåòñÿ, î÷åâèä�íî, â ïîòåðå òî÷íîñòè íàçâàííûõ îöåíîê, êîòîðàÿ íà�ñòóïàåò ïî ïðè÷èíå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ (� 11)â èìåþùèõñÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ðÿäàõ äëÿ àíè�1359



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004çîòðîïíûõ ðåøåòîê.Â ðàáîòå [11℄ âìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìó�ëû (2) äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû àíèçîòðîïíîéòðåõìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà áûëî âçÿòî âûðàæåíèåkBTJ � 2 �ln� JJ 0�� ln ln� JJ 0���1 : (46)Ýòî ýêâèâàëåíòíî çàìåíå â ðàâåíñòâå (43) ïàðàìåò�ðà z íà z=2, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå (z = 2) äåé�ñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîìó ïî�âåäåíèþ ïî çàêîíó (33). Êàê óòâåðæäàþò àâòîðûðàáîòû [11℄, àñèìïòîòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (46) ÿâ�ëÿåòñÿ òî÷íîé â íåîæèäàííî øèðîêîé îáëàñòè èç�ìåíåíèÿ ïàðàìåòðà J 0=J . Åñëè ñóäèòü ïî ðèñ. 14 èçèõ ðàáîòû [11℄, òî òî÷êè, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Ìîí�òå-Êàðëî, õîðîøî ëîæàòñÿ íà ãðà�èê �óíêöèè (46),íà÷èíàÿ ñ J 0=J = 0:3 è íèæå � âïëîòü äî çíà÷åíèÿJ 0=J = 3 � 10�3, äî êîòîðîãî èìè áûëè âûïîëíåíûìîíòåêàðëîâñêèå ìîäåëèðîâàíèÿ.Íàøè ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò ïðîÿñíèòü âîïðîñîá èñòèííîé òî÷íîñòè ìîäè�èöèðîâàííîé �îðìó�ëû (46). Èç òàáë. 4 âèäèì, ÷òî çíà÷åíèÿ, êîòîðûåäàåò âûðàæåíèå (46) ïðè J 0=J = 0:1 è 0.05, ëå�æàò âûøå óñòàíîâëåííîãî íàìè èíòåðâàëà äëÿêðèòè÷åñêèõ òåìïåðàòóð, à ïðè J 0=J � 0:01, íàî�áîðîò, óõîäÿò çà íèæíþþ ãðàíèöó. Ñëåäîâàòåëüíî,ñîîòíîøåíèå (46) â äåéñòâèòåëüíîñòè ñëåäóåòðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê ïðèáëèæåííóþ èíòåðïîëÿ�öèîííóþ çàâèñèìîñòü, â êîòîðîé ê òîìó æå óòåðÿíîâàæíîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ È ÂÛÂÎÄÛÎñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñïîìîùüþ òî÷íûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíûïðåäåëû, â êîòîðûõ äîëæíà ëåæàòü èñòèííàÿ êðèòè�÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà òðåõìåðíîãî ìàãíåòèêà Èçèíãàñ ïðîñòðàíñòâåííî-àíèçîòðîïíûìè âçàèìîäåéñòâèÿ�ìè. Íàéäåííûé êîðèäîð ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ñðîñòîì àíèçîòðîïèè ñèñòåìû, è ñðåäíèå çíà÷åíèÿåãî ãðàíèö (öåíòðàëüíàÿ ëèíèÿ âäîëü êîðèäîðà)ïðèâîäÿò ê îöåíêàì òåìïåðàòóð �àçîâîãî ïåðåõî�äà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè íà ñåãîäíÿøíèéäåíü äëÿ àíèçîòðîïíîé ìîäåëè.�åçóëüòàòû äîñòèãíóòû ïóòåì ïðîâåäåíèÿ êðóï�íîìàñøòàáíûõ òðàíñ�åðìàòðè÷íûõ ðàñ÷åòîâ ïîäâóì íåòðàäèöèîííûì ñõåìàì �åíîìåíîëîãè÷å�ñêîãî ðåíîðìèðîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.Îäíà èç ýòèõ ñõåì (ïî óíèâåðñàëüíîé âåëè÷èíåY = L1�d�00L=�L) ïðèâîäèò ê íèæíèì îöåíêàìêðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Äðóãàÿ æå ñòðàòåãèÿ, çàêîäèðî�âàííàÿ â óðàâíåíèè ñ L1�2d�(4)L =�2L, âåäåò ê âåðõíèì

îöåíêàì. Ïîäòâåðæäåíèåì òàêèõ çàêëþ÷åíèé ñëó�æàò, ñ îäíîé ñòîðîíû, êà÷åñòâåííûå ñîïîñòàâëåíèÿñ àíàëîãè÷íûìè ðàñ÷åòàìè äëÿ òî÷íîðåøàåìîéäâóìåðíîé ðåøåòêè Èçèíãà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿñîâîêóïíîñòü ïðîâåäåííûõ ñðàâíåíèé ñ èìåþùè�ìèñÿ êîëè÷åñòâåííûìè äàííûìè ïî òðåõìåðíîéìîäåëè Èçèíãà íå îñòàâëÿåò ñîìíåíèé â òîì, ÷òî ìûäåéñòâèòåëüíî íàøëè âåðõíèå è íèæíèå ãðàíèöûäëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.Ïîëó÷åííûé êîðèäîð äëÿ êðèòè÷åñêèõ òåìïåðà�òóð ïîçâîëèë ÷åòêî óñòàíîâèòü, äî êàêèõ çíà÷åíèéJ 0=J ðàñ÷åòû âåëè÷èíû kBT=J íà îñíîâå âûñîêî�òåìïåðàòóðíûõ ðàçëîæåíèé [10℄ ñîõðàíÿþò ñâîþ ñè�ëó. Äîñòèãíóòîå íàìè âûñîêîå ðàçðåøåíèå äëÿ èí�òåðâàëà ëîêàëèçàöèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïîçâîëèëîòàêæå âûÿñíèòü êàðòèíó èñòèííîãî ïîâåäåíèÿ çàâè�ñèìîñòè (46).Íàéäåííàÿ íàìè âûñîêîòî÷íàÿ ñâÿçü êðèòè÷å�ñêîé òåìïåðàòóðû T ñ êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿJ è J 0 íà ïðàêòèêå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðèêîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ ïî êâàçèîäíîìåðíûì ìàãíåòèêàì Èçèíãà.Äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ëîêàëèçàöèèêðèòè÷åñêîé òî÷êè ìîæíî äîñòèãíóòü çà ñ÷åò óâå�ëè÷åíèÿ ðàçìåðîâ ïîäñèñòåì L � L � 1 äî L = 5.Ïîÿâëåíèå òðåòüåé îöåíêè îòêðûëî áû òàêæå âîç�ìîæíîñòü ïðîâîäèòü òðåõòî÷å÷íûå ýêñòðàïîëÿöèèïî ðàçìåðàì, ÷òî åùå áîëüøå ïîâûñèëî áû òî÷íîñòüðåçóëüòàòîâ. (Ê ñîæàëåíèþ, ïàðà (1; 2) â ðàññìîò�ðåííûõ âåðñèÿõ ðàñøèðåííîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîéðåíîðìãðóïïû íåïðèåìëåìà.) Ñîãëàñíî òàáë. 2, äëÿêëàñòåðà 5 � 5 � 1 íóæíî ðåøàòü âåñü êîìïëåêñîáñóæäåííûõ ðàíåå çàäà÷ ñ ìàòðèöàìè-ñóááëîêàìè86056 � 86056. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñóùåñòâèòüòàêîé ïðîåêò åñëè è ìîæíî, òî ëèøü íà ñàìûõëó÷øèõ ñóïåð-ÝÂÌ. Âî âñÿêîì ñëó÷àå àâòîðûíåäàâíèõ ïóáëèêàöèé [40, 41℄, ïðîâîäÿ ñâîè ðàñ÷åòûíà ñóïåðêîìïüþòåðíîì êîìïëåêñå ÌÂÑ-1000Ìâ Ìåæâåäîìñòâåííîì ñóïåðêîìïüþòåðíîì öåí�òðå [42℄, êîòîðûé íà ìèðîâîì óðîâíå êîòèðóåòñÿñåé÷àñ â ïåðâîé ñîòíå [43℄, ñìîãëè ïðîäâèíóòü ðå�øåíèå ïîëíîé ñïåêòðàëüíîé ïðîáëåìû äëÿ ìàòðèöãàìèëüòîíèàíîâ ëèøü äî ðàçìåðîâ 215 � 215.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòüÝ. Á. Ôåëüäìàíó çà ïîääåðæêó â ðàáîòå, à òàêæåïðèçíàòåëåí �ÔÔÈ çà �èíàíñèðîâàíèå (ãðàíò�03-02-16909).1360



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004 Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû : : :Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÊðàòêî îïèøåì ïðîöåäóðó ïðèâåäåíèÿ íåâîç�ìóùåííîé òðàíñ�åð-ìàòðèöû V0 ðåøåòêè ÈçèíãàL � L �1 ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ïðîöåäó�ðà îñíîâàíà íà òåîðèè ãðóïï è âêëþ÷àåò òðè ýòà�ïà: 1) òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé àíàëèç (ïîçâîëÿåò çàáëà�ãîâðåìåííî óçíàòü ðàçìåðû ñóááëîêîâ); 2) ïîñòðî�åíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå�íèé (ò. å. ïîñòðîåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, êîòî�ðîå äàåò âîçìîæíîñòü ïðèâåñòè òðàíñ�åð-ìàòðèöóê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé �îðìå); 3) �àêòè÷åñêîå âû�÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñóááëîêîâ. Íåñìîò�ðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, èìåííî òðåòèé ýòàï ÿâ�ëÿåòñÿ íàèáîëåå òðóäîåìêèì.�ðóïïà Z2� (TL ^C4v) èìååò ïîðÿäîê g = 16L2.Åå ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè ìîãóò ñëóæèòü ñïè�íîâàÿ èíâåðñèÿ R, òðàíñëÿöèè t1 è t2 íà îäèí øàã âäâóõ ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ öèêëè÷åñêè çàìêíó�òîãî ïàðàëëåëåïèïåäà L�L�1, ïîâîðîò C4 íà óãîë�=2 îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè ïàðàëëåëåïèïåäàè îòðàæåíèÿ â ïëîñêîñòÿõ ñèììåòðèè �v è �0v , ïðî�õîäÿùèõ ÷åðåç ýòó îñü. Â èñõîäíîì ïðåäñòàâëåíèè,áàçèñ êîòîðîãî çàäàí îðòàìèjS11; S12; : : : ; SLLi � ����� S11 S12 : : : S1LS21 S22 : : : S2L� � � � � � � � � � � � � � � � � �SL1 SL2 : : : SLL + (Ï.1)(ñïèíîâûå ïåðåìåííûå Sij ñíàáæàåì òåïåðü äâîé�íûì èíäåêñîì), ãåíåðàòîðû ãðóïïû îïðåäåëÿåì ñî�îòíîøåíèÿìèRjS11; S12; : : : ; SLLi == j � S11;�S12; : : : ;�SLLi; (Ï.2)t1����� S11 S12 : : : S1L� � � � � � � � � � � � � � �SL1 SL2 : : : SLL + == ����� S1L S11 : : : S1;L�1� � � � � � � � � � � � � � � � � �SLL SL1 : : : SL;L�1 +; (Ï.3)
t2����� S11 : : : S1LS21 : : : S2L� � � � � � � � � � � � � � �SL1 : : : SLL + = ����� S21 : : : S2L� � � � � � � � � � � � � � �SL1 : : : SLLS11 : : : S1L +; (Ï.4)

C4����� S11 : : : S1L� � � � � � � � � � � � � � �SL1 : : : SLL + = ����� S1L : : : SLL� � � � � � � � � � � � � � �S11 : : : SL1 +; (Ï.5)
�v����� S11 : : : S1LS21 : : : S2L� � � � � � � � � � � � � � �SL1 : : : SLL + = ����� SL1 : : : SLLSL�1;1 : : : SL�1;L� � � � � � � � � � � � � � � � � �S11 : : : S1L +;(Ï.6)�0v����� S11 : : : S1L� � � � � � � � � � � � � � �SL1 : : : SLL + = ����� SLL : : : S1L� � � � � � � � � � � � � � �SL1 : : : S11 +: (Ï.7)Äðóãèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû ðàâíû ñîîòâåòñòâó�þùèì êîìáèíàöèÿì óêàçàííûõ âûøå îïåðàòîðîâ.Óìíîæàÿ ñëåâà ñîîòíîøåíèÿ òèïà (Ï.2)�(Ï.7) íàñîïðÿæåííûå âåêòîðû è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëî�âèå îðòîíîðìèðîâàííîñòèhS11; S12; : : : ; SLLjS011; S012; : : : ; S0LLi = LYi;j=1 ÆSijS0ij ;(Ï.8)ïîëó÷àåì ìàòðèöû èñõîäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ãðóï�ïû Z2�TL^C4v. Ñîñòàâ ïðåäñòàâëåíèÿ � íàì ïðåä�ñòîèò àíàëèçèðîâàòü. Äëÿ ýòîãî íóæíû õàðàêòåðû(ñëåäû ïîñòðîåííûõ ìàòðèö). Èõ ìû âû÷èñëÿåì,ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè (Ï.2)�(Ï.7), ñîîòíîøåíè�åì (Ï.8) è ïðîâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïî �1 äëÿ âñåõäâàæäû ïîâòîðÿþùèõñÿ èíäåêñîâ S:�(E) = hS11; S12; : : : ; SLLjS11; S12; : : : ; SLLi == LYi;j=1 ÆSijSij = 2L2 ; (Ï.9)�(R) = hS11; S12; : : : ; SLLjRjS11; S12; : : : ; SLLi == LYi;j=1 ÆSij ;�Sij = 0 (Ï.10)è ò. ä. Äàííàÿ ïðîöåäóðà áûëà íàìè çàïðîãðàììèðî�âàíà â öåëîé àðè�ìåòèêå, è êîìïüþòåð äàâàë çíà÷å�íèÿ õàðàêòåðîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû.Äëÿ ðàñ÷åòà êðàòíîñòåé a�, ñ êîòîðûìè êàæäîåíåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå �(�) âõîäèò â àíàëèçè�ðóåìîå ïðåäñòàâëåíèå �, ñëóæèò �îðìóëà (ñì., íà�ïðèìåð, [44℄) a� = 1gXi gi�i�(�)�i ; (Ï.11)10 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1361



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004Òàáëèöà 5. Õàðàêòåðû èñõîäíîãî è äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ñèììåòðèè òðàíñ�åð-ìàòðèöûïîäñèñòåìû Èçèíãà 2� 2�1Z2 �C4v E C2 2C4 2�v 2�0v R RC2 2RC4 2R�v 2R�0v�(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1�(2) 1 1 1 1 1 �1 �1 �1 �1 �1� 16 4 2 4 8 0 4 2 4 0Òàáëèöà 6. Õàðàêòåðû èñõîäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ãðóïïû T3 ^C4v. �ðóïïà èìååò äåâÿòü êëàññîâ ñîïðÿæåííûõýëåìåíòîâE 6�v 6�0 9C2 4t1 4t1t2 18C4 12t1�v 12t1�0v512 64 64 32 8 8 8 4 4Òàáëèöà 7. Õàðàêòåðû ãðóïïû Z2 �T4 ^C4vI II III IV V VI VII VIII IX X XI(1) (4) (12) (27) (16) (52) (16) (27) (52) (16) (33)�(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1�(2) 1 1 1 1 1 1 1 �1 �1 �1 �1� 216 212 210 28 26 24 22 28 24 22 0Ïðèìå÷àíèå. ×òîáû óìåíüøèòü ãðîìîçäêîñòü òàáë. 7, 40 êëàññîâ ãðóïïû ðàñïðåäåëåíû ïî îäèííàäöàòè îáú�åäèíåííûì êëàññàì, îáðàçîâàííûì ïî ïðèçíàêó ðàâåíñòâà õàðàêòåðîâ îäíîâðåìåííî â òðåõ ïðåäñòàâëåíèÿõ:�(1), �(2) è �; â êðóãëûõ ñêîáêàõ � îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàæäîì òàêîì îáúåäèíåííîì êëàññå. Ñîñòàâ îáú�åäèíåííûõ êëàññîâ: I{E}, II{4t1�v}, III{4t1t2C2, 8�0v}, IV{2t21, t21t22, 4C2, 8t1C2, 4�v , 4t21�v, 4t21t2�v}, V{16t1C4},VI{4t1, 4t1t2, 4t21t2, 16C4, 8t1�v, 8t1t2�v, 8t21�0v}, VII{16t1�0v}, VIII{2Rt21, 2Rt21t22, 4RC2, 8Rt1C2, 4R�v, 4Rt21�v,4Rt21t2}, IX{4Rt1, 4Rt1t2, 4Rt21t2, 16RC4, 8Rt1�v, 8Rt1t2�v, 8Rt21�0v}, X{16Rt1�0v}, XI{R, 4Rt2�v, 4Rt1t2C2, 8R�0v,16Rt1C4}.ãäå gi � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â i-ì êëàññå ãðóïïû, �i �õàðàêòåð ýëåìåíòà èç i-ãî êëàññà â èñõîäíîì ïðåä�ñòàâëåíèè � ãðóïïû è �(�)i � õàðàêòåð ýëåìåíòà èçêëàññà i â �-ì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè; ñóììè�ðîâàíèå èäåò ïî âñåì êëàññàì i ãðóïïû. �àçìåðíî�ñòè ñóááëîêîâ îäíîìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ�ëåíèé êàê ðàç è ðàâíû ýòèì êðàòíîñòÿì.Â òàáë. 5 ñîäåðæàòñÿ õàðàêòåðû ãðóïïû ñèì�ìåòðèè Z2 � C4v , êîòîðîé îáëàäàåò êëàñòåð Èçèí�ãà 2 � 2 � 1. (Äëÿ íåãî òðàíñëÿöèè â ïîïåðå÷íûõíàïðàâëåíèÿõ �àêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò; ïåðèîäè÷å�ñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ëèøü ê óäâîåíèþêîíñòàíò ìåæöåïî÷å÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé.) Ïîëüçó�ÿñü ýòîé òàáëèöåé, ïî �îðìóëå (Ï.11) íàõîäèì ñî�ñòàâ èñõîäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû:� = 4�(1) + 2�(2) + : : : (Ï.12)Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ãðóïï,

ïîñëå ïåðåõîäà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäî�áèÿ â ïîëíîñòüþ ïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå òðàíñ��åð-ìàòðèöà ñèñòåìû ïðèìåò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþñòðóêòóðó, â êîòîðîé ñóááëîêè V (1)0 è V (2)0 áóäóòèìåòü ðàçìåðû ñîîòâåòñòâåííî 4� 4 è 2� 2 (N1 = 4è N2 = 2).Ïðè L = 3 õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèÿ � ïðîñòðàí�ñòâåííîé ïîäãðóïïû T3 ^ C4v ñîáðàíû â òàáë. 6.Íåòðóäíî ïîíÿòü (èëè ïðîâåðèòü, ïðîâåäÿ âû÷èñëå�íèÿ), ÷òî èç-çà íå÷åòíîñòè ÷èñëà öåïî÷åê â ñèñòåìåè èç-çà òîãî, ÷òî äåéñòâèå ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûõïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû âåäåò ëèøü ê ïåðåìåùåíè�ÿì ïî öèêëè÷åñêîé ñåòêå L�L ñïèíîâîé êîí�èãóðà�öèè S11; S12; : : : ; SLL, õàðàêòåðû ýëåìåíòîâ, âêëþ÷à�þùèõ èíâåðñèþ ñïèíîâ R, ðàâíû íóëþ. �àñïîëàãàÿíàáîðîì õàðàêòåðîâ, íàõîäèì ñîñòàâ ïðåäñòàâëåíèÿ� â ñëó÷àå L = 3:1362



ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004 Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû : : :� = 13(�(1) + �(2)) + : : : (Ï.13)Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðû èíòåðåñóþùèõ íàñ ñóááëî�êîâ ðàâíû N1 = N2 = 13. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷ó íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïîë�íîñòüþ çàïîëíåííîé ìàòðèöû 512 � 512 ìîæíî çà�ìåíèòü àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè äëÿ äâóõ ìàòðèöâñåãî òîëüêî 13-ãî ïîðÿäêà. Äîñòèãàåìàÿ ïðè ýòîìýêîíîìèÿ êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ î÷åâèäíà.Õàðàêòåðû ãðóïïû Z2 � T4 ^ C4v ñîäåðæèòòàáë. 7. Áåðÿ äàííûå èç ýòîé òàáëèöû, ïî �îðìó�ëå (Ï.11) ðàññ÷èòûâàåì, ñêîëüêî ðàç èíòåðåñóþùèåíàñ íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ âõîäÿò â èñõîäíîåïðåäñòàâëåíèå, è ïîëó÷àåì� = 433�(1) + 372�(2) + : : : (Ï.14)Ïîýòîìó, âìåñòî òîãî ÷òîáû ïûòàòüñÿ ðåøèòü (íàñóïåð-ÝÂÌ) ïîëíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà�

÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû òðàíñ�åð-ìàòðèöû65536�65536, ìû ìîæåì áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè îãðà�íè÷èòüñÿ ðåøåíèåì ïîäîáíûõ ïðîáëåì äëÿ ìàòðèöñ ðàçìåðíîñòÿìè 433 è 372. Òàêèå çàäà÷è âïîëíå äî�ñòóïíû íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ.Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, îïðåäåëÿåì ÷èñëà N1 èN2 äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Èçèíãà ñî ñòîðîíàìèL > 4. �åçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî íàìè òåîðåòè�êî-ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ ñèñòåì 5�5�1 è 6�6�1ìîæíî íàéòè â òàáë. 2.Áàçèñíûå âåêòîðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèéêîíñòðóèðóåì, ïðîâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèììåòðè�çàöèþ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èñõîäíûõ îðòîâ (Ï.1)èëè èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêèé ñïî�ñîá � òåõíèêó ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ [44℄. Òàê,äëÿ öåïî÷êè 2�2�1 áàçèñíûå âåêòîðû íåïðèâîäè�ìûõ ïðåäñòàâëåíèé �(1) è �(2) èìåþò âèäf (1;2)1 = 1p2  ����� � �� � +� ����� � �� � +! ;f (1;2)2 = 12p2"����� � �� � ++ ����� � �� � ++ ����� � �� � ++ ����� � �� � +�� ����� � �� � ++ ����� � �� � ++ ����� � �� � ++ ����� � �� � +!#;f (1)3 = 1p2  ����� � �� � ++ ����� � �� � +! ; f (1)4 = 1p2  ����� � �� � ++ ����� � �� � +! ;f (1)5 = 1p2  ����� � �� � ++ ����� � �� � +! :
(Ï.15)

Çäåñü äëÿ ïîâûøåíèÿ íàãëÿäíîñòè ÷èñëà +1 çàìåíåíû íà òî÷êè, à âìåñòî �1 ïîñòàâëåíû êðåñòèêè. Ïîñëåòîãî êàê áàçèñíûå âåêòîðû íàéäåíû, ïðîâîäèì ðàñ÷åò íàáîðîâ êîý��èöèåíòîâ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâf (�)+i Vsf (�)j .Ó íàñ íàáîðû ñîñòîÿëè èç öåëûõ ÷èñåë, âû÷èñëèâ êîòîðûå îäèí ðàç è çàïèñàâ èõ íà äèñêå, ïîëó÷àåì âðåçóëüòàòå âîçìîæíîñòü ëåãêî ïðîâîäèòü ñáîðêó ìàòðèö V (1)0 , V (2)0 , V (12)1 , : : : , V (2)4 ïðè íóæíûõ çíà÷åíè�ÿõ òåìïåðàòóðû T è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè J è J 0. Íàïðèìåð, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñóááëîêîâ V (1;2)0 ñèñòåìû3� 3�1 ðàâíû (V (1)0 )ij = 2pninj " 5Xs=1 jg(ij)s j h(Knas)# exp"K 0(mbi +mbj)2 # ; (Ï.16)(V (2)0 )ij = 2pninj " 5Xs=1 g(ij)s sh(Knas)# exp"K 0(mbi +mbj)2 # ; (Ï.17)ãäå i; j = 1; 2; : : : ; 13 è ni = f2; 18; 36; 12; 36; 72; 72; 72; 18; 72; 18; 12; 72g; (Ï.18)mbi = f18; 10; 6; 6; 2; 2;�2; 2; 2;�2;�6;�6;�6g; (Ï.19)1363 10*



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 125, âûï. 6, 2004nas = f9; 7; 5; 3; 1g: (Ï.20)Ïîñêîëüêó ìàòðèöû V (1)0 è V (2)0 ñèììåòðè÷íû, êîý��èöèåíòû g(ij)s äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ëèøü, ñêàæåì, äëÿâåðõíåé òðåóãîëüíîé ÷àñòè ýòèõ ìàòðèö. Âñåãî íóæíî çíàòü 91 íàáîð èç ïÿòè ÷èñåë êàæäûé. Îòíîñèòåëüíîèíäåêñîâ i; j óïîðÿäî÷èì íàáîðû ïî ñòîëáöàì â âèäå îäíîìåðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: i; j ! l = i+j(j�1)=2.Â òàêîé íóìåðàöèè äëÿ êîý��èöèåíòîâ g èìååì1) 2 0 0 0 0; 2) 0 18 0 0 0; 3) 18 0 144 0 0; 4) 0 0 36 0 0;5) 0 72 0 252 0; 6) 36 0 216 0 396; 7) 0 0 0 12 0; 8) 0 0 36 0 72;9) 0 36 0 72 �108; 10) 12 0 0 �24 36; 11) 0 0 36 0 0;12) 0 72 0 252 0; 13) 0 0 288 0 360; 14) 0 0 0 144 �72;15) 36 0 216 0 396; 16) 0 0 0 72 0; 17) 0 0 216 0 432;18) 0 144 0 576 �576; 19) 0 0 144 �144 144; 20) 0 72 0 720 �504;21) 72 0 504 �648 1368; 22) 0 0 0 72 0; 23) 0 0 216 0 432;24) 0 72 0 720 �504; 25) 0 0 72 �72 288; 26) 0 144 0 576 �576;27) 0 0 576 �576 1440; 28) 72 0 504 �648 1368; 29) 0 0 0 0 72;30) 0 0 0 288 �360; 31) 0 0 288 �432 576; 32) 0 72 �72 72 �216;33) 0 0 144 �288 864; 34) 0 144 �432 1008 �1008;35) 0 72 �216 936 �1368; 36) 72 �144 504 �936 936;37) 0 0 0 0 18; 38) 0 0 0 72 �90; 39) 0 0 72 �108 144;40) 0 0 �36 72 0; 41) 0 0 36 �72 216; 42) 0 72 �72 144 �360;43) 0 0 �72 288 �288; 44) 0 �72 144 �144 288;45) 18 0 0 �72 72; 46) 0 0 0 0 72; 47) 0 0 0 288 �360;48) 0 0 216 �360 720; 49) 0 0 �72 216 �144;50) 0 0 216 �360 720; 51) 0 144 �288 864 �1296;52) 0 144 �288 864 �1296; 53) 0 �144 432 �720 1296;54) 0 0 144 �288 216; 55) 72 �72 288 �864 1296; 56) 0 0 0 0 18;57) 0 0 0 72 �90; 58) 0 0 36 �72 216; 59) 0 0 0 36 �72;60) 0 0 72 �108 144; 61) 0 0 �72 288 �288;62) 0 72 �72 144 �360; 63) 0 0 72 �216 360; 64) 0 �18 0 0 144;65) 0 0 144 �288 216; 66) 18 0 0 �72 72; 67) 0 0 0 12 0;68) 0 0 36 0 72; 69) 0 0 0 144 �72; 70) 0 0 0 0 72;71) 0 36 0 72 �108; 72) 0 0 72 �72 288; 73) 0 0 144 �144 144;74) 0 0 0 144 �288; 75) 0 0 0 36 �72; 76) 0 0 �72 216 �144;77) 0 0 �36 72 0; 78) 12 0 0 �24 36; 79) 0 0 0 0 72;80) 0 0 0 288 �360; 81) 0 0 144 �288 864; 82) 0 0 0 144 �288;83) 0 0 288 �432 576; 84) 0 72 �216 936 �1368;85) 0 144 �432 1008 �1008; 86) 0 0 288 �864 1440;87) 0 0 72 �216 360; 88) 0 �144 432 �720 1296;89) 0 �72 144 �144 288; 90) 0 72 �72 72 �216;91) 72 �144 504 �936 936:Êîý��èöèåíòû g(ij)s áûëè âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ïðîãðàììû è õðàíèëèñü íà âèí÷åñòåðå ââèäå �àéëà. Ïîëüçóÿñü íàáîðàìè êîý��èöèåíòîâ fnig, fmbig, fnasg è fg(ij)s g, ïî �îðìóëàì (Ï.16) è (Ï.17)1364
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