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ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÁËÓÆÄÀÍÈß Ñ Ï�ÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÉÀÍÎÌÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÉ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÎÉÀ. È. Ñàè÷åâ, Ñ. �. Óòêèí *Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî603600, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12 ìàðòà 2004 ã.�àññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû ¾êâàçèàíîìàëüíûõ¿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, èìåþùèå ëèíåéíî-äè��óçèîí-íóþ àñèìïòîòèêó íà áîëüøèõ âðåìåíàõ è ïîä÷èíÿþùèåñÿ àíîìàëüíî-äè��óçèîííûì çàêîíîìåðíîñòÿìíà ïðîìåæóòî÷íûõ (òàêæå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îòíîñèòåëüíî ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ) âðåìåíàõ.Ââîäèòñÿ îáîáùåííîå äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ îãðàíè÷åííûìè ìîìåíòàìè. Ïîêàçàíî,÷òî ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ ïîäîáíûì ðàñïðåäåëåíèåì âðåìåíè îæèäàíèÿ ñêà÷êîâ äåìîíñòðèðóþò êàêíîðìàëüíóþ, òàê è àíîìàëüíóþ äè��óçèîííûå àñèìïòîòèêè. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ïîäòâåðæäåíàñïðàâåäëèâîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.PACS: 02.70.Rr, 05.30.Pr, 05.40.Fb1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî ðàáîò,ïîñâÿùåííûõ àíàëèçó àíîìàëüíîé äè��óçèè (ñì., êïðèìåðó, îáçîð [1℄, à òàêæå ðàáîòû [2; 3℄). Â îòëè÷èåîò ëèíåéíîé äè��óçèè, îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ íåëè�íåéíûì ðîñòîì ñðåäíåãî êâàäðàòà äè��óçèîííîãîïðîöåññà ñî âðåìåíåì. ×àùå âñåãî ðîñò ïîä÷èíÿåòñÿñòåïåííîìó çàêîíó:hX2(t)i / t ;âîçíèêàþùåìó èç-çà íàðóøåíèÿ çàêîíà áîëüøèõ ÷è�ñåë è (èëè) öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. ßâ�ëåíèÿ àíîìàëüíîé äè��óçèè çàòðàãèâàþò øèðîêèéñïåêòð �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì, òàêèõ êàê ïåðåíîñ çà�ðÿäà â àìîð�íûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ [4�9℄, ãåîìåò�ðèÿ �ðàêòàëîâ [10℄, êâàíòîâàÿ îïòèêà [11; 12℄, òóð�áóëåíòíàÿ äè��óçèÿ �è÷àðäñîíà [13�15℄, õàîòè÷å�ñêàÿ äèíàìèêà ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì [16℄ è ò. ä.Àäåêâàòíûì àïïàðàòîì îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêî�ãî (íà áîëüøèõ âðåìåíàõ è â áîëüøèõ ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ìàñøòàáàõ) ïîâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñòîõàñòè�÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñëóæàò êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿâ äðîáíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîýòîìó îäíà èçöåëåé äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â êîíñòðóèðîâàíèè*E-mail: sergei�utkin�mail.ru

ìîäåëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, àäåêâàòíî îïèñû�âàþùèõ �èçè÷åñêèå ïðîöåññû àíîìàëüíîé äè��ó�çèè, âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþò�ñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè óïîìÿíóòûõ óðàâíåíèé â÷àñòíûõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ.Êðîìå ÷èñòî àíîìàëüíî-äè��óçèîííûõ ïðîöåñ�ñîâ, äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿ�þò èíòåðåñ äî ñèõ ïîð ïðàêòè÷åñêè íåèçó÷åííûå¾êâàçèàíîìàëüíûå¿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ïîä÷èíÿ�þùèåñÿ íà î÷åíü áîëüøèõ âðåìåíàõ çàêîíó áîëü�øèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, àíà áîëüøèõ ïðîìåæóòî÷íûõ âðåìåíàõ äåìîíñòðè�ðóþùèå óíèâåðñàëüíûå àñèìïòîòèêè, õàðàêòåðíûåäëÿ àíîìàëüíî-äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ. Â äàííîéðàáîòå èññëåäóþòñÿ ïîäîáíûå ¾êâàçèàíîìàëüíûå¿ïðîöåññû ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, ïðîÿâëÿþùèå ïðî�ìåæóòî÷íûé àíîìàëüíî-äè��óçèîííûé õàðàêòåð èïîä÷èíÿþùèåñÿ ëèíåéíîìó çàêîíó äè��óçèè ïðèt!1.2. ÌÎÄÅËÜ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÁËÓÆÄÀÍÈÉ�àññìîòðèì òèïè÷íûé ïðîöåññ ñëó÷àéíûõ áëóæ-äàíèé X(t), ïîä÷èíÿþùèéñÿ ïðîñòåéøåìó ñòîõàñòè�÷åñêîìó óðàâíåíèþdX(t)dt =Xk hkÆ(t� tk) :502



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íîé àíîìàëüíî-äè��óçèîííîé : : :Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîöåññ X(t) êàê êîîðäè�íàòó ÷àñòèöû, ñîâåðøàþùåé ñêà÷êè hk â ñëó÷àéíûåìîìåíòû âðåìåíè tk. Äîïóñòèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âå�ëè÷èíû hk è �k = tk � tk�1 âçàèìíî íåçàâèñèìû,ïðè÷åì hk èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå w(x), àèíòåðâàëû ìåæäó ñêà÷êàìè �k ðàñïðåäåëåíû ïî çà�êîíó f(�). Î÷åâèäíî, ÷òîX(t) = N(t)Xk=1 hk;ãäåN(t) � ÷èñëî ñêà÷êîâ ê ìîìåíòó t. ÔóíêöèÿN(t)ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé, îáðàòíîé âðåìåíè n-ãî ñêà÷�êà T (n), t = T (n) =8>>><>>>: 0; n = 0;NXk=1 �k ; n � 1:Èíûìè ñëîâàìè, N(t) è T (n) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìýêâèâàëåíòíîñòè:N(t) � n $ T (n) < t : (1)Âûâåäåì óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéW (x; t) ïðîöåññà X(t). Íà÷íåì âûâîä ñ îáñóæäåíèÿõàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè�(u; t) = hexp(iuX(t))i = *exp0�iuN(t)Xk=1 hk1A+ :Âû÷èñëåíèå ïîñëåäíåãî ñðåäíåãî çàòðóäíåíî òåì,÷òî óñðåäíÿåìàÿ ñóììà ñîäåðæèò ñëó÷àéíîå ÷èñëîN(t) ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó óäîáíî ïåðåéòè îò �óíê�öèè n = N(t) ê áîëåå èçó÷åííîé îáðàòíîé ñëó÷àéíîé�óíêöèè t = T (n). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñëåäóþùååðàçáèåíèå åäèíèöû:1 = 1Xn=0�n(z) = 1Xn=0 [�(z�n)��(z�n�1)℄ ; z > 0;ãäå �(z) � åäèíè÷íàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ñîîòâåò�ñòâåííî, èñêîìàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïðè�íèìàåò âèä�(u; t) = 1Xn=0*exp iu nXk=1hk!�n(N(t))+ :Âûðàçèâ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1) �óíêöèè�n(N(t)) ÷åðåç ñëó÷àéíûå âðåìåíà T (n), áóäåìèìåòü�(u; t) == 1Xn=0*exp iu nXk=1hk! [�(t�T (n))��(t�T (n+1))℄+ :

Ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà ïðåîáðàçîâàíèåËàïëàñà è ïðîñóììèðîâàâ ïîëó÷åííóþ ãåîìåòðè÷å�ñêóþ ïðîãðåññèþ, äëÿ ëàïëàñ-îáðàçà �̂(u; s) õàðàêòå�ðèñòè÷åñêîé �óíêöèè èìååì òàê íàçûâàåìîå óðàâíå�íèå Ìîíòðîëëà�Âåéññà [17℄:�̂(u; s) = 1� f̂(s)s h1� ~w(u)f̂(s)i : (2)Çäåñü f̂(s) � ëàïëàñ-îáðàç ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíèìåæäó ñêà÷êàìè, ~w(u) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ âåëè÷èíû ñêà÷êîâ. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèä�íî, ÷òî �̂(u; s) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ1f̂(s) �̂(u; s)� ~w(u)�̂(u; s) = 1� f̂(s)sf̂(s) : (3)Íèæå ýòî óðàâíåíèå ïðè ðàçíûõ âèäàõ ðàñïðåäåëå�íèé f(�) è w(x) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûâîäà êàê êëàññè�÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�Ôåëëåðà, òàê è êè�íåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé àíîìàëüíîé äè��óçèè. Êðî�ìå òîãî, íà îñíîâå äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðîñëåæèâàåò�ñÿ òðàíñ�îðìàöèÿ àíîìàëüíîé äè��óçèè â ëèíåé�íóþ äëÿ êâàçèàíîìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.3. Ä�ÎÁÍÎ-ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅÏðè ìîäåëèðîâàíèè àíîìàëüíûõ áëóæäàíèé ïî�ëåçíûì îêàçûâàåòñÿ äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå '�(�) èíòåðâàëîâ �k, èíòåãðàëüíîå ïðåä�ñòàâëåíèå êîòîðîãî áóäåò ïðèâåäåíî äàëåå. Åãî ëà�ïëàñ-îáðàç èìååò âèä'̂�(s) = 11 + s� ; 0 < � < 1: (4)Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç�óíêöèþ Ìèòòàã�Ëå��ëåðà:E�(z) = 12� i ZH eyy��1y� � z dy ;ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïåòëå �àíêåëÿ H,îõâàòûâàþùåé îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëü�íîé îñè [18; 19℄, à èìåííî'�(�) = �1� D(���)�(�); D�(z) = �z dE�(z)dz :Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåä�ñòàâëåíèå äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:'�(�) = sin(��)� ���1 1Z0 x�e�xdxx2� + �2� + 2x��� os(��) ;0 < � < 1;503



À. È. Ñàè÷åâ, Ñ. �. Óòêèí ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004èìåþùåãî àñèìïòîòèêè ���1 ïðè � ! 0 è ����1 ïðè� !1 [19℄. Ïîñëåäíÿÿ ñòåïåííàÿ àñèìïòîòèêà äðîá�íî-ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèò ê òî�ìó, ÷òî åãî ñðåäíåå áåñêîíå÷íî (h�i = 1). Â ñâîþî÷åðåäü, íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåëäëÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè T (N), à âåðîÿòíîñòíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå ïðîöåññà X(t) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ â÷àñòíûõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîä�ñòàâèâ (4) â (3), ïðèõîäèì ê îáîáùåííîìó óðàâíå�íèþ Êîëìîãîðîâà�Ôåëëåðà:��W (x; t)�t� + [W (x; t)�W (x; t) � w(x)℄ == t���(1� �)�(t)Æ(x);ñîäåðæàùåìó ïðîèçâîäíóþ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïîâðåìåíè. Çàìåòèì åùå, ÷òî íà áîëüøèõ âðåìå�íàõ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ïî x ìîæíî çàìåíèòüíà äè��åðåíöèàëüíûé, à óðàâíåíèå Êîëìîãîðî�âà�Ôåëëåðà ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå äðîáíîé äè���óçèè [17; 19℄:��W (x; t)�t� = �22 �2W (x; t)�x2 + t���(1� �)�(t)Æ(x):Çäåñü �2 = 
h2� = 1Z�1 x2w(x)dx� äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû ñêà÷êîâ.4. ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅÄ�ÎÁÍÎ-ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅÑ òî÷êè çðåíèÿ �èçèêîâ, óïîìÿíóòàÿ âûøåáåñêîíå÷íîñòü ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ìåæ�äó ñêà÷êàìè ïðîöåññà X(t) ñíèæàåò öåííîñòüäðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëü�êó íàáëþäàåìûå ñëó÷àéíûå èíòåðâàëû �k, êàêïðàâèëî, îáëàäàþò êîíå÷íûì ñðåäíèì. Ñ äðóãîéñòîðîíû, èìåííî áåñêîíå÷íîñòü ñðåäíåãî âåäåò êíàðóøåíèþ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è âîçíèêíîâåíèþàíîìàëüíîé äè��óçèè. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî è âñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî ñðåäíåãî �èçè÷åñêèå ñèñòåìûìîãóò ïðîÿâëÿòü àíîìàëüíî-äè��óçèîííûé õàðàê�òåð. Ïðè ýòîì áóäåì îïèðàòüñÿ íà ðàñïðåäåëåíèå'(�) ñ ëàïëàñ-îáðàçîì'̂�;Æ(s) = 1 + Æ�1 + (s+ Æ)� : (5)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñ ëàïëàñ-îáðà-çîì (5) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíîåñîîòíîøåíèåì'�;Æ(�) = (1 + Æ�)e�Æ�'�(�):Âñå åãî (â äàëüíåéøåì '(�)) ìîìåíòû îãðàíè÷åíû, àïðè Æ ! 0 îíî ïåðåõîäèò â äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíîåðàñïðåäåëåíèå (4). Îòìåòèì, ÷òî òàêèå ðàñïðåäå�ëåíèÿ äî ñèõ ïîð íå âñòðå÷àëèñü â ðàáîòàõ ïîàíîìàëüíîé äè��óçèè. Õîòÿ, íàïðèìåð, ×óêáàð èäð. [2; 3℄, ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé ðàñõîäÿùèõñÿ ìîìåí�òîâ ñìåùåíèÿ è âðåìåíè îæèäàíèÿ, îãîâàðèâàþò,÷òî ¾ : : : â ñëó÷àå èõ êîíå÷íîñòè ý��åêòèâíîå óðàâ�íåíèå ïåðåíîñà àñèìïòîòè÷åñêè (ò. å. íà ìàêðîñêî�ïè÷åñêèõ âðåìåíàõ t� hti è ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñ�øòàáàõ jxj �phx2i) ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå óðàâ�íåíèå äè��óçèè¿.Çàìåòèì, ÷òî (5) � ýòî ëàïëàñ-îáðàç'̂(s) = w� + Æ�w� + (s+ Æ)� ;ïðèâåäåííûé ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, â êîòîðîì ïàðà�ìåòðû 1=w è 1=Æ èìåþò ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Ïîâå�äåíèå ñèñòåìû íà âðåìåíàõ, ìåíüøèõ 1=w, çàâèñèòîò òîíêîé ñòðóêòóðû ðàñïðåäåëåíèé '(�) è w(x) è íåîòðàæàåò óíèâåðñàëüíûõ çàêîíîâ äè��óçèè. Ñ äðó�ãîé ñòîðîíû, åñëè âåëè÷èíà Æ ìàëà íàñòîëüêî, ÷òîèíòåðâàë ìåæäó 1=w è 1=Æ äîñòàòî÷íî âåëèê, ñòàíî�âÿòñÿ âîçìîæíûìè äâà âàðèàíòà àñèìïòîòè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.Â äàëüíåéøåì ìû ïîäðîáíî îáñóäèì ñëó÷àés � w, êîãäà ïðè àíàëèçå ñëåäñòâèé îáùåãî óðàâ�íåíèÿ (3) ìîæíî ïðèìåíèòü ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåé�ëîðà ïî s. Ïðè ýòîì èç-çà ìàëîñòè ïàðàìåòðà Æ ëè�áî s � Æ � w, ëèáî Æ � s � w. Îáà ýòè ñëó÷àÿñîîòâåòñòâóþò îòíîñèòåëüíî áîëüøèì � ìàêðîñêî�ïè÷åñêèì � âðåìåíàì íàáëþäåíèÿ, ìíîãî áîëüøèì¾ìèêðîñêîïè÷åñêîãî¿ âðåìåíè 1=w.5. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄÈÔÔÓÇÈÈ×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âå�ðîÿòíîñòåé ïðîöåññà X(t), ïîäñòàâèì ëàïëàñ-îáðàç'̂(s) â �îðìå (5) â óðàâíåíèå (3). �àññìîòðèì àñèìï-òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè s ! 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòàñèìïòîòèêå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, ïðè ýòîì ìîæíîðàçëîæèòü ëàïëàñ-îáðàçû ðàñïðåäåëåíèé â ðÿä Òåé�ëîðà. Ïîäðîáíî îáñóäèì íàèáîëåå âàæíûé äëÿ òåî�ðèè àíîìàëüíîé äè��óçèè ñëó÷àé Æ � 1, êîãäà ñëó�÷àéíîå áëóæäàíèå X(t) äåìîíñòðèðóåò êàê àíîìàëü�íî-äè��óçèîííûå, òàê è ëèíåéíî-äè��óçèîííûåñâîéñòâà.504



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íîé àíîìàëüíî-äè��óçèîííîé : : :Ïðè ýòîì ïðèìåíèòåëüíî ê ðàñïðåäåëåíèþ'(�) è åãî ëàïëàñ-îáðàçó (5) âûäåëèì äâà ñëó÷àÿ:s� Æ � 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîâåäåíèþ ïðè t!1,è Æ � s � 1, êîãäà 1 � t � 1=Æ, ò. å. ¾ïðîìåæóòî÷�íîìó¿ ðåæèìó. Â ïåðâîì ñëó÷àå '̂(s) � 1 �Ds, ãäåD = �Æ��1=(1 + Æ�), è (3) ïðèìåò âèäs�̂(u; s) + 1D [1� ~w(u)℄�̂(u; s) = 1;à âî âòîðîì '̂(s) � 1 � D0s�, ãäå D0 = (1 + Æ�)�1,òîãäà s��̂(u; s) + 1D0 [1� ŵ(u)℄�̂(u; s) = s��1:Ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííûì ðàâåíñòâàì îáðàòíîå ïðå�îáðàçîâàíèå Ôóðüå è Ëàïëàñà, ïðèäåì ê óðàâíåíèþÊîëìîãîðîâà�Ôåëëåðà:�W (x; t)�t + 1D [W (x; t)�W (x; t) � w(x)℄ = Æ(t)Æ(x);t!1;èëè ê îáîáùåííîìó óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà�Ôåë-ëåðà:��W (x; t)�t� + 1D0 [W (x; t)�W (x; t) � w(x)℄ == t���(1� �)�(t)Æ(x);1� t� 1Æ :Ïîäñòàâèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè â äàííûå óðàâíå�íèÿ ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ñêà÷êîâ w(x) ñ àñèìï-òîòèêîé �óðüå-îáðàçà âèäà~w(u) � 1� �2u22 ; u! 0;õàðàêòåðíîãî, íàïðèìåð, äëÿ ãàóññîâà ðàñïðåäåëå�íèÿ. Ïðè ýòîì èç ïðèâåäåííûõ âûøå óðàâíåíèé âû�òåêàþò, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé è àíî�ìàëüíîé äè��óçèè äëÿ ðàçíûõ âðåìåííûõ àñèìïòî�òèê:�W (x; t)�t = �22D �2W (x; t)�x2 + Æ(t)Æ(x); t!1;��W (x; t)�t� = �22D0 �2W (x; t)�x2 + t���(1� �)�(t)Æ(x);1� t� 1Æ :�åøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ õîðîøî èçâåñòíî:W (x; t) = 1p2��2t=D exp�� x22�2t=D� :

�åøåíèå æå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñïîìîùüþ ìîäåëüíîãî ïðîöåññà ¾äðîáíîãî ñíîñà¿,îïèñàííîãî â ðàáîòå [19℄. Â ýòîì ñëó÷àåW (x; t) = 1p2�2t�=D0Q�=2 2jxjp2�2t�=D0! ;ãäå �óíêöèÿ Q(�) íàõîäèòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðà�çîâàíèåì Ôóðüå îò �óíêöèè Ìèòòàã�Ëå��ëåðàE(iu). 6. Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ ÒÎ×ÍÎ�Î ÈÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎ�Î �ÅØÅÍÈÉÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÌÎÍÒ�ÎËËÀ�ÂÅÉÑÑÀÂûøå áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà êâàçèàíîìàëüíûõ ñëó÷àéíûõáëóæäàíèé X(t) íà ðàçíûõ âðåìåííûõ ïðîìåæóò�êàõ. Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, íàñêîëüêî àñèìïòîòè�÷åñêîå ðåøåíèå îïèñûâàåò ðåàëüíîå ïîâåäåíèåïðîöåññà è íà êàêèõ âðåìåíàõ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿïîëó÷åííûìè âûøå àíàëèòè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿ�ìè. Äëÿ ýòîãî ïîëåçíî èññëåäîâàòü òî÷íîå ÷èñëåííîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîíòðîëëà�Âåéññà (2).Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (2) ëàïëàñ-îáðàç îáîáùåí�íîãî äðîáíî-ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (5),ïîëó÷èì ÿâíûé âèä ëàïëàñ-îáðàçà õàðàêòåðèñòè÷å�ñêîé �óíêöèè:�̂(u; s) = 1s 11 + 1 + Æ�(s+ Æ)� � Æ� �2u22 : (6)Ñ åãî ïîìîùüþ íàéäåì ÿâíóþ �îðìóëó âû÷èñëåíèÿïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé W (x; t) ïðîöåññà X(t). Äëÿýòîãî âíà÷àëå íàéäåì îáðàòíîå �óðüå-ïðåîáðàçîâà-íèå �óíêöèè �̂(u; s):Ŵ (x; s) = 1p2�ss (s+ Æ)� � Æ�1 + Æ� �� exp0�� ������xp2� s (s+ Æ)� � Æ�1 + Æ� ������1A ;à çàòåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî s. Èí�òåãðàë Ìåëëèíà â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ñâåñòè ê505



À. È. Ñàè÷åâ, Ñ. �. Óòêèí ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004èíòåãðàëó ïî îòðèöàòåëüíîé âåòâè äåéñòâèòåëüíîéîñè. Òàêèì îáðàçîì, èìååìW (x; t) = 1��p2(1 + Æ�) �� Im8<:e�i� 1Z0 p(yei� + Æ)� � Æ�y �� exp �yt� xp2�p1 + Æ�q(yei� + Æ)� � Æ� ! dy) :Ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáûõ âðåìåíàõè ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Àíàëîãè÷íûì ïóòåì èëè èñ�ïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè Ìèò�òàã�Ëå��ëåðà, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèéèíòåãðàëüíûé âèä �óíêöèè W (x; t) íà ¾ïðîìåæó�òî÷íûõ¿ âðåìåíàõ 1� t� 1=Æ:W (x; t) = 1��p2(1 + Æ�) �� Im8<:exp� i��2 � 1Z0 exp �yt� xp2�p1 + Æ� y �2 �� exp� i��2 �! dyy1��=29=; :Ïî óêàçàííûì âûøå �îðìóëàì ïîñòðîåíûàñèìïòîòè÷åñêèå è òî÷íûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéW (x; t) íà áîëüøèõ (t ! 1, ðèñ. 1) è ïðîìåæóòî÷�íûõ (1� t� 1=Æ, ðèñ. 2) âðåìåíàõ äëÿ îäèíàêîâûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ �, Æ è �. Âèäíî, ÷òî ïðèóìåíüøåíèè âðåìåíè â ñëó÷àå ïðîìåæóòî÷íîéàíîìàëüíî-äè��óçèîííîé àñèìïòîòèêè (ðèñ. 1)êðèâàÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê àñèìïòîòè÷å�ñêîìó àíîìàëüíî-äè��óçèîííîìó ðàñïðåäåëåíèþ.Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå íàáëþäàåòñÿ è íà áîëüøèõâðåìåíàõ (ðèñ. 2): ñ ðîñòîì âðåìåíè ãðà�èê òî÷�íîãî ðåøåíèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìóãàóññîâó ðàñïðåäåëåíèþ.Êðîìå òîãî, èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü àñèìïòîòèêèïîâåäåíèÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó�÷àéíûõ áëóæäàíèé 
X2(t)�. Íàéäåì âíà÷àëå àñèì�ïòîòèêè åãî ëàïëàñ-îáðàçà:g(s) = Z 
X2(t)� estdt = �2�̂(u; s)�u2 �����u=0 : (7)Ïîäñòàâèì ñþäà �̂(u; s) èç óðàâíåíèÿ Ìîíòðîë-ëà�Âåéññà (2) ñ àñèìïòîòèêàìè �óíêöèé ~w(u) �� 1 � �2u2=2 è f̂(s) � 1 � Ds äëÿ s � Æ � 1 ëè�
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�èñ. 1. �ðà�èêè ðàñïðåäåëåíèé äëÿ çíà÷åíèé ïà-ðàìåòðîâ t = 5 (à), 1 (á ) � 1=Æ, Æ = 0:01, � = 0:3,� = 1. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � àñèìïòîòè÷åñêîå ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç �óíêöèèÌèòòàã�Ëå��ëåðà, ñïëîøíàÿ � òî÷íîå ÷èñëåííîåðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿáî f̂(s) � 1 � D0s� â ñëó÷àå Æ � s � 1, îïèñàííûõâûøå. Òîãäà äëÿ ëàïëàñ-îáðàçà g(s) ïîëó÷èìg(s) � �2Ds2 ; s� Æ � 1;g(s) � �2D0s1+� ; Æ � s� 1:Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîâåäåíèå ñðåäíåãî êâàäðàòà íàáîëüøèõ è ïðîìåæóòî÷íûõ âðåìåíàõ áóäåò âûãëÿ�äåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
X2(t)� � �2D t; t!1;
X2(t)� � �2D0�(1 + �) t�; 1� t� 1Æ :506
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�èñ. 2. �ðà�èêè òî÷íîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñ-ïðåäåëåíèé äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ t = 200 (à),500 (á ) � 1=Æ, Æ = 0:01, � = 0:3, � = 1. Øòðèõî-âàÿ ëèíèÿ � àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ,âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ìèòòàã�Ëå��ëåðà,ñïëîøíàÿ � òî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-íåíèÿÎáñóäèì òåïåðü òî÷íîå ïîâåäåíèå 
X2(t)�, äëÿ÷åãî ïîäñòàâèì â (7) �̂(u; s) èç (6):g(s) = �2(1 + Æ�)s[(s+ Æ)� � Æ� ℄ :Ïðè � = 1=2 óäàåòñÿ íàéòè òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿñðåäíåãî êâàäðàòà áëóæäàíèé:
X2(t)� = 1 +pÆpÆ �� "rÆt� e�Æt + Æt+�Æt+ 12� erf�pÆt�# :Ïîñòðîèì ýòó çàâèñèìîñòü è åå àñèìïòîòèêè íàïðîìåæóòî÷íûõ (� pt) è áîëüøèõ (� t) âðåìåíàõ(ðèñ. 3). Âèäíî, ÷òî ãðà�èê òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðèáîëüøèõ è ïðîìåæóòî÷íûõ âðåìåíàõ ñîâïàäàåò ñãðà�èêàìè àñèìïòîòèê.
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100�èñ. 3. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñðåäíåãî êâàä-ðàòà ¾êâàçèàíîìàëüíîãî¿ äè��óçèîííîãî ïðîöåñ-ñà íà áîëüøèõ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ïðîìåæóòî÷íûõ(ïóíêòèðíàÿ) âðåìåíàõ, à òàêæå òî÷íûé âèä ãðà�è-êà hX2(t)i äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � = 1=2 (ñïëîø-íàÿ)Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òîàíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî è âñëó÷àå êîíå÷íîãî ñðåäíåãî âðåìåíè h�ki èíòåðâàëîâìåæäó ñêà÷êàìè. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå àíîìàëüíàÿäè��óçèÿ âîçíèêàåò êàê ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìï-òîòèêà, ñìåíÿÿñü çàòåì íîðìàëüíîé ëèíåéíîéäè��óçèåé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîéïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô ïî ïîääåðæêåâåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-838.2003.2), �ÔÔÈ(ãðàíò �03-02-16680) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ�Ô (ãðàíò �Å02-3.5-232).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. R. Metzler and J. Klafter, Phys. Rep. 339, 1 (2000).2. Ê. Â. ×óêáàð, ÆÝÒÔ 108, 1875 (1995).3. Â. Þ. Çàáóðäàåâ, Ê. Â. ×óêáàð, ÆÝÒÔ 121, 299(2002).4. Â. Â. Ó÷àéêèí, ÆÒÔ 68, 138 (1998).5. Â. Â. Ó÷àéêèí, ÒÌÔ 115, 154 (1998).6. Â. Â. Ó÷àéêèí, Â. Â. Ñàåíêî, ÆÒÔ 71, 8 (2001).7. P. W. M. Blom and M. C. J. M. Vissenberg, Phys.Rev. Lett. 80, 3819 (1998).8. Q. Gu, E. A. Shiff, and S. Grebner, Phys. Rev. Lett.76, 3196 (1996).507
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