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ÑÓÁÏÓÀÑÑÎÍÎÂÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ ÔÎÒÎÍÎÂÔËÓÎ�ÅÑÖÅÍÖÈÈ ÎÄÈÍÎ×ÍÎ�Î ÀÒÎÌÀ,ÂÎÇÁÓÆÄÀÅÌÎ�Î ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÌ ËÀÇÅ�ÍÛÌ ÑÂÅÒÎÌÈ. Ñ. Îñàäüêî *Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 �åâðàëÿ 2005 ã.Èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè îäèíî÷íîãî äâóõóðîâíåâîãî àòîìà, îáëó÷àåìîãî ñâå-òîì íåïðåðûâíîãî ëàçåðà. Âû÷èñëÿåòñÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ïðîìåæóòî÷íûõ �î-òîíîâ �ëóîðåñöåíöèè òàêîãî àòîìà, ò. å. �îòîíîâ, èñïóùåííûõ íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëå, â íà÷àëå èêîíöå êîòîðîãî àòîì óæå èñïóñòèë ïî �îòîíó. Îíà îïèñûâàåò ñóáïóàññîíîâñêîå, ò. å. áîëåå óçêîå, ÷åìïóàññîíîâñêîå, ðàñïðåäåëåíèå, êàê è áûëî íàáëþäåíî ðàíåå â ýêñïåðèìåíòå. Ñ ïîìîùüþ ýòîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ �îòîíîâ âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè, âòî-ðîé �àêòîðèàëüíûé ìîìåíò �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè è ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ, îáû÷íî èñïîëüçóåìûé äëÿîöåíêè ñòåïåíè íåïóàññîíîâîñòè èçëó÷åíèÿ. Òåîðåòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî-ìåæóòî÷íûõ �îòîíîâ îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíûõ �îðìóë Ìàíäåëÿ äëÿ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ�ëóîðåñöåíöèè.PACS: 42.50.Ar 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎáû÷íî èñòî÷íèêîì ñâåòà ñëóæèò àíñàìáëü âîç�áóæäåííûõ àòîìîâ. Ñâåò, èñïóùåííûìè ìíîãèìèàòîìàìè, ñîñòîèò èç ìíîãèõ �îòîíîâ. Ñòàòèñòèêà�îòîíîâ â ñâåòîâîì ëó÷å è åå çàâèñèìîñòü îò ñïî�ñîáà ïðèãîòîâëåíèÿ ñâåòîâîãî ëó÷à îáñóæäàåòñÿ âðÿäå êíèã [1�5℄. Îñíîâíîå âíèìàíèå â íèõ óäåëåíîèçó÷åíèþ êâàíòîâîé ñòðóêòóðû ïîëÿ ëàçåðíîãî èç�ëó÷åíèÿ, �ëóêòóàöèÿì ýòîãî ïîëÿ è êîãåðåíòíîñòèèçëó÷åíèÿ.Íàïðèìåð, èçëó÷åíèå òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ ñâåòàðàññìàòðèâàåòñÿ Êëàóäåðîì è Ñóäàðøàíîì [2℄ êàêñóïåðïîçèöèÿ ñëó÷àéíûõ âêëàäîâ îò áîëüøîãî ÷èñ�ëà àòîìîâ, ïðè÷åì âêëàä êàæäîãî àòîìà ìåíÿåòñÿâî âðåìåíè è, êðîìå òîãî, çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿàòîìà âíóòðè èñòî÷íèêà. Ìàòåìàòè÷åñêè òàêèå ñâå�òîâûå âîëíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñòàòèñòè÷åñêèåïåðåìåííûå, èíà÷å ãîâîðÿ, êàê �ëóêòóèðóþùèå ïî�ëÿ. Â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé èñòî÷íèêà �ëóê�òóèðîâàòü ìîãóò �àçà, àìïëèòóäà è ÷àñòîòà èëè âñå*E-mail: osadko�si.lebedev.ru

òðè âåëè÷èíû îäíîâðåìåííî. Òàêîé ïîäõîä, èñïîëü�çîâàííûé â [2℄, ïî ñëîâàì àâòîðîâ ýòîé êíèãè ¾âïðèíöèïå íå îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà, èñïîëüçóåìîãîäëÿ ðàññìîòðåíèÿ òåïëîâûõ øóìîâ â ðàäèîïðèåìíè�êå¿.Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ëàçåðîâ, ñâåò êîòîðûõ êî�ãåðåíòåí, âîçíèê çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê ïðîáëåìåêîãåðåíòíîñòè ñâåòà. Áûëî óñòàíîâëåíî [1℄, ÷òî êëàñ�ñè÷åñêèé êîãåðåíòíûé ñâåò èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñ�ïðåäåëåíèå Pn ÷èñëà n �îòîíîâ, ò. å. îïèñûâàåòñÿñëåäóþùåé �îðìóëîé:Pn(�) = �2nn! exp(��2); (1)ãäå ïàðàìåòð � ïðîïîðöèîíàëåí àìïëèòóäå êëàññè�÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ.Îäíàêî èìååòñÿ äðóãàÿ ñòîðîíà ïðîáëåìû ïî�ëÿ èçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè íå çàòðàãèâà�ëàñü â ýòèõ êíèãàõ. Îíà êàñàåòñÿ ïîëÿ èçëó÷åíèÿîäèíî÷íîãî àòîìà, âîçáóæäàåìîãî ñâåòîì íåïðåðûâ�íîãî ëàçåðà. Èñïóñêàíèå ñâåòà îäèíî÷íûì àòîìîì,íåïðåðûâíî âîçáóæäàåìûì ñâåòîì ëàçåðà, ÿâëÿåò�ñÿ ÷èñòî êâàíòîâûì ïðîöåññîì è íå äîïóñêàåò êëàñ�ñè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîòîðûé ÷àñòî ñëóæèë îòïðàâ�77



È. Ñ. Îñàäüêî ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005íîé òî÷êîé ðàññóæäåíèé â [1�5℄. Ïîýòîìó âîçíèêà�åò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêîé �óíêöèåé ðàñïðåäå�ëåíèÿ áóäåò îïèñûâàòüñÿ èçëó÷åíèå îäèíî÷íîãî àòî�ìà, íåïðåðûâíî âîçáóæäàåìîãî ñâåòîì ëàçåðà?Âïåðâûå òàêîé âîïðîñ ïîñòàâèë Ìàíäåëü â ðà�áîòå [6℄. Ïðè èññëåäîâàíèè ýòîãî âîïðîñà Ìàíäåëüèñïîëüçîâàë ñëåäóþùóþ �îðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòèíàáëþäåíèÿ n �îòîíîâ íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëåT [5�8℄:N(n; T ) = *T : 1n! 24 t+TZt dx Î(x)35n �� exp24� t+TZt dx Î(x)35 :+ : (2)Çäåñü ïîä çíàêîì êâàíòîâî-ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíå�íèÿ ñòîèò íîðìàëüíî è õðîíîëîãè÷åñêè óïîðÿäî÷åí�íîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ èíòåíñèâíîñòè I . Èñ�ïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷èìñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî �àê�òîðèàëüíîãî ìîìåíòà:hn(T )i = 1Xn=0nN(n; T ) == *: 24 t+TZt dx Î(x)35 :+ = hIiT; (3)Dn(2)(T )E = 1Xn=0n(n� 1)N(n; T ) == *T : 24 t+TZt dx Î(x)352 :+ == TZ0 dx TZ0 dy DT : Î(x)Î(y)E == hIi2 TZ0 dx xZ0 dy g(2)(x� y); (4)ãäå g(2)(t) � àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ �ëóîðåñ�öåíöèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçìåðåíà â ýêñïåðèìåí�òå. Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé (3) è (4) áûëà èñïîëü�çîâàíà ñòàöèîíàðíîñòü, ïîýòîìó òåêóùåå âðåìÿ çà�ìåíåíî íà íóëü.Ôîðìóëû (2)�(4) â ðàâíîé ñòåïåíè ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû êàê äëÿ àíñàìáëÿ àòîìîâ, òàê è äëÿ

îäèíî÷íîãî àòîìà. Åñëè â ýêñïåðèìåíòå ïîäñ÷èòûâà�åòñÿ ÷èñëî ñëó÷àåâ Nn(T; t) èñïóñêàíèÿ n �îòîíîâ�ëóîðåñöåíöèè íà èíòåðâàëå T ïðè îáùåì âðåìåíèíàáëþäåíèÿ t, òî âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ îïðå�äåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:wn(T ) = limt!1 Nn(T; t)N0(T; t) + 1Xn=1Nn(T; t) : (5)Ýòîé èçìåðÿåìîé â ýêñïåðèìåíòå âåðîÿòíîñòè ìî�æåò áûòü ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè÷åñêàÿ�îðìóëà (2). Èçìåðÿåìàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî âåðîÿò�íîñòü wn(T ) äîëæíà ðàâíÿòüñÿ âåðîÿòíîñòèN(n; T ),ðàññ÷èòàííîé ïî �îðìóëå (2) äëÿ äàííîé �èçè÷å�ñêîé ìîäåëè.�àñ÷åò âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ ïî�îðìóëå (2) äëÿ íåñêîëüêèõ ïðîñòåéøèõ ìîäåëåéìîæíî íàéòè â êíèãå [5℄. Òàê, äëÿ ìîíîõðîìàòè÷å�ñêîãî êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ áûëî íàéäåíî, åñòå�ñòâåííî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ îïèñûâàåòñÿ�óíêöèåé Ïóàññîíà; äëÿ îäíîìîäîâîãî ëàçåðà ñîñëó÷àéíîé �àçîé íàéäåííîå ðàñïðåäåëåíèå òîæå îêà�çàëîñü ïóàññîíîâñêèì, à äëÿ îäíîìîäîâîãî �îêîâ�ñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåíèå îêàçàëîñü áèíîìè�àëüíûì. Äëÿ ïîëÿðèçîâàííîãî ëó÷à ñâåòà îò òåï�ëîâîãî èñòî÷íèêà áûëî ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå Áî�çå �Ýéíøòåéíà.Êàê ýòî íè ïîêàæåòñÿ ïàðàäîêñàëüíûì, íî ðàñ�÷åò âåðîÿòíîñòè ïî �îðìóëå (2) äëÿ îäèíî÷íîãî àòî�ìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó, ÷åìäëÿ àòîìíîãî àíñàìáëÿ, è, ïî-âèäèìîìó, ïî ýòîé ïðè�÷èíå òàêîé ðàñ÷åò äëÿ îäèíî÷íîãî àòîìà äî ñèõ ïîðíå áûë ïðîâåäåí. Îí áûë çàìåíåí â ðàáîòå [6℄ áîëååïðîñòîé çàäà÷åé ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.Èñïîëüçóÿ ýòè ìîìåíòû, Ìàíäåëü ïðåäëîæèë îöå�íèâàòü îòêëîíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ îò ïóàñ�ñîíîâñêîãî ïî âåëè÷èíå ïàðàìåòðàQ(T ) = 
n(2)(T )�� hn(T )i2hn(T )i ; (6)ãäå hn(2)(T )i � âòîðîé �àêòîðèàëüíûé ìîìåíò, àhn(T )i � ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ íà èíòåðâàëå T . Åñ�ëè èñïîëüçîâàòü �îðìóëû (3) è (4), òî �îðìóëà äëÿïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:Q(T ) = hIi24 2T TZ0 dx xZ0 dy g(2)(y)� T35 : (7)Ýòà �îðìóëà, âûðàæàþùàÿ ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ÷åðåç àâòîêîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ, îêàçàëàñü78



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Ñóáïóàññîíîâñêàÿ ñòàòèñòèêà �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè : : :î÷åíü óäîáíîé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿíåïóàññîíîâîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ è íåîä�íîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõêîíêðåòíûõ ñèòóàöèé [9�11℄. Äëÿ ïóàññîíîâñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ ðàâåí íóëþ. Äëÿáîëåå óçêîãî, ÷åì ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå,ò. å. ñóáïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïàðàìåòðÌàíäåëÿ îòðèöàòåëåí, à äëÿ áîëåå øèðîêîãîðàñïðåäåëåíèÿ (ñóïåðïóàññîíîâñêîãî) � ïîëîæè�òåëåí. Ôîðìóëà (7) îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿîöåíêè íåïóàññîíîâîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ âëþìèíåñöåíöèè îäèíî÷íûõ àòîìîâ è ìîëåêóë.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè�êè �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè, èñïóñêàåìûõ îäèíî÷�íûì àòîìîì, èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, êîòîðûé ïðèíöè�ïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà, èñïîëüçîâàâøåãîñÿâ êíèãàõ [1�5℄. Åñëè â ýòèõ êíèãàõ ðàññìàòðèâàëîñüñàìî ïîëå èçëó÷åíèÿ, òî â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðè�âàåòñÿ äèíàìèêà îäèíî÷íîãî àòîìà, âîçáóæäàåìîãîñâåòîì íåïðåðûâíîãî ëàçåðà, à î äèíàìèêå èñïóñêà�íèÿ �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè ìû ñóäèì ïî äèíàìèêåïðûæêîâ àòîìà èç âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îñíîâ�íîå. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçìîæåí ïðÿìîé òåîðåòè÷å�ñêèé ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòåé N(n; T )  ïîìîùüþ �îð�ìóëû, âûâåäåííîé íèæå. Â äàííîé ñòàòüå ïðîâîäèò�ñÿ êàê ðàñ÷åò ýòèõ âåðîÿòíîñòåé, òàê è âû÷èñëåíèå ñèõ ïîìîùüþ ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ ýòîãî ðàñïðåäå�ëåíèÿ, à òàêæå ïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ äëÿ äâóõóðîâíå�âîãî àòîìà, âîçáóæäàåìîãî íåïðåðûâíûì ëàçåðíûìñâåòîì.2. �ÀÇËÈ×ÍÛÅ ÑÏÎÑÎÁÛ ÏÎÄÑ×ÅÒÀÔÎÒÎÍÎÂ ÔËÓÎ�ÅÑÖÅÍÖÈÈÏóñòü äâóõóðîâíåâûé àòîì îáëó÷àåòñÿ íåïðå�ðûâíî ñâåòîì ëàçåðà è â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðå�ìåíè èñïóñêàåò �îòîíû �ëóîðåñöåíöèè. Íà ðèñ. 1çàíóìåðîâàíû �îòîíû �ëóîðåñöåíöèè, èñïóñêàåìûåýòèì àòîìîì. Ôîðìóëà (2) Ìàíäåëÿ ñîîòâåòñòâó�åò òàêîìó ñïîñîáó èçìåðåíèÿ �îòîíîâ, êîãäà âðå�
t

t

T T T T

T

h̄ω

141516 1312 1110 9 8 765 4 3 2 1
�èñ. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îòîíîâ, èñïóùåííûõàòîìîì ïðè íåïðåðûâíîì âîçáóæäåíèè ñâåòîì

ìåíí�àÿ øêàëà äåëèòñÿ íà ðàâíûå èíòåðâàëû, êàê ïî�êàçàíî íà íèæíåé âðåìåíí�îé øêàëå ðèñ. 1, è èçìå�ðÿåòñÿ ÷èñëî �îòîíîâ, èñïóùåííûõ íà êàæäîì èí�òåðâàëå. Òåîðåòè÷åñêàÿ �îðìóëà (2) ñîîòâåòñòâóåòèìåííî òàêîìó ñïîñîáó ïîäñ÷åòà �îòîíîâ. Íà÷àëîâðåìåíí�îãî èíòåðâàëà â ýòîì ñëó÷àå íèêàê íå îïðå�äåëåíî è íèêàê íå ñâÿçàíî ñ âðåìåíí�ûì ìîìåíòîì èñ�ïóñêàíèÿ �îòîíà. Íåêîòîðûå âðåìåíí�ûå èíòåðâàëûîêàæóòñÿ âîîáùå áåç �îòîíîâ, ÷òî âèäíî íà ðèñ. 1.Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè ëþìèíåñöåíöèè îäè�íî÷íîãî àòîìà âîçìîæåí äðóãîé ñïîñîá ïîäñ÷åòà �î�òîíîâ �ëóîðåñöåíöèè. Îí ïðèâëåêàòåëåí òåì, ÷òîäëÿ íåãî âîçìîæåí íå òîëüêî âûâîä òåîðåòè÷åñêîé�îðìóëû äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ, êàêìû óâèäèì, îòëè÷àåòñÿ îò �îðìóëû (2), íî è ðàñ�÷åò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ �ëóîðåñöåí�öèè. �àññìîòðèì ýòîò ñïîñîá ïîäñ÷åòà �îòîíîâ.Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè, ïðèíèìàåìûé íàìè çàíóëü, áûë èñïóùåí �îòîí �ëóîðåñöåíöèè. Ýòîò ìî�ìåíò ïðèìåì çà íà÷àëî èíòåðâàëà. Ïóñòü ÷åðåç âðå�ìåíí�îé èíòåðâàë T èñïóùåí äðóãîé �îòîí. Ýòîò ìî�ìåíò ìû ïðèìåì çà êîíåö èíòåðâàëà. Ñëåäîâàòåëü�íî, â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî èíòåðâà�ëû äëèòåëüíîñòè T ìèíèìóì ñ äâóìÿ �îòîíàìè, êàêïîêàçàíî íà âåðõíåé âðåìåíí�îé øêàëå ðèñ. 1. Âîç�ìîæíû äâà âàðèàíòà.Â ïåðâîì âàðèàíòå ìåæäó �îòîíîì, îòêðûâàþ�ùèì, è �îòîíîì, çàêðûâàþùèì èíòåðâàë T , íå áû�ëî èñïóùåíî �îòîíîâ. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ èíòåð�âàëû ìåæäó �îòîíàìè 2 è 3, à òàêæå 12 è 13 (ñì.ðèñ. 1). Åñëè ìû ïîäñ÷èòûâàåì òîëüêî òàêèå ïàðû�îòîíîâ, òî ìû èçìåðÿåì êîððåëÿöèþ �îòîíîâ â ðå�æèìå, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü ðåæèìîì ñòàðò � ñòîïèëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ìû èçìåðÿåì äâóõ�îòîííûéêîððåëÿòîð ñòàðò � ñòîï. Ýòîò ðåæèì áûë íàçâàí âðàáîòå [12℄ ðåæèìîì ïîñëåäîâàòåëüíî èñïóùåííûõ�îòîíîâ.Îäíàêî ìåæäó äâóìÿ �îòîíàìè, ðàçäåëåííûìèçàäàííûì èíòåðâàëîì T ìîæåò áûòü èñïóùåíî êà�êîå-òî ÷èñëî �îòîíîâ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòüïðîìåæóòî÷íûìè. Òàê, íàïðèìåð, ìåæäó �îòîíàìè4 è 6, ðàçäåëåííûìè èíòåðâàëîì T , áûë èñïóùåíîäèí ïðîìåæóòî÷íûé �îòîí 5, à ìåæäó �îòîíàìè13 è 16 áûëî èñïóùåííî äâà ïðîìåæóòî÷íûõ �îòî�íà 14 è 15. Åñëè ìû ïîäñ÷èòûâàåì âñå ïàðû �îòî�íîâ, ðàçäåëåííûõ èíòåðâàëîì T , íåçàâèñèìî îò òî�ãî, ñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõ �îòîíîâ áûëî èñïóùå�íî íà èíòåðâàëå T , òî ìû èçìåðÿåì ïîëíûé äâóõ�î�òîííûé êîððåëÿòîð. Íàéäåì òåïåðü ìàòåìàòè÷åñêîåâûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ðàçëè÷íîå÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ �îòîíîâ íà èíòåðâàëå T .79
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| 0, k,k′ 〉�èñ. 2. Ïåðåõîäû ìåæäó êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìèñèñòåìû ¾àòîì + ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå¿3. ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀÄÂÓÕÓ�ÎÂÍÅÂÎ�Î ÀÒÎÌÀÏðè íåïðåðûâíîì âîçáóæäåíèè àòîìà ñâåòîìïðîèñõîäÿò ïåðåõîäû ìåæäó êâàíòîâûìè ñîñòîÿíè�ÿìè ñèñòåìû ¾àòîì + ïîëå¿, êîòîðûå ñõåìàòè÷åñêèèçîáðàæåíû íà ðèñ. 2. Ýòà ñõåìà ïîêàçûâàåò, ÷òîïîñëå ïîãëîùåíèÿ �îòîíà ëàçåðíîãî ñâåòà ñ ÷àñòî�òîé ! ïðîèñõîäèò èñïóñêàíèå �îòîíà �ëóîðåñöåí�öèè k. Ïðè íåïðåðûâíî ðàáîòàþùåì ëàçåðå íàêà÷�êè ïðîöåññ ïðåâðàùåíèÿ ëàçåðíûõ �îòîíîâ â �îòî�íû �ëóîðåñöåíöèè ïðîèñõîäèò ïîñòîÿííî. Èññëåäî�âàíèå äèíàìèêè ñèñòåìû â ðàìêàõ ñõåìû, èçîáðà�æåííîé íà ðèñ. 2, ïîäðîáíî ïðîâîäèëîñü â ðàáîòàõíåñêîëüêèõ ãðóïï [13�17℄. Íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãàè ðàçíûìè ñïîñîáàìè àâòîðàìè ýòèõ ðàáîò áûëà âû�âåäåíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâìàòðèöû ïëîòíîñòè, îòâå÷àþùåé êâàíòîâîìó ñîñòî�ÿíèþ ñ N �îòîíàìè �ëóîðåñöåíöèè ñèñòåìû ¾àòîì+ ïîëå¿:_�(N)10 = �i(�� i=2T1)�(N)10 + � h�(N)11 � �(N)00 i ;_�(N)01 = � _�(N)10 �� ;_�(N)11 = �� h�(N)10 + �(N)01 i� 1T1 �(N)11 ;_�(N)00 = � h�(N)10 + �(N)01 i+ 1T1 �(N�1)11 : (8)
Çäåñü �(N)ij � ýëåìåíò ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ñîîòâåò�ñòâóþùèé ñîñòîÿíèþ ñ N �îòîíàìè, êîòîðûå âûøåáûëè íàçâàíû ïðîìåæóòî÷íûìè, � = E � d=~ � ÷àñ�òîòà �àáè, � � ðàçíèöà ìåæäó ÷àñòîòîé ëàçåðà èðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé àòîìà, T1 � âðåìÿ ýíåðãåòè�÷åñêîé ðåëàêñàöèè. Õîòÿ ýòà ñèñòåìà è íàïîìèíàåòñèñòåìó óðàâíåíèé Áëîõà, îíà âñå æå çàìåòíî îòëè�÷àåòñÿ îò íåå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ �(N)ij íå ÿâëÿ�åòñÿ çàìêíóòîé, òàê êàê ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñîäåð�æèò �óíêöèþ �(N�1)11 . Ñèñòåìà (8) ïðè N = 0, ò. å.â îòñóòñòâèå ïðîìåæóòî÷íûõ �îòîíîâ, ñîîòâåòñòâó�åò ïåðâîé ïàðå ñîñòîÿíèé íà ðèñ. 2, ïðè N = 1 �âòîðîé ïàðå ñîñòîÿíèé è ò. ä.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷åòûðå ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòà �ij = 1XN=0 �(N)ij (9)óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Áëîõà ñ êîíñòàíòîé �à�çîâîé ðåëàêñàöèè 1=T2 = 1=2T1, ò. å. ñëåäóþùèìóðàâíåíèÿì:_�10 = �i��� i2T1� �10 + �(�11 � �00);_�01 = i��+ i2T1� �01 + �(�11 � �00);_�11 = ��(�10 + �01)� �11T1 ;_�00 = �(�10 + �01) + �11T1 : (10)
Â ðàáîòàõ [14; 15℄ â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðî�öåññîâ ïðåâðàùåíèÿ ëàçåðíûõ �îòîíîâ â �îòîíû�ëóîðåñöåíöèè áûëî òàêæå ðàññìîòðåíî è âçàèìî�äåéñòâèå äâóõóðîâíåâîãî àòîìà ñ �îíîíàìè. Áûëîïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â ïåðâûõ äâóõ óðàâíå�íèÿõ (10) êîíñòàíòà 1=2T1 çàìåíÿåòñÿ íà á�îëüøóþêîíñòàíòó 1=T2, âåëè÷èíà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ óæåýëåêòðîí-�îíîííûì âçàèìîäåéñòâèåì, ò. å. ìû ïðè�õîäèì ê óðàâíåíèÿì Áëîõà ñ íåçàâèñèìûìè êîíñòàí�òàìè ýíåðãåòè÷åñêîé T1 è �àçîâîé T2 ðåëàêñàöèè.�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (8) äëÿ N = 0.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �(�1)11 = 0, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ�(0)ij = Wij è ñîâåðøèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà,îïðåäåëÿåìîå �îðìóëàìè(G(t))! � G(!) = 1Z0 G(t) ei(!+i0)tdt;G(t) = 1Z�1 G(!) e�it! d!2� = ( 0; t < 0G(t); t > 0 ; (11)îò ñèñòåìû (8), ìû ïðèäåì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìåóðàâíåíèé äëÿ ëàïëàñîâñêèõ êîìïîíåíò W (!):�i! � 1T1 � k�W11 + kW00 = 0;kW11 + (i! � k)W00 = �1: (12)Çäåñü k(!) = i2�2 ! + i�(! + i�)2 ��2 ; (13)ãäå � = 1=T2 = 1=2T1. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (11)80



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Ñóáïóàññîíîâñêàÿ ñòàòèñòèêà �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè : : :óðàâíåíèÿ Áëîõà (10) ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû êóðàâíåíèÿì äëÿ ëàïëàñîâñêèõ êîìïîíåíò �(!) âèäà�i! � 1T1 � k� �11 + k�00 = 0;� 1T1 + k� �11 + (i! � k)�00 = �1: (14)Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (12) è (14) áðàëîñü ñëåäóþ�ùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå:W00(t = 0) = �00(t = 0) = 1:�åøàÿ ñèñòåìû (12) è (14), íàõîäèì�11(!) = kDp ; W11(!) = kDs ; (15)ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå äåòåðìèíàíòû èìåþòâèäDp = i!�i! � 1T1 � 2k� ; Ds = Dp + kT1 : (16)Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùååëàïëàñîâñêèå êîìïîíåíòû:�11(!) = W11(!) + W11(!)T1 �11(!): (17)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �îðìóëó1Z�1 W (!)�(!)e�it! d!2� = tZ0 W (t� x)�(x) dx; (18)ìû ëåãêî íàõîäèì ïîñëå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿËàïëàñà îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (17) ñëåäóþùååóðàâíåíèå:�11(t) =W11(t) + tZ0 dxT1W11(t� x)�11(x) dx: (19)�åøàÿ óðàâíåíèå (19) ìåòîäîì èòåðàöèé, ïðåäñòà�âèì âåðîÿòíîñòü �11(t) â âèäå ðÿäà ïî ÷èñëó ïðîìå�æóòî÷íûõ �îòîíîâ:�11(t) =W11(t) + 1XN=1 �(N)11 (t); (20)ãäå�(N)11 (t) = tZ0 dt1T1 t1Z0 dt2T1 : : : tN�1Z0 dtNT1 W11(t� t1)��W11(t1 � t2) : : :W11(tN�1 � tN )W11(tN ): (21)

1

0

T T
t�èñ. 3. Âðåìåíí�àÿ êàðòèíà ïðåáûâàíèÿ àòîìà âîñíîâíîì è âîçáóæäåííîì ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíè-ÿõÏîñëåäíÿÿ �îðìóëà èìååò ïðîñòîé �èçè÷åñêèéñìûñë. ×òîáû åãî îïðåäåëèòü, ðàññìîòðèì ðèñ. 3 èïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ñ óðîâíÿ 1íà óðîâåíü 0 èñïóñêàåòñÿ �îòîí �ëóîðåñöåíöèè, àïðè ïåðåõîäå ñ óðîâíÿ 0 íà óðîâåíü 1 ïîãëîùàåòñÿ�îòîí ëàçåðíîãî ñâåòà. Ïîñêîëüêó ïîãëîùåíèåè èñïóñêàíèå �îòîíà ïðîèñõîäèò â ñëó÷àéíûéìîìåíò âðåìåíè, ðèñ. 3 äàåò êàðòèíó ñëó÷àéíûõâî âðåìåíè ñîáûòèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñõåìå íàðèñ. 2. Äëèíà ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ íèæíåãî èâåðõíåãî ðÿäà îòìå÷àåò âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ àòîìàñîîòâåòñòâåííî â îñíîâíîì è âîçáóæäåííîì ñîñòî�ÿíèÿõ. Ïðè êàæäîì ïåðåõîäå îò âåðõíåãî îòðåçêàê íèæíåìó èñïóñêàåòñÿ �îòîí �ëóîðåñöåíöèè. Ýòè�îòîíû èçîáðàæåíû âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè íàâðåìåíí�îé øêàëå. �èñóíîê 3 íàïîìèíàåò ñëó÷àéíûéòåëåãðà�íûé ñèãíàë, à ÷èñëî �îòîíîâ, èñïóùåííûõíà îïðåäåëåííîì âðåìåíí�îì îòðåçêå, ðàâíî ÷èñëóïåðåõîäîâ ñâåðõó âíèç íà äàííîì îòðåçêå âðåìåíè.Íà ðèñ. 3 ïîìå÷åíû äâà îòðåçêà äëèòåëüíîñòüþ T ,ñîäåðæàùèõ îäèí è äâà ïðîìåæóòî÷íûõ �îòîíà.Î÷åâèäíî, ÷òî íèæíèì îòðåçêàì ñîîòâåòñòâóåòâåðîÿòíîñòè �(0)00 (t); �(1)00 (t); �(2)00 (t); : : : ;à âåðõíèì � âåðîÿòíîñòè�(0)11 (t) =W11(t); �(1)11 (t); �(2)11 (t); : : :Åñëè ìû ïîäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (20) íà�11(t), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:w0(t) + 1XN=1wN (t) = 1; (22)êîòîðîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñîîòíîøåíèåäëÿ âåðîÿòíîñòåé, ãäåw0(t) = W11(t)�11(t) (23)� âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü èíòåðâàë äëèòåëüíî�ñòüþ t áåç ïðîìåæóòî÷íûõ �îòîíîâ, à �óíêöèÿ6 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 81



È. Ñ. Îñàäüêî ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005wN (t) = 1�11(t) �� tZ0 dt1T1 t1Z0 dt2T1 : : : tN�1Z0 dtNT1 W11(t� t1)��W11(t1 � t2) : : :W11(tN�1 � tN )W11(tN ) (24)îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü èíòåðâàë t ñ Nïðîìåæóòî÷íûìè �îòîíàìè. Ôîðìóëû (23) è (24)ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî�ìåæóòî÷íûõ �îòîíîâ íà èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòüþt, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò èñïóñêà�íèþ �îòîíà.4. ÔÓÍÊÖÈß �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÔÎÒÎÍÎÂ,ÈÑÏÓÑÊÀÅÌÛÕ ÄÂÓÕÓ�ÎÂÍÅÂÛÌÀÒÎÌÎÌÑîãëàñíî �îðìóëàì (23) è (24), äëÿ âû÷èñëå�íèÿ èñêîìûõ âåðîÿòíîñòåé íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòüâûðàæåíèåì äëÿ �óíêöèé W11(t) è �11(t), êîòîðûåóäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (12) è (14). Ýòè óðàâíå�íèÿ íå ÿâëÿþòñÿ áàëàíñíûìè óðàâíåíèÿìè, òàê êàêêîý��èöèåíò, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé (13), çàâè�ñèò îò ÷àñòîòû !. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëíîñòüþ ýêâè�âàëåíòíû óðàâíåíèÿì (8) ïðè N = 1 è óðàâíåíèÿìÁëîõà (10), ò. å. îíè ó÷èòûâàþò �àçîâûå ý��åêòû,îïèñûâàåìûå íåäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðè�öû ïëîòíîñòè. Ïîòåðÿ êîãåðåíòíûõ ý��åêòîâ ïðîèñ�õîäèò, åñëè â �îðìóëå (13) ïîëàãàåòñÿ ! = 0, òîãäàîíà ïðèîáðåòàåò âèäk = 2�2 ��2 +�2 : (25)Ôîðìóëà (25) îïèñûâàåò êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ,à óðàâíåíèÿ (11) è (12) ñ òàêèì çíà÷åíèåì k ñòàíî�âÿòñÿ áàëàíñíûìè.Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî ïðàâîìî÷åí ïåðå�õîä îò óðàâíåíèé Áëîõà ê áàëàíñíûì óðàâíåíèÿì?Îòâåò íà íåãî ñîäåðæèò ðèñ. 4. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíîâðåìåíí�îå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé Áëîõà è ðå�øåíèé áàëàíñíûõ óðàâíåíèé ïðè ðàçëè÷íîé èíòåí�ñèâíîñòè âîçáóæäàþùåãî ëàçåðà. Îñöèëëÿöèè �àáèïîÿâëÿþòñÿ ïðè áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè âîçáóæäå�íèÿ, ïðè êîòîðîé âåðîÿòíîñòü âûíóæäåííûõ ïåðå�õîäîâ ïðåâûøàåò âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííûõ ïåðåõî�äîâ. Íà ðèñ. 4á âèäíî, ÷òî ïðè ìàëîé èíòåíñèâíîñòèâîçáóæäàþùåãî ñâåòà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áëîõà èáàëàíñíûõ óðàâíåíèé ðàçëè÷àþòñÿ âåñüìà íåçíà÷è�òåëüíî. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü ñòà�òèñòèêó �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè ñ ïîìîùüþ áàëàíñ�íûõ óðàâíåíèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò àíàëèç.

�åøàÿ óðàâíåíèÿ (12) è (14) ñ êîý��èöèåíòîìïîãëîùåíèÿ, îïèñûâàåìûì �îðìóëîé (25), ìû ïðè�õîäèì ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì:W11(t) = kA� a [exp(�at)� exp(�At)℄ ; (26)�11(t) = kA+ a f1� exp [�(A+ a)t℄g ; (27)ãäå a =  �R; A =  +R; = k + 1=2T1; R =pk2 + (1=2T1)2 : (28)Ïðè ñëàáîé íàêà÷êå, ò. å. êîãäà k � 1=T1, ìû íàõî�äèì, ÷òî a � k, A � 1=T1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ïðÿ�ìîé ïîäñòàíîâêîé, ÷òî �óíêöèè (26) è (27) óäîâëå�òâîðÿþò óðàâíåíèþ (19), åñëè â íåì 1=T1 çàìåíèòüíà A.Ñîãëàñíî �îðìóëå (26), âåðîÿòíîñòü W11(t) ñíà�÷àëà íàðàñòàåò îò íóëÿ íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëå ïî�ðÿäêà T1, à ïîòîì ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìèòñÿ ê íó�ëþ ïî çàêîíó W11(t) / exp(�kt): (29)Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïðåíåáðå÷ü íàðàñòàíè�åì �óíêöèè W11(t) è âçÿòü åå â âèäå (29), òî ïîñëåâû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïî �îðìóëàì (23) è (24)äëÿ èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ ìû ïîëó÷èì ðàñïðåäåëå�íèå Ïóàññîíà wN (t) = (kt)NN ! exp(�kt): (30)Ñëåäîâàòåëüíî, íåïóàññîíîâîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ �î�òîíîâ �ëóîðåñöåíöèè îáóñëîâëåíà íàðàñòàíèåì îòíóëÿ âåðîÿòíîñòè W11(t) ïðè âðåìåíàõ ïîðÿäêà T1.Îáðàùåíèå â íóëü âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ �îòîíàïðè t ! 0 íàçûâàåòñÿ àíòèãðóïïèðîâêîé �îòîíîâ(photon antibunhing). Íàéäåì òåïåðü �óíêöèþ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ, íå ïðåíåáðåãàÿ àíòèãðóïïèðîâ�êîé �îòîíîâ.Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îáåèõ ÷àñòåé�îðìóëû (24). Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé (18),ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:(�11(t)wN (t))! = �W11(!)T1 �N W11(!): (31)Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (26) äëÿ âåðîÿòíîñòè, íàéäåìâûðàæåíèå äëÿ ëàïëàñîâñêîé êîìïîíåíòû ýòîé âå�ðîÿòíîñòè: W11(!) = k(i! � a)(i! �A) : (32)82
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåðîÿòíîñòè �11(t) ïðè ðàçíîé èíòåíñèâíîñòè âîçáóæäàþùåãî ëàçåðà (à). Êðèâûå1, 2, 3 è 4 íà ðèñ. 4à ñîîòâåòñòâóþò íàðàñòàíèþ èíòåíñèâíîñòè â äâàäöàòü ðàç: �T2 = 0:05 (1 ), 0:1 (2 ), 0:3 (3 ),1 (4 ). Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áëîõà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ñ ðåøåíèåì áàëàíñíûõ óðàâíåíèé (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)ïðèâåäåíî äëÿ �T2 = 0:1 (á ), 0:3 (â), 1 (ã)Ñ ïîìîùüþ �îðìóë (28) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òîaA = k=T1:Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ñ ïîìîùüþ �îðìóëû(32) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèåW11(!)T1 = aA(i! � a)(i! �A) : (33)Èñïîëüçóÿ äâå ïîñëåäíèå �îðìóëû ïðåîáðàçóåì�îðìóëó (31) ê âèäó(�11(t)wN (t))! = k aN(i! � a)N+1 AN(i! �A)N+1 : (34)Ïåðâàÿ äðîáü, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðà�æåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëàïëàñîâñêîé êîìïîíåíòîé �óíê�öèè

(at)NN ! exp(�at);ò. å. �óíêöèè Ïóàññîíà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòîîáñòîÿòåëüñòâî è èñïîëüçóÿ �îðìóëó (18), ìû, ñî�âåðøèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà â �îðìó�ëå (34), ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòüîáíàðóæèòü N �îòîíîâ íà èíòåðâàëå t ïðîïîðöèî�íàëüíà ñâåðòêå äâóõ ðàñïðåäåëåíèé Ïóàññîíà:wN (t) = k�11(t) tZ0 dxPN [(t� x)a℄PN [xA℄ == k�11(t) tZ0 dx [(t� x)a℄NN ! e�(t�x)a [xA℄NN ! e�xA: (35)Ýòà �îðìóëà ýêâèâàëåíòíà �îðìóëå (24) äëÿ âåðî�83 6*
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�èñ. 5. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ äëÿ äëè-òåëüíîñòè èíòåðâàëà T = 5=k (1 ), 10=k (2 ), 20=k(3 ), 30=k (4 )ÿòíîñòè îáíàðóæèòü èíòåðâàë t ñ N ïðîìåæóòî÷�íûìè �îòîíàìè. Îäíàêî �îðìóëà (35) çíà÷èòåëüíîóäîáíåå äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ, òàê êàêîíà ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå. �àñ÷åòïî ýòîé �îðìóëå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâäàåò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ, ïîêàçàííóþíà ðèñ. 5.Ýòîò ðèñóíîê îòðàæàåò ïðîñòîé �àêò, ÷òî ìíî�ãî �îòîíîâ ìû ñìîæåì íàáëþäàòü òîëüêî íà èíòåð�âàëàõ, äëèòåëüíîñòü êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ïðåâîñõî�äèò ñðåäíåå âðåìÿ 1=k ìåæäó äâóìÿ àêòàìè èñïóñ�êàíèÿ �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè. Ìàêñèìóì ðàñïðåäå�ëåíèÿ îòâå÷àåò ÷èñëó �îòîíîâ N , êîòîðîå ñâÿçàíî ñäëèòåëüíîñòüþ èíòåðâàëà ïðîñòûì ïðèáëèæåííûìñîîòíîøåíèåì kT � N . Òàêàÿ æå ñâÿçü ìåæäó âðåìå�íåì íàáëþäåíèÿ, ÷èñëîì �îòîíîâ è èíòåíñèâíîñòüþâîçáóæäåíèÿ õàðàêòåðíà è äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ. ×åì áîëüøå âðåìåíí�îé èíòåðâàë, òåìáîëüøå �îòîíîâ ìû ìîæåì íàáëþäàòü. Èíòåðåñíûåäëÿ ýêñïåðèìåíòà ñëó÷àè, êîãäà ðåãèñòðèðóåòñÿ ìíî�ãî �îòîíîâ, îòâå÷àþò âðåìåíí�ûì èíòåðâàëàì, çíà�÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùèì ñðåäíåå âðåìÿ 1=k ìåæäóèñïóùåííûìè �îòîíàìè. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïîõîæåíà ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, íî âñå æå îòëè÷àåòñÿ îòíåãî.Ýòî îòëè÷èå âèäíî íà ðèñ. 6, ãäå ïðîâåäåíî ñðàâ�íåíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ�ñîíà. Èç ýòîãî ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèåÏóàññîíà ïðè äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëà T = 27=kèìååò òàêóþ æå øèðèíó, êàê è ðàñïðåäåëåíèå, îïè�ñûâàåìîå �îðìóëîé (35) ïðè áîëüøåé äëèòåëüíîñòèèíòåðâàëà T = 30=k. Ïðè îäèíàêîâîé äëèòåëüíî�
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�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå �îòîíîâ, îïèñûâàåìîå�óíêöèåé (35), äëÿ èíòåðâàëà T = 30=k (ñïëîøíàÿëèíèÿ) è ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà òîé æå øèðèíû,êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò áîëåå êîðîòêîìó èíòåðâàëóT = 27=k (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)
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�èñ. 7. Ñóáïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ,ðàññ÷èòàííîå ïî �îðìóëå (35) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) èïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ (øòðèõîâàÿëèíèÿ) ïðè âðåìåíí�îì èíòåðâàëå T = 1=10kñòè âðåìåíí�îãî èíòåðâàëà ðàñïðåäåëåíèå, îïèñûâàå�ìîå �îðìóëîé (35), áóäåò áîëåå óçêèì, ÷åì ðàñïðå�äåëåíèå Ïóàññîíà, ò. å. îíî áóäåò ñóáïóàññîíîâñêèì.Ñóáïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ �ëóîðåñ�öåíöèè îäèíî÷íûõ àòîìîâ, íåïðåðûâíî âîçáóæäàå�ìûõ ñâåòîì, íà êîðîòêîì èíòåðâàëå T < 1=k áûëîèçìåðåíî Øîðòîì è Ìàíäåëåì [18℄.Â ñëó÷àå T < 1=k �îðìóëà (35) è �îðìóëà Ïóàñ�ñîíà äàþò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 7.84



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Ñóáïóàññîíîâñêàÿ ñòàòèñòèêà �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè : : :Ïðè òàêîì êîðîòêîì âðåìåíí�îì îòðåçêå èíòåðâàëûáåç �îòîíîâ âñòðå÷àþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïî÷òè ðàâ�íîé åäèíèöå, êàê ýòî è íàáëþäàëîñü Øîðòîì è Ìàí�äåëåì. Âðåìåíí�îé èíòåðâàë ñ îäíèì �îòîíîì âñòðå�÷àëñÿ â ìåíåå ÷åì îäíîì ïðîöåíòå ñëó÷àåâ, à âåðî�ÿòíîñòü âñòðåòèòü èíòåðâàë ñ òðåìÿ �îòîíàìè ñî�ñòàâëÿëà ìåíåå îäíîé ñòîòûñÿ÷íîé ïðîöåíòà. Õîòÿîòêëîíåíèå îò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, çà�èêñèðî�âàííîåØîðòîì è Ìàíäåëåì, áûëî íåáîëüøèì, èìåí�íî îíî ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíå ïàðàìåò�ðà Ìàíäåëÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü èçìåðåí â ýêñïå�ðèìåíòå.5. Ñ�ÅÄÍÅÅ ×ÈÑËÎ ÔÎÒÎÍÎÂ ÈÏÀ�ÀÌÅÒ� ÌÀÍÄÅËßÏîñêîëüêó ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ äëÿîäèíî÷íîãî àòîìà, íåïðåðûâíî âîçáóæäàåìîãî ëà�çåðíûì ñâåòîì, äî ñèõ ïîð íå áûë ñäåëàí ñ ïîìî�ùüþ �îðìóëû (2), ñðàâíåíèå íàøåé òåîðèè ñ òåî�ðèåé Ìàíäåëÿ ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ìîìåíòû�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ, êî�òîðûå ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ íàéäåííîéíàìè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéäåì ñíà÷àëà ñðåä�íåå ÷èñëî �îòîíîâ, êîòîðîå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî �îð�ìóëå hn(T )i = 1XN=0NwN (T ); (36)ãäå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíû �îðìóëîé (24). Ïîä�ñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè (24) è ñî�âåðøàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïðèõîäèì ê ñëåäó�þùåìó âûðàæåíèþ:[hn(T )i�11(T )℄! = W11(!) 1XN=1N �W11(!)T1 �N == W 211(!)=T1(1�W11(!)=T1)2 = �211(!)T1 : (37)Ïðè âûâîäå ýòîãî âûðàæåíèÿ ìû ó÷ëè òàêæå �îð�ìóëó (17). Ñîâåðøàÿ çäåñü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèåËàïëàñà, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà�îòîíîâhn(T )i = 1�11(T ) TZ0 dxT1 �11(T � x)�11(x): (38)Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò �îðìóëû (3), íàéäåí�íîé Ìàíäåëåì. Ôîðìóëà (38) ó÷èòûâàåò àíòèãðóï�ïèðîâêó �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè, à �îðìóëàhni = hIiT

åå íå ó÷èòûâàåò.Íàéäåì òåïåðü ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿâòîðîãî �àêòîðèàëüíîãî ìîìåíòàhn(2)(T )i = 1XN=0N(N � 1)wN (T ); (39)òàêæå âõîäÿùåãî â âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà Ìàí�äåëÿ. Ýòî âûðàæåíèå òîæå ìîæíî âû÷èñëèòü, èñ�ïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïî òîé æå ìåòîäè�êå, ÷òî áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî÷èñëà �îòîíîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìhn(2)(T )i = 2�11(T ) TZ0 dxT1 �11(T � x)�� xZ0 dyT1 �11(x � y)�11(y): (40)Ýòî âûðàæåíèå òîæå îòëè÷àåòñÿ îò �îðìóëû (4),íàéäåííîé Ìàíäåëåì.Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü �îðìóëó (27) äëÿ âåðîÿòíî�ñòè â �îðìóëó (38), âû÷èñëèì ñðåäíåå ÷èñëî �îòî�íîâ íà èíòåðâàëå T . Ïîëó÷èìhn(T )i = k2T1 �T 1 + e�2T1� e�2T � 1 � : (41)Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè ìàëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ âîçáóæ�äåíèÿ ìû èìååì 2T1 � 1, òî äëÿ êîðîòêèõ è äëèí�íûõ èíòåðâàëîâ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿñðåäíåãî ÷èñëà �îòîíîâ:hn(T )i = 8>><>>: T3 kT; T � 1;kT � k ; T � 1: (42)Ýòè �îðìóëû äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà �îòîíîâ îòëè÷à�þòñÿ îò âûðàæåíèÿhni = hIiT = kT; (43)èñïîëüçóåìîãî Ìàíäåëåì â �îðìóëå (7) äëÿ ïàðà�ìåòðà Q(T ). Àíòèãðóïïèðîâêà �îòîíîâ ïðîÿâëÿåòñÿâ òîì, ÷òî ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ ñðåäíåå ÷èñëî �îòî�íîâ ïðîïîðöèîíàëüíî íå ïåðâîé ñòåïåíè èíòåðâàëà,à åãî êâàäðàòó. Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëà (43) ïîëó�÷àåòñÿ â íàøåé òåîðèè, åñëè ìû ïðåíåáðåãàåì �î�òîííîé àíòèãðóïïèðîâêîé. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå �î�òîíîâ îêàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêèì. Ïîýòîìó èñïîëü�çîâàíèå ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ �îðìóëû (43), êîòîðàÿíå ó÷èòûâàåò àíòèãðóïïèðîâêó �îòîíîâ, â �îðìóëå85



È. Ñ. Îñàäüêî ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005(7) äëÿ ïàðàìåòðà Q(T ), ïîêàçûâàþùåãî, íàñêîëü�êî ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ îòëè÷àåòñÿ îòïóàññîíîâñêîãî, ÿâëÿåòñÿ íå ñîâñåì êîððåêòíûì øà�ãîì.Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëó (27) â �îðìóëó (40), âû÷èñ�ëèì âòîðîé �àêòîðèàëüíûé ìîìåíò:hn(2)(T )i = � k2T1�2 �� ���3T � 1 + e�2T1� e�2T + T 2 + 32� : (44)Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (41) è (44), ïîëó÷èì ñëåäó�þùåå âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ:Q(T ) = 12T1 k ��(�3T (1+e�2T )+ �(T )2+3� (1�e�2T )T (1 + e�2T )� (1� e�2T ) �� T (1 + e�2T )1� e�2T + 1) : (45)Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ òåì, êîòîðîå ïîëó÷àåò�ñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü �îðìóëó Ìàíäåëÿ (7). Êàêáûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [9; 15; 19℄, àâòîêîððåëÿöè�îííàÿ �óíêöèÿ ñâÿçàíà ñ âåðîÿòíîñòüþ ñëåäóþùåéïðîñòîé �îðìóëîé:g(2)(t) = �11(t)�11(1) :Åñëè èñïîëüçîâàòü ýòó �îðìóëó, à òàêæå �îðìóëû(27) è (7), òî ïðèõîäèì ê òàêîìó âûðàæåíèþ äëÿïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ:QM (T ) = k2 ��1 + 1� e�2T2T � : (46)Èç �îðìóë (45) è (46) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ïàðà�ìåòðà Ìàíäåëÿ ïðîïîðöèîíàëüíà k=2 = kT1, ò. å.ìàëà ïðè ìàëîé íàêà÷êå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âðå�ìåíí�îå ïîâåäåíèå ïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ íå çàâèñèò îòèíòåíñèâíîñòè íàêà÷êè è îïðåäåëÿåòñÿ áåçðàçìåð�íûì âðåìåíåì T . Ïðè T � 1 èìååì Q = 4QM . �àç�ëè÷èå â ïàðàìåòðàõ Ìàíäåëÿ, ïî-âèäèìîìó, îáóñ-ëîâëåíî òåì, ÷òî äâå òåîðåòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿýòîãî ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóþò �àêòè÷åñêè ðàç�íûì ñïîñîáàì èçìåðåíèÿ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû �óíêöèè Q(T )2T1=k èQM (T )2=k. Ñîãëàñíî �îðìóëå (45), ïàðàìåòð Ìàí�äåëÿ èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî ïðåäåëüíîé âåëè÷èíûQ(1) = �4kT1 ýêñïîíåíöèàëüíî, ïðè÷åì ïåðåõîäïðîèñõîäèò ïðè T � T1, ïðè ýòîì T èçìåíÿåòñÿ â
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log T1; [℄�èñ. 8. Ñðàâíåíèå âðåìåíí�îãî ïîâåäåíèÿ ïàðà-ìåòðîâ Ìàíäåëÿ, ðàññ÷èòàííûõ ïî �îðìóëàì (45)(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è (46) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) ïðèT1 = 10�8 ïðåäåëàõ îäíîãî ïîðÿäêà, ÷òî âèäíî íà ðèñ. 8. Ñëå�äîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (45), âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî�îòîí �ëóîðåñöåíöèè ¾ïîìíèò¿ î ïðåäøåñòâóþùåì�îòîíå �ëóîðåñöåíöèè (âðåìÿ êîãåðåíòíîñòè), ïðè�áëèçèòåëüíî ðàâíî T1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïàðàìåòðÌàíäåëÿ, îïèñûâàåìûé �îðìóëîé (46), èçìåíÿåòñÿîò íóëÿ äî ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû QM (1) = �kT1ãèïåðáîëè÷åñêè, ò. å. ìåäëåííåå. Ñîãëàñíî �îðìóëå(45), çàìåòíîå îòëè÷èå îò ïóàññîíîâñêîé ñòàòèñòèêèíàñòóïàåò òîëüêî ïðè T > T1, à ñîãëàñíî �îðìóëå(46) � óæå ïðè T � T1. Âñå îòìå÷åííûå âûøå ðàçëè�÷èÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàìåòðàìè Ìàíäåëÿ îáóñëîâëå�íû, ïî-âèäèìîìó, òåì, ÷òî �îðìóëû (45) è (46) îò�âå÷àþò ðàçëè÷íîìó ñïîñîáó ïîäñ÷åòà �îòîíîâ �ëó�îðåñöåíöèè. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÍà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ âûøå èññëåäîâàíèéìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàêëþ÷åíèÿ.1. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýêñïåðèìåíò ïîñòàâëåí òàê,÷òî èçìåðÿþòñÿ òîëüêî ïðîìåæóòî÷íûå �îòîíû,�îðìóëà (24) äàåò èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè, èñïóñ�êàåìûõ îäèíî÷íûì äâóõóðîâíåâûì àòîìîì ïðè åãîíåïðåðûâíîì âîçáóæäåíèè ñâåòîì ëàçåðà.2. Åñëè ñêîðîñòü âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ k ìåíü�øå ñêîðîñòè ñïîíòàííûõ ïåðåõîäîâ 1=T1 ïî êðàé�íåé ìåðå íà ïîðÿäîê, ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü�îðìóëó (24), ïðèâåäÿ åå ê âèäó (35).3. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (35) äëÿ �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ �îòîíîâ, ìû ïðîâåëè ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ðàñ�86



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Ñóáïóàññîíîâñêàÿ ñòàòèñòèêà �îòîíîâ �ëóîðåñöåíöèè : : :ïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ ïðè ðàçíîé äëèòåëüíîñòè âðå�ìåíí�îãî èíòåðâàëà ðåãèñòðàöèè. Íàéäåííîå ðàñïðå�äåëåíèå �îòîíîâ ÿâëÿåòñÿ ñóáïóàññîíîâñêèì, êàê èáûëî óñòàíîâëåíî Ìàíäåëåì è Øîðòîì â ýêñïåðè�ìåíòå, ïðè÷åì ýòî îòëè÷èå îò ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññî�íà çàìåòíåé ïðè ìàëûõ äëèòåëüíîñòÿõ èíòåðâàëà íà�áëþäåíèÿ, êîãäà äåòåêòèðóåòñÿ ìàëî �îòîíîâ. Ýòîâèäíî èç ñðàâíåíèÿ ðèñ. 6 è 7.4. Äëÿ ïðåäëîæåííîãî â äàííîé ðàáîòå ñïîñîáàèçìåðåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �îòîíîâ âûðà�æåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà �îòîíîâ è äëÿ âòîðîãî�àêòîðèàëüíîãî ìîìåíòà, à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ, îòëè÷àþòñÿ îò âûðàæåíèé,íàéäåííûõ Ìàíäåëåì. Ïðè êîëè÷åñòâåííûõ ðàçëè�÷èÿõ âðåìåíí�îãî ïîâåäåíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà è åãîïðåäåëüíîé âåëè÷èíû êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòüñðàâíèâàåìûõ �îðìóë îò äëèíû âðåìåíí�îãî èíòåð�âàëà îäèíàêîâà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �04-02-17024).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. R. I. Glauber, in Quantum Optis and Eletronis, ed.by C. de Witt, A. Blandin, and C. Cohen-Tannoudji,Gordon and Breah, New York (1965) [�. �ëàóáåð,Êâàíòîâàÿ îïòèêà è êâàíòîâàÿ ðàäèî�èçèêà, Ìèð,Ìîñêâà (1966)℄.2. J. R. Klauder and E. C. G. Sydarshan, Fundamentalsof Quantum Optis, W. A. Benjamin, In., New York(1968) [Äæ. Êëàóäåð, Ý. Ñóäàðøàí, Îñíîâû êâàíòî�âîé îïòèêè, Ìèð, Ìîñêâà (1970)℄.3. M. Lax, Flutuations and Coherene in Classial andQuantum Physis, Gordon and Breah, New York(1968) [Ì. Ëýêñ, Ôëóêòóàöèè è êîãåðåíòíûå ÿâëå�íèÿ, Ìèð, Ìîñêâà (1974)℄.4. R. Loudon, The Quantum Theory of Light, ClaredonPress, Oxford (1973) [�. Ëîóäîí, Êâàíòîâàÿ òåîðèÿñâåòà, Ìèð, Ìîñêâà (1976)℄.
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