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ÌÎÄÅËÜ DLA Â ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÎÌÑ�ÅÄÍÅÏÎËÅÂÎÌ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÀ. Á. �ÿáîâ a, Å. Á. Ïîñòíèêîâ b, À. Þ. Ëîñêóòîâ a*aÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119992, Ìîñêâà, �îññèÿbÊóðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò305000, Êóðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 ìàðòà 2005 ã.Â ðàìêàõ ñðåäíåïîëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ðîñòà �ðàêòàëüíûõ ñòðóê-òóð, �îðìèðóþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîöåññà äè��óçèîííî îãðàíè÷åííîé àãðåãàöèè. Îí îñíîâàí íà ââåäå-íèè îãðóáëåíèÿ ïî âðåìåííîé øêàëå, êîòîðîå ó÷èòûâàåò äèñêðåòíûé õàðàêòåð òàêèõ ñòðóêòóð. Ïîëó÷åí-íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî îïðåäåëèòü �ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü è çíà÷åíèå ïëîòíîñòèêëàñòåðà â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî åãî öåíòðà. �åçóëüòàòû äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñâåëè÷èíàìè, íàéäåííûìè ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì.PACS: 61.43.Hv 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄè��óçèîííî îãðàíè÷åííîé àãðåãàöèåé (Diffu-sion Limited Aggregation � DLA) íàçûâàåòñÿ ïðî�öåññ �îðìèðîâàíèÿ êëàñòåðà â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäè�íåíèÿ ê íåìó ñëó÷àéíî áëóæäàþùèõ ÷àñòèö. Äàí�íàÿ ìîäåëü áûëà âïåðâûå ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [1℄ èâïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðîäîëæàåò ïðèâëå�êàòü âíèìàíèå (ñì., íàïðèìåð, îáçîðû [2, 3℄). Ýòîòèíòåðåñ âûçâàí ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî DLA ñëóæèòóäîáíîé ìîäåëüþ ðÿäà �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàêèõêàê ïðîáîé äèýëåêòðèêà, ðîñò àãðåãàòà â ðàñòâîðå,�îðìèðîâàíèå êîëîíèè áàêòåðèé è ò. ä. Êðîìå òîãî,ñàìîñòîÿòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ�ëÿåò èçó÷åíèå DLA-êëàñòåðà êàê îáúåêòà, èìåþùåãî�ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü.Íà äàííûé ìîìåíò ïðîâåäåíî äîñòàòî÷íî äåòàëü�íîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðîñòà DLA-êëàñòåðîâè èññëåäîâàíû åãî ìàñøòàáíûå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíî�ñòè, óñòàíîâëåí �ðàêòàëüíûé õàðàêòåð ðàñïðåäåëå�íèÿ ïëîòíîñòè, ÷òî âûðàæàåòñÿ â âèäå ñòåïåííîé çà�âèñèìîñòè åãî ìàññû îò ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ (ñ ïîêà�çàòåëåì ñòåïåíè d = 1:71 â äâóìåðíîì êîíòèíóàëü�íîì âàðèàíòå è d = 2:50 � â òðåõìåðíîì, ñì. [4℄).Êðîìå òîãî, â ðÿäå ðàáîò ïðîàíàëèçèðîâà�*E-mail: loskutov�
haos.phys.msu.ru

íû ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà îòäåëüíîé âåòâèDLA-êëàñòåðà ïðè êâàçèîäíîìåðíîì áëóæäàíèè÷àñòèöû, êîãäà ïðîäîëüíûé ðàçìåð îáëàñòè ðîñòà�ðàêòàëà ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ïîïåðå÷íûé.Îáçîð ðàííèõ ðàáîò ïî äàííîé òåìàòèêå ìîæíîíàéòè â îáîáùàþùåé ñòàòüå [5℄. Äëÿ íàïðàâëåíèÿ,âäîëü êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñòåïåííîéõàðàêòåð, íàéäåí ïîêàçàòåëü ñòåïåíè d = 0:66.Äåòàëüíûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîñëåäíèõëåò [6℄ óòî÷íèëè ýòî çíà÷åíèå: d = 0:72. Òàêèì îáðà�çîì, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðîöåññ äè��óçèîííîîãðàíè÷åííîãî ðîñòà (áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõóñëîâèé âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö è âíåøíèõ ñèëîâûõïîëåé) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî èçó÷åííûì îáúåêòîìêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ìîæåò ñëóæèòüòåñòîâûì îáðàçöîì äëÿ ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõìåòîäîâ [7℄.Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ çíà�÷åíèÿ �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè íàèáîëüøèé óñïåõäîñòèãíóò ñ ðåíîðìàëèçàöèîííîé ïîçèöèè, íî òîëü�êî äëÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé [8, 9℄. Çäåñü ìîæíîâûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà. Â ïåðâîì èç íèõ(ñì. îáçîð [8℄) ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåòî÷íàÿ ìîäåëüðîñòà è èùåòñÿ ïàðàìåòð, îñòàâëÿþùèé ìàñøòàá�íî-èíâàðèàíòíûì ðàñïðåäåëåíèå çàïîëíåííûõ óç�ëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ àãðåãèðîâàííûì ÷àñòèöàì.Âî âòîðîì [9℄ � íà êàæäîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ êîí�292



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005 Ìîäåëü DLA â êîíòèíóàëüíîì ñðåäíåïîëåâîì ïðèáëèæåíèè�îðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îòîá�ðàæàþùåå áëóæäàþùóþ ÷àñòèöó â ñëó÷àéíóþ òî÷�êó êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè ðàñòóùå�ãî êëàñòåðà. Ìîäè�èêàöèÿ ïîñëåäíåãî ìåòîäà òàêæåáûëà èñïîëüçîâàíà â ðàáîòå [6℄ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿîäíîìåðíîãî ðîñòà êëàñòåðà â êàíàëå.Îäíàêî äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñî âîçìîæíîñòè êîíòèíóàëüíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññàðîñòà DLA-êëàñòåðà íà ÿçûêå äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé. Âïåðâûå ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí âðàáîòå [10℄, ãäå èñïîëüçîâàëàñü ñðåäíåïîëåâàÿ ìî�äåëü, ñâÿçûâàþùàÿ äèíàìèêó èçìåíåíèÿ íåïðåðûâ�íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè àãðåãàòà ñ ïëîòíî�ñòüþ âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ñâîáîäíî áëóæäàþ�ùèõ ÷àñòèö, ïîñòóïàþùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ ïî�ñòðîåíèÿ ìîäåëè èñïîëüçîâàëîñü ðàçëîæåíèå â ðÿäïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòè êëàñòåðà. Â ïîñëåäóþùåé ðà�áîòå [11℄ áûëà èñïîëüçîâàíà áîëåå òî÷íàÿ ñðåäíå�ïîëåâàÿ ìîäåëü. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà êà÷åñòâåííîåîáúÿñíåíèå ïðîöåññà, ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ðàçìåð�íîñòè áûëî ñóùåñòâåííî íèæå íàáëþäàåìîãî. Ïîýòî�ìó â ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ ïðåäëàãàëèñü ðàç�ëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ñðåäíåïîëåâîãî ïîäõîäà.Íàïðèìåð, â ðàáîòå [12℄ çàäàâàëàñü ñêîðîñòü ðîñ-òà êëàñòåðà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ íå ïëîòíîñòè áëóæ-äàþùèõ ÷àñòèö, à åå ãðàäèåíòó. Â äðóãîì ïîäõî�äå [13℄ äëÿ ââåäåíèÿ ý��åêòèâíîãî îáðåçàíèÿ ðàñ�òóùåãî �ðîíòà êëàñòåðà áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëü�çîâàòü âîçâåäåíèå ìîäåëèðóåìûõ ïåðåìåííûõ â �å�íîìåíîëîãè÷åñêè ïîäáèðàåìûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè,áîëüøèé åäèíèöû. Ýòî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìóóìåíüøåíèþ ìàëûõ âåëè÷èí è, ñîîòâåòñòâåííî, çà�ìåäëåíèþ ðîñòà êëàñòåðà. Òàêîå çàìåäëåíèå ïîçâî�ëÿåò íàêàïëèâàòü ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö íà ïåðè�ìåòðå êëàñòåðà è òåì ñàìûì ïîëó÷àòü áîëüøåå çíà�÷åíèå �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ�èçè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ïîñëåäíåé ìîäåëè â ðàáî�òå [14℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà îêàçûâàåò�ñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé âòîðîé ñòåïåíè ïî êîìáèíàöè�ÿì ïëîòíîñòè è åå ïðîèçâîäíûõ â ïðåäïîëîæåíèè ðà�âåíñòâà âåðîÿòíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñ�òèö è êëàñòåðà. �åçóëüòàò ïîëó÷åí ïóòåì ïåðåõîäàîò áîëüöìàíîâñêîãî êèíåòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ê ñèñ-òåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåííûé ïðîãðåññ, äîñòèã�íóòûé â ðàìêàõ ñðåäíåïîëåâîãî ïîäõîäà, õîòÿ èïîçâîëèë äîáèòüñÿ íåêîòîðîãî ïîíèìàíèÿ êèíåòèêèDLA, îäíàêî íå ïðèâåë ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåøåíèþçàäà÷è. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîììîæíî ðàçâèòü ñðåäíåïîëåâîå ïðèáëèæåíèå, ÷òîáûïîëó÷èòü àäåêâàòíîå îïèñàíèå ìàñøòàáíûõ ñâîéñòâñèñòåìû.

�èñ. 1. Òèïè÷íûé âèä DLA-êëàñòåðà2. ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜÂ äàííîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ ñðåäíåïîëåâîå îïèñà�íèå ìîäåëè DLA, îñíîâàííîå íà óðàâíåíèÿõ, ïðåäëî�æåííûõ â ðàáîòå [11℄. Äàåòñÿ ïîëíûé âûâîä ñèñòå�ìû è ïîêàçàíî, êàê ìîæíî âíåñòè îãðóáëåíèå âðå�ìåíí�îãî ìàñøòàáà.2.1. Ïðåäïîñûëêè ìîäåëèÂ äâóìåðíîì ñëó÷àå ìîäåëü DLA �îðìóëèðóåò�ñÿ, êàê ïðàâèëî, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü â íà�÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â íà÷àëå êîîðäèíàò íàõî�äèòñÿ íåïîäâèæíàÿ ¾çàòðàâî÷íàÿ¿ ÷àñòèöà äèàìåò�ðîì a è íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè R îò íåå ïîÿâëÿ�åòñÿ äðóãàÿ ÷àñòèöà, áëóæäàþùàÿ ñëó÷àéíûì îáðà�çîì âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R. Åñëè ÷àñòèöà âûõîäèòçà ïðåäåëû êðóãà, òî âìåñòî íåå ïîÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ.Ïðè ñòîëêíîâåíèè áëóæäàþùåé ÷àñòèöû ñ ¾çàòðà�âî÷íîé¿ îíà ïðèëèïàåò ê íåé. Ïîñëå ýòîãî íà ðàñ�ñòîÿíèè R ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ÷àñòèöà, êîòîðàÿ òàê�æå äâèæåòñÿ ñëó÷àéíî äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ îäíîé èçäâóõ ñëèïøèõñÿ. È òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, â ïðî�öåññå àãðåãàöèè íîâûå ÷àñòèöû ìîãóò ïðèëèïàòü êëþáûì ÷àñòèöà êëàñòåðà. Êðîìå òîãî, ÷òîáû èñêëþ�÷èòü âëèÿíèå êðàåâûõ ý��åêòîâ, ðàäèóñ R ïåðâîíà�÷àëüíîãî íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû áåðåòñÿ ìíîãî áîëü�øå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ðàñòóùåãî êëàñòåðà.Òèïè÷íîé ÷åðòîé ñòðîåíèÿ DLA-êëàñòåðà, îòâå�÷àþùåé åãî �ðàêòàëüíîé ïðèðîäå, ÿâëÿåòñÿ íàëè�÷èå ÷ðåçâû÷àéíî ðàçâåòâëåííîé ñòðóêòóðû, íà ïå�ðèìåòðå êîòîðîé è ïðîèñõîäèò îñàæäåíèå íîâûõ ÷àñ�293



À. Á. �ÿáîâ, Å. Á. Ïîñòíèêîâ, À. Þ. Ëîñêóòîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005òèö (ñì. ðèñ. 1). Â ñðåäíåïîëåâîì ïðèáëèæåíèè òà�êàÿ ñòðóêòóðà ñìàçûâàåòñÿ; êðîìå òîãî, âîçíèêàåòñëîæíûé âîïðîñ î êîððåêòíîì óñðåäíåíèè ïåðèìåò�ðà êëàñòåðà â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè.Äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà êëàñòåðà èñïîëüçóåì ñëåäó�þùèé ïîäõîä. Ïóñòü �̂(r; �) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ êëàñòåðà. Îíà ðàâíà åäèíèöå â òåõ òî÷�êàõ, ãäå åñòü ÷àñòèöû, è íóëþ â îñòàëüíîé îáëàñ-òè. Àíàëîãè÷íî û(r; �) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Â ñðåäíåïîëåâîì ïðèáëèæå�íèè íåîáõîäèìî, âî-ïåðâûõ, ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïîàíñàìáëþ ñèñòåì è, âî-âòîðûõ, èñïîëüçóÿ àêñèàëü�íóþ ñèììåòðèþ çàäà÷è, äîïóñòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëå�íèå ÷àñòèö íå çàâèñèò îò óãëîâîé êîîðäèíàòû. Â ðå�çóëüòàòå ïîëó÷èì �óíêöèè �(r) è u(r), õàðàêòåðè�çóþùèå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöêëàñòåðà è ñâîáîäíûõ ÷àñòèö íà ðàññòîÿíèè r îò öåí�òðà.�àçîáüåì âñþ ïëîñêîñòü íà êâàäðàòíûå ÿ÷åéêèâåëè÷èíîé a2, ãäå a � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÷àñòèöû.Òîãäà, åñëè â îïðåäåëåííîé ÿ÷åéêå ñ âåðîÿòíîñòüþ1 åñòü ÷àñòèöà, òî � = 1=a2 (÷òîáû èíòåãðàë ïî âñåéÿ÷åéêå áûë ðàâåí åäèíèöå). Îäíàêî óäîáíåå ïðèíÿòüäðóãóþ íîðìèðîâêó è ñ÷èòàòü, ÷òî � èëè u â ýòèõ îá�ëàñòÿõ ðàâíû åäèíèöå. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì çàìåíó�! a2�, u! a2u. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñ�ëà ÷àñòèö íåîáõîäèìî äåëàòü îáðàòíóþ çàìåíó, òàê÷òî ÷èñëî ÷àñòèö â êëàñòåðå áóäåò âûðàæàòüñÿ êàêN = 1a2 ZD � ds; (1)ãäå ds � ýëåìåíò ïëîùàäè, à D � îáëàñòü, çàíÿòàÿêëàñòåðîì.Äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà DLA-êëàñòåðà â ðàáîòå [11℄áûëà ïðåäëîæåíà è �èçè÷åñêè îáîñíîâàíà ñëåäóþ�ùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:���t = u ��+ a2��� ;�u�t = a2�u� u ��+ a2��� : (2)Îíà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî íà ðàññòîÿíèè R, çíà�÷èòåëüíî ïðåâûøàþùåì õàðàêòåðíûé ðàäèóñ êëàñ�òåðà, åñòü áåñêîíå÷íûé èñòî÷íèê ñâîáîäíûõ ÷àñòèö.(Ïðàâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä u(R; t) = 
.)Äèíàìèêà èõ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïèñûâàåòñÿâòîðûì óðàâíåíèåì è ñîñòîèò èç äè��óçèè (ïåðâîåñëàãàåìîå) è ïîãëîùåíèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ ÷àñòè�öàìè êëàñòåðà. Ñàì ðîñò êëàñòåðà îïèñûâàåòñÿ ïåð�âûì óðàâíåíèåì. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îí ðàâåíïðîèçâåäåíèþ u�, ò. å. âåðîÿòíîñòè âñòðå÷è ñâîáîä�

íîé ÷àñòèöû ñ ÷àñòèöåé êëàñòåðà. Íàëè÷èå ñëàãàå�ìîãî a2�� ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íåëîêàëüíîñòü âçàèìî�äåéñòâèÿ: ÷àñòèöû ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê êëàñòåðó, áëà�ãîäàðÿ ÷åìó ïðîèñõîäèò åãî ðîñò â ñòîðîíû.Ââèäó òîãî ÷òî äè��óçèÿ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò íà�ìíîãî áûñòðåå ðîñòà êëàñòåðà, êàê ïðàâèëî, ïðèíè�ìàþò ut = 0. Òîãäà ñèñòåìà ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê���t = u ��+ a2��� ;0 = a2�u� u ��+ a2��� :Êàê óæå ãîâîðèëîñü âî Ââåäåíèè, òàêîé ïîäõîä, ñó÷åòîì ãëàâíûõ îñîáåííîñòåé ìîäåëè, íå äàåò ïðà�âèëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè, ïîñêîëüêó íå ó÷è�òûâàåò äèñêðåòíóþ ñòðóêòóðó êëàñòåðà.Â ïîäòâåðæäåíèå ýòîìó ìîæíî ïðèâåñòè ðÿä ÷èñ�ëåííûõ èññëåäîâàíèé, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [15, 16℄.Ìîäåëü, ðàññìîòðåííàÿ â ýòèõ ñòàòüÿõ, ñâîäèòñÿ êñëåäóþùåìó. �àçîáüåì êëàñòåð íà êîíöåíòðè÷åñêèåêîëüöà øèðèíîé a. Ïóñòü n-å êîëüöî èìååò ðàäèóñrn. Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü åãî ïàðîé ÷èñåë Mn èNn, ãäå Mn � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö, êîòîðûåìîãóò ïîìåñòèòüñÿ â êîëüöå (åãî ìîæíî îöåíèòü êàêMn � 2�rna=a2), à Nn � èñòèííîå ÷èñëî ÷àñòèö âêîëüöå. Âåðîÿòíîñòü àäñîðáöèè îäíîé ÷àñòèöû íà òà�êîì êîëüöå ðàâíàNn=Mn. Íàõîäÿñü â n-ì ñëîå (êîëü�öå), ÷àñòèöà ìîæåò áûòü àäñîðáèðîâàíà íà n � 1,n + 1 è n-ì ñëîÿõ. Åñëè Nn=Mn � 1, òî ñóììàðíàÿâåðîÿòíîñòü àäñîðáöèè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà1Xk=�1 Nn+kMn+k :Ïðè àäñîðáöèè ÷àñòèöà îñòàåòñÿ â n-ì ñëîå è çíà�÷åíèå Nn óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå îíà ïåðåõîäèò â îäèí èç äâóõ ñîñåäíèõ ñëîåâñ âåðîÿòíîñòüþ 1=2 � a=rn. Çäåñü ñëàãàåìîå �a=rnó÷èòûâàåò óâåëè÷åíèå/óìåíüøåíèå êîëüöà ïî ìåðåèçìåíåíèÿ åãî ðàäèóñà (çíàê ¾+¿ ñîîòâåòñòâóåò ïå�ðåõîäó ÷àñòèöû íà âíåøíåå êîëüöî).Äàííàÿ ìîäåëü, â îòëè÷èå îò ïðÿìîãî ÷èñëåííî�ãî ýêñïåðèìåíòà, óïðîùàåò ìîäåëèðîâàíèå, ïîñêîëü�êó çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îñåâàÿ ñèììåòðèÿ êëàñòåðàè ñîõðàíÿåòñÿ èí�îðìàöèÿ î ÷èñëå ÷àñòèö â êàæ�äîì ñëîå. Ïðè ýòîì, íåñìîòðÿ íà ñäåëàííûå äîïóùå�íèÿ, äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ�ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè, áëèçêèå ê äåéñòâèòåëü�íûì: 1:65 [15℄ è 1:72 [16℄.Âåðíåìñÿ ê ñðåäíåïîëåâîìó ïðèáëèæåíèþ èó÷òåì äèñêðåòíóþ ñòðóêòóðó êëàñòåðà. Ïóñòüu(r; �) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòè�öó íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà êëàñòåðà â ìîìåíò294



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005 Ìîäåëü DLA â êîíòèíóàëüíîì ñðåäíåïîëåâîì ïðèáëèæåíèèu(x; y + a)u(x+ a; y)u(x� a; y)u(x; y � a)�(x; y)
�èñ. 2. �åøåòî÷íàÿ ìîäåëüâðåìåíè � . Êðîìå òîãî, çàäàäèì íà÷àëüíîå ðàñïðå�äåëåíèå u(r; 0) è óñëîâèå íåïðîíèöàåìîñòè ñòåíîêurjr=0;R = 0. ×òîáû ðàçëè÷èòü äâà ìàñøòàáàâðåìåíè, èñïîëüçóåì ïåðåìåííóþ � äëÿ âðåìåíèæèçíè ÷àñòèöû è äèñêðåòíîå âðåìÿ n äëÿ ðîñòàêëàñòåðà. Î÷åâèäíî, ÷òî àäñîðáöèÿ îäíîé ÷àñòèöûíå ïðèâåäåò ê ãëîáàëüíûì èçìåíåíèÿì â ñòðóêòóðåêëàñòåðà, ò.å. ýòè ìàñøòàáû íåñîèçìåðèìû ìåæäóñîáîé.Ïðè âûâîäå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �óíê�öèè u(r; �) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîñòîòû ÿ÷å�å÷íóþ ìîäåëü íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x è y.Ïóñòü çàäàíà âåðîÿòíîñòü �(x; y) îáíàðóæèòü ÷àñòè�öû êëàñòåðà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x; y è âåðîÿòíî�ñòè u(x�a; y�a; �) îáíàðóæèòü ñâîáîäíóþ ÷àñòèöóâ ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ (ðèñ. 2). �àññìîòðèì íåçàâèñèìîäâà ïðîöåññà:1) äè��óçèþ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ñ åå ïîãëîùå�íèåì â ïîëå êëàñòåðà,2) èçìåíåíèå ïëîòíîñòè êëàñòåðà çà ñ÷åò ïîãëî�ùåíèÿ íîâîé ÷àñòèöû.Òàêèì îáðàçîì, ìû �àêòè÷åñêè ïðåíåáðåãàåì èç�ìåíåíèåì ïëîòíîñòè êëàñòåðà çà âðåìÿ æèçíè ñâî�áîäíîé ÷àñòèöû. Òîãäà ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿu(x; y; �) ìîæíî çàïèñàòü êàêu(x; y; � + 1) = �1� �(x; y)� [u(x� a; y; �)++ u(x+a; y; �)+u(x; y�a; �)+u(x; y+a; �)℄ =4: (3)Òåïåðü, ââîäÿ ìàëîå ïðèðàùåíèå âðåìåíè ñ óñëîâè�åì Æ� � a2 è ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà,èç (3) ïîëó÷èì�u�� = a24 �u� ��u+ a24 �u� ; (4)ãäå ëàïëàñèàí âû÷èñëÿåòñÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà�òàõ. Ïðè ïåðåõîäå ê àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîìó ñëó�÷àþ

� = �2�r2 + 1r ��r :Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòèýòî óðàâíåíèå áëèçêî êî âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñ-òåìû (2). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò íåãî, òàêàÿ �îðìà, ñîäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íåëîêàëüíîñòü ïî�ãëîùåíèÿ, à ñ äðóãîé ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì, ÷òî ïðèïîëíîì çàïîëíåíèè íåêîòîðîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà(ò. å. ïðè �n(r) = 1) äè��óçèÿ ñêâîçü íåå áóäåòðàâíà íóëþ. Â òî æå âðåìÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèåâ îáëàñòü, íå ñîäåðæàùóþ êëàñòåðà (�n = 0), ïðî�èñõîäèò ñâîáîäíî. Òàêàÿ �îðìà óðàâíåíèé, íà íàøâçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé.2.2. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîäåëèÏîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåìäè��óçèè ñ ïîãëîùåíèåì, àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøå�íèå êîòîðîãî èìååò âèäu(�) � exp(���) :Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò è êîíå÷íàÿ �óíêöèÿU(r) = 1T � T�Z0 u(r; �) d�;êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè äàåò óñðåäíåí�íîå ïî âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö âïðîñòðàíñòâå. Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4)ïî � îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî õàðàêòåðíîãî âðåìå�íè æèçíè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû T � è ó÷èòûâàÿ, ÷òîu(T �) = 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:�u(r; 0) = a24 �U(r) � ��U(r) + a24 �U(r)� ;äëÿ êîòîðîãî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòüêàê ��r U(r)jr=0;R = 0:Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ ïîòîêà ÷åðåç ãðàíè�öû.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ äëÿ ïëîòíîñòèêëàñòåðà �. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (ñì. ïåð�âîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2))���n = CU(�+��);ãäå C � íåêîòîðàÿ íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, à n �íîìåð èòåðàöèè. Â ñòàíäàðòíîì ñðåäíåïîëåâîì ïîä�õîäå äîáàâëåíèå îäíîé ÷àñòèöû ê ãðàíèöå êëàñòå�ðà ðàâíîñèëüíî åå ¾ðàçìàçûâàíèþ¿ òîíêèì ñëîåì295
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè êëàñòåðà � è ïëîò-íîñòè àäñîðáèðîâàííûõ çà îäíó èòåðàöèþ ÷àñòèöïî âñåìó ïåðèìåòðó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåáîëüøîìóóâåëè÷åíèþ êëàñòåðà âî âñå ñòîðîíû. Â íàøåé ìîäå�ëè äîáàâëåíèå îäíîé ÷àñòèöû áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòüòàêîìó èçìåíåíèþ ïëîòíîñòè, ïðè êîòîðîì (ñì. (1))Z [�(n+ 1)� �(n)℄ 2�rdr=a2 = 1 :Ñëåäîâàòåëüíî,C0 = a22� Z U (�+��) rdr :×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ýòîì ñëó�÷àå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [11℄ è äà�åò åäèíèöó â êà÷åñòâå �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè2D-êëàñòåðà (ñì. ï. 3.1).Â ðåàëüíîé ìîäåëè, îäíàêî, ïðèáàâëåíèå åäèí�ñòâåííîé ÷àñòèöû ê ãðàíèöå ïðåíåáðåæèìî ì�àëîâëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü ïðèëèïàíèÿ ÷àñòèö â äðó�ãèõ ÷àñòÿõ êëàñòåðà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ââåñòèñëåäóþùåå îãðóáëåíèå ïî âðåìåíè. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ïëîòíîñòü êëàñòåðà ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå òî�ãî, êàê ñâîáîäíûå ÷àñòèöû àäñîðáèðîâàëèñü ïî âñå�ìó ïåðèìåòðó, ò. å. ïîëíîñòüþ çàïîëíèëè ãðàíè÷íûéñëîé êëàñòåðà. Â ýòîì ñëó÷àåC = 2�Rba C0 = 2�Rba a22� Z U(�+��)r dr ; (5)ãäå Rb � õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî ãðà�íèöû êëàñòåðà.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí õàðàêòåðíûé âèä çàâèñèìî�ñòè ïëîòíîñòè êëàñòåðà è ãðà�èê U(�+��), õàðàêòå�ðèçóþùèé ïîëîæåíèå àäñîðáèðîâàííûõ ÷àñòèö. Êàê

ñëåäóåò èç ãðà�èêà, ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà èìååò ÿð�êî âûðàæåííûé ïèê â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû êëàñòå�ðà è ïðàêòè÷åñêè ðàâíà íóëþ âî âñåõ îñòàëüíûõ îá�ëàñòÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, â âûðàæåíèè (5) â ïåðâîìïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðîñòî çàìåíèòü Rb íà r. Òî�ãäà îêîí÷àòåëüíî ñèñòåìà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:�n+1 = �n + CU (�+��) ;�u(r; 0) = �U(r)��n(r)�U(r)+a24 �U(r)� ; (6)ãäå C = 2�ra a22� Z U(�+��)r dr ;à n � íîìåð èòåðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé çàïîëíå�íèþ î÷åðåäíîãî ñëîÿ êëàñòåðà è ñäâèãó ãðàíèöû íàâåëè÷èíó ïîðÿäêà ðàçìåðà ÷àñòèöû.3. ÀÍÀËÈÇ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈÂ ýòîì ðàçäåëå ïðîâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííîé ñèñ-òåìû óðàâíåíèé â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïîëó÷åíû êàê÷èñëåííîå, òàê è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèÿ.3.1. ×èñëåííûé ïîäõîäÏðè ÷èñëåííîì àíàëèçå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå�íèå ïëîòíîñòè âûáèðàëîñü â âèäå �óíêöèè�0(r) = exp (�2r=a) :
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r�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè êëàñòåðà îò ðàäèó-ñà â ìîäåëè [11℄ (ïóíêòèð) è ìîäåëè ñ âðåìåííûìîãðóáëåíèåì (6) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Ôðàêòàëüíàÿðàçìåðíîñòü ðàâíà 1 â ïåðâîì ñëó÷àå è 1:78 âî âòî-ðîì296



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005 Ìîäåëü DLA â êîíòèíóàëüíîì ñðåäíåïîëåâîì ïðèáëèæåíèèÑèñòåìà (6) ðåøàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíûìè èòåðàöè�ÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè øàãàì ïðèðàùåíèÿ êëàñòå�ðà. Íà êàæäîì èç íèõ, èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå èíòåðâà�ëà ïî êîîðäèíàòå íà 105 òî÷åê, ìû ÷èñëåííî (ÿâíàÿðàçíîñòíàÿ ñõåìà) èñêàëè ðåøåíèå âòîðîãî äè��å�ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6) ñ ðàñïðåäåëå�íèåì �n(r), ïîëó÷åííûì íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ïðà�âàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ âûáèðàëàñü â âèäå �óíêöèèu0(r) = exp ��(r �R)2=a2� :Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èñïîëüçîâàëîñü äëÿ âû÷èñëå�íèÿ íîðìèðîâàííîãî ïðèðàùåíèÿ ïëîòíîñòè âåðî�ÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðà (ïåðâîå óðàâíåíèåâ (6)). Ïðèðàùåíèå â òî÷êå r = 0 áðàëîñü íóëåâûì,÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåïðîíèöàåìîñòè îáëàñòè, çàïîë�íåííîé çàòðàâî÷íîé ÷àñòèöåé.�åçóëüòàò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòå�ìû (6) äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Âèäíî, ÷òî â ëîãàðè�ìè÷å�ñêèõ êîîðäèíàòàõ ðåøåíèå âûõîäèò íà ïðÿìîëèíåé�íûé ó÷àñòîê ñ òàíãåíñîì óãëà íàêëîíà, ðàâíûì�0:22 � 0:02. Ýòîìó îòâå÷àåò �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåð�íîñòü êëàñòåðà d = 1:78 � 0:02. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàýòîì æå ðèñóíêå ïðèâåäåíà ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, ñî�îòâåòñòâóþùàÿ ñðåäíåïîëåâîìó ïîäõîäó áåç îãðóá�ëåíèÿ ïî âðåìåíè [11℄. Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 4, òà�êîå äîïóùåíèå ïðèâîäèò ê çàíèæåíèþ ðàçìåðíîñòèàãðåãàòà (d = 1).3.2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåÂ ñèëó òîãî, ÷òî ñèñòåìà (6) äîïóñêàåò èòåðàòèâ�íûé ïîäõîä, íåòðóäíî íàéòè åå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿÕàíêåëÿ:U (pi; t) = 1R2 RZ0 U (r; t) J0 �pi rR� r dr;

ãäå J(pi) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Èñêîìîå ðåøåíèåïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà:U (r; t) = 2Xi U (pi; t) J0 �pi rR�J20 (pi) ;ãäå pi � êîðíè óðàâíåíèÿ J1(pi) = 0.Ñ÷èòàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñâîáîäíàÿ ÷àñ-òèöà ñîñðåäîòî÷åíà íà âíåøíåì ðàäèóñå ðåçåðâóàðà,u(r; 0) = Æ(r �R) /2�(r=R) ;ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ��r U(r)jr=0;R = 0ïðèõîäèì ê áåñêîíå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå, êî�òîðîé óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ U (pi; t):U (pi) +Xpk U (pk)K (pk; pi) = 2R2�a2 J (pi)p2i ;ãäåK (pk; pi) = 8�1� a24R2 p2k�a2p2i J20 (pk) �� RZ0 � (r) J0 �pi rR� J0 �pk rR� r dr:Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíî�ãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà [17℄ è èìååòòî÷íîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëÿåìîå ÷åðåç ðåçîëüâåíòó:U(pi) = 2R2�a2 "J(pi)p2i + 1D Xk J(pk)p2k D(pi; pk)# ; (7)ãäå
D = 1 + 1Xm=1 (�1)mm! 1X�1=1 1X�m=1 �������� K (p�1 ; p�1) � � � K (p�1 ; p�m)... . . . ...K (p�m ; p�1) � � � K (p�m ; p�m) �������� ;D(pi; pk) = K(pi; pk) + 1Xm=1 ( �1)mm! 1X�1=1 1X�m=1 ����������� K(pi; pk)K(p�1 ; pk) K(pi; p�1)K(p�1 ; p�1) � � � K(pi; p�m)... . . . ...K(p�m ; pk) K(p�m ; p�1) � � � K(p�m ; p�m)
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À. Á. �ÿáîâ, Å. Á. Ïîñòíèêîâ, À. Þ. Ëîñêóòîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005Òåïåðü, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííîå òàêèìîáðàçîì ðåøåíèå è ïîäñòàâèâ åãî â èñõîäíóþ ñèñòå�ìó, ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ðîñòêëàñòåðà, â âèäå ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû. Ñëåäóåò,îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿñëèøêîì ãðîìîçäêèì (â ñèëó îòíîñèòåëüíî ñëàáîéñõîäèìîñòè ðÿäîâ è íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü èíòå�ãðàëû, ñîäåðæàùèå �óíêöèè Áåññåëÿ) ïî ñðàâíåíèþñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì. Ïîýòîìó åãî íåïîñðåäñòâåí�íîå èñïîëüçîâàíèå äëÿ îöåíêè çíà÷åíèÿ �ðàêòàëü�íîé ðàçìåðíîñòè çàòðóäíèòåëüíî.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå â ðàìêàõ ñðåäíåïîëåâîãî ïðè�áëèæåíèÿ ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ðî�ñòà �ðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð, �îðìèðóþùèõñÿ â ðå�çóëüòàòå DLA-ïðîöåññà. Êàê è â ïðåäûäóùèõ èññëå�äîâàíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [11; 14; 15℄), â åãî îñíîâå ëå�æèò ïðåäïîëîæåíèå îá îñåâîé ñèììåòðèè àãðåãàòà.Îñíîâíîå îòëè÷èå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò âòîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ó÷åñòü äèñêðåòíóþ ñòðóêòóðóêëàñòåðà ïóòåì ââåäåíèÿ îãðóáëåíèÿ ïî âðåìåíí�îéøêàëå. Ýòî îãðóáëåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïîñëå ïå�ðåõîäà îò äèñêðåòíîãî ê íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëå�íèþ ïëîòíîñòè êëàñòåðà è óñðåäíåíèÿ ïî óãëó ïðè�ñîåäèíåíèå îäíîé ÷àñòèöû íå äîëæíî ñêàçûâàòüñÿíà êîíòèíóàëüíîé ðàäèàëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ. Äëÿ ó÷åòà ýòîãî áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå,÷òî ïëîòíîñòü êëàñòåðà èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êàìè ëèøüïîñëå òîãî, êàê íîâûå ÷àñòèöû ïîëíîñòüþ çàïîëíèëèäîñòóïíûé ïåðèìåòð. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå, îïè�ñûâàþùåå ïðèðàùåíèå àãðåãàòà, ïðèíèìàåò äè��å�ðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ�îðìó ñ äèñêðåòíûì øàãîìïî âðåìåíè. Êðîìå òîãî, ïîäîáíûé âèä óðàâíåíèÿîáóñëîâëèâàåò ïîÿâëåíèå íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòå�ëÿ C, ïðîïîðöèîíàëüíîãî äëèíå äîñòóïíîãî ïåðè�ìåòðà êëàñòåðà.Â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäåïðîèñõîäèò ðîñò àãðåãàòà, çíà÷åíèå íîðìèðîâî÷íîãîìíîæèòåëÿ áóäåò ðàçíûì. Â ìîäåëè ðîñòà êëàñòå�ðà íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà âäîëü åãî îáðàçóþùåé[5, 18℄ C = 
onst, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå �ðàêòàëü�íàÿ ðàçìåðíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ðî�ñòà àãðåãàòà è çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êâàçèäâóìåðíîé. Âäâóìåðíîì ñëó÷àå ýòîò ìíîæèòåëü ïðîïîðöèîíàëåíäëèíå îêðóæíîñòè, à â òðåõìåðíîì � îáúåìó øà�ðîâîãî ñëîÿ (ñ õàðàêòåðíîé òîëùèíîé â îäíó ÷àñòè�öó), â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò àêòèâíûé ðîñò êëàñòåðà.Áëàãîäàðÿ òîìó ÷òî â ñðåäíåïîëåâîì ïðèáëèæåíèèïëîòíîñòü êëàñòåðà èìååò ðåçêèé ñïàä íà ãðàíèöå

(ñì. ðèñ. 3), ñîîòíîøåíèå �+�� èìååò âèä, áëèçêèéê Æ-�óíêöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò âûäåëèòü îáëàñòü àêòèâ�íîãî ðîñòà è íàéòè íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü.Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðàçâèòûé ïîäõîä ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü çíà÷åíèå �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè êëàñ�òåðà 1:78, ÷òî õîðîøî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè,ïîëó÷åííûìè ïðÿìûì ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì.Êðîìå òîãî, áûëè ðàññìîòðåíû êâàçèîäíîìåðíàÿ èòðåõìåðíàÿ ìîäåëè DLA. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèåïðåäëîæåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê çíà�÷åíèþ 0:80 � 0:02 è óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóåò�ñÿ ñ ðåçóëüòàòîì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà�íèÿ [5, 18℄. Ñ ðîñòîì ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòèîò òðåõ è âûøå ïðåäïîëîæåíèå îá èçîòðîïíîñòè ñòà�íîâèòñÿ âñå áîëåå ãðóáûì (õîòÿ è �èçè÷åñêè äîïó�ñòèìûì) è âëå÷åò çà ñîáîé ñèñòåìàòè÷åñêîå çàâûøå�íèå ðàñ÷åòíîé �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè êëàñòåðà.Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàííûéïîäõîä äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íà ñëó�÷àé àãðåãàöèè â ñèñòåìå ÷àñòèö ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Â÷àñòíîñòè, ïðè íàëîæåíèè óñëîâèÿ ñëèïàíèÿ ÷àñòèöîäíîãî ñîðòà íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü â êàæäîìèç óðàâíåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó äëÿ âñåõ âè�äîâ ÷àñòèö, áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí ìàêñèìàëüíî äî�ïóñòèìîìó îòíîñèòåëüíîìó îáúåìó ÷àñòèö äàííîãîâèäà â òåêóùåì øàðîâîì ñëîå.Àâòîðû ïðèíîñÿò áëàãîäàðíîñòü Í. Áðèëëèàíòî�âó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ â õîäå âûïîëíåíèÿäàííîãî èññëåäîâàíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. T. A. Witten, Jr. and L. M. Sander, Phys. Rev. Lett.47, 1400 (1981).2. T. Halsey, Phys. Today 53, 36 (2000).3. V. I. Roldughin, Russ. Chem. Rev. 72, 823 (2003).4. P. Meakin, Physi
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