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ÍÎÂÛÅ ÒÈÏÛ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ� ÂÌÍÎ�ÎÏÎÄ�ÅØÅÒÎ×ÍÛÕ ÀÍÒÈÔÅ��ÎÌÀ�ÍÅÒÈÊÀÕÀ. Á. Áîðèñîâ *Èíñòèòóò �èçèêè ìåòàëëîâ Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê620219, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 �åâðàëÿ 2005 ã.Íàéäåí øèðîêèé êëàññ òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð â ìíîãîïîäðåøåòî÷íûõ àíòè�åððîìàãíå-òèêàõ â èçîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè (ìîäåëü ãëàâíîãî êèðàëüíîãî ïîëÿ íà ãðóïïå SU(2)). Ñîãëàñíî òåîðèèÀíäðååâà �Ìàð÷åíêî òàêîå ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî ê ñïèíîâîìó ñòåêëó è äàåò êà÷åñòâåííîå ïîíèìà-íèå ñòðóêòóð â ðåàëüíûõ ìíîãîïîäðåøåòî÷íûõ àíòè�åððîìàãíåòèêàõ. Óðàâíåíèÿ ìîäåëè ñïåöèàëüíûìèïîäñòàíîâêàìè ðåäóöèðîâàíû â íîâûå óðàâíåíèÿ ñ ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé. Ñ ïîìîùüþäè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå òèïû ñòðóêòóð (íåêîòîðûå èç íèõ îïðå-äåëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè �óíêöèÿìè), âêëþ÷àÿ ëîêàëèçîâàííûå è íåëîêàëèçîâàííûå òåêñòóðû, ñòðóêòó-ðû ñî ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ ðàâíîé åäèíèöå, àíòè�åððîìàãíèòíûå ¾ìèøåíè¿ è òðåõìåðíûå èñòî÷íèêè,äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå âèõðåâûå è ñïèðàëüíûå ñòðóêòóðû. Óêàçûâàþòñÿ âîçìîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàëü-íîé ïðîâåðêè ëîêàëèçîâàííûõ, âèõðåâûõ è ñïèðàëüíûõ ñòðóêòóð â àíòè�åððîìàãíåòèêàõ.PACS: 12.39.D, 02.30.Jr, 11.10.Im, 75.10.Hk1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ îáû÷íî èñïîëüçóåìîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîéòåîðèè ñëîæíûå ìàãíèòíûå ñòðóêòóðû ðàññìàò�ðèâàþòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü âñòàâëåííûõ äðóã âäðóãà ìàãíèòíûõ ïîäðåøåòîê. Ïðè êîíòèíóàëüíîìîïèñàíèè êàæäàÿ ìàãíèòíàÿ ïîäðåøåòêà õàðàêòå�ðèçóåòñÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ ìàãíèòíîãî ìîìåíòàMj , ãäå j � íîìåð ïîäðåøåòêè. Â äëèííîâîëíîâîìïðèáëèæåíèè äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè è ìàãíèòíûõïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿìàëîý��åêòèâíûì. Êîãäà â ìàãíèòíîé ñèñòåìåîñíîâíóþ ðîëü èãðàþò îáìåííûå âçàèìîäåéñòâèÿ,ìîæíî èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøîãî ÷èñëàìàãíèòíûõ ïîäðåøåòîê è íàéòè áîëåå ïðîñòûåý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè [1�4℄. Âîçíèê�íîâåíèå ìàãíèòîóïîðÿäî÷åííûõ ñîñòîÿíèé âñåãäàñîïðîâîæäàåòñÿ ÿâëåíèåì ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿñèììåòðèè îáìåííûõ âçàèìîäåéñòâèé � ãàìèëü�òîíèàí îáìåííûõ âçàèìîäåéñòâèé èíâàðèàíòåíîòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîâîðîòà âñåõ ñïèíîâ íà îäèíè òîò æå óãîë, íî íèêàêàÿ ìàãíèòíàÿ ñòðóêòóðà íåÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî âñåõ òàêèõïîâîðîòîâ: ñóùåñòâóþò ìàêðîïàðàìåòðû (ìàêðî�*E-mail: bîrisov�imð.uran.ru

ñêîïè÷åñêèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû), êîòîðûå íåèíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà âñåõ ñïèíîâíà îäèí è òîò æå óãîë. Çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò èâðåìåíè ëîêàëüíûå ïîâîðîòû ñïèíîâ, èçìåíÿþùèåðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ìàêðîâåëè÷èí, ïðåäñòàâëÿþòýëåìåíòàðíûå ìàãíèòíûå âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû.Âñëåäñòâèå áëèçêîäåéñòâóþùåãî õàðàêòåðà îáìåí�íûõ ñèë ýíåðãèÿ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé(ìàãíîíîâ) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè èìïóëüñå, ñòðå�ìÿùåìñÿ ê íóëþ. Íàèáîëåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿäëèííîâîëíîâîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ïëîòíîñòèïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U (â êðèñòàëëàõ áåç öåíòðàèíâåðñèè ïðè íóëåâîé ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííî�ñòè), èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SO(3)ñïèíîâûõ âðàùåíèé, â ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíîå ñîñòî�ÿíèå ìàãíåòèêà èíâàðèàíòíî òîëüêî îòíîñèòåëüíîòîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû SO(3),ñîãëàñíî òåîðèÿì Àíäðååâà �Ìàð÷åíêî [1�3℄ èÂîëêîâà �Æåëòóõèíà [4℄, èìååò âèäU = 12(ik;lm!i;l!k;m): (1)Çäåñü èíâàðèàíòíûå ê ñïèíîâûì âðàùåíèÿì (ðåàëè�çóåìûì ïðàâûìè ñäâèãàìè íà ãðóïïå SU(2)) âåëè�÷èíû !i;l ñâÿçûâàþò ïîâîðîòû ìàòðèöû ñïèíîâûõâðàùåíèé G (G 2 SU(2)), ïàðàìåòðû êîòîðîé çàâè�508



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005 Íîâûå òèïû ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð : : :ñÿò îò êîîðäèíàò, â òî÷êàõ xi è xi + dxi ñëåäóþùèìîáðàçîì: �G�xk = i �p !p;kG: (2)Íàõîæäåíèå äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ñòðóêòóð ñïðîèçâîëüíûì èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì ik;lm, êîòî�ðûé èãðàåò ðîëü ìîäóëåé óïðóãîñòè, ÿâëÿåòñÿ òðóä�íîé è ïîëíîñòüþ íåðåøåííîé çàäà÷åé. Â ýòîé ñòàòüåìû íàõîäèì íîâûå òèïû ïðîñòðàíñòâåííûõ òåêñòóðâ ìíîãîïîäðåøåòî÷íûõ àíòè�åððîìàãíåòèêàõ â èçî�òðîïíîì ïðèáëèæåíèè, ïîëàãàÿik;lm / ÆikÆlm: (3)Õîòÿ òàêîå ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî áóêâàëüíîòîëüêî ê ñïèíîâîìó ñòåêëó [2; 3℄, îíî ïîçâîëÿåòóïðîñòèòü çàäà÷ó è äàåò êà÷åñòâåííîå ïîíèìà�íèå ñòðóêòóð â ðåàëüíûõ ìíîãîïîäðåøåòî÷íûõàíòè�åððîìàãíåòèêàõ. Ïîäîáíîå ïðèáëèæåíèåèñïîëüçóåòñÿ â êîíòèíóàëüíîé òåîðèè íåìàòèêîâ(îäíîêîíñòàíòíîå ïðèáëèæåíèå) è òåîðèè óïðóãî�ñòè ñ àïïðîêñèìàöèåé àíèçîòðîïíîãî êðèñòàëëàèçîòðîïíîé ñðåäîé. Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿóäîáíî èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíûå �îðìû óðàâíå�íèé, ñëåäóþùèõ èç (1), (3). Èç óðàâíåíèé (1), (2),(3) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáíûõïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå äëÿ U ðàâíî12 Sp��G�1�xi �G�xi�è îïèñûâàåò íåëèíåéíóþ ìîäåëü ãëàâíîãî êèðàëüíî�ãî íà ãðóïïå SU(2). Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèåðàçëîæåíèå ìàòðèöû G,G = inj�j + n0�0; (4)ïî ìàòðèöàì Ïàóëè �j (j = 1, 2, 3) è åäèíè÷íîé ìàò�ðèöå �0, ìû ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü n-ïîëÿ(n 2 S3), n�=(n0, n) o ñâÿçüþ n2 + n20 = 1 â âèäåU = 12 � �n�xi �n�xi + �n0�xi �n0�xi � : (5)Ìîäåëü (5) óíèâåðñàëüíà è èìååò ìíîãî÷èñëåííûå�èçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ïîëÿ è �èçèêåêîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä. Îíà îïèñûâàåò íèçêîýíåð�ãåòè÷åñêóþ äèíàìèêó �-ìåçîíîâ [5℄ (ïîëå n ïðîïîð�öèîíàëüíî òðèïëåòó ïèîíîâ) è ïèîííûé êîíäåíñàò âñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå. Ìîäåëü(5) ÿâëÿåòñÿ êîí�îðì�íî-èíâàðèàíòíîé [6℄ è èíòåãðèðóåìîé [7; 8℄ ìåòîäîìîáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ (2,0)

è (1,1). Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âûÿâëåíèå ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ñòðóêòóð êðàéíå çàòðóäíåíî èç-çà íåëè�íåéíîñòè óðàâíåíèé ñ òðèïëåòîì ïîëåé. Â ýòîé ðàáî�òå ìû íàõîäèì øèðîêèé êëàññ ðåøåíèé ìîäåëè (1),(3) ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûåïîêàçûâàþò ãëóáîêóþ ñâÿçü ýòîé ìîäåëè ñ çàäà÷à�ìè êëàññè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2èñïîëüçóþòñÿ òðè ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå õîòÿ èíå îõâàòûâàþò ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ðåøåíèé (1),(3), íî óâåëè÷èâàþò ÷èñëî óðàâíåíèé è ðåäóöè�ðóþò ñèñòåìó (1), (3) â íîâûå ñèñòåìû ñ ïðîñòîéãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé. Ïåðâàÿ èç ýòèõñèñòåì � òðèãîíàëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõêîîðäèíàò. Äëÿ åå ðåøåíèÿ â ðàçä. 3 ïðèìåíÿåòñÿäè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä èíòåãðè�ðîâàíèÿ. Âíà÷àëå ìû ñîâåðøàåì ïðåîáðàçîâàíèåãîäîãðà�à, ò. å. èçìåíÿåì ðîëü çàâèñèìûõ è íåçà�âèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî äàëåå ïîñëå òàêîéçàìåíû, â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿãîäîãðà�à, ìû íå çàìåíÿåì ïðîèçâîäíûå ïîëåé, àîïðåäåëÿåì èõ êàê íîâûå ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûåñ êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, èíäóöèðî�âàííîãî òàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òîãäà èñêîìîåóðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ êîìïîíåíòìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ïîñêîëüêó íåçàâèñèìûåïåðåìåííûå âíà÷àëå áûëè åâêëèäîâûìè, òåíçîðêðèâèçíû â òåðìèíàõ ââåäåííîé ìåòðèêè ðàâåí íó�ëþ. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñàìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìóóðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêî�ãî òåíçîðà. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå íóëåâîé êðèâèçíûîêàçûâàåòñÿ ãëàâíûì óðàâíåíèåì, à èñêîìàÿ ñèñòå�ìà óðàâíåíèé � åå ðåäóêöèåé. Åå ðåøåíèå ïîçâîëÿåòäàëåå ïî �îðìóëàì êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàéòèðåøåíèå äëÿ èñêîìîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå�íèÿ â âèäå íåÿâíûõ �óíêöèé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òîïðè îïðåäåëåííîé îãðàíè÷åííîñòè òàêîé äè��å�ðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íàâëîæåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç�âîäíûõ â îïðåäåëåííóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñâÿçüâ åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, äàåò øèðîêèé êëàññïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð, ïîëó÷åíèå êîòîðûõäðóãèìè ìåòîäàìè êðàéíå çàòðóäíåíî. Â èòîãå íàõî�äèì ñåìü ïðîñòðàíñòâåííûõ òåêñòóð, âêëþ÷àþùèõâèõðè, ñîëèòîíû, ïðîñòðàíñòâåííûå èñòî÷íèêè,íåëîêàëèçîâàííûå ñòðóêòóðû è ñòðóêòóðû ñî ñòå�ïåíüþ îòîáðàæåíèÿ ðàâíîé åäèíèöå, ñõîäíûå ïîíåêîòîðûì ñâîèì ñâîéñòâàì ñ òîïîëîãè÷åñêèìèñîëèòîíàìè. Ìíîãèå èç ýòèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿþòñÿïðîèçâîëüíûìè �óíêöèÿìè. �àçäåë 3 ïîñâÿùåíîïðåäåëåíèþ ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ ñî âòîðîé è òðå-509



À. Á. Áîðèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005òüåé ïîäñòàíîâêàìè. Äëÿ âòîðîé ïîäñòàíîâêè ïî�ëå � ëîêàëüíî çàâèñèò îò âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿa, � = �(a). Ïðè ýòîì ïîëÿ a; b;  � ãàðìîíè�÷åñêèå �óíêöèè ñ îïðåäåëåííûìè ñâÿçÿìè ìåæäóèõ ãðàäèåíòàìè. Äè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèéìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ÷åòûðå ïðîñòðàíñòâåííûåñòðóêòóðû, âêëþ÷àÿ àíòè�åððîìàãíèòíûå ¾ìèøå�íè¿, ñïèðàëüíûå âèõðè è èõ äèïîëüíûå êîí�èãó�ðàöèè. Íàêîíåö, â êîíöå ðàçä. 3 îáñóæäàþòñÿ ïðî�ñòðàíñòâåííûå ñïèðàëüíûå ñòðóêòóðû, ñâÿçàííûå ñïîäñòàíîâêîé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåäóöèðîâàòü ðå�øåíèå ìîäåëè (5) â R3 â ðåøåíèå ýòîé æå ìîäåëè,ãäå ìàòðèöà G çàâèñèò îò äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëåé

ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà èõ ãðàäèåíòû. Â Çàêëþ÷åíèèîáñóæäàåòñÿ âîçìîæíàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðåàëè�çàöèÿ íàéäåííûõ ñòðóêòóð â àíòè�åððîìàãíåòèêàõ.2. ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ È ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜ�ÍÎ-�ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈßÂ ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå òèïû ïîä�ñòàíîâîê, êîòîðûå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïðèâîäÿòóðàâíåíèÿ ìîäåëè (1), (3) ê áîëåå ïðîñòûì óðàâíåíè�ÿì è íîâûì çàäà÷àì äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.Â ïàðàìåòðèçàöèè Ýéëåðà ìàòðèöû G èìååì
G = 0BBB� exp� (b+ ) i2 � os �2 exp�� (�b+ ) i2 � i sin �2exp� (�b+ ) i2 � i sin �2 exp�� (b+ ) i2 � os �2 1CCCA (6)ñ óãëàìè � (0 � � � �), b (0 � b � 2�),  (0 �  � 2�)ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ�b+ os ��� sin �rr� = 0;�+ os ��b� sin �rbr� = 0;�� + sin �rbr = 0: (7)Øèðîêèå êëàññû ðåøåíèé ìîäåëè (7) ìîãóò áûòüïîëó÷åíû ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ ïîäñòàíîâîê.1) Óðàâíåíèÿ (7) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ïîëÿ (�; b; )óäîâëåòâîðÿþò ïðîñòîé è êîìïàêòíîé ñèñòåìå óðàâ�íåíèé �b = � = �� = 0; (8)rr� = rbr� = rbr = 0; (9)èíâàðèàíòíîé ê ïåðåñòàíîâêàì �; b;  è êîîðäèíàòàìx; y; z. Âåêòîðíûå ïîëÿr,rb èr� ÿâëÿþòñÿ íîðìà�ëÿìè ê ïîâåðõíîñòÿì b = onst,  = onst è � = onst,ïåðåñåêàþùèìèñÿ äðóã ñ äðóãîì ïîä ïðÿìûìè óãëà�ìè, è ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèå ñèñòå�ìû (8), (9) îïðåäåëÿåò òðèîðòîãîíàëüíûå ãàðìîíè÷å�ñêèå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè. Íà÷èíàÿ ñ �óíäà�ìåíòàëüíîé ìîíîãðà�èè [9℄, òðèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñ-òåìà êîîðäèíàò îáñóæäàëàñü âî ìíîãèõ ìîíîãðà�è�ÿõ ïî äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Ïðîáëåìà ïî�ñòðîåíèÿ âñåõ òðèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàòèìååò äëèòåëüíóþ èñòîðèþ è áûëà ðåøåíà íåäàâíîÇàõàðîâûì [10℄ â ðàìêàõ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

Óñëîâèå ãàðìîíè÷íîñòè (8) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîéðåäóêöèåé óðàâíåíèé Ëÿìå è ñîîòâåòñòâóþùåé åéU�V -ïàðû.2) Äëÿ ñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè ïîëîæèì ïîëå �ëîêàëüíî çàâèñÿùèì îò âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ a(r),� = �(a). Òîãäà íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìèíåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç óðàâíåíèé�;aa = sin �(a); (10)�b = �a = � = 0; (11)rra = 0; rbra = 0; (ra)2 = rbr (12)äëÿ ïîëåé �(a), a, b, , ñëåäóþò óðàâíåíèÿ (7).3) Íàêîíåö, ìû èñïîëüçóåì àíçàö-îáîáùåíèå,ïðåäëîæåííîå â ðàáîòàõ [11; 12℄ äëÿ ìîäåëè n-ïîëÿ(n 2 S2). Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ, êîòî�ðûå ñëåäóþò èç ðàâåíñòâà (5), èìåþò ïðîñòîé âèä:�n� = 0 (� = 0; 1; 2; 3): (13)Ïóñòü ïîëÿ n� ëîêàëüíî çàâèñÿò îò âñïîìîãàòåëü�íûõ ïîëåé �(r), �(r) : n� = n�(�; �). Íåòðóäíî óáå�äèòüñÿ, ÷òî ïîëå n�(�; �) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñíîâàóðàâíåíèþ n-ïîëÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (�; �):n�;�� + n�;�� = 0; (14)åñëè ïîëÿ (�; �) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì510



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005 Íîâûå òèïû ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð : : :�� = �� = 0; (15)r�r� = 0; (r�)2 = (r�)2: (16)Óðàâíåíèÿ (15), (16) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåìóñëîâèÿ àíàëèòè÷íîñòè íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé, òàêêàê ïðè D = 2 îíè ýêâèâàëåíòíû óñëîâèþ àíàëè�òè÷íîñòè �óíêöèè �+ i� îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîéx+iy. C ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèå ýòèõóðàâíåíèé îïðåäåëÿåò äâå îðòîãîíàëüíûå ãàðìîíè�÷åñêèå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè ñ ðàâíûìè äëè�íàìè íîðìàëåé. Ñèñòåìû òèïà (8), (9) îáñóæäàëèñüâ ðàáîòå [13℄ äëÿ ââåäåíèÿ ñîïðÿæåííûõ ãàðìîíè÷å�ñêèõ �óíêöèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûå ïîäñòàíîâêè ïðè�âîäÿò ê íîâûì çàäà÷àì äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåò�ðèè � ââåäåíèþ íîâûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ñ óñëîâè�ÿìè (8), (9), (11), (12), (15), (16). Õîòÿ îáùåå ðå�øåíèå óðàâíåíèé (8), (11), (15) íåòðóäíî çàïèñàòü,ó÷åò óñëîâèé (9), (12), (16) ïîñëå ýòîãî âñòðå÷àåòíåïðåîäîëèìûå òðóäíîñòè. Èõ ìîæíî èçáåæàòü, åñ�ëè èñïîëüçîâàòü äè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèéìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ [11; 12℄, êîòîðûé ðåäóöèðóåòèñêîìûå çàäà÷è ê óðàâíåíèÿì äëÿ ìåíüøåãî êîëè�÷åñòâà íîâûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.3. Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÛÅ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û,ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ Ò�ÈÎ�ÒÎ�ÎÍÀËÜÍÎÉÑÈÑÒÅÌÎÉ ÊÎÎ�ÄÈÍÀÒ. ÄÈÔÔÅ�ÅÍ�ÖÈÀËÜÍÎ-�ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈßÓìåñòíî âíà÷àëå îáñóäèòü âêðàòöå ïðÿìîéñïîñîá [14℄ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ ðåøåíèé óðàâíå�íèé (8), (9) ñ ïîìîùüþ ïîïóëÿðíûõ îäèííàäöàòèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, ïðèâåäåííûõ âðàáîòå [15℄. Ïóñòü ui = ui(x; y; z) (i = 1; 2; 3) �êðèâîëèíåéíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.Tîãäà ñèñòåìà êîîðäèíàò, ïîëó÷åííàÿ ëîêàëüíûìèçàìåíàìè ui ! Wi(ui(x; y; z)) (i = 1; 2; 3), áóäåòòàêæå îðòîãîíàëüíîé. Äëÿ ñåìè îðòîãîíàëüíûõñèñòåì êîîðäèíàò ìîæíî íàéòè ãàðìîíè÷åñêèå�óíêöèè Wi (i = 1; 2; 3) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Býòèõ ñèñòåìàõ îïåðàòîð Ëàïëàñà äëÿ ïðîèçâîëüíîé�óíêöèè W (u1; u2; u3) èìååò âèä�W = 3Xi=1 gi(u1; u2; u3) ��ui �fi(ui)�W�ui �ñ èçâåñòíîé �îðìîé �óíêöèé gi(u1; u2; u3), fi(ui)(i = 1; 2; 3). Ïîýòîìó ïîëÿ wi(x; y; z) = Wi(ui)(i = 1; 2; 3), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿìfi(ui)�Wi(ui(x; y; z))�ui = Ci

ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè Ci (i = 1; 2; 3), ÿâëÿþòñÿãàðìîíè÷åñêèìè è îðòîãîíàëüíûìè.Äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8), (9) íåîáõîäè�ìî ïðèâëå÷åíèå ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîé äè��åðåíöè�àëüíîé ãåîìåòðèè. Ñ ýòîé öåëüþ âíà÷àëå ìû èñïîëü�çóåì ïðåîáðàçîâàíèå ãîäîãðà�à. Îáîçíà÷èì y1 = x,y2 = y, y3 = z è x1 = �, x2 = b, x3 = . Ïîìåíÿåìðîëü çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è áóäåìèñêàòü yi = yi(x1; x2; x3) (i = 1; 2; 3)êàê �óíêöèè x1; x2; x3. Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå òà�êàÿ çàâèñèìîñòü îçíà÷àåò ââåäåíèå êðèâîëèíåéíîéñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ýëåìåíòîì äëèíûds2 = dyi dyi = gikdxi dxkâ åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè y1; y2; y3(çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïî�âòîðÿþùèìèñÿ èíäåêñàì). Måòðè÷åñêèé òåíçîð gikè îáðàòíûé åìó gik ðàâíû ñîîòâåòñòâåííîgik = �yp�xi �yp�xk ; gik = �xi�yp �xk�yp : (17)Ïðèâåäåì äëÿ óäîáñòâà è ïîëíîòû èçëîæåíèÿíåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç äè��åðåíöèàëüíîé ãåî�ìåòðèè. Â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â êàæ�äîé òî÷êå r = (y1; y2; y3) = r(x)îïðåäåëåí ëîêàëüíûé áàçèñei = r;i �r;i = �r�xi� ;èçìåíåíèå êîòîðîãî â ïðîñòðàíñòâå â âåêòîðíîìei;j = �kijek (18)è êîîðäèíàòíîì yn;i;j = �kijyn;k (19)âèäå îïðåäåëÿåòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòî��åëÿ�kij = 12gkn(gin;j +gjn;i�gij ;n ): (20)Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (18) (óñëîâèååâêëèäîâîñòè ïðîñòðàíñòâà) ïðèâîäèò ê îáðàùåíèþâ íóëü Rprsi = 0 (21)òåíçîðà �èìàíà Rprsi:511



À. Á. Áîðèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005Rprsi = ��p;ri�xs ���p;rs�xi +�mrs�m;pi��mri�m;ps; (22)ãäå �m;ps = gmn�nps. Íàêîíåö, îòìåòèì âàæíîå ñîîò�íîøåíèå �2xp�yi�yj = ��pks �xk�yi �xs�yj ; (23)êîòîpoe íåòðóäíî âûâåñòè äè��åðåíöèðîâàíèåìòîæäåñòâà �yp�xi �xi�yn = Æpnïî ïåðåìåííîé xj è ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíå�íèÿ (19).Ïðèìåíèì ñåé÷àñ ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ãåîìåò�ðèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8), (9). Èç ðàâåíñòâ (9)ñëåäóåò, ÷òî äâàæäû êîíòðâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèéòåíçîð gik = (g�1)ik , çàâèñÿùèé îò x1; x2; x3, èìååòäèàãîíàëüíûé âèä (g12 = g13 = g23 = 0):g�1 = 0B� 1=H21 0 00 1=H22 00 0 1=H23 1CA ; (24)ãäå H2i (i = 1; 2; 3) � äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòûìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gik. Äàëåå, â îòëè÷èå îò ñòàí�äàðòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîäîãðà�à, áóäåì ðàññìàò�ðèâàòü Hi êàê íîâûå íåçàâèñèìûå ïîëÿ è çàïèøåìäëÿ íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ. Óñëîâèå (21)äàåò øåñòü óðàâíåíèé Ëÿìå äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíê�öèé Hi. ×òîáû çàïèñàòü èõ êðàòêî, ââåäåì ñèìâîëûÄàðáó �ij = 1Hi �Hj�xi (i 6= j):Òîãäà óðàâíåíèÿ Ëÿìå ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:��ij�xi + ��ij�xi + �ik�jk = 0;��ij�xk + �ik�kj = 0; (25)ãäå èíäåêñû i; j; k ðàçëè÷íû è ðàâíû îäíîìó èç ÷è�ñåë 1; 2; 3. Ýòè óðàâíåíèÿ ó÷èòûâàþò óñëîâèå îðòîãî�íàëüíîñòè (9) è åâêëèäîâîñòü íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí�íûõ x; y; z ïîëåé �; b; . Òðåáîâàíèå ãàðìîíè÷íîñòèýòèõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé óðàâíåíèé Ëÿìå. Èç�îðìóëû (23) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (8) çà�ïèñûâàþòñÿ êàê íåëèíåéíûå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî�ðÿäêà: gjk�i;jk = 0 (i = 1; 2; 3) (26)äëÿ ïîëåé Hi, ãäå �i;jk � ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿäëÿ ìåòðèêè (24). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíå�íèé (8), (9) ñâåäåíî ê ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å: îïðåäå�ëåíèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ìåòðèêîé (24) â åâêëè�äîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè,

ò. å. ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (25) äëÿ H1; H2; H3 ñ ðåäóê�öèÿìè (26). Åñëè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èçâåñòåí, òîçàâèñèìîñòü yi = yi(x1; x2; x3) (i = 1; 2; 3) è, ñëåäî�âàòåëüíî, ïîëåé �; b;  îò x; y; z ìîæíî íàéòè èíòå�ãðèðîâàíèåì ïåðåîïðåäåëåííîé, íî ëèíåéíîé ñèñòå�ìû (19).Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñèñòåìû (26) ñðàçóñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíûH1H2H3H2iíå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé xi (i = 1; 2; 3). Çàìåòèì,÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óñëîâèÿ�îáåðòñîíà [16℄ äëÿ ñèñòåì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäè�íàò, äîïóñêàþùèõ ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â òðåõ�ìåðíîì óðàâíåíèè Ëàïëàñà. Â èòîãå äèàãîíàëüíûåêîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà �àêòîðèçóþòñÿH1 = 1pF2(x1; x3)pF3(x1; x2) ;H2 = 1pF1(x2; x3)pF3(x1; x2) ;H3 = 1pF1(x2; x3)pF2(x1; x3) (27)�óíêöèÿìè Fi (i = 1; 2; 3) óæå îò äâóõ ïåðåìåí�íûõ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ Ëÿ�ìå (25), ìû ïîëó÷àåì øåñòü óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå�ëåíèÿ ïîëåé Fi. Ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä�F1F2;x1 F3;x2 +F1;x2 (F3F2;x1 �F2F3;x1 ) = 0;(è öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêàèíäåêñîâ 1, 2, 3): (28)Âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé ñîäåðæèò ÷àñòíûå ïðîèç�âîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:� 2(F3F1;2x2 +F2F1;2x3 ) + F1(2F3F1;x2 ;x2 ++ 2F2F1;x3 ;x3 +F1;x3 F2;x3 �� F2;x1 F3;x1 +F1;x2 F3;x2 ) = 0;(è öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêàèíäåêñîâ 1, 2, 3): (29)
Îáñóäèì êðàòêî ðåøåíèå (28), (29). Èç �îðìó�ëû (28) ìû íàøëè, ÷òîF3;x1 = F3F1;x3 F2;x1F2F1;x3 �F1F2;x3 ;F3;x2 = �F3F1;x2 F2;x3F2F1;x3 �F1F2;x3 (30)512



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005 Íîâûå òèïû ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð : : :è èññëåäîâàëè âíà÷àëå ïðîñòûå ñëó÷àè, êîãäà â âû�ðàæåíèÿõ (30) èëè ÷èñëèòåëü, èëè çíàìåíàòåëü, èëèîáà îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå óñëîâèå èõ ñîâìåñòíîñòèF1F1;x2x3F1;x3 F1;x2 = F2F2;x2x3F2;x3 F2;x1 (31)ïðèâîäèò ê ïðîñòûì óðàâíåíèÿìF1;x3 = F g31 g2; F2;x3 = F g32 g1: (32)Âèä ïîëåé gi(i = 1; 2; 3), çàâèñÿùèõ òîëüêî îò x3,îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (32) â ñèñòåìó (29). Ìûïîêàçàëè, ÷òî â èòîãå g3 = 2 èëè g3 = 1=2, ïðè�÷åì ïåðâûé ñëó÷àé ïðèâîäèò ê îáùèì ýëëèïñîèäàëü�íûì êîîðäèíàòàì (ñì. íèæå). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ Fi(i = 1; 2; 3) çàâèñèìîñòè x = x(�; b; ), y = y(�; b; ),z = z(�; b; ) íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé ñèñòå�ìû (19). Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå íàìè ìåòðèêè óäî�âëåòâîðÿþò óñëîâèþ �îáåðòñîíà, ýòè çàâèñèìîñòèìîãóò áûòü íàéäåíû â ÿâíîì âèäå. Äëÿ êðàòêîñòèèçëîæåíèÿ äåòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ âñåõ ñëó÷à�åâ îïóñêàåì. Ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî îêîí÷àòåëüíûåðåçóëüòàòû äëÿ ïîëåé Fi (i = 1; 2; 3) è (�; b; ) (â öè�ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r; z; ')):1)F1 = 12�g sh2 x22g ; F2 = 12g�f2h2 x12f ;F3 = 2f2g h2 x12f sh2 x22gQ2� h 12 �x1f � x2g � h 12 �x1f + x2g � ; (33)ãäå f; g;Q; � � ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû, à ïîë�ÿ(�; b; ) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìèth �2f = �qr2+(z � �)2+qr2+(z + �)22� ;h bg2 = qr2+(z��)2+qr2+(z+�)22� ; = Q': (34)

Âèõðåâîå ðåøåíèå äëÿ ïîëÿ  õàðàêòåðèçóåòñÿ èí�äåêñîì Q, êîòîðûé ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ. ÏðèQ = 1 ñèñòåìà êîîðäèíàò (34) ñâÿçàíà ñ êîîðäèíà�òàìè (u; v; ') âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ [15℄ñîîòíîøåíèÿìè sinu = th(�=2f), h v = th(bg=2).Ïîëÿ � è b îïðåäåëÿþò íåëîêàëèçîâàííûå òåêñòóðû,ïîñêîëüêó âî âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ x; y; z ïîëó�÷àåì 0 < th(�=2f) < 1, 0 < th(bg=2) < 1 è, ñëåäî�âàòåëüíî, 0 < � <1, 0 < b <1.2) F1 = e�x2=g4 ; F2 = ex1=f4 ;F3 = ex1=f f2g2�f2 + ex1=f+x2=gg2� Q2 (35)(f; g = onst). Ïîëå  èìååò âèõðåâîé âèä, ïîëÿ � èb îïðåäåëÿþò íåëîêàëèçîâàííûå ñòðóêòóðû:� = �f ln g ��z +pr2 + z2 �2f2 ! ;b = g ln z +pr2 + z22g ! ;  = Q' (Q 2 Z): (36)Ïðè Q = 1 ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñâÿçàíà ñ ïàðàáî�ëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè âðàùåíèÿ [15℄ ïðîñòûìèçàìåíàìè.3) Â ýòîì ñëó÷àå ïîëÿ Fi (i = 1; 2; 3) è (�; b; )èìåþò ñëåäóþùèé âèä:F3 = 4 �1 + ex2=g�2f2g2�os x12f + sin x12f �2Q2�1 + e2x2=g � 2ex2=g sin x1f � ;F2 = f2�1 + sin x1f � ; F1 = �1 + ex2=g�2g22ex2=g ; (37)
� = �2 � f arsin 18r2 ��1� 8z2 +q(1� 8r2)2 + 16 z2 (1 + 8r2 + 4 z2)� ;h bg = 18r2 �1 + 8z2 +q(1� 8r2)2 + 16z2 (1 + 8r2 + 4z2)� ;  = Q' (Q 2 Z) (38)(f; g = onst). Ïðè f = �1 ïîëå � îáðàçóåò ñîëè�òîííóþ ñòðóêòóðó, ëîêàëèçîâàííóþ âáëèçè íà÷àëàêîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 1). Îíî ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî � èèìååò ïðîñòîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå: � ! 4p2 z (pr2 + z2 ! 0);� ! � � 1p2R (R =pr2 + z2 !1):5 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 513
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�èñ. 1. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ�(r; z). Ïîëå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r2 + z2 ! 04)F1 = 1f gQ sh2 x2g ; F2 = 1g fQ h2 x1f ;F3 = 2fg h2 x1f sh2 x2gQ�h 2x1f + h 2x2g � ; (39)(f; g = onst, Q 2 Z). Ïîëå  èìååò âèõðåâîé âèä,ïîëÿ �, b äàþò íåëîêàëèçîâàííûå òåêñòóðûh �f = 1p2 r n�1+r2+z2+ hr4 + ��1+z2�2++ 2r2 �1 + z2��1=2o1=2 ;h bg = 1p2 r n1+r2�z2+ hr4+��1+z2�2++ 2r2 �1 + z2� i1=2�1=2 ;  = Q': (40)
5) Ïîëÿ Fi (i = 1; 2; 3) çàâèñÿò îò �óíêöèèP (x2; x3),F3 = 1; F2 = f2; F1 = eP (x2;x3); (41)êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ËàïëàñàPx2;x2 + f2Px3;x3 = 0 (42)(f = onst). Åñëè ìû âûáåðåì P êàê äåéñòâèòåëüíóþ÷àñòü êîìïëåêñíîé �óíêöèè F (x2+ ix3=f), ïîëó÷èìðåøåíèå â íåÿâíîì âèäå� = fz; x+ iy = Z exp��F2 �b+ if �� db: (43)

Ýòà êâàçèäâóìåðíàÿ ñòðóêòóðà õàðàêòåðèçóåòñÿïðîñòåéøåé çàâèñèìîñòüþ ïîëÿ � îò êîîðäèíàòè ìíîãîîáðàçèåì äâóìåðíûõ ðåøåíèé äëÿ ïîëåéb; , õàðàêòåðíûì äëÿ ïîëåé ñêîðîñòåé òå÷åíèÿäâóìåðíîé íåñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè. Òàê,ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè F îò x2+ ix3=f ïîëó÷àåìðåøåíèÿb = 'Q1 + Q2 ln rf ; = f �� (Q1 ln r) + 'Q2f � (Q1; Q2 2 Z); (44)êîòîðûå ïðè Q1 = 0 âêëþ÷àþò âèõðè (äëÿ ïîëÿ ) èëîãàðè�ìè÷åñêèå èñòî÷íèêè (äëÿ ïîëÿ b) èëè ëîãà�ðè�ìè÷åñêèå ñïèðàëè Q1 6= 0.6) Ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì PF1 = (kgQ)2x224 ; F2 = (kgQ)22eP (x1;x3) ;F3 = x224 (45)(g; k;Q = onst), óäîâëåòâîðÿþùèì ýëëèïòè÷åñêîìóóðàâíåíèþ ËèóâèëëÿeP + Px1;x1 + g2k2Q2Px3;x3 = 0: (46)Ýòî óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå, êîòîðîåâûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèèF (x1 + ix3=gkQ) è åå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé�F (x1 � ix3=gkQ):P (x1; x3) == ln0BBB� �8F 0�x1+ ix3gkQ� �F 0�x1� ix3gkQ��F �x1+ ix3gkQ�+ �F �x1� ix3gkQ��21CCCA :Îäíàêî òàêèå ðåøåíèÿ ïðèâîäÿò ê ìíèìûì çíà÷å�íèÿì H1 è H3. Åñëè ìû âûáåðåì îäíîìåðíîå ðåøå�íèå (46) â âèäåP = ln�12k2 seh2 kx12 � ;ìû ïîëó÷èì â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàòR;�; ' (r = R sin�, z = R os�) ñòðóêòóðóth(k�) = � os�; b = gR;  = Q' (Q 2 Z) (47)ñ íåëîêàëèçîâàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîëÿ �, ïîëåìòðåõìåðíîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà äëÿ b è âèõðåìäëÿ ïîëÿ .514



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005 Íîâûå òèïû ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð : : :7) Ïîëÿ Fi çàâèñÿò îò ïîëåé �; �; �� = n2� �1 ; k�sn2 � �1 ; k� ; � = �0BB�n2 � b2 ; k1�k21dn2� b2 ; k1� 1CCA ;� = �dn2� 3 ; k� (48)ñëåäóþùèì îáðàçîì:F1 = 2 3(�� �) 1 ; F2 = 1 3(��+ �) 2 ;F3 = 1 2(��+ �) 3 : (49)Çäåñü k1 = p1� k2, k � ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêèõ�óíêöèé ßêîáè, i (i = 1; 2; 3) � ïîñòîÿííûå. Èçóðàâíåíèé (19) ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ �; b;  â íåÿâ�íîì âèäå:x = k sn� 3 ; k�dn� b2 ; k1� sn� �1 ; k� ;y = �k n� 3 ; k� dn� �1 ; k� sn� b2 ; k1�dn� b2 ; k1� sn� �1 ; k� ;
z = n� �1 ; k� n� b2 ; k1� dn� 3 ; k�dn� b2 ; k1� sn� �1 ; k� :

(50)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿ �; �; � ÿâëÿþòñÿ îáùèìèýëëèïñîèäàëüíûìè êîîðäèíàòàìè (ýëëèïòè÷åñêèìèêîîðäèíàòàìè â ïðîñòðàíñòâå) [15�17℄, åñëè îíè èç�ìåíÿþòñÿ â èíòåðâàëàõf�1 < � < �1 + k2 < � < 0 < � <1g: (51)Ïîëîæèì�1 = �K(k) ; 2 = �K(k1) ; 3 = �2K(k)� ; (52)ãäåK(k) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãîðîäà. Òîãäà îòîáðàæåíèå (50), (52) ãðóïïîâîãî ìíî�ãîîáðàçèÿ SU(2) â R3 âçàèìíî îäíîçíà÷íî è èìååòñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ [18℄ ðàâíóþ åäèíèöå. Íåñìîò�ðÿ íà òî ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàí�ñòâå â ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðèçàöèÿõ èçëîæåíû â ðÿ�äå ìîíîãðà�èé (ïàðàìåòðèçàöèÿ (50) ñ òî÷íîñòüþ

äî ñäâèãîâ ïîëåé è ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîâ�ïàäàåò ñ ïàðàìåòðèçàöèåé â ðàáîòå [17℄), äëÿ öåëåéíàñòîÿùåé ðàáîòû íåîáõîäèìî èõ áîëåå äåòàëüíîåèññëåäîâàíèå. Èç óðàâíåíèé (50) ïîëó÷àåì ñîîòíî�øåíèÿ ñèììåòðèèb(x; y; z) = �b(x; y;�z) + 2�; (x; y; z) == �(x;�y; z) + � = (�x;�y; z) + �;êîòîðûå ñðàçó îïðåäåëÿþò îáëàñòè çíà÷åíèé è îïðå�äåëåíèé ïîëåé b; :0 < b < �(z > 0); � < b < 2�(z < 0);0 <  < �=2 (x > 0; y < 0);�=2 <  < � (x > 0; y > 0);� <  < 3�=2 (x < 0; y > 0);3�=2 <  < 2� (x < 0; y < 0):Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëå b = 0 ïðè z = 0, à ïîëå èìååò íåòðèâèàëüíóþ ñòðóêòóðó âèõðåâîé íèòè,ðàñïîëîæåííîé ïî îñè z, ñî ñêà÷êîì ïîëÿ 2� â ïîëó�ïëîñêîñòè x = 0, y < 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè z = 0 èk = 0 ïîëå  ñîâïàäàåò ñ ïîëÿðíûì óãëîì ' + �=2,ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àåx = sin sin(�=2) ; y = � os sin(�=2) :ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñëîæíîé òðåõìåðíîé ñòðóêòó�ðû (50), (52) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì îáðà�çîì. Óðàâíåíèåx21 + t + y21� k2 + t + z2t = 1 (53)îïðåäåëÿåò ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà. Êîðíèýòîãî óðàâíåíèÿ t1; t2; t3, âûáðàííûå â èíòåðâàëàõ�1 < t1 < �1 + k2 < t2 < 0 < t3 < 1 è ñîâïàäàþ�ùèå, êàê èçâåñòíî, ñîîòâåòñòâåííî ñ �; �; �, è äàþòâûðàæåíèå ïîñëåäíèõ ÷åðåç x; y; z. Ïîëÿ �; b;  íàõî�äÿòñÿ ïîñëå ýòîãî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èç ñîîòíî�øåíèé (48). Ëîêàëèçîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ �äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé z ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2. Èç�îðìóë (48), (53) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå�íèå ïîëÿ �� / 1x2 + y2 + z2 (x2 + y2 + z2 !1):515 5*



À. Á. Áîðèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005Ïîëå b ëîêàëèçîâàíî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ z è äåëî�êàëèçîâàíî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ (ðèñ. 3) Âèõðå�âîé õàðàêòåð ïîëÿ  èçîáðàæåí íà ðèñ. 4 äëÿ äâóõçíà÷åíèé z, ãäå ÿñíî âèäåí ñêà÷îê ïîëÿ íà 2�.Ñòðóêòóðû (50) íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèìè,ïîñêîëüêó îòñóòñòâèå ïîñòîÿííûõ ïðåäåëîâ ïîëåéb;  (ïðè x2 + y2 + z2 !1) (ïîäîáíî ñ�åðè÷åñêèìêîîðäèíàòàì �; ') íå ïîçâîëÿåò êîìïàêòè�èöèðî�âàòü ïðîñòðàíñòâî R3 â ñ�åðó S3 è ââåñòè òîïîëî�ãè÷åñêèé èíâàðèàíò èç �3(SU(2)) [18℄, ñîâïàäàþùèéñî ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ.4. Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÛÅ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û,ÑÂßÇÀÍÍÛÅ ÑÎ ÂÒÎ�ÎÉ È Ò�ÅÒÜÅÉÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÀÌÈÎáñóäèì ðåøåíèå óðàâíåíèé (11), (12) äëÿ âòî�ðîé ïîäñòàíîâêè, èñïîëüçóÿ äè��åðåíöèàëüíî-ãåî-ìåòðè÷åñêèé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èìy1 = x, y2 = y, y3 = z è x1 = a, x2 = b, x3 =  èáóäåì èñêàòü yi = yi(x1; x2; x3) (i = 1; 2; 3) êàê �óíê�öèè x1; x2; x3. Òîãäà èç �îðìóë (12), (17) ñëåäóåò,÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik = (g�1)ik, ñâÿçàííûéñ òàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, èìååò íåäèàãîíàëüíûéâèä: g�1 = 0B� h21 0 00 h22 h210 h21 h23 1CA : (54)Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîäîãðà�à óðàâíåíèÿ (11)çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (26) ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçî�ðîì (54). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèéèìååò âèäh1 = 1��U2x2 x3 + Ux2 x2 Ux3 x3�1=2 ;h2 = (Ux3 x3)1=2(Ux2 x3)1=2 �U2x2 x3 � Ux2 x2Ux3 x3�1=2 ;h3 = U1=2x2 x2U1=2x2 x3 �U2x2 x3 � Ux2 x2Ux3 x3�1=2 ; (55)
ãäå ïîëå U(x1; x2; x3) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâîëü�íûõ òðåõ ïîëåé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò äâóõ ïåðåìåí�íûõ:

U(x1; x2; x3) = U1(x2; x3) + U2(x1; x3) ++ U3(x1; x2): (56)ßâíûé âèä ïîëåé Ui îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ�íåíèé (21) ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì (55). Ýòè óðàâ�íåíèÿ èìåþò ãðîìîçäêèé âèä è ìû ïðèâåäåì çäåñüòîëüêî îäíî èç íèõ:det0B� Ux2;x2;x2 Ux2;x2;x3 Ux2;x3;x3Ux2;x2;x3 Ux2;x3;x3 Ux3;x3;x3Ux2;x2 Ux2;x3 Ux3;x3 1CA = 0: (57)Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñòðîêè ìàòðèöû â ýòîì óðàâíå�íèè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè òðåòüåé ñòðîêè ñîîò�âåòñòâåííî ïî x2 è x3. Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøå�íèå, åñëè ïåðâàÿ èëè âòîðàÿ ñòðîêà ðàâíà íóëþ èëèïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñòîëáöàìè0B� Ux2;x2;x2Ux2;x2;x3Ux2;x2 1CA = f10B� Ux2;x2;x3Ux2;x3;x3Ux2;x3 1CA+
+ f20B� Ux2;x3;x3Ux3;x3;x3Ux3;x3 1CA : (58)Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû îäíîìó èç íèõ,òàê êàê ñèñòåìà (11), (12) èíâàðèàíòíà ê ïåðåñòà�íîâêàì b è . Ñîâìåñòíî ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (21)ýòè óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòàì, èçëîæåííûì âï. 8, 9 (ñì. íèæå). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèå òèïûðåøåíèé, ñîâìåñòíûå ñ (58), ñóùåñòâóþò ïðè óñëî�âèè, ÷òî �óíêöèè f1; f2 ïîñòîÿííû èëè çàâèñÿò îòx1. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé Ui (i = 1; 2; 3) çàâè�ñèìîñòè x = x(a; b; ), y = y(a; b; ), z = z(a; b; ) íà�õîäÿòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé ñèñòåìû (19). Äëÿ àíà�ëèçà òåêñòóð �; b;  èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå (10) â âèäåñîëèòîíà � = 4 artg ea (59)èëè ðåøåòêè ñîëèòîíîâos �2 = sn�ak ; k� : (60)Ìû îïóñêàåì äåòàëè âû÷èñëåíèé äëÿ âñåõ ñëó÷àåâè îáñóäèì çäåñü òîëüêî îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòûäëÿ ïîëåé hi (i = 1; 2; 3) è �; b;  (â öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò (r; z; ')):516
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�èñ. 2. Ëîêàëèçîâàííàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ �(x; y; z) â òåêñòóðå, ñâÿçàííîé ñ òðèîðòîãîíàëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèñòåìîéêîîðäèíàò (k = 0:3). Ïîêàçàíû ñîëèòîíû ïðè z = 0 (a) è z = 1 (á )
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x�èñ. 3. Ñòðóêòóðà ïîëÿ b(x; y; z) â òåêñòóðå, ñâÿçàííîé ñ òðèîðòîãîíàëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò(k = 0:3). Ïîêàçàíû ëîêàëèçàöèÿ ïîëÿ ïðè z = �1 (a), z = 0:1 (á ) è åãî äåëîêàëèçàöèÿ ïðè z = 100 (â)517



À. Á. Áîðèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 20058) h1 = exp� x1pQ1Q2� ;h2 = �Q�1=22 exp� x1pQ1Q2� p2pQ1sexp� �2x1pQ1Q2�+ Q22p4Q12 ;h3 = Q�1=22 exp� x1pQ1Q2�pQ1; Q1Q2 > 0: (61)
Ïîëÿ b;  èìåþò âèõðåâîé âèä, ïîëå a � ëîãàðè�ìè�÷åñêèé ïîòåíöèàë èñòî÷íèêà:a = �pQ1Q2 ln r; b = gz + 'Q2;  = 'Q1; (62)÷òî äàåò, ñîãëàñíî �îðìóëå (59), ëîêàëèçîâàííîåðàñïðåäåëåíèå äëÿ �:� = 4 artg�r�pQ1 Q2 �â èíòåðâàëå [0; 2�℄.9) Ïîëÿ hi (i = 1; 2; 3) çàâèñÿò îò �óíêöèèR(x1; x2): h1 = g2e�R=2; h2 = g2e�R=2f ;h3 = peR + f4 g6eR=2fg ; (63)êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ËàïëàñàPx1;x1 +Q2Px2;x2 = 0: (64)Âûáåðåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäåR(x1; x2) = T (x1 � ix2=Q) + . ñ.Òîãäà ñòðóêòóðà èìååò ïðîñòåéøóþ çàâèñèìîñòü îòz è ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè�ÿìè  = bQ2 +Gz; x+ iy = a�ib=QZ�1 eT (x) dx (65)ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè G;Q. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî a � ib=Q � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ x+ i y. Îáñóäèì ïðîñòåéøèå òèïû ñòðóêòóð, âû�áèðàÿ � â âèäå ðåøåòêè ñîëèòîíîâ (60) è ðåøåíèåäëÿ a� ib=Q â âèäåa� i bQ = nXs=1 (fs + igs) ln(x+ iy � s)(fs; gs 2 R) (66)ñ êîìïëåêñíûìè ïîñòîÿííûìè s. Âûáåðåì ïîñòîÿí�íûå fs; gs èç óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòè ìàòðèöû D (5).

Èçìåíåíèå ïîëÿ a ïðè îáõîäå âîêðóã ëèíèè ñèí�ãóëÿðíîñòè äîëæíî áûòü êðàòíî 2kK(k) (ïåðèîäó�óíêöèè sn2(a=k; k)), ïîëåé b;  � êðàòíî 2�. Îòñþ�äà ïîëó÷àåìos � = 2sn2 �ak ; k2�� 1; fs = QsQ ;gs = ��kKNs� � �Ns; Qs; QsQ2 2 Z�(s = 1; 2; : : : ; n): (67)Ïðè n = 1 �îðìóëà (67) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóê�òóðó ñïèðàëüíûõ âèõðåéos � = �1 + 2sn2�K 'N1� + Q1 ln rkQ ; k�; (68)b = kKQN1 ln r� � 'Q1; = Gz + kKN1 ln r�Q � 'Q1Q2 : (69)Ïîëÿ �; b;  (ïðè �èêñèðîâàííîì z) ñ äèñêðåòíû�ìè ïàðàìåòðàìè N1 6= 0; Q1 ïðèíèìàþò ïîñòîÿí�íîå çíà÷åíèå íà êðèâûõ â ïëîñêîñòè (x; y), êîòî�ðûå ÿâëÿþòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèìè ñïèðàëÿìè. ÄëÿN1 = Q1 = Q = 1 ðåøåíèå (68) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéäâà ñïèðàëüíûõ äîìåíà (îáëàñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíû�ìè çíà÷åíèÿìè os �), ðàçäåëåííûõ äâóìÿ ëîãàðè��ìè÷åñêèìè ñïèðàëÿìè (ñì. ðèñ. 5). Ïðè ïðîèçâîëü�íîì N âèõðü (68) îïèñûâàåò jN j-çàõîäíóþ ëîãàðè��ìè÷åñêóþ ñïèðàëü, êèðàëüíîñòü êîòîðîé (íàïðàâëå�íèå çàêðó÷èâàíèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïðîèçâåäå�íèÿ N1Q1Q. Ïàðàìåòð k îïðåäåëÿåò ñòåïåíü çàêðó�÷èâàíèÿ ñïèðàëè, êîòîðàÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøå�íèåì k. �ðà�èê ïîëÿ os � è êîí�èãóðàöèÿ äîìåíîâäëÿ äâóõçàõîäíîé ñïèðàëè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6. Øè�ðèíà ñïèðàëüíûõ ñîëèòîíîâ (äîìåííûõ ãðàíèö) çà�âèñèò îò âåëè÷èíû k è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óäàëåíèåìîò öåíòðà âèõðÿ. Ñëó÷àþ N = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñèñòå�ìà êîíöåíòðè÷åñêèõ (ïî ïåðåìåííîé r) êîëüöåâûõäîìåíîâ � àíòè�åððîìàãíèòíàÿ ìèøåíü (ðèñ. 7),êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ïîëîñîâîé äîìåííîéñòðóêòóðîé ïî ïåðåìåííîé ln r.518



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005 Íîâûå òèïû ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð : : :Ïîñêîëüêó ñïèðàëüíàÿ ñòðóêòóðà õàðàêòåðèçóåò�ñÿ äâóìÿ öåëûìè ÷èñëàìè (N;Q), ñòðóêòóðà äèïî�ëåé èìååò áîëåå ðàçíîîáðàçíûé õàðàêòåð, ÷åì äëÿâèõðåâûõ ñòðóêòóð. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìå�ðà íåêîòîðûå òèïû ñïèðàëüíûõ äèïîëåé äëÿ ïî�ëÿ �, ñîñòîÿùèõ èç âèõðåâûõ ñïèðàëåé ñ ÷èñëàìè(N1; Q1), (N2; Q2). Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ òàêîéäèïîëü òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â îïðåäåëåííóþ ñïèðàëü�íóþ êîí�èãóðàöèþ ñ ÷èñëàìè (N1 + N2; Q1 + Q2).Äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñïèðàëüíûõ ñòðóêòóð ñ÷èñëàìè (�1; 1), îáðàçóåò íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõäâóõçàõîäíóþ ñïèðàëü (ðèñ. 8), äèïîëü ñ (�1; 1) è(�1;�1) � ñòðóêòóðó (2, 0) (ðèñ. 9), ïîëå êîòîðîéíà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ çàâèñèò òîëüêî îò ïîëÿðíî�ãî óãëà, äèïîëü ñ (1, 1) è (�1; 1) � ñòðóêòóðó àíòè��åððîìàãíèòíîé ìèøåíè (ðèñ. 10). Âçàèìîäåéñòâèåäâóõ âèõðåé ñ ïàðàìåòðàìè (N;Q) è (�N;�Q) èìå�åò õàðàêòåð ïðèòÿæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèåèìååò íàèìåíüøóþ ýíåðãèþ è ëîêàëèçîâàííûé õà�ðàêòåð, � ! � (ïðè r !1), è ïðèâåäåíî íà ðèñ. 11.10) Ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì P (x1; x3):h1 = 1G eP=2 ��x2 +G2x3� ;h2 = 1G2 �x2 �G2x3�2sG2 + ePG4(x2 �G2x3)2 ;h3 = 1G2 eP=2 ��x2 +G2x3� ; (70)êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ýëëèïòè÷åñêîìó óðàâíåíèþËèóâèëëÿ 2G2eP + Px3;x3 +G2Px1;x1 = 0: (71)Åãî îäíîìåðíûå ðåøåíèÿ P = �2 ln(C seh(C x1))äàþò â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òåêñòóðó = 'C G; b = gR + G'C ;th(aC) = os � � 1C G 2 Z; GC 2 Z� (72)âèõðÿ äëÿ ïîëÿ , ïîëÿ âèõðÿ è ïðîñòðàíñòâåííîãîèñòî÷íèêà äëÿ ïîëÿ b. Õîòÿ ðàñïðåäåëåíèå (72) ïî�äîáíî ñòðóêòóðå (47), ñîîòíîøåíèå (59)ïðèâîäèò êèçìåíåíèþ ïîëÿ � â èíòåðâàëå [0; 2�℄.11) Ïîëÿ hi (i = 1; 2; 3), êàê è â ñëó÷àå ýëëèïòè�÷åñêèõ êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå, âûðàæàþòñÿ òðå�ìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè Fi(ui) (íåò ñóììè�ðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ íåìûì èíäåêñàì) îò ïå�ðåìåííûõ u1 = x1, u2 = p1 (x2 + 2 x3)=(1 � 2),

u3 = p2 (x2 + 1 x3)=(1 � 2) ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷å�íèÿìè i â ñëåäóþùåì âèäå:h1 = � p1p2pF1 � F2p�F1 + F3 ;h2 = p1p2p(�1 + 2) F1 � 2 F2 + 1 F3pF1 � F2pF2 � F3p�F1 + F3 ;h3 = p(�1 + 2) F1 + 1 F2 � 2 F3pF1 � F2pF1 � F3pF2 � F3 : (73)Ôóíêöèè Fi(ui) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþF 2i ;ui = �a0�a1Fi(ui)�a2F 2i (ui)�a3F 3i (ui): (74)Äåòàëüíîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû áó�äåò ïðèâåäåíî îòäåëüíî.Îáñóäèì òåêñòóðû, ñâÿçàííûå ñ ïîäñòàíîâ�êîé (14)�(16). �åøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâ�íåíèé (15), (16) íàéäåíî â ðàáîòå [19℄ â ñëåäóþùåìíåÿâíîì âèäå:A (!) + yB (!)� zp�1�B2 (!) = x (75) ïðîèçâîëüíûìè àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìèA (!) ; B (!) îò ! = �+ i�. Ïðè çàäàííîì âèäå ýòèõ�óíêöèé ÿâíûé âèä �(x; y; z); �(x; y; z) íàõîäèòñÿðåøåíèåì êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ (75). Îíî ÿâëÿ�åòñÿ àíàëîãîì âîëíû �èìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Õîï�àè äîïóñêàåò ïðÿìîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé N -ìåðíîãîïðîñòðàíñòâà. Â îáùåì ñëó÷àå, êàê è â ãèäðîäè�íàìèêå, ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîäíîçíà÷íî èäëÿ îïðåäåëåíèÿ îäíîçíà÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõñòðóêòóð ïîëåé �; b;  íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèåíåîäíîçíà÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (14). Ïîýòîìóçäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîçíà÷íûõðåøåíèé ïðîñòåéøåãî âèäà. Ïîëîæèì � = �(�),b = b(�),  = (�). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò,÷òî b = ��Q1Q ;  = �Q2Q : (76)Ïîëå �(�) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñèíóñ-�îðäîí(� sin �(�)Q1Q2=Q2 + �00(�) = 0) è ïðè Q1Q2 > 0èìååò ðåøåíèå â âèäåos �2 = sn��pQ1Q2k Q ; k� (0 < k � 1): (77)Ïðè Q1Q2 < 0 ðåøåíèå äëÿ �(�) ìîæåò áûòü ïîëó�÷åíî èç �îðìóë (75), (76) ñäâèãîì � íà �. Ïðîñòåé�øèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (75) ïîëó÷àþòñÿ ïðè âûáî�ðå A(!); B(!) â ñëåäóþùåì âèäå:A(!) = 0; B(!) = i (�1 + F (!))1 + F (!) (78)519



À. Á. Áîðèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005
 

–4
–2

–4

–2

0

2

4

 

x

 

6

4

2

0

 

c

 

–4
–2

–4

–2

0

2

4

 

x

 

6

4

2

0

 

c

‡ ·

�èñ. 4. Âèõðåâàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ (x; y; z) â òåêñòóðå, ñâÿçàííîé ñ òðèîðòîãîíàëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîð-äèíàò (k = 0:3). Ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïðè z = �0:1 (a) è z = 1 (á ) ñî ñêà÷êîì 2� â ïîëóïëîñêîñòè x = 0,y < 0ñ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé F . Â ýòîì ñëó÷àå! = F (
); 
 = tg �2 exp i' (79)(èëè àíòèàíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ! = F (
�)) êîì�ïëåêñíîé ïåðåìåííîé 
 � ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðî�åêöèè ñ�åðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â òðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå (x = sin� os', y = sin� sin',z = os�). Çàäàäèì ! ïîòåíöèàëîì èñòî÷íèêà âèõ-ðÿ: ! = � + i� = (Q + if) ln
 (Q; f 2 R). Òîãäàðåøåíèå (79) ïðåäñòàâëÿåò ëèíåéíûé äå�åêò ñ ñèí�ãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ � íà îñèz (� ! 0; � ! �). Ïðè îáõîäå âîêðóã ëèíèè ñèíãóëÿð�íîñòåé èç òðåáîâàíèÿ îäíîçíà÷íîñòè os �; b;  ñëåäó�åò, ÷òî èçìåíåíèå ïîëåé b;  äîëæíî áûòü êðàòíî2�, à èçìåíåíèå àðãóìåíòà ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèèâ �îðìóëå (77) � êðàòíî 2K (ïîëóïåðèîäó ýëëèï�òè÷åñêîé �óíêöèè sn(u; k)). Tîãäà ñòðóêòóðà õàðàê�òåðèçóåòñÿ öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè S;Q1; Q2 èåå âûðàæåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèäos �2 = sn��KS'� +1k ln�tg �2 �pQ1Q2; k� ; (80)b = �'Q1 � 1�kSK ln�tg �2 � sQ1Q2 ; (81) = 'Q2 + 1� kKS ln�tg �2 � sQ2Q1 : (82)
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�èñ. 5. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå os � â îä-íîçàõîäíîé ñïèðàëè (k = 0:5, N1 = 1, Q1 = 1,Q = 1). Íà âñòàâêå ïîêàçàíû äîìåíû ñ îòðèöà-òåëüíûìè (òåìíûå îáëàñòè) èëè ïîëîæèòåëüíûìè(ñâåòëûå îáëàñòè) çíà÷åíèÿìè os �Ïðè S = 0 â ïðîñòåéøåì (ñîëèòîííîì) ñëó÷àå(k = 1) os �2 = �1 +�tg2 �2 �pQ1 Q21 +�tg2 �2 �pQ1 Q2 ; (83)� = 2� + 2�;  = �b = ' (Q1 = Q2 = 1) (84)è ñòðóêòóðà (84) ïðèâîäèò ê ïîëþ n� == (�z=R; 0;�x=R;�y=R), êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîâ�ïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè ïîëÿ ¾åæà¿ (m = �r=jrj).520
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�èñ. 6. Ñòðóêòóðà êîðà äâóõçàõîäíîé ñïèðàëè(k = 0:5, N1 = 2, Q1 = 1, Q = 1)
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�èñ. 7. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå os � âàíòè�åððîìàãíèòíîé ìèøåíè (k = 0:3, N1 = 0,Q1 = 1, Q = 1)Ïðè S 6= 0 ïîëå � èìååò èìååò ñèíãóëÿðíóþ íèòü(z = 0), ïîëå os � ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèåos �2 = sn�1pQ1Q2k �íà ãåëèêîèäàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõz = �R th�1 + k S 'K(k)�pQ1Q2 � ;ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïðè �èêñè�ðîâàííîì çíà÷åíèè z = h íà ñïèðàëÿõ âèäàr = � hsh�1 + kS'K(k)�pQ1Q2� :
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�èñ. 8. Ñïèðàëüíûé äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõîäíîçàõîäíûõ ñïèðàëåé ñ ïàðàìåòðàìè N1 = �1,Q1 = 1 è N2 = �1, Q2 = 1, îáðàçóþùèé íà áîëü-øèõ ðàññòîÿíèÿõ äâóõçàõîäíóþ ñïèðàëü. �àññòîÿ-íèå â ïàðå d = 5, Q = 1, k = 0:7
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−5�èñ. 9. Ñïèðàëüíûé äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõîäíîçàõîäíûõ ñïèðàëåé ñ ïàðàìåòðàìè N1 = �1,Q1 = 1 è N2 = �1, Q2 = �1. �àññòîÿíèå â ïàðåd = 5, Q = 1, k = 0:7�ðà�èê äëÿ os � è ïîëÿ b ïðè S = 1 è êîíå÷íîìçíà÷åíèè z ïðèâåäåí íà ðèñ. 12.Îáùåå îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå äëÿ ñèñòåìû âçàè�ìîäåéñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñïèðàëåé521
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�èñ. 10. Ñïèðàëüíûé äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõîäíîçàõîäíûõ ñïèðàëåé ñ ïàðàìåòðàìè N1 = 1,Q1 = 1 èN2 = �1,Q2 = 1, îáðàçóþùèé íà áîëüøèõðàññòîÿíèÿõ àíòè�åððîìàãíèòíóþ ìèøåíü. �àññòî-ÿíèå â ïàðå d = 5, Q = 1, k = 0:7
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�èñ. 11. Ñïèðàëüíûé äèïîëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõîäíîçàõîäíûõ ñïèðàëåé ñ ïàðàìåòðàìè N1 = �1,Q1 = 1 è N2 = 1, Q2 = �1, îáðàçóþùèé íà áîëü-øèõ ðàññòîÿíèÿõ îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå � = �. �àñ-ñòîÿíèå â ïàðå d = 5, Q = 1, k = 0:7! = �+ i� = nXj=1�2ikK� Sj +Qj��� ln�tg �2 ei' � tg �j2 ei'j�+ w(
) (85)õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ìåðîìîð�íîé �óíê�

öèåé w(
), ïàðàìåòðîì k, öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíè�ÿìè Sj ; Nj , ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè ïîñòî�ÿííûìè �j ; 'j è ñîäåðæèò íàáîð ñèíãóëÿðíûõ ëó�÷åé, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëàìè�j ; �j(j = 1; : : : ; n). Ïðè çíà÷åíèÿõ r � z ñòðóêòó�ðà (77), (85) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð jSj j-çàõîäíûõëîãàðè�ìè÷åñêèõ ñïèðàëåé.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈòàê, ìû íàøëè íîâûå òèïû òðåõìåðíûõ òåê�ñòóð â ìíîãîïîäðåøåòî÷íûõ àíòè�åððîìàãíåòèêàõè ïîêàçàëè ïëîäîòâîðíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâêëàññè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Ïîä�ñòàíîâêè òèïà (14)�(16) (ñîâìåñòíî ñ äè��åðåíöè�àëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì) ìîãóò áûòü îáîáùå�íû íà ñëó÷àè ìîäåëè n-ïîëÿ (n 2 SN), ñèñòåì îðòî�ãîíàëüíûõ n-ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ Øòè�åëÿ [7℄è ò. ä. â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëþáîé ðàçìåðíîñòè.Îáñóäèì êðàòêî ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ðåàëèçà�öèþ íàéäåííûõ ñòðóêòóð â àíòè�åððîìàãíåòèêàõ.Ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ (7) çàïèñà�íû òîëüêî â îáìåííîì ïðèáëèæåíèè áåç ó÷åòàìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé, êîòîðûå ìàëû â àíòè��åððîìàãíåòèêàõ, è ïîëåé àíèçîòðîïèè. Ïîýòîìó�îðìà íàéäåííûõ òåêñòóð ñïðàâåäëèâà òîëüêîíà ðàññòîÿíèÿõ r < l = p�=� (� � ïîñòîÿííàÿîáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, � � ïîñòîÿííàÿ àíèçî�òðîïèè). Âëèÿíèå ïîñëåäíåé èçìåíèò ñòðóêòóðó íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèíãóëÿðíûõ íèòåé. Îò�ìåòèì, ÷òî â �åððîìàãíåòèêàõ êâàçèñòàöèîíàðíûåìàãíèòíûå ñòðóêòóðû òèïà ìèøåíåé è ñïèðàëüíûõäîìåíîâ íàáëþäàþòñÿ â òîíêèõ ìàãíèòíûõ ïëåíêàõñ ñèëüíîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé àíèçîòðîïèåé òèïàëåãêàÿ îñü ïîñëå íàêà÷êè ãàðìîíè÷åñêèì èëè èì�ïóëüñíûì ìàãíèòíûì ïîëåì [20, 21℄. Â ïîñëåäíååâðåìÿ íàáëþäàåòñÿ ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê èññëå�äîâàíèþ ìàãíèòíûõ ñòðóêòóð â íàíîìàãíåòèêàõ(ìàãíèòíûõ òî÷êàõ), ãäå íàáëþäàþòñÿ ðàçëè÷íûåâèõðåïîäîáíûå ñîñòîÿíèÿ ñ âîçìîæíûì âûõîäîìíàìàãíè÷åííîñòè èç ïëîñêîñòè äèñêà [22℄. Íàëè�÷èå äâóìåðíîé âèõðåâîé ñòðóêòóðû â ìàãíèòíûõòî÷êàõ ïîäòâåðæäàåòñÿ ìåòîäàìè ýëåêòðîííîéè ìàãíèòíî-ñèëîâîé ìèêðîñêîïèè [23℄. Ïðîöåññûïåðåêëþ÷åíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ïëîñêîñòíûìè èëèïåðïåíäèêóëÿðíûìè èìïóëüñíûìè ìàãíèòíûìèïîëÿìè, âîçáóæäàþò â òàêèõ ñèñòåìàõ ìàãíèòíûåñòðóêòóðû òèïà ñêèðìèîíîâ, òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêà�çàííûå â ðàáîòå [24℄, èëè ñïèðàëüíûå ñòðóêòóðû[25℄. Â àíòè�åððîìàãíèòíûõ íàíîìàòåðèàëàõ âèõðå�âûå è ñïèðàëüíûå ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü îáíàðó�æåíû ìåòîäàìè ñïèí-ïîëÿðèçîâàííîé ñêàíèðóþùåé522
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�èñ. 12. �àñïðåäåëåíèå ïîëåé os �(x; y; z), b(x; y; z) â ïëîñêîñòè z = 4 â òðåõìåðíîé ñïèðàëüíîé ñòðóêòóðå (k = 1=3,S = 1, Q1 = �1, Q2 = �1). Ïîêàçàíû äîìåíû ñ îòðèöàòåëüíûìè (òåìíûå îáëàñòè) èëè ïîëîæèòåëüíûìè (ñâåò-ëûå îáëàñòè) çíà÷åíèÿìè os �(x; y; z) (a) è âèõðåâàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ b(x; y; z = 4) ñî ñêà÷êîì 2� â ïîëóïëîñêîñòèy = 0; x < 0 (á )òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè (SPSTM), îñîáåííî â ïåð�ñïåêòèâå îæèäàåìîãî ñîçäàíèÿ SPSTM ñ àòîìíîéðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ. Ïðèíöèï äåéñòâèÿSPSTM îñíîâàí íà ñêàíèðîâàíèè òîíêèì íàìàãíè�÷åííûì îñòðèåì (ïîëå ðàññåÿíèÿ ïîðÿäêà 0.1 Òë)ïîâåðõíîñòè ïëåíêè è çàïèñè ìàãíèòíîãî ñèãíàëà.Â ìíîãîïîäðåøåòî÷íûõ àíòè�åððîìàãíåòèêàõ (êàêè â îäíîïîäðåøåòî÷íûõ [26℄) ëîêàëüíàÿ íàìàãíè�÷åííîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà âòîðûì ïðîèçâîäíûì îòïîëåé è ñèëüíî âîçðàñòàåò âáëèçè âèõðåâûõ íèòåéè öåíòðîâ ñèíãóëÿðíûõ ñòðóêòóð.Àâòîð ïðèçíàòåëåí Â. Å. Çàõàðîâó, Â. Â. Êèñå�ëåâó, Å. À. Êóçíåöîâó, À. Â. Ìèõàéëîâó, À. Á. Øà�áàòó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáî�òû è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ, ó÷àñòíèêàì ñåññèè Ñîâåòà�ÀÍ ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå çà èíòåðåñ ê ðàáîòå,Í. Ì. Çóáàðåâó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ ïîäñòà�íîâîê â ìîäåëè êèðàëüíûõ ïîëåé, Ô. �. �ûáàêîâó çà÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ ñîëèòîíîâ â òðèîðòîãîíàëü�íîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, Ä. Â. Äîëãèõçà ïîìîùü â êîìïüþòåðíîé ãðà�èêå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîéïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �03-01-00100).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Ô. Àíäðååâ, Â. È. Ìàð÷åíêî, ÆÝÒÔ 70, 1867(1976).2. À. Ô. Àíäðååâ, ÆÝÒÔ 74, 786 (1978).
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