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ÈÎÍÈÇÀÖÈß ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÀÒÎÌÀÂÎÄÎ�ÎÄÀ ËÀÇÅ�ÍÛÌ ÈÌÏÓËÜÑÎÌÁ. À. Çîí *, À. Ñ. Êîðíåâ **Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò394006, Âîðîíåæ, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 èþíÿ 2005 ã.Â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ ýëåêòðîíîâ ïðè èîíèçàöèèâîçáóæäåííûõ 2s-, 2p- è 3d-ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà ñâåðõñèëüíûì óëüòðàêîðîòêèì ëàçåðíûì èìïóëü-ñîì.PACS: 32.80.Fb 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíèå ãîäû áûë äîñòèãíóò çíà÷èòåëüíûéïðîãðåññ â ýêñïåðèìåíòàëüíîì èçó÷åíèè èîíèçàöèèàòîìîâ ñâåðõñèëüíûì ëàçåðíûì ïîëåì. Ýòî îòíîñèò�ñÿ, â ÷àñòíîñòè, ê äåòàëüíûì èçìåðåíèÿì ýíåðãåòè�÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ [1�4℄, à òàêæå êçàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè îò �àçû ñâåòî�âîãî ïîëÿ, âîçíèêàþùåé äëÿ ñâåðõêîðîòêèõ ëàçåð�íûõ èìïóëüñîâ [5℄.Íîâûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñòèìóëè�ðîâàëè ïîÿâëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò, â êîòîðûõèîíèçàöèÿ àòîìîâ â ñèëüíîì ëàçåðíîì ïîëå ðàñ�ñìàòðèâàëàñü êàê àíàëèòè÷åñêèìè, òàê è ÷èñëåííû�ìè ìåòîäàìè (ñì. îáçîð [6℄, à òàêæå íåäàâíèå ðà�áîòû [7�11℄). Ïðè ýòîì îñíîâíàÿ ïðîáëåìà òåîðèèñâÿçàíà ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ êóëîíîâñêîãî ïîëÿ àòîì�íîãî îñòàòêà íà äâèæåíèå ýëåêòðîíà â íåïðåðûâíîìñïåêòðå. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ ýëåêòðîíà, ñâÿçàííî�ãî êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ñèëàìè, òåîðèÿ èîíèçàöèèâ ñèëüíîì ïîëå áûëà ðàçâèòà åùå â êëàññè÷åñêîéðàáîòå Êåëäûøà [12℄. �àçâèòèå ìåòîäà, ïðîâåäåí�íîå â ðàáîòå [13℄ (ñì., òàêæå [14℄), ïîçâîëèëî ïî�ëó÷èòü ñïåêòðû òóííåëèðóþùèõ ýëåêòðîíîâ, õîðî�øî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè[15℄. Àâòîðàìè ðàáîòû [13℄ áûëà âûñêàçàíà ãèïîòå�çà, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû, îïèñûâàþùèå ýëåê�òðîííûå ñïåêòðû äëÿ �îòîîòðûâà îò îòðèöàòåëü�íûõ èîíîâ (êîðîòêîäåéñòâóþùèé ïîòåíöèàë), ìîãóò*E-mail: zon�niif.vsu.ru**E-mail: a-kornev�yandex.ru

áûòü ïîñëå ïðîñòîé ìîäè�èêàöèè ïðèìåíåíû è äëÿîïèñàíèÿ èîíèçàöèè íåéòðàëüíûõ àòîìîâ è ïîëîæè�òåëüíûõ èîíîâ, ãäå èìååòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùåå êó�ëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå. Ïðîâåðêà ýòîé ãèïîòåçûè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåëåé äàííîé ðàáîòû.Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõñïåêòðîâ ïðè èîíèçàöèè íåéòðàëüíûõ àòîìîâ è ïî�ëîæèòåëüíûõ èîíîâ ðàçâèâàëèñü òàêæå â ðàáîòàõ[16, 17℄. Â ðàáîòå [17℄ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîä�íîãî ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå è ïîëå ýëåêòðî�ìàãíèòíîé âîëíû èñïîëüçîâàëèñü âîëêîâñêèå �óíê�öèè ñ êóëîíîâñêîé ïîïðàâêîé; îòíîñèòåëüíî èõ òî÷�íîñòè â ñëó÷àå ñèëüíîãî ïîëÿ áûëè âûñêàçàíû ñå�ðüåçíûå ñîìíåíèÿ [18℄.Âû÷èñëåíèÿ äàííîé ðàáîòû ïðîâåäåíû íà îñíî�âå àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðåäëîæåííîãîè ïðîòåñòèðîâàííîãî íàìè ðàíåå [19℄. Íàïîìíèì,÷òî îñíîâíàÿ èäåÿ èñïîëüçóåìîãî àäèàáàòè÷åñêîãîïðèáëèæåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ðåçóëüòàòå ðàáîòû [20℄.Â ýòîé ðàáîòå âåðîÿòíîñòü òóííåëüíîãî âûðûâà�íèÿ ýëåêòðîíà èç êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèà�ëà, íàéäåííàÿ Êåëäûøåì, áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àéòóííåëüíîé èîíèçàöèè àòîìà ïóòåì �îðìàëüíîé çà�ìåíû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âåðîÿò�íîñòè òóííåëüíîãî ý��åêòà â ïîñòîÿííîì ïîëå [21℄íà ïåðåìåííóþ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿñâåòîâîé âîëíû ñ ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì ýòîé âå�ðîÿòíîñòè ïî ïåðèîäó ïîëÿ. Â àäèàáàòè÷åñêîì ïðè�áëèæåíèè [19℄ çàìåíà ïåðåìåííîãî ïîëÿ íà ïîñòîÿí�íîå ïðîâîäèòñÿ íà áîëåå ðàííåé ñòàäèè � â ýëåêòðîí�íûõ âîëíîâûõ �óíêöèÿõ, ñ êîòîðûìè ìîæíî ïðî�1156



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 Èîíèçàöèÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà : : :âîäèòü âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí, â äàííîìñëó÷àå � ýëåêòðîííûõ ñïåêòðîâ. Â äàëüíåéøåì ýòèíàéäåííûå âåëè÷èíû óñðåäíÿþòñÿ ïî ïåðèîäó ïîëÿ.Ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî òî÷íîñòü ïîäîáíî�ãî ïîäõîäà äîëæíà áûòü íå õóæå, ÷åì òî÷íîñòü âû�÷èñëåíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè òóííåëüíîãî ý��åêòà[22℄. Äðóãèå âàðèàíòû àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæå�íèÿ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [23℄.Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèö(~ = e = m = 1).2. ÂÎËÍÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÍÅÏ�Å�ÛÂÍÎÌ ÑÏÅÊÒ�Å�àññìîòðèì ýëåêòðîí, äâèæóùèéñÿ â êóëîíîâ�ñêîì ïîòåíöèàëå, ñîçäàâàåìîì çàðÿäîì Z, è ëèíåé�íî ïîëÿðèçîâàííîì âäîëü îñè z ëàçåðíîì ïîëå íà�ïðÿæåííîñòüþ F (t). Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ýëåêòðîíà âäèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþØðåäèíãåðà:i ��t 	(r; t) = ��12r2 � Zr + zF (t)�	(r; t): (1)Ïîñòðîèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (1),ïðèãîäíîå äëÿ ñëó÷àÿ íèçêèõ ÷àñòîò ïîëÿ !. Îãðàíè�÷èìñÿ ñëó÷àåì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Âîñïîëüçóåì�ñÿ àäèàáàòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì, â ñîîòâåòñòâèèñ êîòîðûì äâèæåíèå ýëåêòðîíà ¾ïîäñòðàèâàåòñÿ¿ êèçìåíåíèþ ïîëÿ. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ïðåíåáðå�æåíèå èíåðöèîííûìè ñâîéñòâàìè ýëåêòðîíà ïðè åãîâçàèìîäåéñòâèè ñ ïîëåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè�÷åñêèì çàêîíîì èçìåíåíèÿ èìïóëüñà óñëîâèå ïðèìå�íèìîñòè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â íåïðåðûâ�íîì ñïåêòðå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá�ðàçîì: F! � pE; (2)ãäå F � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ïî�ëÿ, E � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíà.Óñëîâèå (2) óòî÷íÿåò óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè àäèàáà�òè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðèâåäåííîå â ðàáîòå [19℄:F=! � 1. Ñîîòíîøåíèå (2) àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâó�þùåìó óñëîâèþ, âïåðâûå ïðåäëîæåííîìó â ðàáî�òå [16℄.Àäèàáàòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) çàïèøåìñëåäóþùèì îáðàçîì:	(r; t) = �E(F; r)jF=F (t) exp(�iEt); (3)

ãäå �E(F; r) � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ïîëå F :��12r2 � Zr + zF��E(F; r) = E�E(F; r): (4)Êàê âèäíî, �óíêöèÿ (3) è ýíåðãèÿ E çàâèñÿò îòâðåìåíè ïàðàìåòðè÷åñêè, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûìïðèáëèæåíèåì äàííîé ðàáîòû.Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (4) óäîáíîðåøàòü â êâàäðàòè÷íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíà�òàõ �; �; ' [24℄, ñâÿçàííûõ ñ äåêàðòîâûìè ñëåäóþùè�ìè ñîîòíîøåíèÿìè:x = �� 
os'; y = �� sin'; z = 12 (�2 � �2): (5)Êîîðäèíàòû (5) ñâÿçàíû ñ òðàäèöèîííûìè ïàðàáî�ëè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (�; �) ïðîñòûìè ñîîòíîøå�íèÿìè: �2 = �, �2 = �. Êâàäðàòè÷íûå êîîðäèíàòûóäîáíû ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèí�ãåðà (4), òàê êàê îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿáîëåå êîìïàêòíîé [25℄. Îñíîâíûå ñâîéñòâà êâàäðà�òè÷íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñîáðàíû â Ïðè�ëîæåíèè A.Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (4)ðàçäåëÿþòñÿ,�E(F; r) = 1p2��� M(F; �)N(F; �) eim'; (6)ïðèâîäÿ ê äâóì îäíîìåðíûì óðàâíåíèÿì Øðåäèí�ãåðà:� d2d�2+1�4m24�2 +2E�2�F�4+Z1�M(F; �) = 0; (7)� d2d�2+1�4m24�2 +2E�2+F�4+Z2�N(F; �) = 0; (8)ñ êîíñòàíòàìè ðàçäåëåíèÿ Z1 è Z2, ñâÿçàííûìè ñî�îòíîøåíèåì Z1 + Z2 = 4Z:Óðàâíåíèå (7) îïèñûâàåò �èíèòíîå äâèæåíèå, èåãî ñîáñòâåííûå �óíêöèè õàðàêòåðèçóþòñÿ ïàðàáî�ëè÷åñêèì êâàíòîâûì ÷èñëîì n1. Óðàâíåíèå (8) îïè�ñûâàåò èí�èíèòíîå äâèæåíèå, è åãî ñîáñòâåííûå�óíêöèè ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ïîëíîé ýíåðãèåéE (ðèñ. 1). Òàêèì îáðàçîì, àäèàáàòè÷åñêîå ðåøåíèåâðåìåííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (1) ìîæíî çàïè�ñàòü â âèäå ïàðàáîëè÷åñêîé âîëíû:	En1m(r; t) == 1p2��� MEn1m(F; �)NEn1m(F; �)jF=F (t) �� exp[i(m'�Et)℄: (9)1157
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�èñ. 1. Ý��åêòèâíûå ïîòåíöèàëû äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà (7) (a) è (8) (á )Ïîäðîáíîå îïèñàíèå èñïîëüçîâàâøåãîñÿ àëãîðèò�ìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7), (8) ïðèâåäåíîâ Ïðèëîæåíèè B.3. ÀÌÏËÈÒÓÄÀ È ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÜÏ�ÎÖÅÑÑÀÂûáåðåì ëàçåðíûé èìïóëüñ â ñëåäóþùåì âèäå:F (t) = F0 
os2 � �t2T � 
os(!t��); jtj 6 T; (10)ãäå � � �àçà ñâåòîâîãî ïîëÿ, ñóùåñòâåííàÿ äëÿ êî�ðîòêèõ èìïóëüñîâ, T � øèðèíà èìïóëüñà íà ïîëî�âèíå âûñîòû.Äè��åðåíöèàëüíàÿ ïî ýíåðãèè âåðîÿòíîñòü ñâÿ�çàííî-ñâîáîäíîãî ïåðåõîäà ìåæäó íà÷àëüíûì jii èêîíå÷íûì jfi ñîñòîÿíèÿìè äàåòñÿ �îðìóëîédPfidE = ������ TZ�T Afi(t) dt������2 ; (11)ãäå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåä�ïîëàãàåòñÿ íîðìèðîâàííîé íà Æ-�óíêöèþ ïî øêàëåýíåðãèé. Àìïëèòóäà ïåðåõîäàAfi(t) = F (t)hf jzjii: (12)Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò èçâåñòíîé ðàáîòûÊåëäûøà [12℄, â êà÷åñòâå âîëíîâîé �óíêöèè êîíå÷�íîãî ñîñòîÿíèÿ çäåñü âûáèðàåòñÿ íå �óíêöèÿ �îð�äîíà �Âîëêîâà, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå ýëåêòðîíàâ ïîëå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, à àäèàáà�òè÷åñêèå �óíêöèè, ïåðåõîäÿùèå ïðè ! ! 0 â òî÷íîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþùåå äâè�æåíèå ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì è ïîñòîÿííîì ýëåê�òðè÷åñêèõ ïîëÿõ.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êâàä-ðàòè÷íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò ñëåäó�þùèé âèä:jii = jn1in2imi = Z exp[i(m'�E0t)℄p�n3�� �� fn1ijmj �rZn ! fn2ijmj �rZn ! : (13)Çäåñü n = n1i + n2i + jmj+ 1; (14)fn0m(x) = 1m!r (n0 +m)!n0! �� x(2m+1)=21F1(�n0;m+ 1;x2) exp��x22 � ;1F1 � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ,E0 = �Z2=2n2 � ýíåðãèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (9), (13) â (12) âûðàæåíèå äëÿàìïëèòóäû ïðîöåññà ïðèíèìàåò âèäA(m)E;n1in2i(n1) == TZ�T N (m)E;n1in2i(n1; t) exp[i(E �E0)t℄ dt; (15)ãäåN (m)E;n1in2i(n1; t) = ZFp2n3 [I4J0 � I0J4℄����F=F (t) ; (16)1158



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 Èîíèçàöèÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà : : :Ik = 1Z0 �kMEn1jmj(jF j; �) fn1ijmj �rZn! d�;âåëè÷èíà Jk îòëè÷àåòñÿ îò Ik çàìåíàìè � ! �,MEn1jmj ! NEn1jmj, n1i ! n2i. Èòàê, àìïëèòóäàèîíèçàöèè ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ åñòü �óðüå-îáðàç�óíêöèè (16) ïî âðåìåíè íà ÷àñòîòå E �E0:A(m)E;n1in2i(n1) = N (m)E;n1in2i(n1;
)���
=E�E0 : (17)Ñòðîãî ãîâîðÿ, âûðàæåíèå (16) ñïðàâåäëèâî òîëü�êî íà ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóïåðèîäàõ ëàçåðíîãî ïî�ëÿ. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè â (11) ïî îòðèöàòåëüíûìïîëóïåðèîäàì â ïðàâîé ÷àñòè (16) íåîáõîäèìî ïðî�âåñòè äîïîëíèòåëüíóþ çàìåíó n1i � n2i, ïîñêîëü�êó ïðè F < 0 êîîðäèíàòû � è � ìåíÿþòñÿ ðîëÿ�ìè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêöèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòàýëåêòðîíà íà íàïðàâëåíèå ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ñî�õðàíÿåòñÿ, è ïîýòîìó àìïëèòóäà (17) çàâèñèò îò mïàðàìåòðè÷åñêè. Çàìåòèì, ÷òî àäèàáàòè÷åñêîå ïðè�áëèæåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðèìåíèìî â òå ìîìåí�òû âðåìåíè, êîãäà ïîëå F (t) ìåíÿåò çíàê. Îäíàêîäàííîå îãðàíè÷åíèå ñóùåñòâåííî íå ñêàçûâàåòñÿ íàâåëè÷èíå àìïëèòóäû áëàãîäàðÿ îáùåìó ìíîæèòåëþF (t) â (12).Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (11), äè��åðåíöè�àëüíàÿ ïî ýíåðãèè âåðîÿòíîñòü èñïóñêàíèÿ ýëåêòðî�íà ñ ïàðàáîëè÷åñêèì êâàíòîâûì ÷èñëîì n1 ïîëó÷à�åòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò (17):ddE P (m)E;n1in2i(n1) = ���A(m)E;n1in2i(n1)���2 : (18)Ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî óãëàì ýíåðãåòè÷åñêîå ðàñ�ïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåìâåðîÿòíîñòåé (18) ïî âñåì çíà÷åíèÿì ïàðàáîëè÷åñêî�ãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n1:ddE P (m)E;n1in2i = 1Xn1=0 ���A(m)E;n1in2i(n1)���2 : (19)Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïàðàáîëè÷åñêèõêîîðäèíàò íå òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñâÿçàííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íóæíî ëèøü âûïîë�íèòü ñóììèðîâàíèå ïî âêëàäàì âñåõ ïàðàáîëè÷åñêèõïàðöèàëüíûõ âîëí.Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþãëàâíîãî ni è îðáèòàëüíîãî li êâàíòîâûõ ÷èñåë, â êà�÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ jii íóæíî âçÿòü ñîîò�

âåòñòâóþùóþ ñóïåðïîçèöèþ ñîñòîÿíèé (13) ñ ïàðà�áîëè÷åñêèìè ÷èñëàìè n1i, n2i (ñì., íàïðèìåð, [26℄):jii = jnilimi == Xn1i;n2i C limni�12 m+n1i�n2i2 ni�12 m+n2i�n1i2 �� jn1in2imi: (20)Èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ â (20) ïðîáåãàþò âñå öå�ëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèþ (14) è íå ïîçâîëÿþùèå êîý��èöèåíòó Êëåá�øà ��îðäàíà îáðàùàòüñÿ â íóëü òîæäåñòâåííî.4. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÂñå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàí�íîé ðàáîòå, îòíîñÿòñÿ ê çàâèñèìîñòè ïðîèíòåãðèðî�âàííîé ïî óãëàì âåðîÿòíîñòè èñïóñêàíèÿ ýëåêòðîíàîò åãî ýíåðãèè. Îòìåòèì âíà÷àëå, ÷òî ðàññìîòðåí�íîå íàìè àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå ïîçâîëÿ�åò ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [27�29℄,â êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû äëÿîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà. Èñïîëüçîâàâ�øèåñÿ â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ëàçåðíûå ïàðàìåòðûóäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ àäèàáàòè÷íîñòè (2) ëèøüäëÿ íèçêèõ ýíåðãèé. Ýíåðãåòè÷åñêèé æå ñïåêòðýëåêòðîíîâ ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðî�êèì. Îí çàìåòíî ñïàäàåò ëèøü ïðè çíà÷åíèÿõ ýíåð�ãèè, íàõîäÿùèõñÿ âíå óñëîâèÿ àäèàáàòè÷íîñòè (2).Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿèîíèçàöèè âîçáóæäåííûõ (2s, 2p, 3d ñ jmj = 2) ñî�ñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà ïðè ! = 0:056, F = 0:1,T = 2:5 �ñ. Ýëåêòðîííûå ñïåêòðû äëÿ èîíèçàöèèèç âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé îêàçûâàþòñÿ áîëåå óç�êèìè â ñðàâíåíèè ñ èîíèçàöèåé èç îñíîâíîãî ñîñòîÿ-íèÿ, âûõîä ýëåêòðîíîâ óìåíüøàåòñÿ íà íåñêîëüêîïîðÿäêîâ äëÿ ýíåðãèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþàäèàáàòè÷íîñòè (2). Êðîìå òîãî, äëÿ âîçáóæäåííûõñîñòîÿíèé ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ïîëå ñ ìàêñèìàëü�íîé íàïðÿæåííîñòüþ F = 0:1 ïðåâûøàåò ýíåðãèþñâÿçè ýëåêòðîíà â àòîìå, ïîýòîìó �îðìàëüíî ïðèâî�äèìûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ íàäáàðüåð�íîé èîíèçàöèè. Âîïðîñ îá èîíèçàöèè âîçáóæäåííûõñîñòîÿíèé àòîìà òàêæå íåîäíîêðàòíî ïîäíèìàëñÿ âëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [4, 30℄).�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, 3,ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ ïîíäåðî�ìîòîðíîé ýíåðãèè Up = F 20 =4!2.�åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â ñðàâíåíèè ñ àíàëî�ãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ â ìîäåëÿõ,ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ [13, 17℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ1159
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�èñ. 2. Ñïåêòðû ýëåêòðîíîâ ïðè èîíèçàöèè 2s-(a) è 2p-ñîñòîÿíèé (á ) àòîìà âîäîðîäà ñ m = 0.Ñïëîøíûå ëèíèè � äëÿ èìïóëüñà â �îðìå êî-ñèíóñà; øòðèõîâûå � â �îðìå ñèíóñà, øòðèõ-ïóíêòèðíûå � ðåçóëüòàòû êèíåòè÷åñêîé ìîäå-ëè (25), îñíîâàííîé íà äàííûõ [13℄, ïóíêòèð-íûå � ðåçóëüòàòû êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè, îñíîâàí-íîé íà äàííûõ [17℄. Ïàðàìåòðû èçëó÷åíèÿ (10):! = 0:056 àò. åä. (� =800 íì); ïèêîâàÿ èíòåí-ñèâíîñòü 3:45 � 1014 Âò/ñì2 (F0 = 0:1 àò. åä.),T = 2:5 �ñïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ñêîðîñòåéèîíèçàöèè àòîìà ìîíîõðîìàòè÷åñêèì ëèíåéíî ïîëÿ�ðèçîâàííûì èçëó÷åíèåì. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî âîç�íèêàåò çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà ïîãëîùåííûõ �îòîíîâ.Â îáåèõ ìîäåëÿõ âåëè÷èíà Wn ïîëó÷àëàñü ÷èñëåí�íûì èíòåãðèðîâàíèåì äè��åðåíöèàëüíîé ïî óãëàì
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0�èñ. 3. Ñïåêòðû ýëåêòðîíîâ ïðè èîíèçàöèè 2p-ñîñ-òîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà ñ jmj = 1 (a) è 3d-ñîñòîÿíèÿñ jmj = 2 (á ). Îáîçíà÷åíèÿ è ïàðàìåòðû òå æå, ÷òîíà ðèñ. 2ñêîðîñòè èîíèçàöèè:Wn = 2� �Z0 dWnd
 sin � d�:Âèä ïîñëåäíåé îïðåäåëÿåòñÿ èñïîëüçóåìîé ìîäåëüþ.Â ðàáîòå [13℄ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà âçÿ�òî èç ìîäåëè êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà, äëÿîïèñàíèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà áåðåòñÿâîëíîâàÿ �óíêöèÿ �îðäîíà �Âîëêîâà, à âû÷èñëåíèÿïðîâîäÿòñÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. �å�çóëüòàò äëÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿèìååò ñëåäóþùèé âèä:1160



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 Èîíèçàöèÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà : : :dWnd
 = pA24� ��!�2� 2� �� ��1 + �2� (2l + 1) (l � jmj)!(l + jmj)! �� ������P jmjl 0�s1 + p2 sin2 ��2 1A������2 �� ������ X�=1;2(�1)l+m (
� + is�)nq2�(�iS00�)�+1 �� exp[�i
�(� + zs�)℄������2 : (21)Çäåñü âåðõíèé èëè íèæíèé çíàê âûáèðàåòñÿ, ñîîò�âåòñòâåííî, äëÿ � = 1 èëè � = 2,s� = �� � ip8z(n� z)� �24z ;
� = �q1� s2�;S00� = 
�(� + 4zs�); z = F 24!3 ;p =s2�n! � F 24!2 �E0�; (22)
P � ïîëèíîì Ëåæàíäðà, � = F �p=!2, E0 � ýíåðãèÿñâÿçè ýëåêòðîíà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, l,m � ñîîò�âåòñòâåííî, åãî îðáèòàëüíîå è ìàãíèòíîå êâàíòîâûå÷èñëà. Ïîñòîÿííûå A, � è � = p2E0 îïðåäåëÿþòñÿâîëíîâîé �óíêöèåé íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ:�0(r) = Ar��1e��rYlm(�; '); (23)ïðè÷åì äëÿ êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà� = 0.Ïîñêîëüêó äëÿ íåéòðàëüíîãî àòîìà èëè ïîëîæè�òåëüíîãî èîíà �îðìóëà (23) ïðè � = 1 äàåò ïðà�âèëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîé �óíê�öèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàìåíàìè íîðìèðîâî÷íî�ãî ìíîæèòåëÿ A è ýíåðãèè ñâÿçè E0, â ðàáîòå [13℄áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî �îðìóëà (21)ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà è äëÿ îïèñàíèÿ èîíèçàöèîí�íûõ ýëåêòðîííûõ ñïåêòðîâ íåéòðàëüíûõ àòîìîâ, àíå òîëüêî îòðèöàòåëüíûõ èîíîâ. Îäíàêî ïðåíåáðå�æåíèå âëèÿíèåì êóëîíîâñêîãî ïîëÿ àòîìíîãî îñòàò�êà íà äâèæåíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà îçíà÷àåò ïðå�íåáðåæåíèå ïðîöåññàìè ïåðåðàññåÿíèÿ, ýêñïåðèìåí�òàëüíî íàáëþäàâøèìèñÿ â íåäàâíåé ðàáîòå [31℄, ÷òîâ ñëó÷àå ñèëüíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñ �îðìàëüíîé òî÷�êè çðåíèÿ íåäîïóñòèìûì.Â ðàáîòå [17℄ äëÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿýëåêòðîíà èñïîëüçîâàëàñü âîëíîâàÿ �óíêöèÿ �îðäî�

íà �Âîëêîâà ñ êóëîíîâñêîé ïîïðàâêîé. Ïðèâîäèì ðå�çóëüòàò äëÿ íàäáàðüåðíîé èîíèçàöèè s-ñîñòîÿíèÿ âî�äîðîäîïîäîáíîãî èîíà ñ çàðÿäîâûì ÷èñëîì Z è ãëàâ�íûì êâàíòîâûì ÷èñëîì np ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûìèçëó÷åíèåì:dWnd
 == p2!2ZD2�2(2F )4=3n2p Ai2 Z2=n2p + p2? + p2k
2=3(2F )2=3 ! : (24)Çäåñü D = � 4Z3Fn4p�np ;
 = !Z=Fnp � ïàðàìåòð Êåëäûøà, pk è p? � ñîîò�âåòñòâåííî, ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ (îòíîñèòåëüíîâåêòîðà ïîëÿðèçàöèè) ñîñòàâëÿþùèå èìïóëüñà,Ai��óíêöèÿ Ýéðè. Â ðàáîòå [17℄ îòñóòñòâóþò àíàëèòè�÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè èîíèçàöèè ñîñòîÿ�íèé ñ l > 0.Ïðè èîíèçàöèè âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìàâîäîðîäà ñêîðîñòè (21) è (24) îêàçûâàþòñÿ íàñòîëü�êî áîëüøèìè, ÷òî èõ óìíîæåíèå íà âðåìÿ ïîðÿäêàäëèòåëüíîñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñà ïðèâîäèò ê âåðî�ÿòíîñòè, ïðåâûøàþùåé 1. Ïîýòîìó ýòè âåëè÷èíû âäàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü èìåííî êàêñêîðîñòè ïåðåõîäîâ, à íå êàê âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîââ åäèíèöó âðåìåíè.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçóìíûõ ðåçóëüòàòîâ ñî ñêîðî�ñòÿìè (21) è (24) çàïèñûâàëèñü êèíåòè÷åñêèå óðàâ�íåíèÿ, êîòîðûå çàòåì ðåøàëèñü äëÿ èìïóëüñà ñîãèáàþùåé èç �îðìóëû (10) (ïðè ýòîì, ê ñîæàëå�íèþ, çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîé �àçû èìïóëüñà òå�ðÿëàñü):dC0dt = �NmaxXn0=1 Wn0C0; dCndt =WnC0; (25)C0(�T ) = 1; Cn(�T ) = 0; n = 1; : : : ; Nmax:Çäåñü Cn � âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè ñ ïîãëîùåíèåìn �îòîíîâ, C0 � íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ íåéòðàëü�íûõ àòîìîâ, Nmax � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîãëîùåí�íûõ �îòîíîâ, ó÷èòûâàåìîå ïðè âû÷èñëåíèÿõ.Ñèñòåìà (25) �îðìàëüíî ìîæåò áûòü ðàçðåøå�íà â êâàäðàòóðàõ, êîòîðûå, îäíàêî, íåïðèãîäíû äëÿ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ââèäó íåäîñòàòî÷íî ãëàäêîãîïîâåäåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé. Ïîýòîìó áî�ëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñàìèõ êè�íåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ê ñîæàëåíèþ, ýòà çàäà÷à áó�äåò ¾æåñòêîé¿ [32℄. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ðàçðàáîòàíûñïåöèàëüíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû [33℄.1161
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�èñ. 4. Âûõîä ýëåêòðîíîâ ïðè òóííåëüíîé èîíèçà-öèè 1s-ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà. Ñðàâíåíèå ðå-çóëüòàòîâ [29℄ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ñ ìîäåëüþ [13℄(ðîìáû) è êèíåòè÷åñêîé ìîäåëüþ (25), îñíîâàííîéíà [13℄ (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ïàðàìåòðû èç-ëó÷åíèÿ: ! = 0:074 (680 íì), T = 25 �ñ; ïèêîâàÿèíòåíñèâíîñòü 2 � 1014 Âò/ñì2 (F0 = 0:076)�åçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (25) ÿâëÿåòñÿ íà�áîð âåðîÿòíîñòåé èîíèçàöèè, ðàçëè÷àþùèõñÿ ÷èñ�ëîì ïîãëîùàåìûõ �îòîíîâ. Ýòè âåðîÿòíîñòè çàòåìèíòåðïîëèðîâàëèñü íà íåïðåðûâíûé ñïåêòð ýíåð�ãèé. Çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîäåðæàò íå áîëåå ñå�ìè âåðíûõ öè�ð, ÷òî îãðàíè÷èâàåò âåëè÷èíó Nmax,à âìåñòå ñ òåì è âåðõíþþ ãðàíèöó ýíåðãåòè÷åñêèõñïåêòðîâ ýëåêòðîíîâ.Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà íà ðèñ. 4äàåòñÿ ñðàâíåíèå ýëåêòðîííûõ ñïåêòðîâ ïðè èîíè�çàöèè àòîìà âîäîðîäà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïî�ëó÷åííûõ â ðàáîòå [29℄, ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííû�ìè â ìîäåëè [13℄ ïóòåì óìíîæåíèÿ ñêîðîñòè èîíèçà�öèè íà äëèòåëüíîñòü ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Êàê âèä�íî, ñïåêòð èç ðàáîòû [13℄ èìååò ñóùåñòâåííî áîëååêðóòîé íàêëîí â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè [29℄, ÷òî,ïî âñåé âèäèìîñòè, ñâÿçàíî ñ ïðåíåáðåæåíèåì ïðî�öåññàìè ïåðåðàññåÿíèÿ. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ [29℄ñ ìîäåëüþ [17℄ ïðîâåñòè íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðèâûáðàííûõ â ðàáîòå [29℄ ïàðàìåòðàõ èçëó÷åíèÿ ïà�ðàìåòð Êåëäûøà íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì.Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ãðà�èêîâ, â ýëåêòðîí�íûõ ñïåêòðàõ îòñóòñòâóþò îáëàñòè, èìåþùèå âèäïëàòî, â êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ îòíîñè�òåëüíî ñëàáî çàâèñèò îò ýíåðãèè. Ýòîò âûâîä ñîãëà�ñóåòñÿ ñ äàííûìè ðàáîòû [34℄, â êîòîðîé ýêñïåðèìåí�òàëüíî è òåîðåòè÷åñêè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ ðîñ�òîì èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ïîäîáíûåïëàòîîáðàçíûå îáëàñòè èñ÷åçàþò.

5. ÂÛÂÎÄÛÂ çàêëþ÷åíèå ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòà�òû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå.1. Â ðàìêàõ àäèàáàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîâåäåíûðàñ÷åòû ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ ýëåêòðîíîâ, îáðà�çóþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå èîíèçàöèè àòîìîâ âîäîðîäàèç âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé èíòåíñèâíûì ëàçåðíûìèìïóëüñîì.2. Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà àíàëè�òè÷åñêèõ �îðìóëàõ ðàáîòû [13℄, õîðîøî îïèñûâà�åò ñïåêòðû ýëåêòðîíîâ â íèçêîýíåðãåòè÷åñêîé îáëà�ñòè, îäíàêî, äëÿ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîé îáëàñòè ååðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ íàøèìè ðàñ÷åòàìè õóæå.Ýòîò �àêò íè â êîåé ìåðå íå îçíà÷àåò íåïðèìåíè�ìîñòü ìîäåëè [13℄ â îáùåì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó íàøèðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ î÷åíü êîðîòêîãî ëàçåðíî�ãî èìïóëüñà.3. Ýòî æå çàêëþ÷åíèå îòíîñèòñÿ è ê ìîäåëè,ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [17℄, äëÿ êîòîðîé ñðàâíåíèåñ íàøèìè ðàñ÷åòàìè îêàçàëîñü âîçìîæíûì òîëüêîäëÿ îäíîãî ñëó÷àÿ èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà èç2s-ñîñòîÿíèÿ.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòè Ì. Þ. Êó�÷èåâó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. �àáîòà âûïîëíÿ�ëàñü â ðàìêàõ âåäîìñòâåííîé íàó÷íîé ïðîãðàììû¾�àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû¿(øè�ð 15286) ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ(ãðàíò �05-02-16253), Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçè�äåíòà �Ô (ãðàíò ÌÊ-3551.2004.2), Àìåðèêàíñêî�ãî Ôîíäà ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàçâèòèÿ(ãðàíò VZ-010-0) è Áëàãîòâîðèòåëüíîãî Ôîíäà ¾Äè�íàñòèÿ¿. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÀÊâàäðàòè÷íûå ïàðàáîëè÷åñêèå êîîðäèíàòûÏðèâåäåì çäåñü âèä êîý��èöèåíòîâ Ëàìý (ñì.,íàïðèìåð, [24℄) äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõêîîðäèíàò (5):h� = h� =p�2 + �2; h' = ��: (A.1)Èñïîëüçóÿ èõ, ìîæíî ïîñòðîèòü âñå âåêòîðíûå äè���åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïðèìåíèìî ê äàííîé ñèñ-òåìå êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, ýëåìåíò îáúåìà èìååòâèä d3r = �� (�2 + �2) d� d� d': (A.2)1162



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 Èîíèçàöèÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà : : :Êîìïîíåíòû îïåðàòîðà r çàïèñûâàþòñÿ êàêr� = 1p�2 + �2 ���; r� = 1p�2 + �2 ��� ;r' = 1�� ��': (A.3)Íàêîíåö, îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïåðåìåííûõ (�; �; ')èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:r2 = 1�p�2 + �2 ���  �p�2 + �2 ���!++ 1�p�2 + �2 ���  �p�2 + �2 ���!++ 1�2�2 �2�'2 : (A.4)Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÎáùåå îïèñàíèå àëãîðèòìàÓðàâíåíèå (7) �îðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò îäíî�ìåðíîìó �èíèòíîìó äâèæåíèþ ñ ¾ýíåðãèåé¿ Z1=2(ðèñ. 1a). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ M(F; �) äàþòñÿâûðàæåíèÿìèM(F; �)j�!0 � �(2jmj+1)=2; (B.1)M(F; �)j�!1 � 1� exp��F 1=23 �3+ EF 1=2�� : (B.2)Ïóñòü ~� � ïðàâàÿ êëàññè÷åñêàÿ òî÷êà ïîâîðîòà.Óäîáíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿåò�ñÿ ïîøàãîâîå ðàçëîæåíèå M(F; �) â ñòåïåííûå ðÿ�äû [25℄. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå �óíêöèÿ M(F; �) ðàçëà�ãàëàñü â ñòåïåííîé ðÿä â îêðåñòíîñòè íóëÿ:M(F; �) = �(2jmj+1)=2 1Xp=0C0p�2p; (B.3)âïëîòü äî � = �1 = 1, à çàòåì � â ñòåïåííûå ðÿ�äû â îêðåñòíîñòÿõ îñòàëüíûõ òî÷åê �1 < �i 6 ~�,îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà øàã 0.5:M(F; �) = 1Xp=0Cip(�� �i)p; (B.4)ò. å. â êàæäîì èíòåðâàëå [�k; �k+1℄ èñïîëüçîâàëîñüñâîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè M(F; �). Ñïîñîá âû÷èñëå�íèÿ êîý��èöèåíòîâ Cip èçëîæåí íèæå. Ñóììèðîâà�íèå ðÿäîâ (B.3), (B.4) ïðåêðàùàëîñü, åñëè àáñîëþò�íûå çíà÷åíèÿ òðåõ ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ÷ëå�íîâ ðÿäà îêàçûâàëèñü ìåíüøå íàèáîëüøåãî â 1012

ðàç. Äàííûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [25℄, óäî�áåí òåì, ÷òî íå òðåáóåò ðàçáèåíèÿ ïðîìåæóòêà èí�òåãðèðîâàíèÿ íà áîëüøîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, ïðèâî�äÿ ê ñóùåñòâåííîìó óñêîðåíèþ ðàñ÷åòîâ. Îñöèëëÿ�öèè �óíêöèè M(F; �) òàêæå íå îêàçûâàþò çàìåòíî�ãî âëèÿíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà.Òåì íå ìåíåå ñ ðîñòîì ýíåðãèè â êëàññè÷åñêèíåäîñòóïíîé îáëàñòè (� > ~�) óêàçàííûé ìåòîä ïðè�âîäèò ê íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì èç-çà âëèÿíèÿ ýêñïî�íåíöèàëüíî ðàñòóùåãî ðåøåíèÿ (7), íàðóøàþùåãîãðàíè÷íîå óñëîâèå (B.2). Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäî�ñòàòêà âûïîëíÿëîñü ñòàíäàðòíîå ÷èñëåííîå èíòåãðè�ðîâàíèå óðàâíåíèÿ (7) â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîéîáëàñòè èç òî÷êè ��, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ1�� exp��F 1=23 ��3 + EF 1=2 ��� < 10�6;â òî÷êó ~�, ò. å. â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. �ðàíè÷�íîå óñëîâèå âûáèðàëîñü â ñîîòâåòñòâèè ñ (B.2).Êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ Z1 îïðåäåëÿëàñü èç óñëîâèÿñøèâàíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèèM(F; �) ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè ïîâîðîòà ~�:dd� ln jM(F; �)j�����=~��0 == dd� ln jM(F; �)j�����=~�+0 : (B.5)Ïàðàìåòð Z1 ïðèíèìàåò äèñêðåòíûé ðÿä çíà÷å�íèé, íóìåðóåìûõ ïàðàáîëè÷åñêèì êâàíòîâûì ÷èñ�ëîì n1 = 0; 1; : : : , êîòîðîå ðàâíî ÷èñëó íóëåé�óíêöèè M(F; �). Ïðè çàäàííîì n1 âåëè÷èíó Z1;n1óäîáíî èñêàòü, ðåøàÿ (B.5) îòíîñèòåëüíî Z1 â ìà�ëîé îêðåñòíîñòè åå êâàçèêëàññè÷åñêîãî çíà÷åíèÿZ(WKB)1;n1 (ñì. íèæå):Z(WKB)1;n1 ��Z 6 Z1n1 6 Z(WKB)1;n1 +�Z;�Z � 0:1[Z(WKB)1;n1+1 � Z(WKB)1;n1 ℄:Êàê ïðàâèëî, îòëè÷èå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ Z1n1 îò êâà�çèêëàññè÷åñêîãî íå áîëüøå 1%. Ýòî ðàçëè÷èå óìåíü�øàåòñÿ ñ ðîñòîì ýíåðãèè E. Ïðè çíà÷åíèÿõ E > 1âêëàä êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè â íàáëþäà�åìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà èîíèçàöèè íå ïðå�âûøàåò 0.5%. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâóþ �óíêöèþM(F; �) â îáëàñòè � > ~� ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîéíóëþ, à äëÿ êîíñòàíòû ðàçäåëåíèÿ Z1 îãðàíè÷èòüñÿòîëüêî êâàçèêëàññè÷åñêèìè �îðìóëàìè.Óðàâíåíèå (8) �îðìàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò (7) çà�ìåíàìè F ! �F; Z1 ! Z2 = 4Z � Z1: (B.6)1163



Á. À. Çîí, À. Ñ. Êîðíåâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005Ïðè E > 0 îíî ñîîòâåòñòâóåò îäíîìåðíîìó èí�è�íèòíîìó äâèæåíèþ ñ ¾ýíåðãèåé¿ Z2=2 (ñì. ðèñ. 1á ).Òàêèì îáðàçîì, ïðè äâèæåíèè â íàïðàâëåíèè � ýëåê�òðîí ïðîõîäèò íàä áàðüåðîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~� çíà�÷åíèå êîîðäèíàòû, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñè�ìóì ýòîãî áàðüåðà:~�2 = 13 �V � a� a2V � ;ãäå V = 121=3 hpb(4a3 + b)� 2a3 � bi1=3 ;a = EF ; b = 278F (4m2 � 1):Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (8) â äèàïà�çîíå 0 6 � 6 ~� ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåí (B.6) ïîâòîðÿ�åò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîöåäóðó äëÿ óðàâíåíèÿ (7).Îäíàêî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè � ! 1 áóäåò îòëè�÷àòüñÿ îò (B.2), à èìåííî:N(F; �)j�!1 �� A� sin�F 1=23 �3 + EF 1=2 � + �0� ; (B.7)ãäå A � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, �0 � âû÷èñëÿå�ìàÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè �àçà.Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (8)àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (B.7) îêàçûâàåòñÿïðàêòè÷åñêè íåäîñòèæèìûì, òàê êàê ñòàíîâèòñÿñïðàâåäëèâûì ëèøü ïðè � � 1000. Ïðîáëåìà âû÷èñ�ëåíèÿ �àçû �0 ðåøàëàñü èñïîëüçîâàíèåì óëó÷øåí�íîãî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ �óíê�öèè N(F; �) (ñì. íèæå):NWKB(F; �) == DpX(�) sin24 �Z X(�0) d�0 + �35 ; (B.8)X2(�) = k2(�) � 14k2(�) d2d�2 k2(�) ++ 516k4(�) � dd� k2(�)�2 ; (B.9)k2(�) = 1� 4m24�2 + 2E�2 + F�4 + Z2: (B.10)Çäåñü � � ïîñòîÿííàÿ �àçà, îïðåäåëÿåìàÿ íèæíèìïðåäåëîì �àçîâîãî èíòåãðàëà, âåëè÷èíà k2(�) èìååò

ñìûñë êâàäðàòà êëàññè÷åñêîãî èìïóëüñà. Ìîæíî ïî�êàçàòü, ÷òî ïðè � ! 1 èç âûðàæåíèé (B.8)�(B.10)ñëåäóåò �îðìóëà (B.7). Â îáëàñòè � > ~� ÷èñëåííîåèíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (8) ïðîäîëæàëîñü ñ ïåðå�ìåííûì øàãîì��i � �i � �i�1 = �X(�i�1) ;ïîçâîëÿþùèì èçáåæàòü áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îñöèë�ëÿöèé íà êàæäîì øàãå. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿa1 = N(F; �i�1)pX(�i�1);a2 = N(F; �i)pX(�i);� = �iZ�i�1 X(�) d�;ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîíñòàíòû D â �óíê�öèè (B.8):D2 = (a21 + a22 � 2a1a2 
os�): (B.11)×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (8) ïðîâî�äèëîñü äî òåõ ïîð, ïîêà çíà÷åíèÿ D íà êàæäîì ïî�ñëåäóþùåì øàãå ïåðåñòàâàëè ðàçëè÷àòüñÿ ïî âåëè�÷èíå â ïðåäåëàõ 10�6�10�7. Çíà÷åíèå � = ��, ïðè êî�òîðîì èíòåãðèðîâàíèå ïðåêðàùàëîñü, ïî âåëè÷èíåñîïîñòàâèìî ñ ��. Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîå âûâå�äåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) íà òðåáóå�ìûé àñèìïòîòè÷åñêèé âèä (B.7) îñóùåñòâëÿëîñü ïî�ñðåäñòâîì êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (B.8).Êîíñòàíòà D â (B.8) ñâÿçàíà ñ êîíñòàíòîé A â (B.7)ñîîòíîøåíèåì: D = AF 1=4.Ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà (6) óäîáíî íîð�ìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:Z ��E0n01m0(F; r)�En1m(F; r) d3r == Æm0mÆn01n1Æ(E0 �E): (B.12)Âîçìîæíîñòü íîðìèðîâêè íà Æ-�óíêöèþ ¾ïîøêàëå ýíåðãèé¿ îáåñïå÷èâàåòñÿ èí�èíèòíûì äâè�æåíèåì â íàïðàâëåíèè �. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîéâêëàä â èíòåãðàë ïî � âíîñèò îáëàñòü � � 1 è óñëî�âèå (B.12) óïðîùàåòñÿ:1Z0 M�En01m(F; �)MEn1m(F; �) d� = Æn01n1 ; (B.13)1Z0 �2N�E0n1m(F; �)NEn1m(F; �) d� == Æ(E0 �E): (B.14)1164



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 Èîíèçàöèÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà : : :Âûáîð íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû �óíêöèèN(F; �) â ñîîòâåòñòâèè ñ (B.14) îñóùåñòâëÿåòñÿïî åå àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ. Ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ � �óíêöèÿ N(F; �) ìîæåò áûòü âûðà�æåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óõîäÿùåé Noutè ïðèõîäÿùåé Nin ïàðàáîëè÷åñêèõ âîëí. Íîðìè�ðîâêà íà Æ-�óíêöèþ ïî øêàëå ýíåðãèé â àòîìíûõåäèíèöàõ ýêâèâàëåíòíà íîðìèðîâêå íà âåëè÷èíóïîòîêà â óõîäÿùåé âîëíå Iout = 1=2� [35℄. Ïðèóñëîâèè (B.13) äàííîå óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíîòðåáîâàíèþ D =p2=�.Ïðè � > �� ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ êâàçèêëàññè÷å�ñêèì âèäîì âîëíîâîé �óíêöèè (B.8). Åå óäîáíûéäëÿ âû÷èñëåíèé âèä ïðèâîäèòñÿ íèæå.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ CÂû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ â ðàçëîæåíèÿõ�óíêöèè M(F;�)Ïîäñòàíîâêà (B.3), (B.4) â (7) ïðèâîäèò ê ñëåäó�þùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ êîý��èöè�åíòîâ Cin:C0n = �Z1C0;n�1 + 2EC0;n�2 � FC0;n�34n(n+m) ; (C.1)Cin = � 1n(n� 1)�2i �2(n� 1)(n� 2)�i Ci;n�1 ++�(n� 2)(n� 3) + 14 �m2 + Z1�2i + 2E�4i � F�6i ��� Ci;n�2 ++ 2(Z1�i + 4E�3i � 3F�5i )Ci;n�3 ++ (Z1 + 12E�2i � 15F�4i )Ci;n�4 ++ 4(2E�i � 5F�3i )Ci;n�5 + (2E � 15F�2i )Ci;n�6 ��6F�i Ci;n�7 � FCi;n�8� : (C.2)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (B.1) íåîá�õîäèìî ïîëîæèòüC0;�1 = C0;�2 = C0;�3 = 0;à êîíñòàíòó C0 0 âûáðàòü ñ íåíóëåâûì íà÷àëüíûìçíà÷åíèåì. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ Cin (i > 0) âû÷èñ�ëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ñøèâàíèÿ ðÿäîâ (B.3), (B.4) íàãðàíèöàõ îáëàñòåé èõ îïðåäåëåíèÿ. Ñøèâàíèå ñîñòî�èò â ïðèðàâíèâàíèè �óíêöèé è èõ ïåðâûõ äâóõ ïðî�èçâîäíûõ ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíè÷íîé òî÷êè �i. Âòî�ðûå ïðîèçâîäíûå ïðèðàâíèâàþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáûîäíîìåðíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà (7) âûïîëíÿëîñü

â ñàìîé ãðàíè÷íîé òî÷êå �i. Ïðèâåäåì çäåñü îêîí÷à�òåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè i = 1C1 0 = �(2jmj+1)=21 1Xn=0C0n�2n1 ;C1 1 = �(2jmj+1)=21 1Xn=0 �2n+ jmj+ 12�C0n�2n�11 ;C1 2 = 12 �(2jmj+1)=21 1Xn=0 �(2n+ jmj)2 � 14�C0n�2n�21 ;C1;�1 = : : : = C1;�5 = 0:Ïðè i > 1 Ci;0 = 1Xn=0Ci�1;n(��i)n;Ci;1 = 1Xn=1nCi�1;n(��i)n;Ci;2 = 12 1Xn=2n(n� 1)Ci�1;n(��i)n;Ci;�1 = : : : = Ci;�5 = 0:Çäåñü ��i = �i � �i�1.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ DÊâàçèêëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ êîíñòàíòûðàçäåëåíèÿÄëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòû ðàçäåëåíèÿ Z1 ïðèE > 0 â ðàáîòå [36℄ áûëà ïîëó÷åíà êâàçèêëàññè÷å�ñêàÿ �îðìóëà. Ïðèâåäåì åå çäåñü ïðèìåíèòåëüíî êêâàäðàòè÷íûì ïàðàáîëè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå k = p2E. Ïðèk3 < 3� �n1 + 12(jmj+ 1)�Fèìååì Z(WKB)1;n1 = t(t� 1)2 k4F ;ãäå ïàðàìåòð t > 1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿt(t� 1)3=2 2F1��12 ; 12; 2;�t� == 4 �n1 + 12(jmj+ 1)� Fk3 ; n1 = 0; 1; : : :Ïðè k3 > 3� �n1 + 12(jmj+ 1)�F1165



Á. À. Çîí, À. Ñ. Êîðíåâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005èìååì Z(WKB)1;n1 = � t(t+ 1)2 k4F ;(t� 1)2(t+ 1)3=2 2F1�12 ; 32; 3; 1� t� == 16 �n1 + 12(jmj+ 1)� Fk3 :Ñïåêòð Z1 îãðàíè÷åí ñíèçó: Z1 > �E2=F .Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ EÓëó÷øåííîå êâàçèêëàññè÷åñêîåïðèáëèæåíèå�åøåíèå óðàâíåíèÿd2Nd�2 +W (�)N(�) = 0; (E.1)ãäå W (�) > 0, â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèèèùåòñÿ â âèäåN(�) = DpX(�) sin24 �Z X(�0) d�0 + �35 : (E.2)Ïîäñòàíîâêà (E.2) â (E.1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùå�ìó íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ äëÿ íåèçâåñòíîé �óíê�öèè X(�):X2(�) + 12X d2Xd�2 + 34X2 �dXd� �2 +W = 0: (E.3)Åñëè �óíêöèÿ X(�) èçìåíÿåòñÿ ìåäëåííî, âñåñëàãàåìûå (E.3), ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå, äàþò ìà�ëûé âêëàä. Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííûììåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (E.3), âçÿâ â êà÷åñòâåíóëåâîé èòåðàöèè X = pW . Êàê èçâåñòíî, ýòîé íó�ëåâîé èòåðàöèåé îãðàíè÷èâàåòñÿ òðàäèöèîííîå êâà�çèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïåðâîéèòåðàöèè, ò. å. ïîñëå ïîäñòàíîâêè X = pW â ïðîèç�âîäíûå (E.3), èìååìX2(�) = W � 14W d2Wd�2 + 516W 2 �dWd� �2 : (E.4)Êàê ïðàâèëî, âûðàæåíèå (E.3) ïîçâîëÿåò âîñïðî�èçâåñòè äî 8 çíà÷àùèõ öè�ð, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëü�òàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (E.1). Âòîðàÿèòåðàöèÿ îáåñïå÷èâàåò äî 14 âåðíûõ öè�ð, íî ïðèýòîì �îðìóëà äëÿ X(�) îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîéîòíîñèòåëüíî âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ W (�). Ïî�ëàãàÿ â (E.4) W (�) = k2(�), ïðèõîäèì ê (B.8).

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ FÂû÷èñëåíèå óõîäÿùåãî ïîòîêàÂ êâàäðàòè÷íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõïîòîê I ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S, çàäàííóþ óðàâíåíèåì� = 
onst, äàåòñÿ èíòåãðàëîìI = ZZS dS� � j;dS� = ��p�2 + �2 d� d' e� ; (F.1)ãäå e� � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè �. Êàêèçâåñòíî, ïëîòíîñòü òîêà j â ñîñòîÿíèè ñ âîëíîâîé�óíêöèåé 	 åñòüj = 12i(	�r	�	r	�): (F.2)Êîìïîíåíòû r â êâàäðàòè÷íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ êî�îðäèíàòàõ äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (A.3).Â ñîñòîÿíèè (6) ñ àñèìïòîòèêîé (B.7) óõîäÿùàÿêîìïîíåíòà èìååò âèäNout(F; �) = A2i 1� �� exp� i3pF �3 + iEpF � + i�0� : (F.3)Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (F.2) è (F.1), ïîëó÷àåìIout = A24 pF 1Z0 M2(�) d�: (F.4)Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ GÂû÷èñëåíèå �àçîâîãî èíòåãðàëàÂ êà÷åñòâå íèæíåãî ïðåäåëà â �àçîâîì èíòåãðà�ëå �óíêöèè (B.8) äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì ��.Òîãäà �0 = ar
sin"N(F; ��)r�X(��)2 # ;ãäå N(F; �) � íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (8).Àíàëèòè÷åñêè âûäåëèì â �àçîâîì èíòåãðàëå ðàñ�òóùèå ñëàãàåìûå. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ïîäûíòå�ãðàëüíóþ �óíêöèþ â âèäåX(�) =p2E�2 + F�4 +�(�);ãäå �(�) = 1� 4m24�2 + Z2 � q00(�)4q(�) + 5(q0(�))216q2(�) ;1166
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