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�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈÅÊÂÀÇÈ×ÀÏËÛ�ÈÍÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÂ. Ï. Âëàñîâ *Èíñòèòóò ÿäåðíîãî ñèíòåçà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 3 àâãóñòà 2005 ã.Äàíî ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå êâàçè÷àïëûãèíñêèõ (êâàçèãàçîâûõ) óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþíåóñòîé÷èâûõ ñðåä ñ îòðèöàòåëüíîé ñæèìàåìîñòüþ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñðåä, äèíàìèêà êîòîðûõ îïè-ñûâàåòñÿ ïðåäëîæåííûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòèõíåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.PACS: 05.45.-a, 47.75.+f1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåëèíåéíàÿ ýâîëþöèÿ ìíîãèõ íåóñòîé÷èâûõñðåä îïèñûâàåòñÿ â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèèêâàçè÷àïëûãèíñêèìè óðàâíåíèÿìè (Ê×Ó):dvdt = 20mr�1=m� ; ddt = ��t + (vr); (1:1)d��dt + ��(rv) = 0; (1:2)ãäå �� � ý��åêòèâíàÿ ïëîòíîñòü (áåçðàçìåðíàÿ âå�ëè÷èíà), v � ñêîðîñòü, 0 � ñêîðîñòü ¾çâóêà¿, m �ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé àçèìóòàëüíûì ÷èñëîì. Óðàâ�íåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé èäåàëüíîãî ãàçàëèøü íàëè÷èåì îòðèöàòåëüíîé ñæèìàåìîñòè. Íî ýòîîòëè÷èå ñóùåñòâåííî � âìåñòî áåãóùèõ âîëí, ñâîé�ñòâåííûõ îáû÷íûì ãàçàì, òèïè÷íûìè ñòàíîâÿòñÿñòîÿ÷èå íàðàñòàþùèå âî âðåìåíè âîçìóùåíèÿ. Òà�êèå íåóñòîé÷èâîñòè âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå äîñòà�òî÷íî ÷àñòî: òàê, â ðàáîòàõ [1; 2℄ ïðèâåäåíî îêîëî50 ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðîâ, òàì æå èçëîæåíà îá�ùàÿ òåîðèÿ Ê×Ó; äàëüíåéøåå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó�÷åíèå ñâîéñòâ ñèñòåìû Ê×Ó ïðîâåäåíî â [3℄. Ñðå�äû, ýâîëþöèÿ êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ êâàçè÷àïëûãèí�ñêèìè óðàâíåíèÿìè, ïðèíÿòî íàçûâàòü êâàçè÷àïëû�ãèíñêèìè èëè êâàçèãàçîâûìè. Íàëè÷èå ó íåëèíåé�íûõ óðàâíåíèé (1.1), (1.2) àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé(êàê äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, òàê è äëÿ äâóìåðíî�ãî, íî ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ) ÿâëÿåòñÿ èõ áîëüøèì*E-mail: vlasov�nfi.kiae.ru

äîñòîèíñòâîì. Ïîýòîìó îáîáùåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé,äëÿ êîòîðûõ èìåëèñü áû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ,ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êàê äëÿ îïèñàíèÿ êîíêðåò�íûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàê è äëÿ òåñòèðîâàíèÿ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîõîæèõ íåëèíåéíûõóðàâíåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ çà�äà÷, â êîòîðûõ îïðåäåëÿþùèìè îêàçûâàþòñÿ ìåë�êîìàñøòàáíûå âîçìóùåíèÿ, íàðàñòàþùèå íàèáîëååáûñòðî.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîå îáîá�ùåíèå Ê×Ó (1.1) è (1.2) è ïîêàçûâàåòñÿ åãî ñâÿçü ñðÿäîì �èçè÷åñêèõ çàäà÷. Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä� ��� + u ��z� y = m�u ��� +  ��z� 202 �1=m� ; (1:3)� ��� + u ��z� ln �� = ��u ��� +  ��z� y: (1:4)Â íèõ âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà � = t,  � ñêîðîñòüñâåòà,  = (1� v2=2)�1=2 = h y� ïàðàìåòð Ëîðåíöà, z � êîîðäèíàòà, u = v= == sh y � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ÷åòû�ðåõìåðíîé ñêîðîñòè, ñìûñë îñòàëüíûõ îáîçíà÷å�íèé îñòàëñÿ ïðåæíèì. Óðàâíåíèÿ (1.3) è (1.4) áó�äåì íàçûâàòü ðåëÿòèâèñòñêèìè êâàçè÷àïëûãèíñêè�ìè óðàâíåíèÿìè (�Ê×Ó), òàê êàê â íåðåëÿòèâèñò�ñêîì ïðåäåëå (v=! 0) îíè ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåí�íî â îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.2). Â ýòîì1314



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 �åëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå êâàçè÷àïëûãèíñêèõ óðàâíåíèéîáîáùåíèè ìû èñõîäèëè èç ðàíåå ïîëó÷åííûõ â ðà�áîòå [4℄ óðàâíåíèé (1.3) è (1.4) äëÿ ñëó÷àÿ m = �1,îïèñûâàþùèõ â ïðèáëèæåíèè ¾óçêîãî êàíàëà¿ äèíà�ìèêó ïëàçìû â ðåëÿòèâèñòñêîì ñêèíèðîâàííîì òî�êîâîì ïèí÷å áåç ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðèýòîì ïëàçìà ñ÷èòàëàñü íåðåëÿòèâèñòñêîé â ñîáñòâåí�íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, è äëÿ åå îïèñàíèÿ èñïîëüçî�âàëîñü îáû÷íîå óðàâíåíèå àäèàáàòû ñ ïîêàçàòåëåì5/3. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ óðàâíåíèé (äëÿm = �1)â ðàáîòàõ [4; 5℄ àíàëèòè÷åñêè áûë âû÷èñëåí ýíåðãå�òè÷åñêèé ñïåêòð óñêîðÿåìûõ â ïèí÷å ÷àñòèö ïðèðàçâèòèè íà íåì ïåðåòÿæåê. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòîòñïåêòð õîðîøî îïèñûâàåò ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ãà�ëàêòè÷åñêèõ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé âî âñåì äèàïàçîíåíàáëþäàåìûõ ýíåðãèé, ÷òî ïîçâîëèëî âûñêàçàòü ãè�ïîòåçó î ãåíåðàöèè ãàëàêòè÷åñêèõ êîñìè÷åñêèõ ëó�÷åé â êîñìè÷åñêèõ òîêîâûõ ïèí÷àõ.Óðàâíåíèÿ (1.3) è (1.4) ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèéäâèæåíèÿ è íåïðåðûâíîñòè ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðî�äèíàìèêè [6℄:wuk �ui�xk = �p�xi � uiuk �p�xk ; (1:5)�(nui)�xi = 0; (1:6)ãäå w = e + p � ýíòàëüïèÿ, e = �2, �, p, n � ïëîò�íîñòü ìàññû, äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö âñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, xk , uk, uk � 4-âåê�òîðû êîîðäèíàò è ñêîðîñòè: uk = (; v=). Òðè ïðî�ñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ (1.5) ïðåä�ñòàâëÿþò ñîáîé ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå óðàâíå�íèÿ Ýéëåðà, âðåìåííàÿ æå êîìïîíåíòà åñòü ñëåä�ñòâèå ïåðâûõ òðåõ (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê�òîðà ñêîðîñòè íà âåêòîðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ(i = 1; 2; 3) äàåò óðàâíåíèå (1.5) äëÿ i = 0). Óðàâ�íåíèå (1.6) åñòü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé (1.3), (1.4) èç óðàâíå�íèé (1.5) è (1.6) ïîëîæèì äëÿ êâàçè÷àïëûãèíñêèõñðåä e = ��2; p = � 20m1 +m�1+1=m� (1:7)äëÿ m 6= �1 è p = �20 ln �� äëÿ m = �1. Ïðèâå�äåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ¾äàâëåíèÿ¿ p ïîëó÷àþòñÿèç óðàâíåíèÿ (1.1), åñëè óìíîæèòü åãî íà �� è çàïè�ñàòü åãî ïðàâóþ ÷àñòü â îáû÷íîì âèäå: �rp. Îòìå�òèì, ÷òî â �îðìóëàõ (1.7) âåëè÷èíû e è p èìåþò ðàç�ìåðíîñòü êâàäðàòà ñêîðîñòè. Äàëåå áóäåì ïðåíåáðå�ãàòü äàâëåíèåì â �îðìóëå äëÿ ýíòàëüïèè, ïîëàãàÿw � ��2. Ïîäñòàâëÿÿ (1.7) â (1.5), ïîëó÷àåì ðåëÿòè�âèñòñêîå êâàçè÷àïëûãèíñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ: ddt (v) = �rpef � � �2 v ddt pef ; (1:8)

ãäå pef = �20m�1=m� . Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî óðàâ�íåíèå èìååò âèä óðàâíåíèÿ (1.3).Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè(1.6). Çàìåíà â íåì n íà �� ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ(1.4). Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòà çàìå�íà àâòîìàòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ¾ý��åêòèâíàÿ¿ïëîòíîñòü �� â (1.6) îòíîñèòñÿ ê ñîáñòâåííîé ñèñòå�ìå êîîðäèíàò, ò. å. ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà îíàïðåîáðàçóåòñÿ êàê îáû÷íàÿ ïëîòíîñòü.Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâî îáîáùåíèè êâàçè÷àïëûãèíñêèõ óðàâíåíèé íà ñëó�÷àé ñèëüíûõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, ò. å. î âèäåÊ×Ó â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Â ñèëó òîãî÷òî �Ê×Ó ïîëó÷åíû èç óðàâíåíèé ðåëÿòèâèñòñêîéãèäðîäèíàìèêè (1.5) è (1.6), îáñóæäàåìîå îáîáùå�íèå Ê×Ó äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïî òîé æå ñõåìå, ïîêîòîðîé îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåëÿòèâèñòñêîé ãèä�ðîäèíàìèêå. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò â óðàâíåíèÿõ (1.5),(1.6) çàìåíèòü îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå êîâàðèàíòíû�ìè (ñì. [6℄), à çàòåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ (1.7).2. ÑÂÅÄÅÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ(1.3), (1.4) Ê ËÈÍÅÉÍÛÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÌÄëÿ ðåøåíèÿ ¾îäíîìåðíûõ¿ �Ê×Ó âîñïîëüçó�åìñÿ ìåòîäîì ãîäîãðà�à. Ñëåäóÿ åìó, ïåðåéäåì êîáðàòíûì �óíêöèÿì z = z(x; y) è � = �(x; y), â êî�òîðûõ ïåðåìåííàÿ x = (0=)2�1=m� . Äè��åðåíöèðóÿèõ ïî � è z, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ:�y�� = 1J �z�x; �x�� = � 1J �z�y ;�y�z = � 1J ���x; �x�z = 1J ���y ; (2.1)ãäå J = ���y �z�x � ���x �z�y� ÿêîáèàí ïåðåõîäà. Ïîäñòàâëÿÿ (2.1) â �Ê×Ó (1.3)è (1.4), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ �z�x � u���x = m��u�z�y +  ���y� ; �z�y � u���y = xm �u�z�x �  ���x� : (2.2)Äàëåå ââîäèì êîîðäèíàòó z0 è âðåìÿ � 0 = t0 ñîáû�òèÿ â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (â êîòîðîé ðàñ�ñìàòðèâàåìûé ýëåìåíò îáúåìà ïîêîèòñÿ). Îíè ñâÿ�çàíû ñ êîîðäèíàòîé z è âðåìåíåì � òîãî æå ñîáûòèÿâ ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèåìËîðåíöà: z0 = z � u�; � 0 = � � uz: (2:3)1315 13*



Â. Ï. Âëàñîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005Äè��åðåíöèðóÿ �óíêöèè z0(x; y) è � 0(x; y) ïî ïåðå�ìåííûì x è y, ïîëó÷àåì, ó÷èòûâàÿ (2.2), âûðàæåíèÿ�z0�y = ��� 0+ xm �� 0�x � ; �z0�x = m�z0+�� 0�y � ; (2:4)èç êîòîðûõ ñëåäóåò óðàâíåíèåx�2� 0�x2 +(1+m�xm)�� 0�x +m2��2� 0�y2 � � 0� = 0: (2:5)Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ýòî óðàâíåíèå â íåðåëÿòèâèñò�ñêîì ïðèáëèæåíèè (v=! 0), â êîòîðîì y � "�, ãäå� = v=0, " = 0=� 1. Ïåðåõîäèì â óðàâíåíèè (2.5)ê ïåðåìåííûì � è r = x1=2=" = �1=2m� . Óñòðåìëÿÿ" ! 0, ïîëó÷èì äëÿ �óíêöèè �(x; y), â êîòîðóþ ïå�ðåõîäèò � 0 â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè, óðàâ�íåíèå Äàðáó:�2��r2 + (1 + 2m)r ���r + 4m2 �2���2 = 0: (2:6)Ýòî óðàâíåíèå äëÿ m = �1=2 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûìóðàâíåíèåì Ëàïëàñà, à äëÿ èíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò�ðà m óðàâíåíèå (2.6), êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [1℄, ñâî�äèòñÿ ê òðåõìåðíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Èç ìíî�æåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â äàëüíåéøåìíàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ëèøü ðåøåíèÿ, îïèñûâàþ�ùèå âîçìóùåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ñðåä, èñ÷åçàþùèå âïðåäåëå t! �1. Â îáùåé òåîðèè Ê×Ó òàêèå âîçìó�ùåíèÿ è ðåøåíèÿ íàçâàíû ñïîíòàííûìè. Èõ ýâîëþ�öèÿ ïðîòåêàåò ïëàâíî � áåç îïðîêèäûâàíèÿ èëè îá�îñòðåíèÿ ïðî�èëåé, òèïè÷íûõ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñ-òåì áåç äèññèïàöèè.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïîíòàííûõ ðåøåíèé â ðàáî�òàõ [1; 2℄ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà àíà�ëîãèè ñ çàäà÷àìè ýëåêòðîñòàòèêè. Ïî ýòîé àíàëî�ãèè �óíêöèÿ �(r; �) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåêòðî�ñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë, à íåâîçìóùåííîìó ñîñòîÿ�íèþ ñèñòåìû (�� = 1, v = 0) ñîîòâåòñòâóåò òî÷�êà r0 = 1, �0 = 0 â ïðîñòðàíñòâå r, �. ×òîáû âýòîé òî÷êå ¾ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé¿ ïîòåíöèàë �(r; �)èìåë íóæíóþ îñîáåííîñòü � ! �1, íàäî â íåå ïîìå�ñòèòü ¾ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû¿. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòîñâîäèòñÿ ê çàìåíå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.6)íóëÿ íà ïëîòíîñòü ýòèõ çàðÿäîâ, ò. å. ê ïåðåõîäó îòóðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà.Ýòó æå çàìåíó ñëåäóåò ñäåëàòü è äëÿ îáùåãîóðàâíåíèÿ (2.5), ïåðåïèñàâ åãî â âèäåx�2� 0�x2 + (1 +m� xm)�� 0�x ++m2��2� 0�y2 � � 0� = �(x; y); (2.7)

ãäå �(x; y) � ïëîòíîñòü ¾çàðÿäîâ¿, ñîñðåäîòî÷åííûõâ òî÷êå x0 = "2, y0 = 0, îòâå÷àþùåé íåâîçìóùåííî�ìó ñîñòîÿíèþ ñðåäû: �� = 1, v = 0. Òîãäà ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (2.7) áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñïîíòàííûìè ðåøå�íèÿìè �Ê×Ó.3. ÔÓÍÊÖÈß ��ÈÍÀ �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÕÊÂÀÇÈ×ÀÏËÛ�ÈÍÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÏðåæäå ÷åì âûïèñàòü �óíêöèþ �ðèíà óðàâíå�íèÿ (2.7), ïðèâåäåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ (2.5). Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ àçèìóòàëüíûõ÷èñåë m > 0 îíè èìåþò âèä� 0(x; y) = Lmn (xm) exp(�jyjqn);qn =r1 + nm ; (3.1)ãäå Lmn (xm) � ïîëèíîìû Ëàãåððà. Äëÿ îòðèöàòåëü�íûõ àçèìóòàëüíûõ ÷èñåë m < 0 ÷àñòíûå ðåøåíèÿíåñêîëüêî èíûå:� 0(x; y) = h(x)Ljmjn (xjmj) exp(�jyjqn);h(x) = xjmj exp(�xjmj); qn =s1 + 1 + njmj : (3.2)Ôóíêöèþ �ðèíà G óðàâíåíèÿ (2.7) (� == Æ(x�x0)Æ(y�y0)) èùåì â âèäå ðÿäà ïî ïîëèíîìàìËàãåððà, êîòîðûå îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó �óíê�öèé. Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ äåéñòâèé ïîëó÷àåìäëÿ G âûðàæåíèå, ïðèìåíèìîå êàê äëÿ m > 0, òàêè äëÿ m < 0; îíî èìååò âèäG(�; y; �0; y0) = B(�; �0)�� 1Xn=0 n!Ljmjn (�)Ljmjn (�0)qn�(n+ jmj+ 1) exp(�jy � y0jqn); (3.3)ãäå � = xjmj = "2r2jmj, � � ãàììà-�óíêöèÿ, âå�ëè÷èíû qn îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (3.1) è (3.2).Äëÿ m > 0 �óíêöèÿ B(�; �0) çàâèñèò òîëüêî îò �0:B(�; �0) = b(�0), ãäåb(�0) = �(2jmj)�1�jmj0 exp(��0);à äëÿ m < 0 �óíêöèÿ B(�; �0) � �óíêöèÿ ëèøü îò �:B(�; �0) = b(�).Âûïîëíèì ïåðåõîä ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ñëó÷àþ(v= ! 0). Ïðè " = 0= ! 0 ñóììó (3.3) çàìåíÿåìíà èíòåãðàë, êîòîðûé ñ ó÷åòîì �îðìóëûLjmjn (�) � �n� �jmj=2 Jjmj �2pn� � ;1316



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 �åëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå êâàçè÷àïëûãèíñêèõ óðàâíåíèéñïðàâåäëèâîé ïðè � ! 0 è n � jmj (ñì. [7℄), ïðèíè�ìàåò âèäG(r; r0; u0; u00) = � 12jmj" �r0r �m �� 1Z0 Jjmj(qr)Jjmj(qr0) exp (�ju0 � u00jq) dq; (3.4)ãäå r = �1=2m� ; u0 = v2jmj0 :Ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà êàê äëÿ m > 0, òàê èäëÿ m < 0; îòìåòèì, ÷òî â ïîêàçàòåëü ñîìíîæèòåëÿ(r0=r)m âõîäèò àçèìóòàëüíîå ÷èñëî m, à íå åãî ìî�äóëü. Èíòåãðàë â �îðìóëå (3.4) âûðàæàåòñÿ ÷åðåçQjmj�1=2 � �óíêöèþ Ëåæàíäðà âòîðîãî ðîäà [8℄:1Z0 Jjmj(qr)Jjmj(qr0) exp (�ju0 � u00jq) dq == 1�pr0r Qjmj�1=2� (u0 � u00)2 + r2 + r202r0r � : (3.5)Óìíîæèì �óíêöèþ �ðèíà íà ¾çàðÿä¿ e� == 2�0t�jmj, ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà t� èìååòðàçìåðíîñòü âðåìåíè (â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïî�êàæåì, ÷òî 2�0t� � äëèíà âîëíû âîçìóùåíèÿâäîëü îñè z). Òîãäà â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå,èñïîëüçóÿ (3.4), (3.5) è çíà÷åíèÿ u00 = 0, r0 = 1äëÿ íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, ïîëó÷àåì�îðìóëó, ïðèâåäåííóþ â ðàáîòàõ [1; 2℄:tt� = �r�Qjmj�1=2(�); (3:6)ãäå � = �m� 12 ; � = u02 + r2 + 12r :Âûðàæåíèå (3.4) ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü íåïîñðåä�ñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (2.6). Åãî ÷àñòíûå ðåøåíèÿèìåþò âèä � = r�mJm(qr) exp(�qu0);ãäå Jm(qr) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ, u0 = �=2jmj == v=2jmj0. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè �ðè�íà (3.4) èç óðàâíåíèÿ (2.6) íàäî ñäåëàòü çàìåíó âïðàâîé ÷àñòè (2.6): 0 ! Æ(r � r0)Æ(� � �0), à çàòåìâîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì èíòåãðàëüíûì ïðåîáðà�çîâàíèåì Ôóðüå �Áåññåëÿ (ïðåîáðàçîâàíèåì Õàíêå�ëÿ):

f(r; u0) = 1Z0 f(q; u0)Jjmj(qr) dq;Æ(r � r0) = r0 1Z0 qJjmj(qr)Jjmj(qr0) dq: (3.7)Â èòîãå ïîëó÷àåì ïðåæíèé ðåçóëüòàò (3.4).4. ÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÅ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÛÔîðìóëà äëÿ êîîðäèíàòû z0 ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðè�ðîâàíèåì óðàâíåíèé (2.4), â êîòîðûå ñëåäóåò ïîäñòà�âèòü âûðàæåíèå � 0 = e�G. Âíà÷àëå ïðîäåëàåì ýòèâû÷èñëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ âîçìó�ùåíèÿ, äëÿ êîòîðîé u0 ! 0, r ! 1, òàê ÷òî �îðìóëà(3.6) ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþtt� = 12 ln u02 + (r � 1)24 : (4:1)Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçîâàëèñü àñèìïòîòèêîé äëÿ�óíêöèè Ëåæàíäðà (Qjmj(th �) � � ïðè � ! 1),ïîëó÷àþùåéñÿ èç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå�íèÿ ýòîé �óíêöèè (ñì. [7℄). Èç (2.4) è (4.1) íàõîäèìâûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû:z0t� = �jmjm artg u0r � 1 :Òàê ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè ïîëó÷àåì �îðìó�ëû �� = r2m = 1� 4m exp tt� os z0t� ;v0 = 4m exp tt� sin z0t� ; (4.2)îïèñûâàþùèå ïåðèîäè÷åñêèå ïî êîîðäèíàòå z âîçìó�ùåíèÿ.�àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, â êîòîðîì �óíêöèÿ�ðèíà G âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé (3.3). Èç (2.4) è (3.3)ïîëó÷àåì z0 = �e�B(�; �0) 1Xn=0 gnFn; (4:3)ãäå çíàê ïëþñ áåðåòñÿ äëÿ y�y0 > 0, à çíàê ìèíóñ �äëÿ y�y0 < 0, gn � n-å ñëàãàåìîå ñóììû (3.3) äëÿ G,Fn = 1qn �1 + �m dd� ln hB(�; �0)Ljmjn (�)i� : (4:4)1317



Â. Ï. Âëàñîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005Îòìåòèì, ÷òî â ìíîæèòåëü �=m â �îðìóëå äëÿ Fnâõîäèò ñàìî àçèìóòàëüíîå ÷èñëî m, à íå åãî ìî�äóëü. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë �îðìóëû (4.3) ïî�ëó÷àåòñÿ òàê æå, êàê îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåõîä îò (3.3)ê (3.4).Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ýòîò ïåðåõîä äëÿ ãàçà×àïëûãèíà, äëÿ êîòîðîãî çàâèñèìîñòè ��(z; t) èv(z; t) â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå îïèñûâàþòñÿ ÿâ�íûìè âûðàæåíèÿìè. Äëÿ êâàçè÷àïëûãèíñêèõ ñðåäñ m < 0, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è ãàç ×àïëûãèíà, èç(4.3) ïðè v=! 0 ïîëó÷àåì �îðìóëóz00t� = ��rjmj+1 1Z0 Jjmj+1(qr)Jjmj(q)�� exp (�ju0jq) dq; (4.5)â êîòîðîé çíàê ïëþñ áåðåòñÿ äëÿ u0 = v=2jmj0 < 0,à çíàê ìèíóñ � äëÿ u0 > 0. Íèæå ðàññìîòðèì ëèøüãàç ×àïëûãèíà, äëÿ êîòîðîãî m = �1=2. Äëÿ íåãîèíòåãðàë (4.5) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ, òàê êàê âõîäÿùèåâ íåãî �óíêöèè Áåññåëÿ èìåþò ïðîñòîé âèä:J1=2(q) =r 2�q sin q;J3=2(q) =r 2�q �1q sin q � os q� :Èíòåãðèðóÿ (4.5) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ äàííîãî ïðè�ìåðà �îðìóëà (3.6) ïðèíèìàåò âèä (ñì. [7℄)tt� = 12 ln �u02 + (r � 1)2u02 + (r + 1)2 � ; (4:6)ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (2.3),äëÿ êîîðäèíàòû z, îòíîñÿùåéñÿ ê ëàáîðàòîðíîé ñè�ñòåìå êîîðäèíàò, ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:z0t� = � artg 2u0ru02 + 1� r2 : (4:7)Îáðàùàÿ �îðìóëû (4.6) è (4.7), ïîëó÷àåì ÿâíûå çà�âèñèìîñòè ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè îò êîîðäèíàòû èâðåìåíè:��(z; t) = 1r = � sh(t=t�)h(t=t�)� os(z=0t�) ;v(z; t)0 = sin(z=0t�)sh(t=t�) ; (4.8)ïðèâåäåííûå â ðàáîòàõ [1; 2℄. Ïðè t! �1 îíè ïåðå�õîäÿò â âûðàæåíèÿ (4.2) ïðè m = �1=2, îïèñûâàþ�ùèå ëèíåéíóþ ñòàäèþ ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèÿ.

5. ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ Ñ�ÅÄÛ,ÎÏÈÑÛÂÀÅÌÛÅ �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÌÈÊÂÀÇÈ×ÀÏËÛ�ÈÍÑÊÈÌÈÓ�ÀÂÍÅÍÈßÌÈÍèæå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðèìåðû: îäíîìåð�íûé ãàç ×àïëûãèíà, ãàç Âàí-äåð-Âààëüñà â íåóñòîé�÷èâîé îáëàñòè, öèëèíäð æèäêîñòè ñ ïîâåðõíîñòíûìíàòÿæåíèåì. Ýâîëþöèÿ ýòèõ ñðåä â íåðåëÿòèâèñò�ñêîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ êâàçè÷àïëûãèíñêèìè óðàâ�íåíèÿìè (1.1) è (1.2), â êîòîðûõ àçèìóòàëüíûå ÷èñëàñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: m = �1=2; 1;�2 (ñì. [1; 2℄).Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå äèíà�ìèêà ýòèõ êâàçè÷àïëûãèíñêèõ, èëè êâàçèãàçîâûõ,ñðåä îïèñûâàåòñÿ �Ê×Ó (1.3) è (1.4). Äëÿ ýòîãîâîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ è íåïðåðûâ�íîñòè ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêè (1.5) è (1.6).Ïðåíåáðåãàÿ äàâëåíèåì â �îðìóëå äëÿ ýíòðîïèè(p � �2), çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîìåðíî�ãî ñëó÷àÿ:� ���+u ��z� y = � p0�02 �0� �u ���+ ��z� pp0 ; (5:1)��� (n) + ��z (nu) = 0; (5:2)ãäå âñå âåëè÷èíû èìåþò ïðåæíèé ñìûñë, à íóëåâîéèíäåêñ îòíîñèòñÿ ê íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèÿì ñî�îòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè(5.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (1.4) ïðè �� = n.Îäíîìåðíûé ãàç ×àïëûãèíà. Ýòîò ãèïîòåòè�÷åñêèé ãàç, ðàññìîòðåííûé ×àïëûãèíûì [9℄, èìååòíåîáû÷íóþ àäèàáàòó p = p0�0=�, ïî êîòîðîé äàâ�ëåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïëîòíîñòè. Åñ�ëè ââåñòè áåçðàçìåðíóþ ý��åêòèâíóþ ïëîòíîñòü�� = �=�0, òî óðàâíåíèÿ (5.1) è (5.2) äëÿ òàêîãîãàçà ïðèìóò âèä �Ê×Ó � (1.3), (1.4), â êîòîðûõm = �1=2, 20 = p0=�0.�àç Âàí-äåð-Âààëüñà â íåóñòîé÷èâîé îá-ëàñòè. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ðåàëüíûõ ãàçîâ ïðè�áëèæåííî îïèñûâàåò èçâåñòíàÿ ìîäåëü Âàí-äåð-Âà-àëüñà: p = 8T�(3� �)�1 � 3�2;ãäå âñå âåëè÷èíû îòíåñåíû ê èõ çíà÷åíèÿì â êðè�òè÷åñêîé òî÷êå [10℄. �àññìîòðèì äàëåå èçîòåðìè÷å�ñêèé ïðîöåññ. Êàê èçâåñòíî, ïðè òåìïåðàòóðå, ìåíü�øåé êðèòè÷åñêîé (T < 1), â îáëàñòè 0 � � � 3 èìååò�ñÿ èíòåðâàë çíà÷åíèé �, â êîòîðîì dp=d� < 0, à ñëåâàè ñïðàâà îò íåãî dp=d� � 0. Èìåííî â òîì èíòåðâà�ëå ïëîòíîñòåé, â êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ dp=d� ìåíü�øå íóëÿ, â ãàçå âîçíèêàþò ñòîÿ÷èå âîçìóùåíèÿ, íà�ðàñòàþùèå âî âðåìåíè. Èõ ðàçâèòèå ìîæíî îïèñàòü1318



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 �åëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå êâàçè÷àïëûãèíñêèõ óðàâíåíèéàíàëèòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ êâàçè÷àïëûãèíñêèå óðàâ�íåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü dp=d� â âèäåñòåïåííîé �óíêöèè îò ïëîòíîñòè. Ýòî ìîæíî ñäå�ëàòü, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ëèøü ïðè íèçêèõ òåì�ïåðàòóðàõ â èíòåðâàëå 8T=9 � � � 3, â êîòîðîìdp=d� � �6� < 0, ÷òî è ïðèâîäèò ê �Ê×Ó ñ àçè�ìóòàëüíûì ÷èñëîì m = 1. Îäíàêî â ýòîì èíòåðâàëåïëîòíîñòåé äàâëåíèå ãàçà îòðèöàòåëüíî, òàê ÷òî êâà�çè÷àïëûãèíñêîå îïèñàíèå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ�îðìàëüíûì.Öèëèíäð æèäêîñòè ñ ïîâåðõíîñòíûì íà�òÿæåíèåì. �àññìîòðèì âîçìóùåíèÿ òàêîãî öèëèí�äðà, âûòÿíóòûå âäîëü åãî îñè è ðàçáèâàþùèå åãîíà êàïëè ïîä äåéñòâèåì ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿ�æåíèÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàëüíåéøåì äëèí�íîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå ïî�âåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì, îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíè�åì p = ��=a(z; t), â êîòîðîì �� � êîý��èöèåíò ïî�âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, a(z; t) � ðàäèóñ ïîïåðå÷�íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà. Äëÿ ýòèõ æå âîçìóùåíèéâîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ïðèáëèæåíèåì óçêîãî êà�íàëà èëè ñòðóè [6℄, ïî êîòîðîìó äàâëåíèå, ïëîòíîñòüè ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü æèäêîñòè âíóòðè öèëèíäðàñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïî åãî ñå÷åíèþ. Ïðè ýòèõóñëîâèÿõ óðàâíåíèå ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ïðèíè�ìàåò âèä (5.1), à óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, êàê ïî�êàçàíî â ðàáîòàõ [1; 4℄, èìååò âèä óðàâíåíèÿ (5.2), âêîòîðîì ïëîòíîñòü n ñëåäóåò çàìåíèòü íà ý��åêòèâ�íóþ ïëîòíîñòü �� = �a2=�0a20. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òîïëîòíîñòü æèäêîñòè èçìåíÿåòñÿ ñëàáî, ò. å. ïîëàãà�åì � = onst. Â èòîãå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íåïðå�ðûâíîñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå �Ê×Ó, â êîòîðûõm = �2, 20 = ��=2�0a0, �� = a2=a20.Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ïðèâîäèò ê âûäàâëèâàíèþ÷àñòèö èç ïåðåòÿæåê â îáëàñòè óòîëùåíèé, ðàñïî�ëîæåííûå ìåæäó ïåðåòÿæêàìè; ïðè ýòîì ÷àñòèöûóñêîðÿþòñÿ. Â ìîìåíò îáðûâà ïåðåòÿæåê ïðîèñõî�äèò îêîí÷àòåëüíîå �îðìèðîâàíèå èõ �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèÿì ìàêðîñêîïè÷åñêîãî äâèæå�íèÿ. Îáîçíà÷èì ýòó �óíêöèþ êàê F (E), ãäå ýíåðãèÿE = M2, M � ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû. Âû÷èñëèì�óíêöèþ F (E). Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñüâ ðàáîòå [4℄ äëÿ ñêèíèðîâàííîãî ïëàçìåííîãî ïèí÷à;ïîâòîðèì õîä ýòèõ âû÷èñëåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê íà�øåé çàäà÷å. Íà äëèíó dz öèëèíäðà ðàäèóñîì a(z; t)ïðèõîäèòñÿ dN = n�a2dz ÷àñòèö, ãäå n, n � ïëîò�íîñòè ÷àñòèö â ëàáîðàòîðíîé è ñîáñòâåííîé ñèñòåìåêîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ �óíêöèè F (E) ïîëó�÷àåì âûðàæåíèåF (E) = dNdE = �a20n0�� M2u dzdy ; (5:3)

â êîòîðîì íóëåâûå èíäåêñû îòíîñÿòñÿ ê íåâîçìóùåí�íûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èí. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîä�íîé dzdy = �z�y + �z�� d�dyñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ñïåêòð F (E) âû÷èñëÿåòñÿ â �èê�ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè: �(�; y) = onst, èç ÷åãîíàõîäèì d�dy = ����y �������1 :Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìF (E) = K�� u ��z�y ���� � �z�� ���y��������1 ; (5:4)ãäå K = �a20n0M2 = onst:Â ýòèõ �îðìóëàõ � è z � âðåìÿ è êîîðäèíàòà â ëà�áîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îíè ñâÿçàíû ñ âðåìå�íåì � 0 è êîîðäèíàòîé z0 â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîð�äèíàò ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà (2.3).Äàëåå ðàññìîòðèì ëèøü ïåðèîäè÷åñêèå âäîëüîñè öèëèíäðà âîçìóùåíèÿ. Îíè, ñîãëàñíî îáùåé òå�îðèè Ê×Ó [1; 2℄, îïèñûâàþòñÿ ¾êóëîíîâñêèì¿ ðåøå�íèåì óðàâíåíèÿ (2.7), ò. å. �óíêöèåé �ðèíà (3.3), âêîòîðîé �0 = "2jmj, y0 = 0. Â ìîìåíò îáðûâà ïåðå�òÿæåê ðàäèóñ óòîëùåíèé ìåæäó íèìè ñòðåìèòñÿ êáåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òî â óòîëùåíèÿõ � ! 0. Òîãäàèç (3.3) è (2.4) ïîëó÷àåì ïðè m = �2 ñëåäóþùèåâûðàæåíèÿ äëÿ îáëàñòè óòîëùåíèé: � 0 � �2f0(y),z0 � �3, â êîòîðûõf0(y) = �14 1X0 n!L2n(0)L2n(2"2)qn�(n+ 3) exp (�jyjqn) ;qn =r1 + 1 + n2 ; (5.5)ãäå L2n � ïîëèíîì Ëàãåððà ñ âåðõíèì èíäåêñîì 2.Èç ýòèõ �îðìóë, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåí�öà (2.3), ïîëó÷àåì äëÿ � è z âûðàæåíèÿ� � �2f0(y) h y; z � �2f0(y) sh y:Ïîäñòàâëÿÿ èõ â (5.4) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî �� = 4"4=�2,íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà F (E):F (E) = onstf0(y)sh y : (5:6)Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ýíåðãèé îñòàâëÿåì â�îðìóëå (5.5) äëÿ f0(y) ëèøü îäèí ÷ëåí ñ n = 0.1319



Â. Ï. Âëàñîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè  � 1 âåëè÷èíà E = M2 � ey,ïîëó÷àåì äëÿ ñïåêòðà âûðàæåíèåF (E �M2) � E��1+p3=2�: (5:7)Ïëàçìåííûé ïèí÷. Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà íà�ïîìíèì, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà ñêèíèðîâàí�íîãî ïëàçìåííîãî ïèí÷à áåç ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ òàêæå îïèñûâàåòñÿ �Ê×Ó ñ àçèìóòàëüíûì÷èñëîì m = �1 (ñì. [4℄).6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÊâàçè÷àïëûãèíñêèå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ýâî�ëþöèþ ìíîãèõ íåóñòîé÷èâûõ ñðåä (ñ îòðèöàòåëüíîéñæèìàåìîñòüþ), âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå. Â ìàòå�ìàòè÷åñêîì ïëàíå ýòè ñðåäû ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ�ìè ïàðàìåòðà m, ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèå àçèìóòàëü�íîãî ÷èñëà. Îñîáåííîñòü ýòèõ íåëèíåéíûõ óðàâíå�íèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè èìåþò àíàëèòè÷åñêèå ðå�øåíèÿ. Â ñèëó ýòèõ äâóõ îáñòîÿòåëüñòâ åñòåñòâåííîáûëî ïðîâåñòè ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå êâàçè÷àï-ëûãèíñêèõ óðàâíåíèé è ïîñòðîèòü äëÿ íèõ àíàëèòè�÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ýòî áûëî ñäåëàíî â äàííîé ðàáîòå.Â ýòîì îáîáùåíèè ìû èñõîäèëè èç óðàâíåíèé îäíî�æèäêîñòíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêè, à òàê�æå èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [4℄, â êîòîðîé íà ïðèìåðåïëàçìåííîãî ïèí÷à áûëî ïîëó÷åíî ðåëÿòèâèñòñêîåîáîáùåíèå êâàçè÷àïëûãèíñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ÷àñò�íîãî ñëó÷àÿ m = �1. Â ðàáîòå [4℄ ðåëÿòèâèñòñêèéïèí÷ ðàññìàòðèâàëñÿ êàê èñòî÷íèê óñêîðåíèÿ êîñ�ìè÷åñêèõ ëó÷åé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòî îáîáùåíèå äàíî äëÿóðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì àçèìóòàëüíî�ãî ÷èñëà m, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñðåä (ãàç ×àïëû�ãèíà, ãàç Âàí-äåð-Âààëüñà â íåóñòîé÷èâîé îáëàñòè,öèëèíäð æèäêîñòè ñ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì),
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