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�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÒÅÎ�Èß ÒÓÍÍÅËÜÍÎÉÈ ÌÍÎ�ÎÔÎÒÎÍÍÎÉ ÈÎÍÈÇÀÖÈÈ ÀÒÎÌÎÂÂ ÑÈËÜÍÎÌ ËÀÇÅ�ÍÎÌ ÏÎËÅÂ. Ñ. Ïîïîâ *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé �èçèêè117218, Ìîñêâà, �îññèÿÁ. Ì. Êàðíàêîâ **, Â. Ä. Ìóð, Ñ. �. ÏîçäíÿêîâÌîñêîâñêèé èíæåíåðíî-�èçè÷åñêèé èíñòèòóò115409, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 äåêàáðÿ 2005 ã.Ïîñòðîåíî ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå êâàçèêëàññè÷åñêîé òåîðèè òóííåëüíîé è ìíîãî�îòîííîé èîíèçà-öèè àòîìîâ è èîíîâ â ïîëå èíòåíñèâíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû (òåîðèè Êåëäûøà). �àññìàòðèâàþòñÿñëó÷àè ëèíåéíîé, öèðêóëÿðíîé è ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèé èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ïà-ðàìåòðà àäèàáàòè÷íîñòè 
 âû÷èñëåí ýêñïîíåíöèàëüíûé �àêòîð â ñêîðîñòè èîíèçàöèè ðåëÿòèâèñòñêîãîñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ñëó÷àå íèçêî÷àñòîòíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ (
 � 1) ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêèòî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ ñêîðîñòè òóííåëüíîé èîíèçàöèè àòîìíîãî s-óðîâíÿ, âêëþ÷àÿ êóëîíîâñêóþ, ñïèíî-âóþ è àäèàáàòè÷åñêóþ ïîïðàâêè è ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü. �àññ÷èòàíà ñêîðîñòü èîíèçàöèèîñíîâíîãî óðîâíÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà (èîíà) ïðè Z . 100 â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè ëà-çåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Îïðåäåëåíû ãðàíèöû îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè èîíèçàöèè. Âðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ¾ìíèìîãî âðåìåíè¿.PACS: 03.65.Pm, 32.80.Rm1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈññëåäîâàíèÿì èîíèçàöèè àòîìîâ è èîíîâ ïîääåéñòâèåì èíòåíñèâíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ïî�ñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Òåîðèÿ ýòèõ ïðî�öåññîâ íà÷àëàñü ñ êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Êåëäû�øà [1℄, â êîòîðîé âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òóí�íåëüíûé ý��åêò â ïåðåìåííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëåE(t) = E0 
os!t è ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèÿ àòîìîâÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè ïðîöåññà íåëèíåé�íîé �îòîèîíèçàöèè, õàðàêòåð ïðîòåêàíèÿ êîòîðîãîñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà àäèà�áàòè÷íîñòè, èëè ïàðàìåòðà Êåëäûøà 
 = !Tt, ãäå! � ÷àñòîòà ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, à Tt � õàðàêòåð�íîå âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ. Òóííåëüíàÿ èîíèçàöèÿàòîìíûõ ñîñòîÿíèé èìååò ìåñòî ïðè 
 � 1, à â ñëó�÷àå 
 � 1 ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî�îòîííûì [1℄.*E-mail: markina�itep.ru**E-mail: karnak�theor.mephi.ru

Âñêîðå ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [1℄ áûë íàé�äåí [2�4℄ òî÷íûé âèä ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæè�òåëÿ â �îðìóëå Êåëäûøà äëÿ ñêîðîñòè èîíèçàöèèw àòîìíîãî óðîâíÿ, ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðà�æåíèÿ äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî, èìïóëüñíîãî è óãëîâîãîðàñïðåäåëåíèé �îòîýëåêòðîíîâ1) è âû÷èñëåí êóëî�íîâñêèé �àêòîð â âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè. Ýòè ðàáî�òû çàëîæèëè îñíîâó äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèéâ äàííîé îáëàñòè.Äî ñèõ ïîð ïðè ðàññìîòðåíèè òóííåëèðîâàíèÿàòîìíîãî ýëåêòðîíà â ïîëå ñâåòîâîé âîëíû ìîæíîáûëî îãðàíè÷èòüñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèì ïðèáëèæåíè�åì, ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ âîâñåõ àòîìàõ îò âîäîðîäà äî óðàíà. Â íàñòîÿùåå âðå�ìÿ áëàãîäàðÿ óñïåõàì ëàçåðíîé �èçèêè è òåõíîëî�1) Â ðàáîòàõ [5; 6℄ áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ýíåðãåòè÷å�ñêèå è óãëîâûå ñïåêòðû �îòîýëåêòðîíîâ ïðè èîíèçàöèè àòî�ìîâ è èîíîâ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì èçëó÷åíèåì, â òîì ÷èñëå âîáùåì ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè ñâåòà.871



Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ, Â. Ä. Ìóð, Ñ. �. Ïîçäíÿêîâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006ãèè ñóùåñòâåííî óâåëè÷åíà èíòåíñèâíîñòü ëàçåðíûõèìïóëüñîâ è ðàñøèðåí äèàïàçîí èõ ïàðàìåòðîâ (ïî�ëó÷åíèå �åìòîñåêóíäíûõ è óëüòðàêîðîòêèõ � àòòî�ñåêóíäíûõ � èìïóëüñîâ [7�10℄; äîñòèãíóòû èíòåí�ñèâíîñòè I � 1022 Âò/ñì2 [11℄ è ïëàíèðóåòñÿ çíà÷è�òåëüíî ïîâûñèòü èõ â áëèæàéøåå äåñÿòèëåòèå [10℄).Ñòîëü èíòåíñèâíûå ïîëÿ, íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâïðåâûøàþùèå àòîìíîå ïîëå Ea = 5:14 � 109 Â/ñì,ñïîñîáíû îáîäðàòü ýëåêòðîííóþ îáîëî÷êó àòîìà èîáðàçîâàòü ìíîãîçàðÿäíûå èîíû ñ Z � 30�40, äëÿêîòîðûõ ýíåðãèÿ ñâÿçè îñíîâíîãî óðîâíÿ ñðàâíèìàñ ýíåðãèåé ïîêîÿ ýëåêòðîíà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäáàðü-åðíîå äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïðîöåññå èîíèçàöèèíåëüçÿ óæå ñ÷èòàòü íåðåëÿòèâèñòñêèì è íåîáõîäè�ìà ìîäè�èêàöèÿ òåîðèè èîíèçàöèè Êåëäûøà [1�4℄.Êðàòêî îïèøåì ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ðàçä. 2ïðèâåäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîäáàðüåðíîé òðà�åêòîðèè ýëåêòðîíà â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêîéýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçà�öèåé. Âû÷èñëåíèå ìíèìîé ÷àñòè �óíêöèè äåéñòâèÿäàåò ãëàâíûé (ýêñïîíåíöèàëüíûé) �àêòîð â âåðîÿò�íîñòè wR èîíèçàöèè àòîìíîãî óðîâíÿ, ÷òî îïðåäåëÿ�åò ÷àñòîòíóþ çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè wR è ïîçâî�ëÿåò ðàññìîòðåòü ïåðåõîä èç àäèàáàòè÷åñêîé îáëàñ-òè (
 � 1) ê ñëó÷àþ 
 � 1 (âûñîêî÷àñòîòíîå ïîëå).Â ðàçä. 3 âû÷èñëåíà ñïèíîâàÿ ïîïðàâêà ê âåðîÿò�íîñòè òóííåëèðîâàíèÿ (â ñëó÷àå ëèíåéíîé ïîëÿðè�çàöèè), îïðåäåëÿþùàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè èîíè�çàöèè s-óðîâíÿ îò ïðîåêöèè ñïèíà ýëåêòðîíà íà íà�ïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. �àçäåë 4 ïîñâÿùåí òóí�íåëüíîé èîíèçàöèè àòîìîâ ïîä äåéñòâèåì íèçêî÷àñ-òîòíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ �îð�ìóëà äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ñêîðîñòè èîíèçàöèè wR(âêëþ÷àþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé, êóëîíîâñêèé, ñïè�íîâûé �àêòîðû è ïðåäýêñïîíåíòó), àñèìïòîòè÷åñêèòî÷íàÿ â ïðåäåëå ñëàáûõ ïîëåé. Ïðîòèâîïîëîæíûéñëó÷àé 
 � 1 (ìíîãî�îòîííàÿ èîíèçàöèè) òàêæå îá�ñóæäàåòñÿ â ðàçä. 4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷å�òîâ ïðèâåäåíû â ðàçä. 5, ãäå óêàçàíû òàêæå ãðàíè�öû îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèèÊåëäûøà, íåêîòîðûå çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ �â ðàçä. 6 ñòàòüè.Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ¾ìíè�ìîãî âðåìåíè¿ (ÌÌÂ), äàþùèé óäîáíûé ñïîñîá âû�÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèö ÷åðåçïåðåìåííûå âî âðåìåíè áàðüåðû2). Â Ïðèëîæåíèè Àîáñóæäàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå ïàðàìåòðà2) Îòíîñèòåëüíî �èçè÷åñêèõ àñïåêòîâ òåîðèè èîíèçàöèèÊåëäûøà è åå ñîâðåìåííîãî ðàçâèòèÿ ñì. îáçîð [12℄. Ïîäðîá�íîå èçëîæåíèå îñíîâ ÌÌÂ è ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ åãîïîìîùüþ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, àòîìíîé �èçèêå è òåîðèèïîëÿ, ìîæíî íàéòè â [13℄.

Êåëäûøà 
, â Ïðèëîæåíèè Â ðàññìîòðåí ïðåäåëü�íûé ïåðåõîä îò ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè èîíèçàöèè êòåîðèè Êåëäûøà, â Ïðèëîæåíèè C � îñíîâíûå ñâîé�ñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ C� .Äàëåå, êàê ïðàâèëî, ~ = 
 = 1, m � ìàñ�ñà ýëåêòðîíà (ìû ÷àñòî ïîëàãàåì m = 1), �e �åãî çàðÿä, � = e2=~
 = 1=137; ïðè ýòîì m2=e �� E
r = 1:32 � 1016 Â/ñì � òàê íàçûâàåìîå ¾êðèòè�÷åñêîå¿, èëè øâèíãåðîâñêîå ïîëå, õàðàêòåðíîå äëÿÊÝÄ [14�16℄, Ea=E
r = �3 = 3:89 � 10�7. Âñþäó ïðåä�ïîëàãàåòñÿ, ÷òî E � E
r, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ïðèìå�íèìîñòè ÌÌÂ â äàííîé çàäà÷å.×àñòü ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ àíîíñè�ðîâàíà â [17�19℄.2. ÌÅÒÎÄ ÌÍÈÌÎ�Î Â�ÅÌÅÍÈ È�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÎÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈÅÒÅÎ�ÈÈ ÊÅËÄÛØÀÑ ïîìîùüþ ÌÌÂ [3; 13℄ áûëà íàéäåíà ïîäáàðüåð�íàÿ òðàåêòîðèÿ ýëåêòðîíà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ êëàñ�ñè÷åñêèì ðåëÿòèâèñòñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, íîñ ìíèìûì âðåìåíåì (t! it). Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêèïîëÿðèçîâàííîé ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû,ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè x,Ex = Hx = 0; Ey = E0 
os �; Ez = �E0 sin �;Hy = ��E0 sin �; Hz = E0 
os �; I = (1 + �2)
E208� ;îíà èìååò âèä3)px = �e2E20J!2 �14(1� �2) �
h 2� � sh 2�02�0 �++ �2 sh �0�0 �
h � � sh �0�0 �� ;py = ieE0! sh �; pz = ��eE0! �
h � � sh �0�0 � ; (2.1)x = �i e2E20J2!3 �18(1� �2) �sh 2� � � sh 2�0�0 �++ �2 sh �0�0 �sh � � � sh �0�0 �� ;3) Ýòè óðàâíåíèÿ çàäàþò ýêñòðåìàëüíóþ ïîäáàðüåðíóþòðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ìíèìóþ ÷àñòü �óíêöèèäåéñòâèÿ è îïðåäåëÿåò íàèáîëåå âåðîÿòíûé ïóòü òóííåëèðî�âàíèÿ ÷àñòèöû. Â îòëè÷èå îò ðàíåå ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ [13℄,â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåõìåð�íîé. Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (2.1) îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ óðîâ�íÿ, ñâÿçàííîãî êîðîòêîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì.872



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006 �åëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ òóííåëüíîé è ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè : : :y = eE0J!2 (
h �0�
h �); z = �i� eE0J!2 �sh � � sh �0�0 �� ;t = x(�) + i!�1�:Çäåñü � = �i� = �i!(t� x); 0 < � < �0; (2.2)� � ïåðåìåííàÿ ñâåòîâîãî �ðîíòà (÷èñòî ìíèìàÿïîä áàðüåðîì), � � ýëëèïòè÷íîñòü ëàçåðíîãî èçëó�÷åíèÿ (�1 � � � 1; ïðè÷åì � = 0 ñîîòâåòñòâóåò ëè�íåéíîé, � = �1 � öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè), E0 �àìïëèòóäà ïîëÿ âîëíû, ! � åå ÷àñòîòà, I � èíòåíñèâ�íîñòü. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü êîìïîíåíò pi(�) è xj(�)ïîä áàðüåðîì � ÷èñòî ìíèìûå, ÷òî óêàçûâàåò íàíåâîçìîæíîñòü òàêîé òðàåêòîðèè â êëàññè÷åñêîé ìå�õàíèêå. Â ìîìåíò âûõîäà èç-ïîä áàðüåðà (� = 0) ýòèêîìïîíåíòû îáðàùàþòñÿ â íóëü, è äàëüíåéøåå äâè�æåíèå ÷àñòèöû ñîâåðøàåòñÿ ïî âåùåñòâåííîé (êëàñ�ñè÷åñêîé) òðàåêòîðèè. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò îä�íîìåðíîé êâàçèêëàññèêè [20; 21℄, òî÷êà âûõîäà íåÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îñòàíîâêè ÷àñòèöû, ÷òî âîîáùå õà�ðàêòåðíî äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ è óæå îòìå÷à�ëîñü ðàíåå [3; 6; 13℄. Íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîäáàðüåð�íîãî äâèæåíèÿ, � = �0, îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íûõóñëîâèé â ðàìêàõ ÌÌÂ, ñì. ïîäðîáíåå â [13℄. Âû÷èñ�ëÿÿ âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ìíèìóþ ÷àñòü �óíêöèèóêîðî÷åííîãî äåéñòâèÿ W ,W = 0Zt0 n�mp1�v2+e(A � v)�eA0+m�o dt; (2.3)ãäå � = E0=m
2, E0 � íà÷àëüíàÿ, � � ¾ïðèâåäåí�íàÿ¿ ýíåðãèÿ óðîâíÿ (âêëþ÷àþùàÿ ýíåðãèþ ïîêîÿm
2), íàõîäèì ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ ñêî�ðîñòü èîíèçàöèè ðåëÿòèâèñòñêîãî ñâÿçàííîãî ñîñòî�ÿíèÿ4):wR / exp��2~ ImW� == exp��2m
2~! �0(J � �)� ; (2.4)ãäå J =pp2 +m2�px � èíòåãðàë äâèæåíèÿ â ñêðå�ùåííîì ïîëå [24℄ è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ~! � m
2,ò. å. ïðîöåññ èîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêâàíòîâûì.4) Ýòà �îðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî èíòå�ãðèðîâàíèÿ â (2.3) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (2.1) äëÿ ïîäáàðüåð�íîé òðàåêòîðèè. Ê òîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâîäèò èñïîëüçîâà�íèå èçÿùíîãî ìåòîäà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè Ôîêà [22; 23℄, ÷òî,îäíàêî, íå ìîæåò áûòü èçëîæåíî çäåñü çà íåäîñòàòêîì ìåñòà.

1 2 3 4 50
1
23 �0 0:51

10:5 0JJ
�0�0 � = 0


R�èñ. 1. �åøåíèå óðàâíåíèé (2.5) â çàâèñèìîñòè îòïàðàìåòðà àäèàáàòè÷íîñòè 
R. Ó êðèâûõ óêàçàíûçíà÷åíèÿ ïðèâåäåííîé ýíåðãèè � óðîâíÿÓðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå �0 è J , âûòåêàþò èç ãðà�íè÷íûõ óñëîâèé ÌÌÂ è â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñ-êîé âîëíû ñ ýëëèïòè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèåé èìåþò âèäsh2 �0 � �2�
h �0 � sh �0�0 �2 == 
2R 1 + �23�2 (1� 2�J + J2);(1� �2) sh 2�02�0 + �2 "2� sh �0�0 �2 � 1# == 1 + 2
2R 1 + �23�2 (1� J2) (2.5)
è ëåãêî ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî (ðèñ. 1). Çäåñü 
R �ïàðàìåòð àäèàáàòè÷íîñòè, ÿâëÿþùèéñÿ ðåëÿ�òèâèñòñêèì îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî ïàðàìåòðàÊåëäûøà [1℄:
R = 
0s 3�21 + �2 ;
0 = m
!eE0 = ~!m
2 � E0E
r��1 ; (2.6)à � � óäîáíàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ:� = �1�12��p�2+8����1=2 ; 0 < � < p3 (2.7)(ðèñ. 2), ââåäåííàÿ â ðàáîòàõ [25℄ âìåñòî ýíåðãèè � èåñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùàÿ â ðàìêàõ ÌÌÂ.873
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1
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��èñ. 2. Ïåðåìåííàÿ � (êðèâàÿ 1 ), îòíîøåíèå 
r=
R(êðèâàÿ 2 ), ñì. Ïðèëîæåíèå À, è êîý��èöèåíò k(êðèâàÿ 3 ) èç ïðèâåäåííîãî íèæå âûðàæåíèÿ (4.11)â çàâèñèìîñòè îò ïðèâåäåííîé ýíåðãèè óðîâíÿÈçâåñòíûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ àòîìàì ñîîòâåòñòâó�þò çíà÷åíèÿ Z < 137 è 0 < � < 1; â ýòîì ñëó÷àåìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå òî÷å÷íîãî çàðÿäàÿäðà5). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîäî�ðîäîïîäîáíîãî àòîìà ñ çàðÿäîì Z èìååì�1s =p1� �2;Eb = m
2�21 +p1� �2 = Z2me42~2 �1 + 14�2 + : : :� ;(2.8)ãäå � = Z�, 0 < � < 1 è Eb = m
2 � E1s � ýíåðãèÿñâÿçè îñíîâíîãî óðîâíÿ. Âûáîð ïàðàìåòðà àäèàáà�òè÷íîñòè â âèäå (2.6) îáñóæäàåòñÿ â Ïðèëîæåíèè A.Ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü (2.4) óäîáíî çàïè�ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:wR / exp��2E
h3E0 g(
R; �; �)� ; (2.9)ãäå �óíêöèÿ g(
R; �; �) îïðåäåëÿåò ÷àñòîòíóþ çà�âèñèìîñòü ñêîðîñòè èîíèçàöèè, E
h � õàðàêòåðíîåýëåêòðè÷åñêîå ïîëå (ñì. ðàáîòû [25℄ è òàáëèöó):5) Â ïðèíöèïå, îäíàêî, â ðåëÿòèâèñòñêîé êóëîíîâñêîé çà�äà÷å âîçìîæíû çíà÷åíèÿ � < 0 è Z > 137, âïëîòü äî êðè�òè÷åñêîãî çàðÿäà ÿäðà Z
r (1s1=2) � 170 [26�29℄, ïðè êîòî�ðîì 1s-óðîâåíü îïóñêàåòñÿ äî ãðàíèöû íèæíåãî êîíòèíóóìà� = �1.

E
h = 33=2�31 + �2 E
r == 8><>: Z3Ea �1+13(Z�)2+ : : :� ; Z � 137;2:598E
r; Z = 137 (2.10)(îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà E
h áëèçêà ê çíà÷åíèþ ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ íà K-îðáèòå àòîìà ñ çàðÿäîì Z).Â àäèàáàòè÷åñêîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè 
 � 1, áû�ëè âû÷èñëåíû òàêæå ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæè�òåëü P , êóëîíîâñêèé �àêòîð Q è ñïèíîâàÿ ïîïðàâ�êà S�, ïðèâîäÿùàÿ ê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè èîíèçà�öèè wR îò ïðîåêöèè sz = �~=2 ñïèíà ýëåêòðîíà íàíàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ (â íåðåëÿòèâèñòñêîìïðåäåëå ýòà çàâèñèìîñòü èñ÷åçàåò).Äëÿ ïîñòîÿííûõ (! = 0) ñêðåùåííûõ ïîëåég(
 = 0) � 1 è ïîòîìó ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íî�ñòüþwR / exp �2p3�31 + �2 E
rE0 ! � exp�� 23F � ; (2.11)ãäå F = E0=E
h � ïðèâåäåííîå ïîëå, ÷òî ñîîòâåòñòâó�åò ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùèõ ðàáîò [2; 25℄.Â ñëó÷àå íèçêî÷àñòîòíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿg(
R; �; �) = 1�
2
2R+
4
4R� : : : ; 
R � 1; (2.12)
2 = 110 �1� �23 � ;
4 = 124 �1� �23 �2 1 + 7�2=251 + �2=3 � 1105 �1� �22 �(â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå âûðàæåíèå (2.12) ïå�ðåõîäèò â ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ðàíåå [3; 12℄),Q = Q0F�2� ; (2:120)Q0 = �p2�1� �23 ��4� exp�6Z� ar
sin �p3 � ;P = 3 �21 + �2s1� �2=31 + �2=3 F; (2:1200)� = Z��p1� �2 = Z�(1� �2)�p3� �2 (2.13)(ñì. òàêæå �îðìóëó (4.2), ïðèâåäåííóþ íèæå). Êó�ëîíîâñêèé �àêòîðQ áûë íàéäåí â ðàáîòå [30℄ ñ ïîìî�ùüþ êâàçèêëàññè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé ïî êó�ëîíîâñêîìó ïîòåíöèàëó6), à ïðåäýêñïîíåíòà P âû�÷èñëåíà â ðàáîòàõ [2; 30; 31℄. Îòìåòèì, ÷òî ïîïðàâêà6) Ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí [20℄ äëÿ çàäà÷è îá èîíèçàöèèàòîìà âîäîðîäà ïîñòîÿííûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì è îáîáùåííà ñëó÷àé ïåðåìåííûõ âî âðåìåíè ïîëåé â ðàáîòå [4℄, ñì. òàê�æå [13℄.874



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006 �åëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ òóííåëüíîé è ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè : : :Ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ñêîðîñòü èîíèçàöèè â íèçêî÷àñòîòíîì ïîëåZ20 30 40 60 80 92� 0.9893 0.9757 0.9564 0.8990 0.8118 0.7410� 0.0847 0.1278 0.1719 0.2647 0.3676 0.4373Eb, êýÂ 5.47 12.4 22.3 51.6 96.2 132!b, ñ�1 8.31(18) 1.88(19) 3.38(19) 7.84(19) 1.46(20) 2.01(20)C2� 1.005 1.011 1.019 1.039 1.059 1.064D 7.92 8.06 8.25 8.87 9.95 11.0E
h, Â/ñì 4.13(13) 1.41(14) 3.38(14) 1.19(15) 3.00(15) 4.82(15)E
h=E
r 3.13(�3) 0.0107 0.0256 0.090 0.227 0.365S+ 1.002 1.005 1.013 1.046 1.121 1.203Æ, % 0.05 0.2 0.4 1.5 3.9 6.2Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â �îðìóëó (4.2), äëÿ 1s1=2-ñîñòîÿíèÿ âî�äîðîäîïîäîáíîãî àòîìà (èîíà) ñ çàðÿäîì ÿäðà Z: Eb � ýíåðãèÿ ñâÿçè; E
h � õàðàêòåðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå(2.10); S+ � ñïèíîâûé �àêòîð â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ñêðåùåííîãî ïîëÿ, Æ = 1 � SITM+ =S+. Îáîçíà÷åíèå:a(b) � a � 10b.ïîðÿäêà 
2R â �îðìóëå (2.12) íå çàâèñèò îò ýíåðãèèóðîâíÿ è ñîâïàäàåò ñ åå íåðåëÿòèâèñòñêèì çíà÷åíè�åì [3℄, à ïàðàìåòð � ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì àíà�ëîãîì èçâåñòíîãî èç àòîìíîé �èçèêè ý��åêòèâíîãîãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n� = Z=�, ãäå Z � çàðÿäàòîìíîãî îñòîâà, � = p2Eb, à Eb � ýíåðãèÿ ñâÿçè âàòîìíûõ åäèíèöàõ.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå 
R � 1 îïðåäåëåíûâñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â �îðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòèèîíèçàöèè wR, íå çàâèñÿùèå îò ñïèíà ÷àñòèöû. Ïå�ðåõîäèì ê íàõîæäåíèþ ñïèíîâîé çàâèñèìîñòè wR,÷òî ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûé èíòåðåñ, òàê êàêîòëè÷àåò òóííåëèðîâàíèå ýëåêòðîíà îò òóííåëèðî�âàíèÿ ñêàëÿðíîé (áåññïèíîâîé) ÷àñòèöû.3. Ó×ÅÒ ÑÏÈÍÀ Â ÏÎÄÁÀ�ÜÅ�ÍÎÌÄÂÈÆÅÍÈÈÝêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü (2.9) íå çàâèñèòîò ñïèíà s ÷àñòèöû è ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íà îñíî�âå óðàâíåíèÿ Êëåéíà ��îðäîíà. Ñïèíîâóþ ïîïðàâêóê âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ ìû ïîëó÷èì äâóìÿíåçàâèñèìûìè ñïîñîáàìè.1) Â ðàìêàõ ÌÌÂ ó÷åò ñïèíà ýëåêòðîíà â åãîïîäáàðüåðíîì äâèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîïðàâêîé ê

�óíêöèè äåéñòâèÿ7)ÆSspin = ie2m
����� Z F��u�s�d� == em
 Z f(s �H)�(v � s)(v �H)+[v � s℄Egdt; (3.1)÷òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðåëÿòèâèñòñêèì îáîáùå�íèåì ÷ëåíà � �H â íåðåëÿòèâèñòñêîì ëàãðàíæèàíå.Çäåñü u� � 4-ñêîðîñòü ÷àñòèöû, s� = (s0; s) �4-ïñåâäîâåêòîð ñïèíà, ïðè÷åì u�s� = 0. Ïîâî�ðîò ñïèíà ýëåêòðîíà ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ âîëíû (âåãî ïîäáàðüåðíîì äâèæåíèè) îïðåäåëÿåòñÿ èç ïîëó�êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áàðãìàíà �Ìèøåëÿ �Òå-ëåãäè [33; 34℄, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåííîãî íà ìíè�ìûå çíà÷åíèÿ âðåìåíè. Â òðåõìåðíîé �îðìå ýòîóðàâíåíèå èìååò âèäd�dt = em
 ���1" [� �H℄ + 1("+m)
 [(� � v)E � (� � E)v℄� (3.2)(ñì. [34, � 41℄), ãäå " =pm2 + p2 è � � âåêòîð ïîëÿ�ðèçàöèè ýëåêòðîíà â åãî ¾ìãíîâåííîé¿ ñèñòåìå ïî�êîÿ: hŝi = ~�=2, j�j � 1.7) Ñì. ðàáîòó [32℄, à òàêæå Ïðèëîæåíèå C â ðàáîòå [13℄. Ìûïîëüçóåìñÿ â ýòîì ðàçäåëå îáû÷íûìè åäèíèöàìè è ïîëàãàåìg = 2, ïðåíåáðåãàÿ àíîìàëüíûì ìîìåíòîì ýëåêòðîíà.875



Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ, Â. Ä. Ìóð, Ñ. �. Ïîçäíÿêîâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006�àññìîòðèì ñëó÷àé ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ïðèëàçåðíîì èìïóëüñå ïðîèçâîëüíîé �îðìû:A = (0;�E0!�1a(�); 0);A0 = 0; � = !(t� x): (3.3)Ïðè ýòîì E = H = E0a0(�), îñü x âûáðàíà âäîëü íà�ïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ýëåêòðè÷åñêîåïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè y, ìàãíèòíîå � âäîëüîñè z, à �óíêöèÿ a(�) çàäàåò �îðìó èìïóëüñà:a(�) = � îòâå÷àåò ïîñòîÿííîìó ñêðåùåííîìó ïîëþ,a(�) = sin � � ìîíîõðîìàòè÷åñêîìó ëàçåðíîìó èçëó�÷åíèþ, a(�) = th � � ñîëèòîíîïîäîáíîìó èìïóëüñó,è ò. ä.Ïîñêîëüêó äëÿ ïëîñêîé âîëíû E �H = 0, à ýêñòðå�ìàëüíàÿ ïîäáàðüåðíàÿ òðàåêòîðèÿ8) ëåæèò â ïëîñ-êîñòè xy è vH = vz = 0, èç óðàâíåíèÿ (3.2) âèäíî,÷òî �z(t) = 
onst. Â ñèëó ýòîãîÆSspin = eE0m
 0Zt0 sza0(�)(1� vx)dt == �eE0Jm
 �0Z0 sza0(�)d� = �i�B E0! �z~a(�0); (3.4)ãäå ~a(�) = �ia(i�) � âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, �B == e~=2m
 � ìàãíåòîí Áîðà è �0 = �i!t0 ñîîòâåò�ñòâóåò íà÷àëüíîìó ìîìåíòó ïîäáàðüåðíîãî äâèæå�íèÿ (ýëåêòðîí â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè âáëèçè ÿäðà).Ôîðìóëà (3.4) äàåò ñïèíîâóþ ïîïðàâêó â îáùåì ñëó�÷àå, ò. å. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿâèäà (3.3) è ëþáûõ çíà÷åíèé 
R. Ïîñêîëüêó ÆSspiníàáèðàåòñÿ ïî âñåé ïîäáàðüåðíîé îáëàñòè r � b (b �øèðèíà áàðüåðà, b � �CE
h=E0 � �C = ~=m
), ò. å.íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ÿäðà, çäåñü ìîæíî ïîëî�æèòü �z = �1, êàê è äëÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ íèçêî÷àñòîòíîãî ïî�ëÿ, 
 � 1, êîòîðûé ëåã÷å âñåãî ðåàëèçóåòñÿ â ýêñ�ïåðèìåíòå. Ïîëíîå ìíèìîå ¾âðåìÿ¿ ïîäáàðüåðíîãîäâèæåíèÿ ðàâíî [25℄t0 = i�Cs 3�21 + �2 E
rE0 ; �C = �C
 ; (3.5)�C = 1:29 � 10�21 ñ � êîìïòîíîâñêîå âðåìÿ. Ïîäñòàâ�ëÿÿ ýòî â âûðàæåíèå (3.4) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî a(�) = �,íàõîäèì ÆSspin = i~ p3�2p1 + �2 : (3.6)8) Íàñ çäåñü èíòåðåñóåò òîëüêî ýòà òðàåêòîðèÿ, ïîñêîëüêóðå÷ü èäåò î ìàëîé ïîïðàâêå (3.1) ê ìíèìîé ÷àñòè ImS, íàáè�ðàåìîé ÷àñòèöåé â åå ïîäáàðüåðíîì äâèæåíèè.

Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëü�íûì: íóæíî ó÷åñòü åùå èçìåíåíèå ýêñïîíåíöèàëü�íîãî ìíîæèòåëÿ â ïðîíèöàåìîñòè áàðüåðà èç-çà ðàñ�ùåïëåíèÿ ÆE íà÷àëüíîãî óðîâíÿ â ìàãíèòíîì ïîëåâîëíû, ÆE = ��H = ��E0, â êîòîðîå âõîäèò ìàã�íèòíûé ìîìåíò � ñâÿçàííîãî ýëåêòðîíà, îòëè÷íûéîò ìàãíåòîíà Áîðà, åñëè Z� � 1 è êóëîíîâñêîå ïîëå¾ïîäæèìàåò¿ ýëåêòðîí ê ÿäðó. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ1s1=2-ñîñòîÿíèÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà [35; 36℄��B = 13 h1 + 2p1� (Z�)2 i == 8><>: 1� 13(Z�)2; Z � 137;1=3; Z = 137: (3.7)Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ñêðåùåííîãî ïîëÿ èç âûðàæå�íèÿ (2.11) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé� = 1� �2p1 + �2 ; d�d� = � 3� + �3p(1 + �2)3 ;Æ 2p3�31 + �2! = � 2p3�p1 + �2 Æ�;Æ� = � �Hm
2 = �12 ��B E0E
ríàõîäèì äîïîëíèòåëüíóþ ïîïðàâêó ê (3.6):Æ1S = �i~ p3�2p1 + �2 ��B ; (3.8)êîòîðàÿ ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðóåò ïîïðàâêè (3.6). Âèòîãå â ðàìêàõ ÌÌÂ (imaginary time method, ITM)ïîëó÷àåì [17℄SITM� = exp��2~ Im(ÆSspin + Æ1S)� == exp(� p3 �p1 + �2 �1� ��B�) ; (3.9)ãäå çíàêè ¾�¿ ñîîòâåòñòâóþò äâóì âîçìîæíûì ïðî�åêöèÿì ñïèíà �~=2 íà îñü êâàíòîâàíèÿ (íàïðàâëå�íèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ H).Îòìåòèì, ÷òî ñïèíîâàÿ ïîïðàâêà (3.9) íå çàâèñèòîò ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~. Ïðè ìàëûõ Z èìååìSITM� = 1� 13(Z�)3;ò. å. ïîïðàâêà ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò (÷ëåíû ïî�ðÿäêà Z� è (Z�)2 â (3.6) è (3.8) ïîëíîñòüþ ñîêðàùà�þòñÿ). Ýòî � ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â óðàâíåíèè Ïàóëè876



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006 �åëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ òóííåëüíîé è ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè : : :äëÿ ýëåêòðîíà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå êîîð�äèíàòíûå è ñïèíîâûå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, ïðî�åêöèÿ sz íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîõðàíÿ�åòñÿ è îðáèòàëüíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû íå çàâèñèò îòíåå, õîòÿ çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ýòèõ ñîñòîÿíèéðàçëè÷àþòñÿ íà ��H .Ïðèâåäåííûé âûøå âûâîä �îðìóëû (3.9) ñïðà�âåäëèâ, ñòðîãî ãîâîðÿ, â ïðåäåëå s � ~, îäíàêî äëÿýëåêòðîíà s = ~=2. Ïîýòîìó ìû èçëîæèì è äðóãîéïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìå, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèèêâàçèêëàññèêè íåïîñðåäñòâåííî ê óðàâíåíèþ Äèðà�êà â ïîñòîÿííîì ñêðåùåííîì ïîëå9).2) Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÄèðàêàD̂� = 0 äëÿ ýëåêòðîíà âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèò�íîì ïîëå F�� = ��A� � ��A� ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå = D̂+	; D̂� = 
� �i~�� + e
A���m
; (3.10)ãäå 	 � ðåøåíèå êâàäðèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ:D̂+D̂�	 � ��i� + e~
A�2�� m2
2~2 + ie~
 (� � E + i� �B)�	 = 0; (3.11)A2 � A�A� = A20 �A2, à � è � � ÷åòûðåõðÿäíûåìàòðèöû, ââåäåííûå Äèðàêîì. Â êàëèáðîâêåA� = f�Ey;�Ey; 0; 0g; � = f0; 1; 2; 3g; (3.12)îòâå÷àþùåé ïîñòîÿííîìó ñêðåùåííîìó ïîëþ, èíòå�ãðàëàìè äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýíåðãèÿ E è îáîáùåí�íûå èìïóëüñû Px, Pz. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.11)èùåì â âèäå	 = exp�� i~ (Et�P? � r)��(y)u;P? = fPx; 0; Pzg: (3.13)Â ñëó÷àå ñêðåùåííûõ ïîëåé(� � E + i� �B)2 = (�y + i�z)2 E2 � 0;ïîýòîìóu = (�y + i�z) u0 = � 
1�1 + 
�1��1
�1�1 + 
1��1 �; (3.14)9) Êâàçèêëàññè÷åñêèé ìåòîä ÂÊÁ äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêàáûë ðàçâèò â ðàáîòàõ [37; 38℄, à äëÿ ãëóáîêèõ óðîâíåé âáëè�çè ãðàíèöû íèæíåãî êîíòèíóóìà � â [39; 40℄ (â ïîñëåäíåìñëó÷àå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîòåíöèàë V (r) îáëàäàåò ñ�åðè�÷åñêîé ñèììåòðèåé). Ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÂÊÁ â êâàíòîâîéýëåêòðîäèíàìèêå ñâåðõñèëüíûõ êóëîíîâñêèõ ïîëåé (Z > 137)ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [29; 39�41℄.

ãäå ��z = ��� . Áèñïèíîð u0 è êîý��èöèåíòû
� ; � = �1 íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, à�óíêöèÿ �(y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ�00(y) + p2(y)� = 0;p2 = E2
2 � P 2? �m2
2 + 2meEJy; (3.15)ãäå J = (E � 
Px)=m
2 � èíòåãðàë äâèæåíèÿ [20℄.Êâàçèñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåòâîëíîâàÿ �óíêöèÿ	(+)(r) == Z D̂+ exp� i~P? � r��(+)(y)u d2P?; (3.16)óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ Çîììåð��åëüäà (ðàñõîäÿùàÿñÿ âîëíà ïðè y ! +1). Ååíóæíî ñøèòü ñ âîëíîâîé �óíêöèåé íà÷àëüíîãîñîñòîÿíèÿ [21; 36℄ (ýëåêòðîí íà s-óðîâíå â êîðîòêî�äåéñòâóþùåì ïîòåíöèàëå)	(0)(r; t) = exp�� i~E0t�C�rm
�2�~ �� exp��m
~ �r� r�1� p1 + ���ip1� �(� � n)���; (3.17)ãäå � = p1� �2, n = r=r; à C� � áåçðàç�ìåðíûé àñèìïòîòè÷åñêèé (ïðè �r � 1) êîý���èöèåíò âîëíîâîé �óíêöèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ(l = 0, M = �=2 � ïðîåêöèÿ ïîëíîãî ìîìåíòàj = 1=2 íà îñü z, ò. å. íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêèR 	(0)+	(0)d3r = 1, îáû÷íîå äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿ�íèé.Öåíòðàëüíîé çàäà÷åé ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíî�ñòè wR ÿâëÿåòñÿ ñøèâàíèå ðåøåíèé (3.16) è (3.17),èìåþùèõ ðàçíóþ ñèììåòðèþ â îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ(3.18). Êàê ÿñíî èç (3.15), �óíêöèÿ �(+)(y) âûðàæà�åòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ýéðè. Â îáëàñòè ñøèâàíèÿ�C� � r � b = �C(1� �)E
rE ; (3.18)ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòèêàìè �óíêöèéÝéðè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà [42℄. �àçëà�ãàÿ exp(��r) â èíòåãðàë Ôóðüå, îïóñêàÿ â îïåðàòîðåD̂+ ñëàãàåìûå ñ ïîòåíöèàëàìè A è A0, èç óñëîâèÿñøèâàíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé (3.16) è (3.17) ïîëó�÷àåì10) êîý��èöèåíòû 
1 è 
�1 â (3.14). Ïîñëå ýòî�ãî íåòðóäíî íàïèñàòü âîëíîâóþ �óíêöèþ ýëåêòðîíà10) Çäåñü ìû îïóñêàåì òåõíè÷åñêèå äåòàëè, èçëàãàÿ õîä âû�÷èñëåíèé ñõåìàòè÷åñêè.877



Â. Ñ. Ïîïîâ, Á. Ì. Êàðíàêîâ, Â. Ä. Ìóð, Ñ. �. Ïîçäíÿêîâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006âíå áàðüåðà è, âû÷èñëÿÿ êîìïîíåíòó ïëîòíîñòè òî�êà jy = 
( (+))��y (+) è ïîëíûé ïîòîê RR jydx dz;íàéòè âåðîÿòíîñòü âûëåòà ýëåêòðîíà â åäèíèöó âðå�ìåíè, ò. å. ñêîðîñòü èîíèçàöèè s-óðîâíÿ:wR = m
2~ C2�P� 12�s1� �2=33 + �2 EE
r �� exp � p3�31 + �2 E
rE ! ; (3.19)ãäå P� = 1 +p1 + �2 +p3 ��1 +p1 + �2 �p3 �� ; � = �1; (3:190)à � îïðåäåëåíà â (2.7). Åñëè â (3.19) ïîëîæèòüP� = 1, òî ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäåò ñ �îðìóëîé äëÿâåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè â ñëó÷àå ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû,ñâÿçàííîé êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ñèëàìè (êîòîðàÿçàïèñàíà â ðàáîòå [2℄ â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ). Äî�áàâëÿÿ ê (3.19) ïîïðàâêó (3.8), âîçíèêàþùóþ âñëåä�ñòâèå ðàñùåïëåíèÿ íà÷àëüíîãî óðîâíÿ â ìàãíèòíîìïîëå, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîS+ = 1S� = 1 +p1 + �2 +p3�1 +p1 + �2 �p3� �� exp � ��Bs 3�21 + �2! ; (3.20)ãäå S� � çíà÷åíèÿ ñïèíîâîãî �àêòîðà äëÿ äâóõ âîç�ìîæíûõ ïðîåêöèé ñïèíà ýëåêòðîíà íà íàïðàâëåíèåìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ âû�ðàæåíèÿ (3.9) è (3.20) �óíêöèîíàëüíî ðàçëè÷íû,ïðè Z . 60 îíè ñ ïðîöåíòíîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàþò:SITM�S� = 1� �6 (Z�)3 +O((Z�)5); (3.21)ñì. òàêæå òàáëèöó. Ýòî äàåò óâåðåííîñòü â òîì, ÷òîñïèíîâûé �àêòîð â âåðîÿòíîñòè wR âû÷èñëåí ïðà�âèëüíî.Ïðè âû÷èñëåíèè ñêîðîñòè èîíèçàöèè wR ìûèñïîëüçîâàëè ñøèâàíèå âîëíîâûõ �óíêöèé (3.16)è (3.17) â ïîäáàðüåðíîé îáëàñòè. Ýòîò ïðèåì ÿâëÿåò�ñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé çàäà÷è îá èîíèçàöèè àòî�ìîâ â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [20℄ íà ñëó÷àéñêðåùåííûõ ïîëåé è óðàâíåíèÿ Äèðàêà.4. ÒÓÍÍÅËÜÍÀß È ÌÍÎ�ÎÔÎÒÎÍÍÀßÈÎÍÈÇÀÖÈß ÀÒÎÌÎÂ ËÀÇÅ�ÍÛÌÈÇËÓ×ÅÍÈÅÌÂåðîÿòíîñòü òóííåëüíîé èîíèçàöèè ñëåäóåò íåïî�ñðåäñòâåííî èç �îðìóë (2.9)�(2.12). Êðîìå òîãî,

íóæíî ó÷åñòü, ÷òî â ñëó÷àå E0 � E
h îñíîâíîé âêëàäâíîñèò exp(�2=3F ), âñëåäñòâèå ÷åãî èîíèçàöèÿ ïðàê�òè÷åñêè ïðîèñõîäèò â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ïî�ëå jE(t)j áëèçêî ê ñâîåìó ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ.Óñðåäíåíèå âåëè÷èíû wR(E(t)) ïî ïåðèîäó ïîëÿ äà�åò â âåðîÿòíîñòè äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü [3℄A =8<: p3F=�(1� �2); 0 � �2 < 1;1; � = �1 (4.1)(â óçêîé ïåðåõîäíîé îáëàñòè 1��2 . F çàâèñèìîñòüîò àìïëèòóäû ïîëÿ â ïðåäýêñïîíåíòå íå ñâîäèòñÿê ñòåïåíè F ). Ñîáèðàÿ âìåñòå âûðàæåíèÿ (2.9),(2.12), (3.20) è (4.1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ �îðìóëóäëÿ ñêîðîñòè èîíèçàöèè ðåëÿòèâèñòñêîãî ñâÿçàííî�ãî s-ñîñòîÿíèÿ â òóííåëüíîì (
R � 1) ðåæèìå:waR = !bjC�j2SDF 3=2�2� �� exp�� 23F �1� 110 �1� �23 � 
2R�� ; (4.2)ãäå!b = (m
2 �E0)=~ = 0:776(1� �) � 1021 
�1 (4.3)� ÷àñòîòà, îòâå÷àþùàÿ ýíåðãèè ñâÿçè Eb óðîâíÿ,C� � àñèìïòîòè÷åñêèé êîý��èöèåíò (íà ðàññòîÿíè�ÿõ r � 1=�, � = p1� �2) àòîìíîé âîëíîâîé �óíê�öèè áåç âíåøíåãî ïîëÿ, S = (S++S�)=2, à �óíêöèÿD èìååò äîâîëüíî ãðîìîçäêèé âèä, íî íå çàâèñèò îòïîëÿ F :D = p3(1 + �)p�(1� �2)(1� �4=9) "2�1� �23 �2#2� �� exp�6Z� ar
sin �p3� (4.4)(çäåñü ìû ñ÷èòàåì �2 < 1, èñêëþ÷àÿ ìàëóþ îáëàñòüýëëèïòè÷íîñòåé âáëèçè � = �1; äëÿ öèðêóëÿðíîé ïî�ëÿðèçàöèè íóæíî óáðàòü èç âûðàæåíèÿ äëÿ D ìíî�æèòåëü p3=�(1� �2) è èçìåíèòü ïîêàçàòåëü ñòåïå�íè 3=2� 2� â (4.2) íà 1 � 2�). Ïðè ïåðåõîäå îò E êïðèâåäåííîìó ïîëþ F , çàâèñÿùåìó îò ýíåðãèè óðîâ�íÿ, ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â (4.2) ïðèíèìàåòâ òî÷íîñòè òàêîé æå âèä, êàê è â íåðåëÿòèâèñòñêîìñëó÷àå [3℄, ÷òî îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿåòñÿ íà ðèñ. 3. Ïî�ýòîìó �îðìà êðèâûõ ðèñ. 4 íå ìåíÿåòñÿ îò âîäîðî�äà äî óðàíà (õîòÿ, ðàçóìååòñÿ, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíàwR ñèëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì Z).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî C2� è D ÿâëÿþòñÿ ¾âÿëû�ìè¿ �óíêöèÿìè çàðÿäà Z (çà èñêëþ÷åíèåì Z, áëèç�êèõ ê 137), â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíà !b ìåíÿåòñÿ íà878



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006 �åëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ òóííåëüíîé è ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè : : :

� = 00 2 4 6 8 10
R0:40:6
0:81:0

g
� = �1

�èñ. 3. Ôóíêöèÿ g èç âûðàæåíèÿ (2.9) â çàâèñèìî-ñòè îò ïàðàìåòðà àäèàáàòè÷íîñòè 
R. Ïðè äàííîéýëëèïòè÷íîñòè � êðèâûå îòíîñÿòñÿ ê � = 1, 0, �1(ñâåðõó âíèç)

0:02 0:04 0:06 0:08 0:10F1012
1416
18 1020406092

1Z = 1
lgwR [
�1℄

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè lgwR îò ïðèâåäåííîãî ïîëÿ Fäëÿ óðîâíÿ 1s1=2 âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà (èîíà).Ñïëîøíûå êðèâûå � ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ èçëó÷å-íèÿ, øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå

íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ � ñì. òàáëèöó, â êîòîðîé ïðè�âåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â �îðìóëó(4.2), äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîäîðîäîïîäîáíîãîàòîìà (èîíà) ñ çàðÿäîì Z. Â ýòîì ñëó÷àå [21; 36℄�1s = � =p1� (Z�)2;C21s = 22��1=�(2�+ 1); (4.5)ïðè÷åì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ � è C2� èìåþò�ñÿ è äëÿ äðóãèõ ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, ñì.Ïðèëîæåíèå Ñ. ×òî êàñàåòñÿ ñïèíîâîé ïîïðàâêè S�,òî ïðè Z � 137 îíà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû,îäíàêî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì Z. Òàê, S+ = 1:283ïðè Z = 100 è S+ = 4:041 ïðè Z = 137 (ïðåäåëü�íîå çíà÷åíèå Z â ìîäåëè òî÷å÷íîãî çàðÿäà ÿäðà).Ïðè F � 1 øèðèíà áàðüåðà âî ìíîãî ðàç áîëüøåðàäèóñà ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ, è àñèìïòîòèêà âîë�íîâîé �óíêöèè ñâîáîäíîãî (áåç ïîëÿ) àòîìà çàäàåò¾íà÷àëüíîå óñëîâèå¿ äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè â ïîä�áàðüåðíîé îáëàñòè. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèèwR / j (b)j2 ïðîïîðöèîíàëüíà jC�j2.Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî àòîìà âîäîðîäà èìååìZ = 1, � = C2� = 1 (äëÿ 1s-óðîâíÿ), D = 8p3=� == 7:818, !b = me4=2~3 = 2:067 � 1016 
�1, è �îðìóëà(4.2) ïðèíèìàåò âèä (â àòîìíûõ åäèíèöàõ)waNR = 4s 3�E0(1� �2) �� exp�� 23E0 �1�3��230 
2�� ; 0 � �2 < 1; (4.6)à â ñëó÷àå öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè �waNR == 4E0 exp�� 23E0 �1� 115
2�� ; 
 = 
R; (4.7)ñì., íàïðèìåð, îáçîð [12℄. Ïîïðàâêè ïîðÿäêà 
2â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû áûëè âû÷èñëåíû â ðàáî�òàõ [2; 3℄.Ôîðìóëû (4.2)�(4.5) ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü ñêî�ðîñòü èîíèçàöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ëþáîì Z.�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ îáñóäèì â ñëåäóþ�ùåì ðàçäåëå.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ 
R � 1, êîãäà ïðî�öåññ èîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîãî�îòîííûì. Ïîñêîëü�êó !=m . 10�5 äëÿ ëàçåðîâ îïòè÷åñêîãî è èí�ðà�êðàñíîãî äèàïàçîíîâ, äàííûé ðåæèì ìîæåò áûòüðåàëèçîâàí, åñëè áóäóò ñêîíñòðóèðîâàíû ìîùíûåðåíòãåíîâñêèå ëàçåðû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äåëîì äîñòà�òî÷íî äàëåêîãî áóäóùåãî. Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì879
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R � 1 êðàòêî, îãðàíè÷èâàÿñü ëèøü îä�íèì (âïðî÷åì, íàèáîëåå âàæíûì) ýêñïîíåíöèàëü�íûì ìíîæèòåëåì.Ïðè 
R � 1 ñêîðîñòü èîíèçàöèè óäîáíî ïåðåïè�ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:wR / expf�2K0f(
R; �)g; (4.8)ãäå K0 � ïàðàìåòð ìíîãîêâàíòîâîñòè:K0 = Eb=~! = m
2(1� �)=~!: (4.9)Ïðè ýòîì f(
R; �; �) = k(�)
Rg(
R; �; �); (4.10)ãäå k(�) = �2p1 + �2 � 1 + �2 ; (4.11)ïðè÷åì êîý��èöèåíò k èçìåíÿåòñÿ â îãðàíè÷åííûõïðåäåëàõ: 2=3 < k(�) < 3=4 ïðè 1 > � > �1 (ñì.ðèñ. 2). Àñèìïòîòèêà �óíêöèè (4.10) ÿâëÿåòñÿ ëîãà�ðè�ìè÷åñêîé,f(
R; �; �) � ln(2
R)�12+12 ln 2(1��2=3)(1+�)(1��2) ; (4.12)è óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè 
R & 3. Îòñþäà ñ ýêñïîíåí�öèàëüíîé òî÷íîñòüþ èìååìwR(
R; �; �) / �e(1 + �)(1� �2)8
2R �K0 ;e = 2:718 : : : ; (4.13)ïîýòîìó ñêîðîñòü èîíèçàöèè óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè�÷åíèåì ýíåðãèè ñâÿçè óðîâíÿ (ïðè îäíîì è òîì æåçíà÷åíèè ïàðàìåòðà 
R). Â ñëó÷àå öèðêóëÿðíîé ïî�ëÿðèçàöèè ïðåäûäóùèå �îðìóëû íåñêîëüêî èçìåíÿ�þòñÿ: f(
R) / ln(
Rpln 
R); 
R !1; (4.14)è ò. ä.Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè ìîæåò áûòü ïðåä�ñòàâëåíà â âèäå ñóììû âåðîÿòíîñòåé ìíîãî�îòîí�íûõ ïðîöåññîâ:wR = Xn>K0 wn; wn+1wn � 
�2R ; (4.15)êàê è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå [1�3℄.Ïðè 
R > 1 ïðîÿâëÿåòñÿ ðåçêàÿ çàâèñèìîñòü âå�ðîÿòíîñòè wR îò �îðìû èìïóëüñà, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòèíòåðåñ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ óëüòðàêîðîòêèìè ëà�çåðíûìè èìïóëüñàìè. Äàííûé âîïðîñ ìîæåò áûòü

ðàññìîòðåí ñ ïîìîùüþ ÌÌÂ (ñð. ñ [43; 44℄), íî ýòîâûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè.Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ìà�ëûõ è áîëüøèõ 
R. Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ âû�øå óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìîòðåòü è ïðîìåæóòî÷íûéñëó÷àé 
R � 1, ñâÿçàâ òåì ñàìûì îáëàñòè òóííåëü�íîé è ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè.5. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ �ÀÑ×ÅÒÛÎáñóäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.Ôóíêöèÿ g(
R), ñòîÿùàÿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåí�òû (2.9), áûëà âû÷èñëåíà íàìè íå òîëüêî â àäèàáà�òè÷åñêîé îáëàñòè, íî è ïðè âñåõ 
R (ñì. ðèñ. 3). Ñðîñòîì 
R, ò. å. ÷àñòîòû ! ëàçåðà, �óíêöèÿ g(
R)ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ, òàê æå êàê è â íåðåëÿòè�âèñòñêîé òåîðèè èîíèçàöèè. Ñîîòâåòñòâåííî, âåðî�ÿòíîñòü èîíèçàöèè âîçðàñòàåò (ïðè îäíîì è òîì æåçíà÷åíèè ïðèâåäåííîãî ïîëÿ F ). Çàâèñèìîñòü ñêî�ðîñòè wR ðåëÿòèâè
òñêîé èîíèçàöèè îò èíòåíñèâíî�ñòè I èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðåçêîé: ïðèðîñòå I íà ïîðÿäîê âåëè÷èíà wR óâåëè÷èâàåòñÿ íà10�12 ïîðÿäêîâ, ÷òî âîîáùå õàðàêòåðíî äëÿ òóííåëü�íûõ ïðîöåññîâ.

21:5 22:0 22:5 23:0 23:5 23:0lg I [Âò/ñì2℄
3 1 2

05
1015
200:01 0:02 0:03 0:05 0:07F

lgw R[
�1 ℄

�èñ. 5. Ñêîðîñòü èîíèçàöèè îñíîâíîãî óðîâíÿ ïðèZ = 30. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ 1 � ðàñ÷åò ïî �îðìóëå(4.2), øòðèõîâàÿ êðèâàÿ 2 � ïðè P = Q = S = 1,êðèâàÿ 3 � ïðè P = S = 1, íî ñ ó÷åòîì êóëîíîâ-ñêîãî �àêòîðà Q. Íà âåðõíåé îñè äàíû çíà÷åíèÿïðèâåäåííîãî ïîëÿ F880
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�èñ. 6. Ñêîðîñòü òóííåëüíîé èîíèçàöèè íèçêî÷àñ-òîòíûì ëàçåðíûì ïîëåì: ñïëîøíûå êðèâûå � äëÿëèíåéíîé, øòðèõîâûå � äëÿ öèðêóëÿðíîé ïîëÿðè-çàöèè�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 4�6. �èñóíîê 5 èëëþñòðèðóåò îòíîñèòåëüíóþðîëü ðàçëè÷íûõ ñîìíîæèòåëåé â �îðìóëå (4.2). Èçíåãî âèäíî, ÷òî êóëîíîâñêèé �àêòîð Q è ïðåäýêñïî�íåíòà P ìåíÿþò âåëè÷èíó wR íà íåñêîëüêî ïîðÿä�êîâ, íî äåéñòâóþò â ðàçíûå ñòîðîíû. Â èòîãå, åñëèïîëîæèòü P = Q = S = 1, ïîëó÷èòñÿ âåñüìà ïðîñòàÿ�îðìóëà, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïåðâîåïðèáëèæåíèå (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ 2 íà ðèñ. 3). Êàêâèäíî íà ðèñ. 6, ñ ðîñòîì ýëëèïòè÷íîñòè çíà÷åíèåwR(I) óìåíüøàåòñÿ íà 1�3 ïîðÿäêà. Ýòî îáúÿñíÿåò�ñÿ òåì, ÷òî ïðè çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè I ýëåêòðè�÷åñêîå ïîëå E0 / (1 + �2)�1=2 óáûâàåò ñ ðîñòîì j�j.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü lgwR îò ïðèâåäåí�íîãî ïîëÿ F = E0=E
h: ñïëîøíûå êðèâûå îòíîñÿò�ñÿ ê ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè, øòðèõîâàÿ êðèâàÿ � êïîñòîÿííîìó ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ (àòîì âîäîðîäà,� = 1). Ïðè èçìåíåíèè Z îò 1 äî 92 �îðìà êðè�âûõ êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ, íî àáñîëþòíàÿ âåëè÷è�íà âåðîÿòíîñòè wR ñèëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ. �àçëè÷èåìåæäó äâóìÿ êðèâûìè ñ Z = 1 îáÿçàíî ïðåäýêñïî�íåíöèàëüíîìó ìíîæèòåëþ (4.1).Ïðè � ! 1 èìååì � / p1� � ! 0 è ïðåäûäóùèåóðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå �îðìóëû íåðåëÿ�òèâèñòñêîé òåîðèè Êåëäûøà, ñì. ïîäðîáíåå â Ïðè�ëîæåíèè B. Â ÷àñòíîñòè, ïðè � = 0 èç óðàâíåíèé(2.5), (2.12) è (2.13) ñëåäóåò

g(
) == 32
 (�1+ 12
2� ln�
+p1+
2 ��p1+
22
 ) ;(5.1)Q = � 2F �2n� ; P = �2F;n� = Z� ; 
 = !�E0 ; (5.2)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [1�4℄. ÇäåñüF = E0=�3; � = p2Eb è èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäè�íèöû ~ = m = e = 1. Ïîïðàâêè ê íåðåëÿòèâèñò�ñêèì âûðàæåíèÿì ïîðÿäêà �2 (ñì., íàïðèìåð âûðà�æåíèÿ (Â.2) â Ïðèëîæåíèè B). Êðèâûå íà ðèñ. 3,îòâå÷àþùèå � ! 1, ïîñòðîåíû ïî �îðìóëå (5.1),îñòàëüíûå êðèâûå � ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (2.1),(2.4) è (4.2).Îöåíèì îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèè Êåëäûøà.Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òîR = wNRwR / exp(�"23 [2(1� �)℄3=2�� 2p3�31 + �2 # E
rE0 ) � exp�� 136(Z�)5 E
rE0 � ; (5.3)ãäå ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ ìû ïîëîæèëèwNR / exp(�2�3Ea=3E0) è � = ��1p2(1� �). �àçëè�÷èå ìåæäó íåðåëÿòèâèñòñêîé è ðåëÿòèâèñòñêîé âå�ðîÿòíîñòÿìè, wNR è wR, ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûìïðè Z � Z�,Z� = ��1(36E0=E
r)1=5 � 45I0:1; (5.4)è ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì Z áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ(çäåñü I � èíòåíñèâíîñòü ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ âåäèíèöàõ 1022 Âò/ñì2; òàêîé èíòåíñèâíîñòè îòâå÷à�åò íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ E0 � p8�I=
 � 500Ea �� 3 � 1012 B/ñì). Ýòà ïðîñòàÿ îöåíêà äàåò: Z� �� 35; 45; 60; 75 ñîîòâåòñòâåííî ïðè I = 1021, 1022,1023, 1024 Âò/ñì2 â ñîãëàñèè ñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòà�ìè (ðèñ. 7). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêèå èíòåíñèâíîñòèïðåâûøàþò âîçìîæíîñòè ëàçåðíîé òåõíèêè, îäíàêî,ñîãëàñíî âûâîäàì ðàáîòû [10℄, ìîæíî ðàññ÷èòûâàòüíà äîñòèæåíèå èõ â áëèæàéøåì äåñÿòèëåòèè.Çàìåòèì åùå, ÷òî wR . 1=� � !, ãäå � � äëèòåëü�íîñòü èìïóëüñà11). ×èñëåííî èìååì ! � 2:4 �1015 
�111) Ïðè ýòîì óñëîâèè ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè ïðî�ïîðöèîíàëüíà � (ëèíåéíûé ðåæèì). Ïðè íàðóøåíèè óñëî�âèÿ (5.5) ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìàëîñòü wR èñ÷åçàåò.6 ÆÝÒÔ, âûï. 5 881
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�èñ. 7. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè íåðåëÿòèâèñòñêîéòåîðèè èîíèçàöèè: îòíîøåíèå R èç �îðìóëû (5.3)â çàâèñèìîñòè îò Z (ó êðèâûõ óêàçàíû çíà÷åíèÿlg I [Âò/ñì2℄)äëÿ òèòàí-ñàï�èðîâîãî ëàçåðà, ! � 1:7:1016 
�1äëÿ ëàçåðà íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ [45; 46℄ è! � 1:5 � 1018 
�1 äëÿ ðåíòãåíîâñêîãî ëàçåðà [47℄(~! = 1 êýÂ); èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ�ùèå çíà÷åíèÿ ïîëÿ F � 0:04�0.1. Ïîëàãàÿ F = 0:1,ïîëó÷àåì �31 + �2 &r II
r ;I
r = 
8�E2
r = 2:3 � 1029 Âòñì2 ; (5.5)÷òî îãðàíè÷èâàåò çíà÷åíèÿ Z ñíèçó (ïðè äàííîé èí�òåíñèâíîñòè I). Ýòî îãðàíè÷åíèå ó÷òåíî íà ðèñ. 7.Â öåëîì íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ Êåëäûøà îêà�çûâàåòñÿ ïðèìåíèìîé â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè, ÷åììîæíî áûëî áû äóìàòü a priori, íî ïðè î÷åíü áîëü�øèõ èíòåíñèâíîñòÿõ I è ïðè Z & Z� íóæíî ïîëüçî�âàòüñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè �îðìóëàìè.6. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÂûøå ìû ðàññìàòðèâàëè èîíèçàöèþ àòîìíîãîóðîâíÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì èçëó÷åíèåì ñ ïðîèç�âîëüíîé ýëëèïòè÷íîñòüþ �. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ïî�ëÿðèçàöèè ðåøåíèå óðàâíåíèé ÌÌÂ íåòðóäíî ïîëó�÷èòü äëÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà îáùåãî âèäà:E = H = E0'(!(t� x)); E ?H; (6.1)

ãäå '(�) � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâî�ðÿþùàÿ óñëîâèþ êâàçèêëàññè÷íîñòè; íàïðèìåð,'(�) = 1= 
h2 �; exp(��2) èëè exp(��2=2�2) 
os � �ñîîòâåòñòâåííî ñîëèòîíîïîäîáíûé è ãàóññîâñêèéèìïóëüñû èëè ìîäóëèðîâàííûé ñâåòîâîé èìïóëüññ ãàóññîâñêîé îãèáàþùåé. Ïðè ýòîì �îðìóëà (2.4)ñîõðàíÿåò ñâîé âèä, à óðàâíåíèÿ äëÿ �0 è J àíà�ëîãè÷íû (2.5) ïðè � = 0. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àåìîäóëèðîâàííîãî ñâåòîâîãî èìïóëüñàE(t; x) = E0 exp��!2(x � t)2=2�2	 
os!(x� t) (6.2)èìååì F (�0) = 
r1 + (�� J)21� �2 ;1�0 �0Z0 F 2(�)d� = 
2 1� J21� �2 ; (6.3)ãäå 
 � 
r, ñì. (À.2), èF (�) = 12 �Z�� exp� z22�2 + z� dz: (6.4)Êàê è âûøå, èç ýòèõ óðàâíåíèé ëåãêî îïðåäåëÿþò�ñÿ (÷èñëåííî) âåëè÷èíû �0 è J â çàâèñèìîñòè îò
. Ïàðàìåòð � îïðåäåëÿåò øèðèíó îãèáàþùåé. Ïðè� ! 1 �óíêöèÿ F (�) ! sh � è óðàâíåíèÿ (6.3) ñîâ�ïàäàþò ñ (2.5), åñëè â ïîñëåäíèõ ïîëîæèòü � = 0.Ñ óìåíüøåíèåì � çíà÷åíèÿ �óíêöèè g(
; �), ñòî�ÿùåé â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû (2.9), òàêæå óìåíü�øàþòñÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî âåðîÿòíîñòü wR â îáëàñòè
 & 1 ðåçêî âîçðàñòàåò (ïðè òîì æå çíà÷åíèè E0).Êàê è â íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè, ýòî îáúÿñíÿåòñÿòåì, ÷òî ïðè óêîðî÷åíèè èìïóëüñà â åãî ñïåêòðå óâå�ëè÷èâàåòñÿ âåñ âûñîêèõ ãàðìîíèê îñíîâíîé ÷àñòîòû!, äëÿ êîòîðûõ ïîðîã �îòîèîíèçàöèè ìåíüøå, ÷åìK0 = Eb=~!.Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ðåëÿòèâèñò�ñêîå îáîáùåíèå òåîðèè Êåëäûøà ðàññìàòðèâàåòñÿòàêæå â ñòàòüÿõ Ìèëîñåâè÷à, Êðàéíîâà è Áðàáå�öà [48℄, ïîñâÿùåííûõ ¾ïîëóêëàññè÷åñêîé äèðàêîâ�ñêîé òåîðèè òóííåëüíîé èîíèçàöèè¿. �åçóëüòàòûýòèõ ðàáîò â ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ íå çàâèñÿùèõ îòñïèíà �àêòîðîâ, íå ÿâëÿþòñÿ îðèãèíàëüíûìè èïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþò (áåç íàäëåæàùèõ ññûëîê)ïîëó÷åííûå ðàíåå [2; 25; 30℄. ×òî êàñàåòñÿ èîíèçà�öèè ýëåêòðîííîãî óðîâíÿ ñêðåùåííûì ïîëåì, òîðàññìîòðåíèå ýòîãî âîïðîñà â ðàáîòå [48℄ ÿâëÿåòñÿîøèáî÷íûì èç-çà íåó÷åòà ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàè-ìîäåéñòâèÿ â ïîäáàðüåðíîì äâèæåíèè ýëåêòðîíà.Äàëüíåéøèå ïîäðîáíîñòè è êîììåíòàðèè ñì. â [49℄.882



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006 �åëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ òóííåëüíîé è ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè : : :Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îñíîâàíà íà äîêëàäå, ïðåä�ñòàâëåííîì àâòîðàìè XXIII Ñúåçäó ïî ñïåêòðîñêî�ïèè (17�21 îêòÿáðÿ 2005 ã., Çâåíèãîðîä). Ìû õîòå�ëè áû âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü Ñ. Ï. �î�ðåñëàâñêîìó, Ë. Â. Êåëäûøó, Í. Á. Íàðîæíîìó,Ñ. Â. Ïîïðóæåíêî è Â. Ï. ßêîâëåâó çà îáñóæäå�íèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ðåöåíçåíòó íàøåé ñòà�òüè çà ïîëåçíîå çàìå÷àíèå, à òàêæå Ñ. Ñ. Áóëàíîâó,Í. Ñ. Ëèáîâîé è Ì. Í. Ìàðêèíîé çà ïîìîùü ïðèïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíòû��03-02-17348, 04-02-17157).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÀÎ ïàðàìåòðå àäèàáàòè÷íîñòèÂûáîð ýòîãî ïàðàìåòðà â âèäå (2.6) òðåáóåò ïî�ÿñíåíèé. Â íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè Êåëäûøà [1℄
 = !Tt = me!�~E0 ; � =s 2Ebme4=~2 ; (A.1)ãäå Tt � õàðàêòåðíîå âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ,à 
 è � � áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû. Çàìåíà�! ��1p1� �2 ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ
r = m
!eE0 p1� �2 � ~!m
2 E
rE0 p1� �2; (A.2)êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü â ðÿäå ðàáîò, â òîì ÷èñëåâ [17℄. Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàññìîò�ðåòü òóííåëèðîâàíèå â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîìïîëå E0. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè
r = !Tt = ! bZ0 dxjvj ; v = is� p2p2 +m2 ; (A.3)p2 = (�� V )2 �m2 = (m�+ eE0x)2 �m2; (A.4)ãäå � > 0; v � ñêîðîñòü (ìíèìàÿ) ýëåêòðîíà ïîä áàðü-åðîì, b = m(1 � �)=eE0 � åãî øèðèíà. Âû÷èñëÿÿèíòåãðàë, ïîëó÷àåì �îðìóëó (À.2). Îäíàêî äëÿ ñî�ñòîÿíèé ñ � < 0 ýòà �îðìóëà óæå íåïðèìåíèìà: òàê,
r ! 0, êîãäà � ! �1, ò. å. óðîâåíü ïðèáëèæàåòñÿê ãðàíèöå íèæíåãî êîíòèíóóìà. Ôîðìàëüíî ýòî ñâÿ�çàíî ñ òåì, ÷òî ïðè � < 0 êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ¾âðåìåíè¿ t ìåíÿåò ñâîéâèä, ñì. ðèñ. 1 â [25℄.Â ðàìêàõ ÌÌÂ â êà÷åñòâå âðåìåíè òóííåëèðîâà�íèÿ åñòåñòâåííî âçÿòü jt0j, ãäå t0 � ïîëíîå (ìíèìîå)âðåìÿ ïîäáàðüåðíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Äëÿ ïîñòî�ÿííîãî ñêðåùåííîãî ïîëÿ [25; 30℄

t0 = im
eE0 p3�p1 + �2 = i ~m
2s 3�21 + �2 E
rE0 ; (A.5)÷òî ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ
R = !jt0j = m
!eE0 s 3�21 + �2 = 
rp1� �2=3 : (A.6)Äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé ñâÿçè Eb < m
2 âûðàæå�íèÿ (A.3) è (A.6) î÷åíü áëèçêè: 
r=
R = 0:997; 0:99,0.97, ñîîòâåòñòâåííî ïðè Z = 30; 60, 92. Ñ äðóãîé ñòî�ðîíû, 
r ! 0 ïðè � = �1, à 
R òîëüêî ÷èñëåííî ìíî�æèòåëåì 1.5 îòëè÷àåòñÿ îò ïàðàìåòðà 
0 = m
!=eE0,âîçíèêàþùåãî â òåîðèè ðîæäåíèÿ e+e�-ïàð èç âàêó�óìà ïåðåìåííûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì (ñì. [50; 51℄,à òàêæå ðàáîòó [52℄ è óêàçàííûå â íåé äàëüíåéøèåññûëêè).Ïîñëå ïåðåõîäà îò 
r ê 
R �óíêöèÿ g, ñ ýêñïîíåí�öèàëüíîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿþùàÿ âåðîÿòíîñòü ðå�ëÿòèâèñòñêîé èîíèçàöèè wR, ñëàáî çàâèñèò îò ýíåð�ãèè óðîâíÿ â îáëàñòè 
R . 1. Ýòî âûòåêàåò èç âûðà�æåíèÿ (2.12) è â îñîáåííîñòè èç ñðàâíåíèÿ ðèñ. 8aè 8á. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âûáîð ïàðàìåòðà àäèàáà�òè÷íîñòè â âèäå (À.6) ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì â âèäå(À.2). Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå êàê 
R, òàê è 
rïåðåõîäÿò â ïàðàìåòð Êåëäûøà (À.1):
R = �1� 572�2�2 + : : :� 
;
r = �1� 18�2�2 + : : :� 
: (A.7)Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÍåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåëÔîðìóëû (2.4)�(2.9) ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèèèîíèçàöèè èìåþò, íà ïåðâûé âçãëÿä, ìàëî îáùå�ãî ñ èçâåñòíûìè �îðìóëàìè òåîðèè Êåëäûøà.Ïîêàæåì, êàê ïðîèñõîäèò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä êíåðåëÿòèâèñòñêîìó ïðèáëèæåíèþ.Ïîëàãàÿ � = E0m
2 = 1� 12�2�2; (B.1)èìååì12) � = 1p3���1 + 772�2�2 + : : :� ;12) Ýòè ðàçëîæåíèÿ èìåþò õîðîøóþ òî÷íîñòü äàæå â ðåëÿ�òèâèñòñêîì ñëó÷àå. Òàê, ïðè Z = 92 (�� = 0:720) èç (B.2)íàõîäèì � = 0:436, � = 0:673 è E
h=E
r = 0:365, ÷òî ëèøü íàäîëè ïðîöåíòà îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íûõ (ñì. òàáëèöó) çíà÷åíèé.883 6*
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�èñ. 8. Ôóíêöèÿ g(
; �) èç (2.9) â îáëàñòè 
 . 1 ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå ïàðàìåòðà àäèàáàòè÷íîñòè: a � 
 = 
r,ýíåðãèÿ � = 1, 0:75, 0:5, 0:25, 0, �0:5 (êðèâûå ñâåðõó âíèç); á � 
 = 
R è � = 1, 0, �0:5, �1 (êðèâûå ñâåðõó âíèç)E
h = �3Ea�1� 124�2�2 + : : :� ;� = Z� �1� 38�2�2 + : : :� ; (B.2)� ñì. â (A.1). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî (J � �)2 = O(�4),ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.5) ïðèíèìàåò âèäsh2 �0 � �2�
h �0 � sh �0�0 �2 = 
2 (B.3)è ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì �0 = �i!t0, îïðåäåëÿ�þùèì íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîäáàðüåðíîãî äâèæåíèÿâ ïîëå ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé ñâåòîâîé âîë�íû [3℄. Äàëåå, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (2.5) íàõîäèìJ � � = 12�2�28<:1� 12
2"(1� �2) sh 2�02�0 ++2�2 sh �0�0 !2 � (1 + �2)#9=;+O(�4) (B.4)è â èòîãå ïîëó÷àåì2m
2~! (J � �)�0 = 2K0f(
; �); (B.5)ãäåf = �1+1+�22
2 � �0�1��24
2 sh 2�0��2 sh2 �0
2�0 ; (B.6)

K0 = �2=2! � Eb=! � ïàðàìåòð ìíîãîêâàíòîâîñòè.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (2.4) ïîëó÷àåì ãëàâíûé (ýêñ�ïîíåíöèàëüíûé) �àêòîð òåîðèè Êåëäûøà äëÿ ïðî�èçâîëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè �, âïåðâûå âû÷èñëåííûé âðàáîòå [3℄ (â áîëåå ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷åíèÿõ) è ïðåä�ñòàâëåííûé â óêàçàííîì âûøå âèäå â ðàáîòå [6℄. Ïðèýòîì, êàê îáû÷íî, ïåðåõîä ê ïåðåìåííîé ÌÌÂ �0 ñó�ùåñòâåííî óïðîùàåò âèä �îðìóë.Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè óðàâíåíèå (Â.3)ðåøàåòñÿ ÿâíî: �0 = Arsh 
. Äëÿ ñêîðîñòè èîíèçàöèès-óðîâíÿ ïîëó÷àåìw(E0; !; � = 0) = C2� � 22n�F 3=2�2n� �� exp��2�33E0 g(
)� ; F = E0�3 ; (B.7)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [1�4; 12℄ (�óíê�öèÿ g(
) îïðåäåëåíà â (5.1)).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÑÅñëè àòîìíûé ïîòåíöèàë íà áîëüøèõ ðàññòîÿíè�ÿõ îò ÿäðà èìååò âèäV (r) = �Z�r �1 + o�1r�� ; r � 1�; (C.1)884



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 5, 2006 �åëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ òóííåëüíîé è ìíîãî�îòîííîé èîíèçàöèè : : :òî èç óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñëåäóåò àñèìïòîòèêà äëÿýëåêòðîííîé ïëîòíîñòèZ d
n +(r) (r) == f2p�C�e��r(�r)� + : : : g2; (C.2)ãäå � = p1� �2, à � � ïàðàìåòð Çîììåð�åëüäà(2.13). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ íîðìèðîâêàR  + d3r = 1.Â ñëó÷àå âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà (èîíà) óðàâ�íåíèå Äèðàêà ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè [21; 36℄, è äëÿñîñòîÿíèé ns1=2 èìååì�n = �1� �2N2�1=2 � �1 + �2�2n��1=2;n = 1; 2; 3; : : : (C.3)ãäå �n = n� �1�p1� �2 � ;N =rn2 � 2(n� 1)�1�p1� �2 �;C2n = 22(�n�1)(1 +N�1)(n� 1)!�(2�n + 2� n) ; (C.4)� = Z�, n > N > �n > n� 1 è Cn � C�(ns1=2).Äàëåå èìååì�n = (n� 1)�2n + �np1� (n� 1)2(1� �2n) (C.5)è, ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (Ñ.4), âûðàæàåì àñèìïòîòè÷å�ñêèé êîý��èöèåíò Cn ÷åðåç ýíåðãèþ �n óðîâíÿ. Â÷àñòíîñòè, äëÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ n = N = 1,�1 = �1 =p1� �2; C21 = 22�1�1=�(2�1 + 1); (C.6)äëÿ ñëåäóþùåãî óðîâíÿ 2s1=2�2 = 12N =r12 �1 +p1� �2 �; �2 = 2�22; (C.7)C22 = 24�22�2�(4�22 )�1 + 12�2�; (C.8)è ò. ä.Ïðåäûäóùèå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû òîëüêî âòîì ñëó÷àå, åñëè â àòîìå èìååòñÿ îäèí ýëåêòðîíâ ñîñòîÿíèè ns1=2, à îñòàëüíûå ýëåêòðîíû îáî�äðàíû (íåýêðàíèðîâàííûé êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë
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�èñ. 9. Êâàäðàò àñèìïòîòè÷åñêîãî êîý��èöèåíòàäëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìàâ ñëó÷àå ÷àñòèö ñî ñïèíîì s = 1=2 è s = 0 (íåðåëÿ-òèâèñòñêîå çíà÷åíèå C21s = 1)V (r) = ��=r, 0 < r <1). Äëÿ äðóãèõ àòîìîâ àíàëè�òè÷åñêîå ðåøåíèå îòñóòñòâóåò, ïàðàìåòðû � è C� ÿâ�ëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, õàðàêòåðèçóþò äàííûé àòîì�íûé óðîâåíü è ìîãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî13), ëè�áî âçÿòû èç ýêñïåðèìåíòà. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ âûðà�æåíèÿ (Ñ.6) äëÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ èñïîëüçîâàëèñü âêà÷åñòâå îðèåíòèðîâêè.Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû èìåþò ìåñòî è â ñëó÷àåáåññïèíîâûõ ÷àñòèö.�åøåíèå óðàâíåíèÿ Êëåéíà ��îðäîíà â êóëîíîâ�ñêîì ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà èìååò âèä (äëÿ îñíîâíî�ãî ñîñòîÿíèÿ 1s)�0(r) = 2p�C�e��r(�r)� ;0 < � < 1=2;ãäå � = p�; � = p1� �;� = ��p1� �2 = 12 +r14 � �2;C21s = 22�2�1��(2�2 + 1) ; (C.9)13) Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå, ò. å. äëÿ âàëåíòíûõ ýëåêòðî�íîâ, àñèìïòîòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû C� èçâåñòíû äëÿ âñåõàòîìîâ, îò âîäîðîäà äî óðàíà, è ìîãóò áûòü èçâëå÷åíû èçñïðàâî÷íèêîâ. Ñîãëàñíî ðàáîòå [48℄, êîý��èöèåíòû C� ìîæ�íî âûðàçèòü àíàëèòè÷åñêè ÷åðåç � äëÿ s-óðîâíÿ ïðîèçâîëüíî�ãî àòîìà (ñì. �îðìóëû (27) è (36) â ðàáîòå [48℄), ÷òî íåâåðíî.885
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