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ÒÅÏËÎÂÎÉ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÛÉ ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÛÉ ÑËÎÉÍÀ Ï�ÎÍÈÖÀÅÌÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÅÈ. È. Âèãäîðîâè÷ *Èíñòèòóò ìåõàíèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119992, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31 îêòÿáðÿ 2006 ã.Äëÿ òåïëîâîãî òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïëàñòèíå ñî âäóâîì è îòñîñîì óñòàíîâëåíû çàêîíûïîäîáèÿ äëÿ ïðî�èëåé òåìïåðàòóðû, òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà òåïëà, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïóëüñàöèè òåì-ïåðàòóðû, òåïëîïåðåäà÷è íà ñòåíêå. Ïðè âäóâå òåìïåðàòóðà âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿèìååò óíèâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, èçâåñòíîå èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ íåïðîíèöàåìîé ïëà-ñòèíû, à ïðè îòñîñå îïèñûâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì êðèâûõ. Óíèâåðñàëüíûé çàêîí òåï-ëîïåðåäà÷è â �îðìå îáîáùåííîé àíàëîãèè �åéíîëüäñà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëîâîãîïîòîêà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ÷èñëàì �åéíîëüäñà, ñêîðîñòÿì âäóâà è îòñîñà, ñ ïîìîùüþ �óíêöèèîäíîé ïåðåìåííîé. �åçóëüòàòû ïîëó÷åíû áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ãèïîòåç çàìûêàíèÿ.PACS: 44.20.+b, 47.27.nb, 47.27.te1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ òóðáóëåíòíîãî ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ íà ïëàñòèíå ñî âäóâîì è îòñîñîì ðå�øåíà â ðàáîòàõ [1�4℄. �åçóëüòàòû ïîëó÷åíû áåç èñ�ïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ãèïîòåç çàìûêàíèÿ ïðè�èçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îáùåãî õàðàêòåðà, ïî�ñêîëüêó óäàëîñü óñòàíîâèòü íàëè÷èå óíèâåðñàëüíîéñâÿçè ìåæäó êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì è ãðàäèåí�òîì óñðåäíåííîé ñêîðîñòè. Ýòà ñâÿçü ìîæåò áûòüîïðåäåëåíà ïî ïðî�èëþ ñêîðîñòè â îäíîì ýòàëîí�íîì òå÷åíèè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûáðàíî òå÷åíèå âïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå. Çà�ìêíóòûå òàêèì ñïîñîáîì óðàâíåíèÿ ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ ðåøåíû ìåòîäîì ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷å�ñêèõ ðàçëîæåíèé [5℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêîé ïîäõîä [2�4℄ ðàñïðî�ñòðàíåí íà òåïëîâóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé òàêæåìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òîëüêî ïî èçâåñòíûì ïðî�è�ëÿì ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû â ýòàëîííîì òå÷åíèè.Íîâûì, êðîìå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ó÷åò îáùåãî ãðàíè÷�íîãî óñëîâèÿ íà ïëàñòèíå, êîãäà òåìïåðàòóðà çàäà�íà ïî ïðîèçâîëüíîìó çàêîíó. Çàìûêàþùåå ñîîòíîøå�íèå, êîòîðîå ñâÿçûâàåò òóðáóëåíòíûé ïîòîê òåïëà ñãðàäèåíòàìè óñðåäíåííîé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû,*E-mail: vigdorovih�ime.msu.ru

ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèîíàëîì, çàâèñÿùèìîò ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ñòåíêå.Îïåðàòîðíûå ñâÿçè ìåæäó ðàçìåðíûìè �èçè�÷åñêèìè âåëè÷èíàìè äîëæíû èìåòü ñïåöèàëüíóþñòðóêòóðó, êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà èíâàðèàíòíîñòüþýòèõ ñâÿçåé îòíîñèòåëüíî âûáîðà ñèñòåìû åäèíèöèçìåðåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð, âûðàæàþùèéîïðåäåëåííóþ �èçè÷åñêóþ çàêîíîìåðíîñòü, ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå �óíêöèîíàëà îò èíâàðè�àíòíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå,à â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè îò �óíêöèè îäíîé ïåðåìåí�íîé � îò ëèíèè íà �àçîâîé ïëîñêîñòè.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å òàêèì ïóòåì ìîæíîîïðåäåëèòü, êàêàÿ âåëè÷èíà ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòàòåìïåðàòóðû íà ïëàñòèíå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ðå�øåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ïðî�èëè èñêî�ìûõ âåëè÷èí ïðè ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, êî�ãäà çàäàíû ïîñòîÿííûå òåìïåðàòóðà èëè òåïëîâîéïîòîê íà ñòåíêå, èìåþò îäèíàêîâîå ïðåäñòàâëåíèå âïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì òå÷åíèå íåñæèìàåìîé òåïëîïðîâîä�íîé æèäêîñòè â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîåíà ïëîñêîé ãëàäêîé ïëàñòèíå, îáòåêàåìîé ðàâíîìåð�1115



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007íûì ïîòîêîì, èìåþùèì ïîñòîÿííûå ñêîðîñòü Ue èòåìïåðàòóðó �e. Íà îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè çàäà�äèì íàïðàâëåííóþ ïî íîðìàëè ñêîðîñòü âäóâà èëèîòñîñà vw, òåìïåðàòóðó �w èëè ïîòîê òåìïåðàòó�ðû jw, êîòîðûå òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå ðàçâèâàåò�ñÿ íåïîñðåäñòâåííî îò ïåðåäíåé êðîìêè ïëàñòèíû.Óðîâåíü ïóëüñàöèé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû â íàáå�ãàþùåì ïîòîêå áóäåì ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè íå îêàçûâàþùèì âëèÿíèÿ íà òå÷åíèå è òåïëîïåðå�äà÷ó â ïîãðàíè÷íîì ñëîå.Òåìïåðàòóðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàññèâíàÿïðèìåñü, íå âëèÿþùàÿ íà äâèæåíèå æèäêîñòè.2.1. Óñëîâèÿ çàìûêàíèÿÂñå óñðåäíåííûå âåëè÷èíû, â òîì ÷èñëå ãðàäèåí�òû ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû, òóðáóëåíò�íîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå è òóðáóëåíòíûé ïîòîêòåìïåðàòóðû, ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè äåêàðòîâûõ êî�îðäèíàò x, y è îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è:�u�y = F1 (x; y; �; vw; Ue) ; (2.1)���y = F2 (x; y; �; �; vw; Ue; �w � �e) ; (2.2)hu0v0i = F3 (x; y; �; vw; Ue) ; (2.3)h�0v0i = F4 (x; y; �; �; vw; Ue; �w � �e) : (2.4)Çäåñü � è � � êîý��èöèåíòû ìîëåêóëÿðíîé âÿç�êîñòè è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè; íà÷àëî äåêàðòî�âîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíî íà ïåðåäíåéêðîìêå ïëàñòèíû. Ñîîòíîøåíèÿ (2.2), (2.4) çàïèñà�íû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàäàíà ïîñòîÿííàÿ òåìïåðà�òóðà ñòåíêè. Ïîñêîëüêó ïåðåíîñ ïàññèâíîé ïðèìå�ñè íåñòàöèîíàðíûì ïîëåì ñêîðîñòè îïèñûâàåòñÿ ëè�íåéíûì óðàâíåíèåì, îïðåäåëÿþùèì ïàðàìåòðîì âñîîòíîøåíèÿõ (2.2), (2.4) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òåìïåðà�òóðíûé ïåðåïàä ìåæäó ïëàñòèíîé è íàáåãàþùèì ïî�òîêîì.Âåëè÷èíû, ñòîÿùèå â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ(2.1)�(2.4), â ñèëó ýëëèïòè÷åñêîãî õàðàêòåðà çàäà÷èìîãóò çàâèñåòü òàêæå îò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé,ïîñòàâëåííûõ íèæå ïî ïîòîêó, íàïðèìåð â îáëàñòè,ãäå â ñëó÷àå âäóâà ïðîèñõîäèò îòðûâ ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðèñîåäè�íåííûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé, íà êîòîðûé äîïîëíèòåëü�íûå ïàðàìåòðû ïðàêòè÷åñêîãî âëèÿíèÿ íå îêàçûâà�þò.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ � = F5 (x; �; vw; Ue) (2.5)êàê íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ ïîïå�ðå÷íûé ìàñøòàá òå÷åíèÿ.Òåïåðü, âûðàçèâ âåëè÷èíû x, Ue è �w��e èç óðàâ�íåíèé (2.1), (2.2), (2.5) è ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèÿ (2.3)è (2.4), ïîëó÷èìhu0v0i = G1�y; �; vw;�; �u�y� ;h�0v0i = G2 �y; �; �; vw;�; �u�y ; ���y� : (2.6)Ïðèìåíÿÿ ê ýòèì çàâèñèìîñòÿì �-òåîðåìó è ó÷èòû�âàÿ, ÷òî äëÿ òåìïåðàòóðû êàê ïàññèâíîé ïðèìåñèìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíóþ ðàçìåðíîñòü, áó�äåì èìåòü hu0v0i = ��y �u�y�2 S(Re; �; �); (2.7)h�0v0i = �y2 ���y �u�y T (Re;Pe; �; �); (2.8)Re = y2� �u�y ; Pe = y2� �u�y ;� = vw'(Re)y ��u�y��1 ; � = y� :Ëîêàëüíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà Re ðàâíî îòíîøåíèþõàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé òóðáóëåíòíîé è ìîëåêóëÿð�íîé âÿçêîñòåé, à ëîêàëüíîå ÷èñëî Ïåêëå Pe � òóð�áóëåíòíîé è ìîëåêóëÿðíîé òåïëîïðîâîäíîñòåé. Îò�íîñèòåëüíî �óíêöèé S è T ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíèíåïðåðûâíû ïðè0 � Re � 1; 0 � Pe � 1;�1 � � � 1; 0 � � <1;äè��åðåíöèðóåìû âíóòðè ýòîé îáëàñòè è óäîâëåò-âîðÿþò íåðàâåíñòâàìS(1; 0; 0) 6= 0; T (1;1; 0; 0) 6= 0;êîòîðûå, êàê áûëî ïîêàçàíî [2℄, ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ�ìè ñóùåñòâîâàíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèõ ïðî�èëåé ñêî�ðîñòè è òåìïåðàòóðû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðî�íèöàåìîé ïëàñòèíå.Ñîîòíîøåíèÿ (2.7), (2.8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âû�ðàæåíèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è ïîòîêà òåìïå�ðàòóðû ÷åðåç ãðàäèåíòû óñðåäíåííûõ ñêîðîñòè è1116



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :òåìïåðàòóðû. Ïîñêîëüêó âëèÿíèå ñêîðîñòè âäóâàèëè îòñîñà íà ýòè çàâèñèìîñòè ïî ìåðå óäàëåíèÿ îòñòåíêè äîëæíî óáûâàòü, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âõîäÿ�ùàÿ â îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà � �óíêöèÿ ' èìååòàñèìïòîòèêó' = O(Re��); Re!1; � > 0:Ôîðìóëà (2.8) âûâåäåíà äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîéòåìïåðàòóðû ñòåíêè. Ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè âòîðî�ãî ðîäà, êîãäà íà ïëàñòèíå çàäàí ïîòîê òåìïåðàòó�ðû, ýòà çàâèñèìîñòü, î÷åâèäíî, áóäåò èìåòü òîò æåâèä, íî ñ äðóãîé �óíêöèåé T �(Re;Pe; �; �) â ïðàâîé÷àñòè, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò T . Äàëåå, îäíàêî, ìûïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì òåïëîâîì ïîòîêå òåì�ïåðàòóðà äîñòàòî÷íî ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ ïî äëèíåïëàñòèíû, òàê ÷òî ðàçëè÷èåì �óíêöèé T è T � â ïåð�âîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà ðàññìîòðèì áî�ëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, êîãäà òåìïåðàòóðàíà ïëàñòèíå çàäàíà ïî ïðîèçâîëüíîìó çàêîíó �w(x);ïðè íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðà�òóðû äîñòèãàåòñÿ åå ïîñòîÿííûé ïîòîê íà ñòåíêå jw.Âìåñòî ñîîòíîøåíèé (2.2), (2.4) â òàêîì ñëó÷àå ñïðà�âåäëèâû ñâÿçè îáùåãî âèäà:���y = ~F2 [x; y; �; �; vw; Ue; �w(x0)� �e℄ ;h�0v0i = ~F4 [x; y; �; �; vw; Ue; �w(x0)� �e℄ ; (2.9)â êîòîðûõ ~F2, ~F4 � îïåðàòîðû, çàâèñÿùèå îò �óíê�öèè �w(x) (ñì. Ïðèëîæåíèå); ïðè ïîñòîÿííîé òåìïå�ðàòóðå ñòåíêè ýòè îïåðàòîðû ñîâïàäàþò ñ �óíêöèÿ�ìè F2, F4.Òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ìî�íîòîííî âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé x. Èñêëþ÷èâ ñ ïî�ìîùüþ ðàâåíñòâà (2.5) ïåðåìåííóþ x èç ñîîòíîøå�íèé (2.9), ïîëó÷èì���y = ~H1 [y; �; �; vw; Ue;�; �w(�0)� �e℄ ;h�0v0i = ~H2 [y; �; �; vw; Ue;�; �w(�0)� �e℄ : (2.10)Îïåðàòîðû, ñâÿçûâàþùèå ðàçìåðíûå �èçè÷å�ñêèå âåëè÷èíû, äîëæíû èìåòü ñïåöèàëüíóþ ñòðóê�òóðó. Â îáùåì âèäå ýòîò âîïðîñ èññëåäîâàí â Ïðèëî�æåíèè. Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò �óíê�öèè îäíîé ïåðåìåííîé, ýêâèâàëåíòåí �óíêöèîíàëóîò èíâàðèàíòíîé ëèíèè íà �àçîâîé ïëîñêîñòè èíåêîòîðîãî ÷èñëà áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ñî�îòâåòñòâèè ñ äîêàçàííîé â Ïðèëîæåíèè Ëåììîé 1îïåðàòîðû (2.10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþ�ùèõ �óíêöèîíàëîâ:���y = ~H3[y; �; �; vw; Ue;�; �w(�)� �e; z1;L℄; (2.11)

h�0v0i == ~H4[y; �; �; vw; Ue;�; �w(�)� �e; z1;L℄; (2.12)ãäå ëèíèÿ L íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (z1; z2) çàäàíàïàðàìåòðè÷åñêèz1 =  (�)d ln j�w � �ejd� ; z2 = dz1d� ;� = lnRe�; Re� = Ue�� > 0: (2.13)Äëÿ �óíêöèè  áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåíèåóñëîâèÿ  = O(��); � ! 0; � > 0: (2.14)Ñìûñë ââåäåíèÿ ýòîãî ìíîæèòåëÿ â îïðåäåëåíèå ïå�ðåìåííûõ z1, z2 áóäåò ÿñåí èç äàëüíåéøåãî.Âûðàçèâ òåïåðü x, Ue, �w��e èç óðàâíåíèé (2.1),(2.5), (2.11) è ïîäñòàâèâ â (2.12), ïîëó÷èì îïåðàòîð�íóþ ñâÿçü, àíàëîãè÷íóþ ðàâåíñòâó (2.6),h�0v0i = ~G2 �y; �; �; vw;�; �u�y ; ���y ; z1;L� :Îòñþäà èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ñëåäóåò, ÷òî âñëó÷àå ïåðåìåííîé òåìïåðàòóðû ñòåíêè òóðáóëåíò�íûé ïîòîê òåìïåðàòóðû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ââèäå �óíêöèîíàëà:h�0v0i = �y2 ���y �u�y ~T[Re;Pe; �; �; z1;L℄: (2.15)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðû ñòåí�êè ëèíèÿ L âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó P0 ñ êîîðäèíàòàìè(0; 0) íà �àçîâîé ïëîñêîñòè, è ìîæíî ïðèíÿòü~T[Re;Pe; �; �; 0;P0℄ � T (Re;Pe; �; �):Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~T êàê �óíêöèîíàë îò ëèíèèäè��åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå [6℄ â òî÷êå P0 è ÿâëÿåò�ñÿ äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé ïî îñòàëüíûì àðãó�ìåíòàì. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè ëèíèÿL öåëèêîì ëåæèò â ìàëîé Æ-îêðåñòíîñòè òî÷êè P0,òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå~T[Re;Pe; �; �; z1;L℄ = T (Re;Pe; �; �) +O(Æ);Æ ! 0: (2.16)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü íîð�ìàëüíûå òóðáóëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ [3℄, à òàêæåñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ïóëüñàöèþ òåìïåðàòóðû. Äëÿñëó÷àÿ ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðû ïëàñòèíû ïîñëåä�íåå âûðàæåíèå èìååò âèäph�02i = y �������y ���� T1(Re;Pe; �; �); (2.17)ãäå T1 � íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ �óíêöèÿ. Ïðè ïå�ðåìåííîé òåìïåðàòóðå ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî îïå�ðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå (2.15).1117



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 20072.2. Çàìåíà ïåðåìåííûõÔóíêöèÿ òîêà  (x; y) óñðåäíåííîãî òå÷åíèÿ èòåìïåðàòóðà â ïðèáëèæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ óäî�âëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì y xy �  x yy = (� yy � hu0v0i)y ; y�x �  x�y = (��y � h�0v0i)y ;x > 0; y = 0 :  y = 0;  x = �vw; � = �w(x);y !1 :  y ! Ue; � ! �e; hu0v0i ! 0;h�0v0i ! 0:Ïåðåéäåì â ýòîé çàäà÷å ê íîâûì ïåðåìåííûì ïî�îðìóëàì [5℄ = Ue�	(�; �); � = �e + (�w � �e)�(�; �);�(�) = dRe�dRex ; Rex = Uex� :Äëÿ �óíêöèé 	(�; �), �(�; �), �(�) ñ ó÷åòîì ñîîòíî�øåíèé (2.7), (2.15) ïîëó÷èì�[	�	�� � (	 +	�)	��℄ == h(�	��)2 S(Re; �; �) + e��	��i� ; (2.18)� �	� �d ln j�w � �ejd� �+����(	+	�)��� == ��2�� 	�� ~T [Re;Pe; �; �; z1;L℄++ Pr�1e������ ; (2.19)Re = e��2	��; Pe = Pr Re;� = B'(Re) (�	��)�1 ;� > �1; � = 0 : 	� = 0;�(	+	�) = �B; � = 1; (2.20)� !1 : 	� ! 1; �! 0;(�	��)2S(Re; �; �)! 0;�2�� 	�� ~T [Re;Pe; �; �; z1;L℄! 0: (2.21)Çäåñü Pr = �=� � ìîëåêóëÿðíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ,B = vw=Ue � ïàðàìåòð âäóâà èëè îòñîñà. Ñîîòíî�øåíèÿ (2.20) çàäàþò óñëîâèÿ íà ïëàñòèíå, (2.21) �íà âíåøíåé ãðàíèöå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ñ ó÷åòîìïîðÿäêà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà âíåøíåéãðàíèöå ïîñòàâëåíû ÷åòûðå óñëîâèÿ: äëÿ ñêîðîñòè

è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, òåìïåðàòóðû è ïîòîêàòåìïåðàòóðû.Áóäåì èñêàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðå�øåíèÿ çàäà÷è (2.18)�(2.21) ïðè � !1, äëÿ ÷åãî ââå�äåì ìàëûé ïàðàìåòð " è íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðå�ìåííóþ � = "�, 1=� = O(1).Ñêîðîñòü âäóâà èëè îòñîñà íà ñòåíêå çàäàäèì ââèäå B = "2b; b = O(1): (2.22)Ïîëå ñêîðîñòè èç óðàâíåíèÿ (2.18) è ãðàíè÷íûõóñëîâèé (2.20), (2.21) ìîæåò áûòü íàéäåíî íåçàâè�ñèìî îò ïîëÿ òåìïåðàòóðû, è ýòà çàäà÷à ðåøåíà âðàáîòàõ [1�4℄. Äàëåå ïîëó÷èì ðåøåíèå òåïëîâîé çà�äà÷è.Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèéïî ìàëîìó ïàðàìåòðó " áóäóò èìåòü ðàçíûé âèä äëÿðàçíûõ õàðàêòåðíûõ îáëàñòåé òå÷åíèÿ. Â íàïðàâëå�íèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñòåíêå, âîçíèêàþò äâå òàêèåîáëàñòè: âíåøíÿÿ îáëàñòü, ãäå ìîëåêóëÿðíîé âÿçêî�ñòüþ è òåïëîïðîâîäíîñòüþ â óðàâíåíèÿõ ïîãðàíè÷�íîãî ñëîÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à õàðàêòåðíûé ìàñ�øòàá � òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, è ïðèñòåíî÷íàÿîáëàñòü, õàðàêòåðíûé ìàñøòàá êîòîðîé îïðåäåëÿåò�ñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èí òóðáó�ëåíòíûõ è âÿçêèõ íàïðÿæåíèé.3. Ï�ÈÑÒÅÍÎ×ÍÀß ÎÁËÀÑÒÜÂ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ðå�øåíèå áóäåì èñêàòü â ïåðåìåííûõ ñòåíêè:y+ = �e�rf2 ; u+ = 	�pf=2 ;v+ = Bpf=2 ; �+ = pf=2St (1��); (3.1)ãäå f � êîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ïëàñòèíå, St � ÷èñ�ëî Ñòàíòîíà, ñâÿçàííîå ñ ïîòîêîì òåìïåðàòóðû ðà�âåíñòâîì jw = UeSt(�w � �e): (3.2)Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ (2.18), (2.19) ïîïåðåêñëîÿ è ïåðåéäåì ê íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì � è y+.Äëÿ �óíêöèé u+(�; y+), �+(�; y+) ïîëó÷èì óðàâíå�íèÿ1118



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :�y+ �u+�y+�2 S Re; �; y+e��pf=2!++ �u+�y+ � 1� v+u+ == �e��pf=2 24�d ln f2d� + ���� y+Z0 u2+ dy+ ��u+ y+Z0 �u+�� dy+35 ;y2+ ��+�y+ �u+�y+ ~T"Re;PrRe; �; y+e��pf=2 ; z1;L#++ 1Pr ��+�y+ � 1� v+�+ == �e��pf=2 " dd� ln Stj�w � �ejpf=2 !+ ���! �� y+Z0 �+u+ dy+ � �+ y+Z0 �u+�� dy+35�� �e��St d ln j�w � �ejd� y+Z0 u+ dy+;
(3.3)

Re = y2+ �u+�y+ ; � = v+'(Re)y+ ��u+�y+��1 ;z1 =   y+e��pf=2! d ln j�w � �ejd� ;z2 =   y+e��pf=2! d2 ln j�w � �ejd�2 :Ïåðåéäåì â óðàâíåíèÿõ (3.3) ê ïðåäåëó ïðè"! 0; 1=� = O(1); y+ = O(1):Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñêîðîñòè,u+(�; y+) = U+(y+) +O �e���="� ; � > 0; (3.4)óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:�y+ dU+dy+ �2 S(Re; �; 0) + dU+dy+ = 1+ v+U+;U+(0) = 0; (3.5)Re = y2+ dU+dy+ ; � = v+'(Re)y+ dy+dU+ :

Äëÿ êîîðäèíàò ëèíèè L íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (2.13)èç óñëîâèÿ (2.14) èìååì îöåíêèz1 = O �e���="� ; z2 = O �e���="� ; � > 0;ñîãëàñíî êîòîðûì íà îñíîâàíèè (2.16) îïåðàòîð, çà�äàþùèé òóðáóëåíòíûé ïîòîê òåìïåðàòóðû, â ïðè�ñòåíî÷íîé îáëàñòè ìîæíî çàìåíèòü �óíêöèåé, ñîîò�âåòñòâóþùåé ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå ñòåíêè. Ñëå�äîâàòåëüíî, ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ òåìïåðàòóðû,�+(�; y+) = �+(y+) +O �e���="� ; (3.6)ñ òîé æå òî÷íîñòüþ O �e���="�, ÷òî è ñêîðîñòü,óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþy2+ d�+dy+ dU+dy+ T (Re;Pe; �; 0) ++ 1Pr d�+dy+ = 1 + v+�+; �+(0) = 0: (3.7)Òåïåðü ÿñíî, ÷òî �óíêöèÿ  ñ àñèìïòîòèêîé(2.14) âêëþ÷åíà â îïðåäåëåíèå ïåðåìåííûõ (2.13),äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê îñòà�òî÷íîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè (3.6)1)Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.5), (3.7) âîâíåøíåé ÷àñòè ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè, ò. å. âíå âÿç�êîãî ïîäñëîÿ, èìååò âèä [2℄2v+ �p1 + v+U+ � 1� == 1{ [ln y+ + C(v+)℄ +O �y��+ � ; (3.8)2v+ h(1 + v+�+)1=2Pr0t � 1i++ 1{D(v+;Pr)(1 + v+�+)1=2Pr0t == 1{ [ln y+ + C(v+)℄ +O �y��+ � ;y+ !1; � > 0: (3.9)Â ýòè ñîîòíîøåíèÿ âõîäÿò ïîñòîÿííàÿ Êàðìàíà:{ =pS(1; 0; 0);òóðáóëåíòíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ â ëîãàðè�ìè÷åñêîéîáëàñòè: Pr0t = S(1; 0; 0)T (1;1; 0; 0)1) Ïðè  � 1 ïîðÿäîê îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðàâåí O(").1119



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007è äâå óíèâåðñàëüíûå �óíêöèè C(v+) è D(v+;Pr), êî�òîðûå äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ, ïðè÷åì èõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû [2℄C(v+) = C0 +O(v+);D(v+;Pr) = C0 � (Pr) +O(v+); v+ ! 0; (3.10)ãäå C0 è (Pr) � àääèòèâíûå ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèåâ ëîãàðè�ìè÷åñêèå çàêîíû äëÿ ïðî�èëåé ñêîðîñòèè òåìïåðàòóðû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàå�ìîé ïëàñòèíå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû�ìè äàííûìè ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿí�íûõ [2℄: { = 0:41; Pr0t = 0:89; C0 = 2:05è äëÿ âîçäóõà (0:7) = 1:6:Âû÷èòàÿ âûðàæåíèå (3.8) èç (3.9), ïîëó÷èì ñî�îòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïðî�èëè ñêîðîñòè è òåì�ïåðàòóðû â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè âíå âÿçêîãî ïîä�ñëîÿ:h1 + v+2{D(v+;Pr)i (1 + v+�+)1=2Pr0t ==p1 + v+U+ +O �y��+ � ; y+ !1: (3.11)4. ÂÄÓÂ È ÓÌÅ�ÅÍÍÛÉ ÎÒÑÎÑÈñõîäÿ èç ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è [1, 3, 4℄,äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ðåæèìà òå÷åíèÿ.Ïåðâûé ñîîòâåòñòâóåò óìåðåííîìó îòñîñó (êîãäà êà�ñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå âî âíåøíåé îáëàñòè è íà ñòåí�êå èìååò îäèí ïîðÿäîê âåëè÷èíû) è ïðîèçâîëüíî�ìó âäóâó, âòîðîé � ñèëüíîìó îòñîñó, ïðè êîòîðîìçíà÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñòåíêå ìíîãîáîëüøå, ÷åì âî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.Â ïåðâîì ñëó÷àå âî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ, ãäå 1=� = O(1), äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîæ�íî ïðåäñòàâèòü â âèäå [1, 3℄	(�; �) = 	w(�) + � +�(�)f(�) +O("2);	w(�) + d	w(�)d� = O(");�(�) = pf=2 + "2bF1 +O("2);F1 �p�f(1); (4.1)
f = "2�1(�; "); �1 = O(1): (4.2)

Çàäàþùàÿ ïðî�èëü ñêîðîñòè �óíêöèÿ f 0(�) óäîâëå�òâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��å�ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [3℄:[(�f 00)2S℄0 + �f 00 = 0; (4.3)f(0) = f 0(1) = 0; lim�!1 �f 00pS = 0(çäåñü è äàëåå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè S îáîçíà÷àåòS(1; 0; �)), è èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêóíà ñòåíêå:f 0(�) = F1{ (ln � +A0 � lnF1) +O(��);� ! 0; � > 0; (4.4)ãäå A0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ôóíêöèÿ f 0(�) èìå�åò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, åå ìîæíî ñ÷èòàòü èç�âåñòíîé èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå è çàäàòü,íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ýìïèðè÷åñêîé �îðìóëû Êîóë�ñà [7℄:f 0(�) = F1{ [ln � � 0:55(1 + os(��))℄ ;F1 = 1:55{ ; 0 < � � 1: (4.5)Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà � âûáðàíà êàê ðàññòîÿíèåäî ñòåíêè Æ99, íà êîòîðîì ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþ�ùàÿ óñðåäíåííîé ñêîðîñòè íà 0:5% îòëè÷àåòñÿ îòUe. Ñîïîñòàâëåíèå ïðåäñòàâëåíèé (4.4) è (4.5) äàåòA0 = 0:23.Òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìñâÿçàíà ñ êîý��èöèåíòîì òðåíèÿ íà ïëàñòèíå [1℄:R� = 1F1pf=2�� exp�2{q � 2{v+ +A0 � C(v+) +O(")� ;q = Bpf=2 +B : (4.6)4.1. Ïðî�èëü òåìïåðàòóðû âî âíåøíåéîáëàñòèÏðî�èëü òåìïåðàòóðû âî âíåøíåé îáëàñòè áó�äåì èñêàòü â ñëåäóþùåé �îðìå:�(�; �) =M(�)p0(�) +O("2);M(�) = "m(�; "); m = O(1); (4.7)÷èñëî Ñòàíòîíà � â âèäå, àíàëîãè÷íîì (4.2):St = "2�2(�; "); �2 = O(1): (4.8)1120



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (4.1), (4.7) â óðàâíå�íèå (2.19) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó"! 0; 1=� = O(1); 1=� = O(1):Ïðè ïîñòîÿííîì òåïëîâîì ïîòîêå íà ñòåíêå èç (3.2),(4.8) äëÿ êîîðäèíàò ëèíèè L íà �àçîâîé ïëîñêî�ñòè (2.13) ïîëó÷èì îöåíêèz1 = O("); z2 = O("2);èç êîòîðûõ íà îñíîâàíèè (2.16) ñëåäóåò, ÷òî îïåðà�òîð, çàäàþùèé òóðáóëåíòíûé ïîòîê òåìïåðàòóðû,âî âíåøíåé îáëàñòè ìîæíî çàìåíèòü �óíêöèåé, ñî�îòâåòñòâóþùåé ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå ñòåíêè. Òà�êèì îáðàçîì, �óíêöèÿ p0(�) óäîâëåòâîðÿåò êðàå�âîé çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ: (�2p00f 00T )0 + �p00 = 0; (4.9)p0(1) = 0; lim�!1 �2p00f 00T = 0(çäåñü è äàëåå T îáîçíà÷àåò T (1;1; 0; �)), äëÿ âûäå�ëåíèÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé ïîñòàâèì äî�ïîëíèòåëüíîå óñëîâèå1Z0 p0 d� = F1: (4.10)Èç âûðàæåíèé (4.9), (4.10) ñëåäóåò ëîãàðè�ìè÷å�ñêàÿ àñèìïòîòèêà �óíêöèè p0(�) íà ñòåíêå:p0(�) = �Pr0t{ (ln � +E0 � lnF1) +O(��);� ! 0; � > 0; (4.11)ãäå E0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ïðîâåäåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàùèâàíèåðåøåíèé äëÿ äâóõ îáëàñòåé � âíåøíåé è ïðè�ñòåíî÷íîé [8℄. Ïåðåéäåì â ñîîòíîøåíèè (3.11) îòïåðåìåííûõ ñòåíêè ê âíåøíèì ïåðåìåííûì ïî�îðìóëàì (3.1), ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì (3.4), (3.6)è (4.1), (4.2), (4.7), (4.8); âìåñòî �óíêöèé f 0(�) èp0(�) ïîäñòàâèì èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëå�íèÿ (4.4), (4.11). Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòüh1 + v+2{D(v+;Pr)i�� �1 + BSt + BMPr0t{St (ln � +E0 � lnF1)�1=2Pr0t == �1+2Bf + 2B{frf2 +B(ln �+A0� lnF1)�1=2+O("2):

Îòñþäà ïðè óñëîâèÿõ�1(�; 0) + b 6= 0; �2(�; 0) + b 6= 0 (4.12)ïîëó÷èì äâà ñîîòíîøåíèÿ:M = St+Bpf=2 +B +O("2); (4.13)h1 + v+2{D(v+;Pr)i�St+BSt �1=2Pr0t ==sf=2 +Bf=2 + (A0 �E0)v+2{ +O("2): (4.14)Èç (4.7), (4.13) ñëåäóåò, ÷òî ïðè óìåðåííîì îòñîñåè ïðîèçâîëüíîì âäóâå òåìïåðàòóðà âî âíåøíåé îáëà�ñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äîëæíà èìåòü óíèâåðñàëüíîåðàñïðåäåëåíèå:(� � �e)pf=2 +B(�w � �e)(St+B) = p0(�) +O �pf+B � ;1� = O(1): (4.15)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè B = 0 ñîîòíîøåíèå (4.15)åñòü èçâåñòíûé çàêîí äå�åêòà òåìïåðàòóðû äëÿ ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå (ñì.,íàïðèìåð, [9℄). Ôóíêöèÿ p0(�) íå çàâèñèò îò òè�ïà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû íà ñòåíêå.Ýòî âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ïîñêîëüêó ïî óòâåðæäåíèþèç ðàáîòû [10, ñ. 219℄ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðî�èëèòåìïåðàòóðû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîéïëàñòèíå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííîé òåìïåðàòó�ðå è ïîñòîÿííîìó ïîòîêó òåïëà, â ïåðåìåííûõ ïîäî�áèÿ (4.15) íåñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé.Ïðîèíòåãðèðîâàâ ñîîòíîøåíèå (4.15) ïîïåðåê ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ó÷òÿ ðàâåíñòâî (4.10), ïîëó÷èìâûðàæåíèå ïîïåðå÷íîãî ìàñøòàáà � ÷åðåç èíòåãðàëîò ïðî�èëÿ èçáûòî÷íîé òåìïåðàòóðû:Ætpf=2 +B�(St+B) = F1 +O �pf +B � ;Æt = 1Z0 � � �e�w � �e dy: (4.16)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïåðâîå ðà�âåíñòâî (4.1), áóäåì èìåòü ïðåäñòàâëåíèå ïðî�èëÿñêîðîñòè âî âíåøíåé îáëàñòè:Ue � uUepf=2 +B = �f 0(�)F1 +O �pf +B � ; (4.17)11 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1121



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007
à á

0

5

10

15

20

0

5

10

15

20

y St
δt

p

cf/2

y (St + B)

δt

p

cf/2 + B

(θ − θe)
p

cf/2 + B

(θw − θe)(St + B)

10−2 10−110−3

(θ − θe)
p

cf/2

(θw − θe)St

10−2 10−110−3

â ã

0

5

10

15

20

0

5

10

15

20

10−2 10−110−3 10−2 10−110−3 y

∆t

y (St + B)

δt

p

cf/2 + B

Z2Z1

�èñ. 1. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðî�èëè òåìïåðàòóðû [12℄ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå (à), ïëà-ñòèíå ñî âäóâîì (á, â) è îòñîñîì (ã) â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ: à � Rx � 10�6 = 1:30 (Æ), 1:44 (�), 1:99 (4); á,â �B �103 = 0:96, Rx �10�6 = 1:47 (Æ), B �103 = 1:8, Rx �10�6 = 1:96 (�), B �103 = 3:5, Rx �10�6 = 1:98 (4), B �103 = 4:0,Rx � 10�6 = 1:46 (�), B � 103 = 4:4, Rx � 10�6 = 1:98 (O); ã � B � 103 = �1:29, Rx � 10�5 = 4:11, q = �0:036 (Æ),B � 103 = �1:10, Rx � 10�5 = 9:57, q = �0:032 (�), B � 103 = �2:86, Rx � 10�5 = 6:76, q = �0:12 (4), B � 103 = �2:51,Rx � 10�5 = 12:2, q = �0:11 (�), B � 103 = �2:38, Rx � 10�5 = 17:7, q = �0:11 (O). Ñïëîøíûå êðèâûå � ðàñ÷åòû ïî�îðìóëå (4.19), Z1, Z2 � ëåâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé ñîîòâåòñòâåííî (4.22), (5.32)èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ïîïåðåê ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ äàåò Æ��pf=2 +B = F1 +O �pf +B � ; ãäå Æ� � òîëùèíà âûòåñíåíèÿ. Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ðà�âåíñòâî ñ (4.16), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäóèíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðî�èëåé ñêîðî�ñòè è òåìïåðàòóðû:1122



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Æt(f=2 +B)Æ�(St+B) = 1 +O �pf +B � : (4.18)Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü òî÷íîå ñëåäñòâèå óðàâíåíèéäâèæåíèÿ è ïåðåíîñà òåïëà. Â òî æå âðåìÿ, â ðà�áîòå [11℄ îøèáî÷íî óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå âûðàæå�íèå (4.18) ïðèáëèæåííî ðàâíî 0:8.Äëÿ ïðîâåðêè çàêîíà ïîäîáèÿ (4.15) èñïîëüçîâà�íû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [12℄. Â ðàáîòå [12℄â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëàñòèíå ñî âäóâîì è îòñî�ñîì èçìåðÿëèñü ïðî�èëè ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû èòåïëîâîé ïîòîê, íî íå èçìåðÿëîñü òðåíèå íà ñòåíêå.Ìû âû÷èñëÿëè êîý��èöèåíò òðåíèÿ ïî ïàðàìåòðóB è ÷èñëó �åéíîëüäñà, îáðàçîâàííîìó ïî òîëùèíåâûòåñíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà òðå�íèÿ [1, 4℄.Íà ðèñ. 1à,á â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (4.15) ïîñòðî�åíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûå ïðèðàçíûõ ñêîðîñòÿõ âäóâà è ÷èñëàõ �åéíîëüäñà. Íàðèñ. 1à âûíåñåíû ïðî�èëè, îòâå÷àþùèå ÷àñòíîìóñëó÷àþ íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíû; îíè èìåþò âûðà�æåííûé ëîãàðè�ìè÷åñêèé ó÷àñòîê, êîòîðûé îïèñû�âàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.11) ïðè E0 = 0:23.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè p0(�) âîçüìåì �îð�ìóëó, àíàëîãè÷íóþ �îðìóëå (4.5),p0(�) = �Pr0t{ [ln(a�)��(1 + os(�a�))℄ ;0 < � � 1a: (4.19)Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (4.10) è àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä�ñòàâëåíèå (4.11), ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿPr0t (1 + �) = {F1a; ln(F1a)� 2� = E0;èç êîòîðûõ ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõíàéäåì a = 0:84; � = 0:46:Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 1à, ïîñòðîåííàÿ ïî �îð�ìóëå (4.19), õîðîøî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûåäàííûå. Â îòëè÷èå îò ñîîòíîøåíèÿ, ïðèâåäåííîãî âðàáîòå [10℄, �îðìóëà (4.19) ó÷èòûâàåò, ÷òî äèíàìè�÷åñêèé è òåïëîâîé ïîãðàíè÷íûå ñëîè èìåþò ðàçíóþòîëùèíó.Êàê âèäíî èç ðèñ. 1á, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîìïîäîáèÿ (4.15) âñå ïðî�èëè òåìïåðàòóðû âî âíåø�íåé îáëàñòè ñëåäóþò îäíîé êðèâîé, îäíàêî âáëèçèñòåíêè òåì áîëüøå îòêëîíÿþòñÿ îò ëîãàðè�ìè÷åñêî�ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð âäóâà.Ïîñòðîåííûå íà ðèñ. 2 èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðè�ñòèêè ïðî�èëåé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû [12℄ õîðî�øî ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëó ïîäîáèÿ (4.18).
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v+�èñ. 2. Èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðî�èëåéñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû [12℄ â ïåðåìåííûõ ïîäî-áèÿ (4.18)4.2. Çàêîí òåïëîïåðåäà÷è ïðè âäóâåÑîîòíîøåíèå (4.14), ñâÿçûâàþùåå òðè ïàðàìåò�ðà: ÷èñëî Ñòàíòîíà, êîý��èöèåíò òðåíèÿ è áåçðàç�ìåðíóþ ñêîðîñòü âäóâà èëè îòñîñà, ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé óíèâåðñàëüíûé çàêîí òåïëîïåðåäà÷è â �îðìåîáîáùåííîé àíàëîãèè �åéíîëüäñà. Â �îðìóëó (4.14)âõîäèò îäíà ýìïèðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí�íûõ D(v+;Pr). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå ðàâåí�ñòâî (3.10), ïåðåïèøåì (4.14) â âèäåD(v+;Pr)�D(0;Pr) = � StSt+B�1=2Pr0t ���2{q +A0 �E0��� 2{v+ + (Pr)� C0 +O �pf +B � : (4.20)Ïåðåõîäÿ â (4.20) ê ïðåäåëó ïðè B ! 0, â ÷àñò�íîì ñëó÷àå íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíû ïîëó÷èì çàâè�ñèìîñòü ÷èñëà Ñòàíòîíà îò êîý��èöèåíòà òðåíèÿ:St = f2Pr0t "1� pf=2{ �� (A0 �E0 + (Pr)� C0) +O(f )# ;êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé, ïðèâåäåííîé â ðàáî�òå [10℄, è èìååò áëèçêèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîý���èöèåíòîâ.Íà ðèñ. 3 äàííûå ðàáîòû [12℄ ïîñòðîåíû â �îðìåóíèâåðñàëüíîãî çàêîíà òåïëîïåðåäà÷è (4.20). Ñ íåêî�òîðûì ðàçáðîñîì ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè äåé�ñòâèòåëüíî îïèñûâàþò îäíó êðèâóþ. Ïîãðåøíîñòè,â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî çíà÷åíèÿ1123 11*
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v+�èñ. 3. Ôóíêöèÿ D(v+; 0:7) ïî äàííûì [12℄: � �óíèâåðñàëüíûé çàêîí òåïëîïåðåäà÷è, � � ðåçóëüòà-òû îáðàáîòêè ïðî�èëåé òåìïåðàòóðûïàðàìåòðîâ q è v+, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü ñî�îòíîøåíèÿ (4.20), ìàëû è ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿD(v+;Pr), èìåþùàÿ ïîðÿäîê åäèíèöû, âû÷èñëÿåòñÿêàê ðàçíîñòü äâóõ áîëüøèõ âåëè÷èí. Íà ðèñ. 3 ïðèâå�äåíû òàêæå çíà÷åíèÿ �óíêöèè D(v+;Pr) [2℄, íàéäåí�íûå ïóòåì îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðî�èëåéòåìïåðàòóðû íà îñíîâå çàêîíà ïîäîáèÿ (3.9). Âèä�íî, ÷òî äâà ðàçíûõ ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ �óíêöèèD(v+;Pr) äàþò áëèçêèå ðåçóëüòàòû.Ïðè v+ !1 �óíêöèÿ D(v+;Pr) ñòðåìèòñÿ ê íó�ëþ [2℄.4.3. Óíèâåðñàëüíûé çàêîí äå�åêòàòåìïåðàòóðû ïðè âäóâåÏðàâèëà ïîäîáèÿ äëÿ ïðî�èëåé òåìïåðàòó�ðû (3.9) è (4.15) ñïðàâåäëèâû â äâóõ ïðèìûêàþùèõäðóã ê äðóãó îáëàñòÿõ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Îáú�åäèíèì ýòè àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âñîñòàâíîå ðàçëîæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû [8℄, êîòîðîåáóäåò âûïîëíÿòüñÿ âñþäó âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ. Äëÿýòîãî ïåðåïèøåì �îðìóëó (3.9) âî âíåøíèõ ïåðå�ìåííûõ (3.1), ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ òîëùèíûïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (4.6) è �óíêöèè D(v+;Pr) (4.14):�2q + A0 �E0{ � (1� qF )1=2Pr0t � 2q == 1{ (ln � +A0 � lnF1) +O("):Çäåñü F � ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (4.15). Îòñþäà,èñïîëüçóÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðà q = O("), ïîëó÷èì2q h(1� qF )1=2Pr0t � 1i == 1{ (ln � +E0 � lnF1) +O("): (4.21)

Èñêîìîå ñîñòàâíîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä2Pr0tq h1� (1� qF )1=2Pr0t i � 2Pr0tpf=2 +BB �� "1��1� B(� � �e)(St+B)(�w � �e)�1=2Pr0t# == p0(�) +O �pf +B� : (4.22)Ïðè ìàëûõ � â ñèëó àñèìïòîòèêè (4.11) ýòî ñîîòíî�øåíèå ñîâïàäàåò ñ (4.21). Ïðè 1=� = O(1) íà îñíî�âàíèè (4.15) èìååì F = O(1) è, ðàçëàãàÿ ëåâóþ÷àñòü (4.22) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó q, ïîëó÷èì ñîîò�íîøåíèå (4.15). Ïðàâèëî ïîäîáèÿ (4.22) ïðåäñòàâëÿ�åò ñîáîé óíèâåðñàëüíûé çàêîí äå�åêòà òåìïåðàòó�ðû, ïî ïîñòðîåíèþ ñïðàâåäëèâûé âñþäó âíå âÿçêîãîïîäñëîÿ.Íà ðèñ. 1â òå æå äàííûå, ÷òî íà ðèñ. 1á, ïîñòðîå�íû â �îðìå çàêîíà äå�åêòà òåìïåðàòóðû (4.22). Òå�ïåðü ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè ñëåäóþò óíèâåðñàëü�íîé êðèâîé ïî âñåé òîëùèíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ çàèñêëþ÷åíèåì âÿçêîãî ïîäñëîÿ âáëèçè ñòåíêè.Çàêîí äå�åêòà òåìïåðàòóðû (4.22) ïîçâîëÿåòñ�îðìóëèðîâàòü ïðàâèëà ïîäîáèÿ äëÿ ñðåäíåêâà�äðàòè÷íîé ïóëüñàöèè è ïîòîêà òåìïåðàòóðû. Óíè�âåðñàëüíûé çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûéêàê ñîñòàâíîå ðàçëîæåíèå, îáúåäèíÿþùåå ïðàâèëàïîäîáèÿ (3.8), (4.17), èìååò âèä [3℄2(Ue � u)Ue �pf=2 +B +pf=2 +Bu=Ue � == �f 0(�)F1 +O �pf +B � : (4.23)Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòèèç (4.22), (4.23) è ïîäñòàâèì â (2.8), (2.17); îïðåäåëèâ�óíêöèþ T èç óðàâíåíèÿ (4.9), îêîí÷àòåëüíî áóäåìèìåòü h�0v0iUe(�w � �e)(St+B) == 0��p0F1 + 1Z� p0d�F1 1A�1 + qf 02F1����1� qp02Pr0t �2Pr0t�1 +O �pf +B� ; (4.24)pf=2+Bph�02ij�w��ej(St+B) = ��p00�1� qp02Pr0t �2Pr0t�1 T1 ++O �pf +B � : (4.25)1124



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Çäåñü è äàëåå T1 îáîçíà÷àåò T1(1;1; 0; �). Ïåðâîåèç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñïðàâåäëèâî âñþäó âíå âÿçêîãîïîäñëîÿ, âòîðîå � âî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîèçâîëüíîì âäóâå èóìåðåííîì îòñîñå ïîòîê òåìïåðàòóðû ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåí òîëüêî ÷åðåç �óíêöèè p0(�) è f 0(�). Èçýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âèäíî, ÷òî òóðáóëåíòíûé ïîòîêòåìïåðàòóðû â ñòåïåíè 1=2Pr0t èìååò ëîãàðè�ìè÷å�ñêóþ àñèìïòîòèêó âáëèçè ñòåíêè.5. ÑÈËÜÍÛÉ ÎÒÑÎÑÇîíà óìåðåííîãî îòñîñà îáðàçóåòñÿ íà íà÷àëüíîìó÷àñòêå ïëàñòèíû. Çà íåé óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèìñèëüíîãî îòñîñà, ïðè êîòîðîì òðåíèå íà ñòåíêå íà�ìíîãî ïðåâîñõîäèò êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå âî âíåø�íåé îáëàñòè. Ïðè ñèëüíîì îòñîñå ðåøåíèå äèíàìè÷å�ñêîé çàäà÷è èìååò âèä [4℄�(�) = �"2b �(s) +O("3); (5.1)	(�; �) = 	w(�) + � � "2b g(s; �) +O("3);	w(�) + d	w(�)d� = 1�(s) +O("); (5.2)f2 = �"2b+ "4b2t(s) +O("5); (5.3)ãäå ïåðåìåííàÿ s = O(1) ñâÿçàíà ñ ïåðåìåííîé � ðà�âåíñòâîìs = "�1[� � 2{(�b)�1=2℄ + ln "+ 12 ln(�b): (5.4)Çàäàþùàÿ ïðî�èëü ñêîðîñòè �óíêöèÿ g�(s; �) óäî�âëåòâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ [4℄. Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåg� = �24 � pt; (5.5)ãäå �óíêöèÿ (s; �) èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèì�ïòîòèêó íà ñòåíêå:(s; �) = � 1{ [ln � +A(s)� lnF1℄ +O(��);� ! 0: (5.6)Çäåñü A(s) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ.Íà îñíîâàíèè (5.3)q = �t�1=2(s) +O("): (5.7)

Òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñâÿçàíà ñ êîý��è�öèåíòîì òðåíèÿ íà ñòåíêå ñîîòíîøåíèåì:R� = 1F1pf=2 �� exp�2{q � 2{v+ +A(q) � C0 +O(")� ; (5.8)â êîòîðîå âåëè÷èíà A âõîäèò êàê �óíêöèÿ ïàðàìåò�ðà q.Äëÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è âñå èñêîìûå âåëè÷èíûìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû [4℄ òîëüêî íà îñíîâå èçâåñò�íîé �óíêöèè f 0(�).5.1. Âíåøíÿÿ îáëàñòü ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ×èñëî Ñòàíòîíà áóäåì èñêàòü â âèäå, àíàëîãè÷�íîì (5.3),St = �"2b+ (�"2b)k+1�(s) +O("2k+3); (5.9)ãäå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè k ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Òà�êèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèÿ (5.3), (5.9) ïðåäïîëàãàþòíåâûïîëíåíèå óñëîâèé (4.12), ïðè êîòîðûõ ïîëó÷å�íû ñîîòíîøåíèÿ (4.13), (4.14). Èç (5.9) è ïðåäñòàâëå�íèé (4.15), (5.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðî�èëü òåìïåðàòóðûïðè ñèëüíîì îòñîñå íóæíî èñêàòü â âèäå�(�; �) = (�"2b)kp(s; �) +O("2k+1); (5.10)à �óíêöèÿ p(s; �) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþñðàùèâàíèÿ ñ ðåøåíèåì äëÿ ðåæèìà óìåðåííîãî îò�ñîñà: s! �1; p(s; �)pt(s)�(s) ! p0(�): (5.11)Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ (5.1), (5.2), (5.10) â óðàâ�íåíèå (2.19) è, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (5.4), ïåðåéäåìê ïðåäåëó"! 0; s = O(1); 1=� = O(1):Ïðè ïîñòîÿííîì òåïëîâîì ïîòîêå íà ñòåíêå äëÿ êî�îðäèíàò ëèíèè L íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (2.13) èç ñî�îòíîøåíèé (3.2), (5.9) ïîëó÷èì îöåíêèz1 = O("2k); z2 = O("2k);íà îñíîâàíèè êîòîðûõ èç (2.16) îïÿòü ñëåäóåò, ÷òî âðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè âûðàæåíèå äëÿ ïî�òîêà òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò îò òèïà ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ íà ïëàñòèíå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �óíêöèèp(s; �) ïîëó÷èì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:(�2p�g��T )� + (1 + ��)p� = �ps; (5.12)1125



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007p(s;1) = 0; lim�!1 �2p�g��T = 0:Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (5.12) ïîïåðåê ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ äàåò�2p�g��T + p+ ��p�� ��1 + ��s� �Z0 p d� +G1 = 0; (5.13)G1(s) = �(s)�1 + dds� 1Z0 p(s; �) d�: (5.14)Èç (5.13), ó÷èòûâàÿ (5.5) è àñèìïòîòèêó �óíêöèè(s; �) (5.6), ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó �óíêöèè p(s; �)íà ñòåíêå:[p(s; �)+G1(s)℄1=2 Pr0t = G2(s) �(s; �)2 +pt(s)�++O (��) ; � ! 0; (5.15)ãäå G2(s) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ.Ïðîâåäåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàùèâàíèåðåøåíèé äëÿ äâóõ îáëàñòåé � âíåøíåé è ïðèñòåíî÷�íîé [8℄. Èç (2.22), (3.1), (5.3) áóäåì èìåòüv+ = �"p�b+O("3): (5.16)Ïåðåéäåì â ñîîòíîøåíèè (3.11) îò ïåðåìåííûõ ñòåí�êè ê âíåøíèì ïåðåìåííûì ïî �îðìóëàì (3.1), ó÷è�òûâàÿ ïðè ýòîì (5.2), (5.3), (5.9), (5.10); âìåñòî�óíêöèé p(s; �) è g�(s; �) ïîäñòàâèì èõ àñèìïòîòè÷å�ñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (5.15) è (5.5), (5.6). Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì òðè ðàâåíñòâà:k = Pr0t ; G2(s) = 1; �(s) = G1(s);èç êîòîðûõ âòîðîå ïîçâîëÿåò çàìêíóòü êðàåâóþ çà�äà÷ó (5.12) äëÿ èñêîìîé �óíêöèé p(s; �), à òðåòüåñ ó÷åòîì (5.9), (5.14) � âû÷èñëèòü ÷èñëî Ñòàíòîíà÷åðåç ðåøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è. Óñëîâèå ñðàùè�âàíèÿ òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(p+ �)1=2 Pr0t = =2 +pt+O (��) ; � ! 0; (5.17)� = ��1 + dds� 1Z0 p d�: (5.18)Ôóíêöèè S(1; 0; �), T (1;1; 0; �) â ñèëó óðàâíå�íèé (4.3), (4.9) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðî�èëè ñêîðîñòè
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�èñ. 4. Òóðáóëåíòíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ âî âíåøíåéîáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿè òåìïåðàòóðû f 0(�), p0(�) â êâàäðàòóðàõ. Â ÷àñòíî�ñòè, òóðáóëåíòíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ âî âíåøíåé îáëà�ñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåPrt = ST = p00[f(1)� f + �f 0℄f 00(�p0 + 1R� p0d�) ; 0 < � � 1: (5.19)Çäåñü è äàëåå Prt îáîçíà÷àåò Prt(1;1; 0; �). Çàâè�ñèìîñòü (5.19) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè ðàçíûõóñëîâèÿõ íà ñòåíêå: âäóâå, îòñîñå, ïîñòîÿííîé òåì�ïåðàòóðå èëè ïîñòîÿííîì òåïëîâîì ïîòîêå. Îíà ïî�ñòðîåíà íà ðèñ. 4 è õîðîøî îïèñûâàåò äàííûå èç�ìåðåíèé (ñì., íàïðèìåð, [13℄) âñþäó êðîìå îáëàñòè,íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåé ê âíåøíåé ãðàíèöåïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ãäå ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí�íûì Prt � 0:4, à (5.19) äàåò çíà÷åíèå 0. Ýòî ñâÿçàíîñ òåì, ÷òî �îðìóëû (4.5), (4.19), íà îñíîâå êîòîðûõïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ, ñëèøêîì ãðóáî îïèñûâàþòïîâåäåíèå ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû íà âíåøíåé ãðà�íèöå ñëîÿ. Ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò ìîã áû áûòü ïî�ëó÷åí, åñëè çàäàòü ïðè � ! 1 ýêñïîíåíöèàëüíîåóáûâàíèå äå�åêòîâ ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû, êîòî�ðîå óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [14℄.5.2. �åæèì, áëèçêèé ê ðåæèìó óìåðåííîãîîòñîñà�åæèìó óìåðåííîãî îòñîñà ñîîòâåòñòâóåò ïðå�äåëüíûé ïåðåõîä s ! �1 (� ! 0) â óðàâíå�1126



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :íèè (5.12). Äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ïî�ëó÷åíû ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ [4℄:d�ds = �2{F1 +O(�2); (5.20)pt = F1� + A0 �A1 �N1(0)2{ +O(�); (5.21) = � f 0F1 +O(�); � ! 0; (5.22)ãäå � = 1=� è A1, N1(0) � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.�àçëîæåíèå �óíêöèè p áóäåì èñêàòü â âèäåp = � �F1�1�2 Pr0t p0(�) ++� �F1�2�2 Pr0t p1(�) +O(�3�2 Pr0t ); � ! 0: (5.23)Èç (5.18), (5.23), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5.20), áó�äåì èìåòü� = � �F1��2Pr0t +� �F1�1�2Pr0t �� 24 1Z0 p1 d�F1 + 1� 2Pr0t2{ 35+O(�1�2 Pr0t ): (5.24)Ïîäñòàâëÿÿ (5.21), (5.23), (5.24) â ñîîòíîøå�íèå (5.11), ïîëó÷èì, ÷òî ðàçëîæåíèå (5.23) óäîâ-ëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñðàùèâàíèÿ ñ ðåøåíèåì äëÿðåæèìà óìåðåííîãî îòñîñà.Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé (5.23), (5.24) â ëåâóþ÷àñòü óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ñ ðåøåíèåì â ïðèñòåíî÷�íîé îáëàñòè (5.17) äàåòF1� + p02Pr0t + 1� 2Pr0t4{Pr0t + 1Z0 p1 d�2Pr0t F1 +O(�):Ïîäñòàâëÿÿ (5.21), (5.22) â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óñëî�âèÿ, áóäåì èìåòüF1� � f 02F1 + A0 �A1 �N1(0)2{ +O(�):Îòñþäà, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó �óíêöèé f 0(�) (4.4)è p0(�) (4.11), äëÿ âòîðîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ (5.23)ïîëó÷èì1Z0 p1 d�F1 = 1{ �Pr0t (E0 �A1 �N1(0)) + Pr0t � 12� :

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà, à òàêæå (5.21) è (5.7), ñî�îòíîøåíèå (5.24) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå� q�1=2 Pr0t = 1 + (A0 �E0)q2{ +O(q2);q ! �0: (5.25)5.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîéÏðåäåëüíîé �îðìîé òå÷åíèÿ íà ïëàñòèíå äàëåêîâíèç ïî ïîòîêó ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ïîãðàíè÷�íûé ñëîé � îäíîìåðíîå òå÷åíèå, â êîòîðîì âñå óñðåä�íåííûå âåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äîñòåíêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî�èëü ñêîðîñòè çàäàåòñÿ ââèäå [4℄ g� = �h24 ; h(�) = 1Z� d��pS ; (5.26)ãäå �óíêöèÿ h(�) èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòî�òèêó íà ñòåíêå:h(�) = � 1{ (ln � +A1 � lnF1) + O(��);� ! 0; � > 0:Ïîëàãàÿ â �îðìóëå (5.13) � = 0, ïîëó÷èì, ó÷èòû�âàÿ (5.26), ÷òî ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì îòñîñå �óíêöèÿp � p1(�) óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåí�öèàëüíîìó óðàâíåíèþ�hTp012pS + p1 = 0: (5.27)Óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ (5.17) â ðàññìàòðèâàåìîì ïðå�äåëüíîì ñëó÷àå èìååò âèäp1=2 Pr0t1 = h2 +O (��) ; � ! 0è èñêîìûé ïðî�èëü òåìïåðàòóðû åñòüp1 = �h2�2 Prt exp0��2 �Z0 dPrtd� lnh d�1A : (5.28)5.4. Çàêîí òåïëîïåðåäà÷è ïðè îòñîñå.Åäèíûé çàêîí òåïëîïåðåäà÷èÑîîòíîøåíèå (4.14), ñïðàâåäëèâîå ïðè óìåðåí�íîì îòñîñå è â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåïðîíèöàåìîé ïëà�ñòèíû, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå�St+BSt �1=2Pr0t �2{v+ + C0 � (Pr)��� 2{q + E0 � A0 = O("): (5.29)1127



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007Çäåñü ó÷òåíû óñëîâèå (5.16) è âòîðîå ðàâåí�ñòâî (3.10).Ïðè ñèëüíîì îòñîñå � åñòü �óíêöèÿ òîëüêî ïà�ðàìåòðà q. Óíèâåðñàëüíûé çàêîí òåïëîïåðåäà÷è â�îðìå îáîáùåííîé àíàëîãèè �åéíîëüäñà, ïðèìåíè�ìûé âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè îòñîñà,èìååò âèä�St+BSt �1=2Pr0t �2{v+ + C0 � (Pr)��� 2{q +E0 �A0 =W (q) +O �pf� ; (5.30)W = E0 �A0 � 2{ ��1=2 Pr0t + q�1� :Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè1=q = O(1) ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ â åãîëåâóþ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ (5.9), (5.16). Ïðè q ! 0ïðåäñòàâëåíèÿ (5.29) è (5.30) ñîâïàäàþò â ñèëóàñèìïòîòèêè (5.25).Åäèíûé çàêîí òåïëîïåðåäà÷è, îáúåäèíÿþùèéïðàâèëà ïîäîáèÿ (4.20), (5.30), ïðåäñòàâèì ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:2{pf=2 + (C0 � (Pr))B2{pf=2 +B + (A0 �E0)B �St+BSt �1=2Pr0t == 1 +W1(q)1 +W2(v+;Pr) +O �pf +B� : (5.31)Äëÿ âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ�óíêöèé èìåþò ìåñòî îöåíêèW1(q) = O(q2); q ! 0;W2(v+;Pr) = O(v2+); v+ ! 0:Ïîñêîëüêó ïðè âäóâå q = O("), ïðàâàÿ ÷àñòü (5.31)çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà v+ è (5.31) ñîâïàäàåòñ (4.20), åñëè ïîëîæèòüW2 = v+[D(v+;Pr)�D(0;Pr)℄2{ + (C0 � (Pr))v+ :Ïðè îòñîñå v+ = O("), ïðàâàÿ ÷àñòü (5.31) åñòü �óíê�öèÿ îäíîãî ïàðàìåòðà q è (5.31) ñîâïàäàåò ñ (5.30)ïðè W1 = qW (q)2{ + (A0 �E0)q :Íà ðèñ. 5 äàííûå èçìåðåíèé [12℄ ïîñòðîåíûâ �îðìå åäèíîãî çàêîíà òåïëîïåðåäà÷è (5.31). Ñóäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ ýêñïåðèìåíòàëüíûåòî÷êè îáðàçóþò îäíó êðèâóþ, ïðàâàÿ âåòâü êîòîðîéîòâå÷àåò âäóâó, ëåâàÿ � îòñîñó.Èíîå ñîîòíîøåíèå, èçâåñòíîå êàê ïðåäåëüíûé çà�êîí òåïëîîáìåíà, ïðåäëîæåíî Êóòàòåëàäçå è Ëåîí�òüåâûì (ñì., íàïðèìåð, [15℄).
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�èñ. 5. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [12℄ â �îðìååäèíîãî çàêîíà òåïëîïåðåäà÷è; Y � ëåâàÿ ÷àñòü ñî-îòíîøåíèÿ (5.31)5.5. Çàêîí äå�åêòà òåìïåðàòóðû ïðè îòñîñåÇàêîí ïîäîáèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå2Pr0tp�B �St+B�B �1=2Pr0t �� "�1� B(� � �e)(St+B)(�w � �e)�1=2Pr0t � 1# == '(q; �) +O �pf � : (5.32)Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.32) ïðî�èëè òåìïåðàòóðûîïèñûâàþòñÿ ñåìåéñòâîì êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îò îä�íîãî ïàðàìåòðà q. Ïîäñòàâëÿÿ (5.9), (5.10) â ïðàâóþ÷àñòü (5.32), äëÿ �óíêöèè '(q; �) ïîëó÷èì' = 2Pr0t h(p+ �)1=2 Pr0t � �1=2Pr0t i : (5.33)Íà îñíîâàíèè (5.17), (5.6) �óíêöèÿ '(q; �) èìååò ëî�ãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó íà ñòåíêå.Ïåðåïèøåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå(3.9), ñïðàâåäëèâîå â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè âíåâÿçêîãî ïîäñëîÿ, âî âíåøíèõ ïåðåìåííûõ (3.1),èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ (5.8) è çàêîí òåïëîïåðåäà÷è (5.30):2�1=2Pr0t "�1� B(� � �e)(St+B)(�w � �e)�1=2Pr0t � 1# == � 1{ [ln � +A(q)� lnF1℄� 2q � 2�1=2Pr0t +O("):Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî�æèòåëÿ Pr0t ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ (5.32), à ïðà�âàÿ ÷àñòü ñ ó÷åòîì (5.17), (5.6) åñòü àñèìïòîòè÷åñêîå1128



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè '(q; �) ïðè � ! 0. Ñëåäîâà�òåëüíî, ñîîòíîøåíèå (5.32) ñïðàâåäëèâî âñþäó âíåâÿçêîãî ïîäñëîÿ.Çàêîí äå�åêòà òåìïåðàòóðû (5.32) âûïîëíÿåòñÿâî âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ q.Ïåðåõîäÿ â �îðìóëå (5.33) ê ïðåäåëó ïðè q ! �0,íà îñíîâàíèè (5.11), (5.25) áóäåì èìåòü'(0; �) = p0(�): (5.34)Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ'(�1; �) = 2Pr0tp1(�)1=2Pr0t : (5.35)Íà ðèñ. 6à â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (5.32) äàíû ïðî��èëè òåìïåðàòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ïðåäåëü�íûì ñëó÷àÿì � íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå è àñèìïòî�òè÷åñêîìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ. Ïåðâûé ïðî�èëü ïî�ñòðîåí ïî �îðìóëå (4.19), âòîðîé ðàññ÷èòàí íà îñíî�âå ïðåäñòàâëåíèÿ (5.28). Èñïîëüçîâàí ïîïåðå÷íûéìàñøòàá �� = 1Z0 Z3 dy;ãäå Z3 îáîçíà÷àåò ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.23), âû�÷èñëåííûé ïî ïðî�èëþ ñêîðîñòè èç ñîîòíîøåíèÿ [4℄��� = 1Z0 (q; �) d� + O �pf� :Òàê æå êàê òóðáóëåíòíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, �óíê�öèÿ p1 íà îñíîâå �îðìóë (4.5), (4.19) ìîæåò áûòüðàññ÷èòàíà òîëüêî äî ãðàíèöû äèíàìè÷åñêîãî ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ.Íà ðèñ. 1ã â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (5.32) ïðåäñòàâ�ëåíû äàííûå èçìåðåíèé òåìïåðàòóðû â ïîãðàíè÷�íîì ñëîå, ïîëó÷åííûå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà�åéíîëüäñà è ïàðàìåòðà îòñîñà [12℄. Â êà÷åñòâå ïî�ïåðå÷íîãî ìàñøòàáà èñïîëüçîâàíà âåëè÷èíà�t = 1Z0 Z2 dy;ãäå Z2 � ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5.32). Ïîñêîëüêóäëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïàðàìåòð q ìàë, âñåïðî�èëè òåìïåðàòóðû â ñîãëàñèè ñ çàêîíîì ïîäî�áèÿ (5.32) äîñòàòî÷íî áëèçêî ðàñïîëîæåíû ê êðè�âîé, ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå. Îòíåå îòêëîíÿþòñÿ òîëüêî òî÷êè, îòâå÷àþùèå âÿçêîìóïîäñëîþ.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïóëüñàöèÿ è ïîòîê òåìïåðà�òóðû òàêæå ïîä÷èíÿþòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì çà�êîíàì ïîäîáèÿ. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå òåìïåðàòó�ðû è ñêîðîñòè èç (5.10), (5.33) è (5.2), (5.5), à �óíê�öèþ T � èç óðàâíåíèÿ (4.9) è ïîäñòàâèì â (2.8),(2.17). Ïîëó÷èìh�0v0iUe(�w � �e)[St+B + (�B)Pr0t+1℄ == 0��p0 + 1Z� p0d�1A�� '�� �1� q2 ���1=2Pr0t + '2Pr0t �2Pr0t�1qp00f 00(� + 1) ++O �pf � ; (5.36)(pf=2 +B �B)ph�02ij�w � �ej[St+B + (�B)Pr0t+1℄ = � (q � 1)�'�q(� + 1) ����1=2Pr0t + '2Pr0t �2Pr0t�1 T1 +O �pf� : (5.37)Ïðåäñòàâëåíèå (5.36) ñïðàâåäëèâî âñþäó âíå âÿç�êîãî ïîäñëîÿ, (5.37) � âî âíåøíåé îáëàñòè ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ñîîòíîøåíèÿ (4.24), (4.25) â ñè�ëó (5.34), (5.22) ïîëó÷àþòñÿ èç (5.36), (5.37) ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà q. Â äðóãîì ïðåäåëü�íîì ñëó÷àå q = �1 íà îñíîâàíèè (5.35) è óðàâíå�íèÿ (5.27) ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðèíèìàþò âèäh�0v0iUe(�w � �e)(�B)Pr0t+1 = p1 +O �pf � ;ph�02ij�w � �ej(�B)Pr0t = 2p1PrtT1hpS +O �pf � : (5.38)Êàê âèäíî èç (5.36), òóðáóëåíòíûé ïîòîê òåìïåðàòó�ðû â ñòåïåíè 1=2Pr0t èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèì�ïòîòèêó âáëèçè ñòåíêè.Íà ðèñ. 6á â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (5.36) ïîñòðîå�íû ïðî�èëè ïîòîêà òåìïåðàòóðû äëÿ ðÿäà çíà÷åíèéïàðàìåòðà q. �àñ÷åòû âûïîëíåíû íà îñíîâå ïðåä�ñòàâëåíèé (4.24), (5.38).Âû÷èñëèâ èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðî�è�ëåé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû èç (5.2), (5.10), áóäåìèìåòüÆt(f=2 +B +B2)Æ�[St+B + (�B)Pr0t+1℄ == � (q2 + 1)q2(� + 1)g(s;1) 1Z� p d� +O �pf � : (5.39)1129
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�èñ. 6. �àñ÷åòíûå ïðî�èëè òåìïåðàòóðû (à) è ïîòîêà òåìïåðàòóðû (á ) â ïîãðàíè÷íîì ñëîå: q = 0 (1 ), 0:05 (2 ),0:1 (3 ), �0:1 (4 ), �0:15 (5 ), �1 (6 ); Z3 � ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (5.36)Ïðàâàÿ ÷àñòü (5.39) åñòü �óíêöèÿ òîëüêî ïàðàìåòðàq. Ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç (5.5), (5.22)g(s;1)! F1=q; s! �1 (q ! �0)è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (5.11), ïðàâèëî ïîäî�áèÿ (5.39) â ïðåäåëå ïðè q ! �0 ïåðåõîäèò â ñî�îòíîøåíèå (4.18).6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÄëÿ òåïëîâîãî òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿíà ïëàñòèíå ñ ðàâíîìåðíûì âäóâîì è îòñîñîì ïîëó�÷åíî óñëîâèå çàìûêàíèÿ â âèäå óíèâåðñàëüíîé çà�âèñèìîñòè ïîòîêà òåïëà îò ãðàäèåíòîâ óñðåäíåííûõñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû. Óìåðåííûé ïðîäîëüíûéãðàäèåíò òåìïåðàòóðû íà ïëàñòèíå íå âëèÿåò íàýòó çàâèñèìîñòü, êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, íå ìåíÿåòñÿ,åñëè çàäàíû ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà èëè ïîñòîÿí�íûé òåïëîâîé ïîòîê íà ñòåíêå. Âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿîíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî äâóì ýìïèðè÷åñêèì�óíêöèÿì � ïîñòðîåííûì â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿïðî�èëÿì ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû â ïîãðàíè÷íîìñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå.Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðàíåå ðåøåíèÿ äèíàìè÷å�ñêîé çàäà÷è â ðåçóëüòàòå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçàóðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëà óñòàíîâëåíû çàêîíû ïî�äîáèÿ äëÿ îñíîâíûõ òåïëîâûõ âåëè÷èí. Ïðè âäóâåòåìïåðàòóðà âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ èìååò óíèâåðñàëü�

íîå ðàñïðåäåëåíèå, èçâåñòíîå èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ äëÿ íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíû, à ïðè îòñîñåîïèñûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îò îä�íîãî ïàðàìåòðà q. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïóëüñàöèÿ èïîïåðå÷íûé ïîòîê òåìïåðàòóðû òàêæå ïîä÷èíÿþò�ñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì çàêîíàì ïîäîáèÿ, ïðè÷åìïðè âäóâå (ìàëûå çíà÷åíèÿ q) òåïëîâîé ïîòîê âûðà�æàåòñÿ ÷åðåç äâå �óíêöèè � ïðî�èëè ñêîðîñòè èòåìïåðàòóðû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîéïëàñòèíå.Ïðè îòñîñå òåìïåðàòóðà, ïîòîê òåìïåðàòóðû èòåïëîïåðåäà÷à íà ñòåíêå òàêæå ìîãóò áûòü ðàññ÷èòà�íû òîëüêî íà îñíîâå ýòèõ äâóõ �óíêöèé. Äëÿ îïðåäå�ëåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïóëüñàöèè òåìïåðàòóðûíóæíî äîïîëíèòåëüíî çíàòü ïðî�èëü ýòîé âåëè÷è�íû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå.Ñâÿçü ìåæäó òåïëîâûì ïîòîêîì, òðåíèåì èïîïåðå÷íîé ñêîðîñòüþ íà ñòåíêå ìîæåò áûòü îïè�ñàíà �óíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé. Óíèâåðñàëüíûéçàêîí òåïëîïåðåäà÷è ñïðàâåäëèâ âî âñåì äèàïàçîíåïàðàìåòðîâ îò ñêîðîñòåé îòñîñà, ñîîòâåòñòâóþùèõàñèìïòîòè÷åñêîìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ, äî ñêîðî�ñòåé âäóâà, âûçûâàþùèõ îòòåñíåíèå ïîòîêà.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ �îñóäàðñòâåííîéïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë(ãðàíò ÍØ-6791.2006.1) è ïðè �èíàíñîâîé ïîä�äåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �05-08-33384).1130



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÎïåðàòîðû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíîâûáîðà ñèñòåìû åäèíèö èçìåðåíèÿ�èçè÷åñêèõ âåëè÷èíÊëàññè÷åñêàÿ �-òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò âèä�óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó �èçè÷åñêèìèâåëè÷èíàìè, èñõîäÿ èç òîãî �àêòà, ÷òî ýòà çàâè�ñèìîñòü äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíîâûáîðà åäèíèö èçìåðåíèÿ [16℄. Ôóíêöèîíàëüíûåñâÿçè, îäíàêî, ÿâëÿþòñÿ íå åäèíñòâåííûì âîçìîæ�íûì ñïîñîáîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ�èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Èíòåðåñóþùèå íàñ �èçè÷å�ñêèå ïàðàìåòðû îáû÷íî ñàìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé�óíêöèè, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàòè âðåìåíè. Åñëè â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå ñâÿçüìåæäó îïðåäåëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè èìååò íåëî�êàëüíûé õàðàêòåð, �èçè÷åñêàÿ çàêîíîìåðíîñòü ìî�æåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (îïåðà�òîðà). Îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ, òàê æå êàê è âñëó÷àå çàâèñèìîñòåé �óíêöèîíàëüíîãî òèïà, äîëæ�íû èìåòü ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó, îáóñëîâëåííóþïðèðîäîé âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèå �èçè÷åñêèõ âå�ëè÷èí. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèÿìèíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ãðóïïïðåîáðàçîâàíèé, è óíèâåðñàëüíûì èíñòðóìåíòîì èñ�ñëåäîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèèãðóïï Ëè (ñì., íàïðèìåð, [17℄).Äàëåå èññëåäóåòñÿ îáùèé âèä îïåðàòîðà, âû�ðàæàþùåãî îïðåäåëåííóþ �èçè÷åñêóþ çàêîíîìåð�íîñòü, ïðè óñëîâèè èíâàðèàíòíîñòè îïåðàòîðà îò�íîñèòåëüíî âûáîðà åäèíèö èçìåðåíèÿ �èçè÷åñêèõâåëè÷èí. �àññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû, çàâèñÿùèåîò âåêòîð-�óíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà, ò. å. îòm �óíêöèé n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ îòíî�ñèòåëüíî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ îäíîé äîïóñòèìîé ãðóï�ïû ðàñòÿæåíèé èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå íàéäåíî áåçíåïîñðåäñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ îá�ùåé òåîðèè [17℄.Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêàìè ðàññìàòðèâàåìîãî �è�çè÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ gè âåêòîð-�óíêöèÿ f = (f1; : : : ; fm) âåêòîðíîãî àð�ãóìåíòà x = (x1; : : : ; xn). Èññëåäóåì îïåðàòîðíóþñâÿçü âèäà g = ~F[a; f(x)℄: (Ï.1)Çäåñü a = (a1; : : : ; al) � âåêòîð ïîñòîÿííûõ è ïå�ðåìåííûõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, îò êî�òîðîãî çàâèñèò �óíêöèÿ g. Ïðè �èêñèðîâàííîé âåê�òîð-�óíêöèè f îïåðàòîð ~F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷�íóþ �óíêöèþ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ñîîòíî�øåíèå (Ï.1), èìåþò ðàçìåðíûé õàðàêòåð, à îïåðàòîð~F çàäàåò íåêîòîðóþ �èçè÷åñêóþ çàêîíîìåðíîñòü, íåçàâèñÿùóþ îò âûáîðà ñèñòåìû åäèíèö èçìåðåíèÿ.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå åäè�íèö èçìåðåíèÿ îòâå÷àþò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïåðå�ìåííûõ g�, a�, x� è �óíêöèÿ f�(x�), òî èç (Ï.1) íåîá�õîäèìî ñëåäóåò ðàâåíñòâîg� = ~F[a�; f�(x�)℄:Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïî�íåíòû âåêòîðîâ a, x, f ïðèíèìàþò òîëüêî ïîëîæè�òåëüíûå çíà÷åíèÿ.Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå �óíêöèîíàëà îò ëè�íèè èëè â îáùåì ñëó÷àå îò ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ñî�ãëàñíî ðàáîòå [6℄ �óíêöèîíàëîì îò ãèïåðïîâåðõíî�ñòè íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåò�ñòâèå ãèïåðïîâåðõíîñòè S êàê ãåîìåòðè÷åñêîìó îáú�åêòó îïðåäåëåííîå ÷èñëî ~G[S℄. Äëÿ ãèïåðïîâåðõíî�ñòè S, çàäàííîé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå z ðàç�ìåðíîñòè p â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå z = h(s), s �âåêòîð ðàçìåðíîñòè r (r < p), ~G[S℄ åñòü �óíêöè�îíàë ~G[h(s)℄, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ñïîñîáàïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè. Äëÿëþáîé äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèè s = s(t) ñ íåðàâíûìíóëþ ÿêîáèàíîì det(�s=�t) 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí�ñòâî ~G[h(s)℄ = ~G[h(s(t))℄:Ëåììà 1. Äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå�ìàÿ �óíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäå�ëåíà ïî çíà÷åíèÿì f(x0), f 0(x0) â îäíîé òî÷êå x0è ëèíèè L, çàäàííîé íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (z1; z2)ïàðàìåòðè÷åñêè:z1 = xf 0(x)f(x) ; z2 = x ddx �xf 0(x)f(x) � : (Ï.2)Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1 ýëåìåíòàðíî.Ôîðìóëèðîâêà àíàëîãè÷íîé ëåììû äëÿ âåê�òîð-�óíêöèè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà òðåáóåò íåêîòî�ðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé. �àññìîòðèì ìàò�ðèöó F, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðî�èçâîäíûå:F = kFijk = � ln f� lnx ; d ln f = F d lnx: (Ï.3)Äëÿ êàæäîé �óíêöèè fi(x) îáðàçóåì êâàäðàòíóþìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ:T(i) = kT (i)jk k =  �2 ln fi� lnxj� lnxk  ;i = 1; : : : ;m; j; k = 1; : : : ; n:1131



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007�àññìîòðèì òåïåðü îáúåäèíåííóþ ìàòðèöó S,ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå mn ñòðîê ìàòðèöT(i). Ìàòðèöà S èìååò n ñòîëáöîâ, ïîýòîìó åå ðàíãíå ìîæåò áûòü áîëüøå n. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðè�âàòü òîëüêî íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà ðàíã îáú�åäèíåííîé ìàòðèöû òî÷íî ðàâåí n. Ïóñòü T � êà�êîé-ëèáî ìèíîð ðàçìåðíîñòè n, îïðåäåëèòåëü êîòî�ðîãî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè íå ðàâåí íóëþ. Åãîýëåìåíòû Tjk = T (�)�k , ãäå �(j) è �(j)��óíêöèè, ïðè�íèìàþùèå îïðåäåëåííûå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âèíòåðâàëàõ ñîîòâåòñòâåííî îò 1 äîm è îò 1 äî n. Ââå�äåì âåêòîð-�óíêöèþ y(x) ñ ýëåìåíòàìè yj = F�� ,äëÿ êîòîðîé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèådy = T d lnx: (Ï.4)Âåêòîð y, òàêèì îáðàçîì, ñîñòîèò èç n �óíêöè�îíàëüíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû F. Î÷å�âèäíî, ÷òî äëÿ çàäàííîé �óíêöèè f(x) âåêòîð y èìàòðèöà T â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü âûáðàíû íååäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êàæäîìó âàðèàíòó îòâå÷à�þò îïðåäåëåííûå �óíêöèè �(j) è �(j). Îáùåå ÷èñëîâàðèàíòîâ åñòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ìèíî�ðîâ ðàçìåðíîñòè n îáúåäèíåííîé ìàòðèöû S.Ëåììà 2. Äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó�åìàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íîîïðåäåëåíà ïî çíà÷åíèÿì f(x0) = f0, y(x0) = y0 âîäíîé òî÷êå x0 è ãèïåðïîâåðõíîñòè S, çàäàííîé â�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå z = (z1; : : : ; zp) ïàðàìåòðè÷å�ñêè: zq = Fij(x); zr = Tjk(x):�àçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà p, òàêèì îáðà�çîì, îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì íå ðàâíûõ íóëþ ýëåìåí�òîâ ìàòðèöû F è íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöûT. Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2. Ïóñòü ãèïåðïîâåðõ�íîñòü S çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ìàòðèöU(s) è V(s):zq = Uij(s); zr = Vjk(s); s = (s1; : : : ; sn):Äëÿ ëþáîé ïàðàìåòðèçàöèè äîëæíî ñóùåñòâî�âàòü ïðåîáðàçîâàíèå s(x) ñ íåíóëåâûì ÿêîáèàíîìdet(�s=�x) 6= 0, òàêîå ÷òîU(s(x)) = F(x); V(s(x)) = T(x); (Ï.5)ãäå ìàòðèöû F è T âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èñêîìóþ�óíêöèþ f(x).�àçðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (Ï.4):d lnx = T�1(x) dy; (Ï.6)

d ln f = F(x)T�1(x) dy: (Ï.7)Ñîîòíîøåíèå (Ï.7) ïîëó÷åíî ïîäñòàíîâêîé (Ï.6)â (Ï.3). Ñ ó÷åòîì (Ï.5) ïåðåéäåì â (Ï.6), (Ï.7) êïåðåìåííîé s:d lnx = V�1(s) �y�s ds;d ln f = U(s)V�1(s) �y�s ds: (Ï.8)Çäåñü yj(s) = U��(s).Äëÿ �óíêöèé lnxj , ln fi, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷å�íû óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, óñëîâèÿèíòåãðèðóåìîñòè êîòîðûõ ïî ïîñòðîåíèþ äîëæíûâûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî.Âåêòîð s0, äëÿ êîòîðîãî x(s0) = x0, f(s0) = f0,îïðåäåëèì èç ñèñòåìû óðàâíåíèéy(s0) = y0: (Ï.9)Äëÿ ÿêîáèåâîé ìàòðèöû óðàâíåíèÿ (Ï.9) èìååò ìå�ñòî ïðåäñòàâëåíèå�y(s0)�s = V(s0)X �x(s0)�s ; (Ï.10)ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû X åñòü Xjk = Æjk=x0j , Æjk �ñèìâîëû Êðîíåêåðà. Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòå�ìû (Ï.9) âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó äåòåðìèíàíòûâñåõ òðåõ ìàòðèö, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (Ï.10),îòëè÷íû îò íóëÿ.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè lnxj(s), ln fi(s) ìîãóòáûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû èç óðàâíåíèé (Ï.8) ñïîìîùüþ êâàäðàòóð â çàìêíóòîì âèäå, ÷òî è äîêà�çûâàåò Ëåììó 2.Âûáåðåì äëÿ âõîäÿùåé â (Ï.1) âåêòîð-�óíêöèèf(x) õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà x0 è ïîñòðî�èì ñîãëàñíî Ëåììå 2 ãèïåðïîâåðõíîñòü S â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòüS íå çàâèñèò îò ñèñòåìû åäèíèö èçìåðåíèÿ, â êîòî�ðîé çàäàíà �óíêöèÿ f(x).Ñîîòíîøåíèå (Ï.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåg = ~G[a;x0; f(x0);y(x0);S℄: (Ï.11)Î÷åâèäíî, ÷òî ìîãóò íå ó÷èòûâàòüñÿ òå èç íîâûõàðãóìåíòîâ îïåðàòîðà (Ï.11), êîòîðûå âûðàæàþòñÿ÷åðåç ïàðàìåòðû a1; : : : ; al. Ïóñòü ñðåäè ïåðåìåííûõa1; : : : ; al, x01; : : : ; x0n, f1(x0); : : : ; fm(x0) èìååòñÿ k(1 � k � l+n+m) âåëè÷èí ñ íåçàâèñèìûìè ðàçìåð�íîñòÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ïðèâåäåííóþ ê áåçðàç�ìåðíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ýòèõ k ïàðàìåòðîâ �óíê�öèþ g, à ÷åðåç �1; : : : ;�l+n+m�k � áåçðàçìåðíûå1132



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Òåïëîâîé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :êîìáèíàöèè, ñîñòàâëåííûå èç ïåðâûõ l+n+m àðãó�ìåíòîâ îïåðàòîðà (Ï.11). Îñòàëüíûå àðãóìåíòû îïå�ðàòîðà âûáðàíû òàê, ÷òî îíè èíâàðèàíòíû îòíîñè�òåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ðàñòÿæåíèé ïåðåìåííûõ. Ïî�ñêîëüêó ñîîòíîøåíèå (Ï.11) ïî ïðåäïîëîæåíèþ âû�ïîëíÿåòñÿ â ëþáîé ñèñòåìå åäèíèö èçìåðåíèÿ, ÷èñ�ëåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñ íåçàâèñèìûìè ðàç�ìåðíîñòÿìè ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ ïðîèçâîëüíî, ÷òîïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî àðãóìåíòîâ îïåðàòîðà íàk åäèíèö [18℄. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ (Ï.1)è (Ï.11) ýêâèâàëåíòíû îïåðàòîðíîé ñâÿçè� = ~H[�1; : : : ;�l+n+m�k;y(x0);S℄: (Ï.12)Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî âû�áîðà ñèñòåìû åäèíèö èçìåðåíèÿ îïåðàòîð, çàâèñÿ�ùèé îò m �óíêöèé n ïåðåìåííûõ, ìîæåò áûòü ïðåä�ñòàâëåí â âèäå �óíêöèîíàëà îò èíâàðèàíòíîé ãèïåð�ïîâåðõíîñòè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå è íåêîòîðîãîêîëè÷åñòâà áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îïåðàòîðà îò �óíêöèè îäíîéïåðåìåííîé g = ~F[a1; : : : ; al; f(x)℄ èç (Ï.12) ïîëó÷èì� = ~H ��1; : : : ;�l�k+2; x0 f 0(x0)f(x0) ;L� :Çäåñü L� ëèíèÿ íà �àçîâîé ïëîñêîñòè, ïîñòðîåííàÿñîãëàñíî Ëåììû 1.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. È. È. Âèãäîðîâè÷, ÄÀÍ 337, 39 (1994).2. È. È. Âèãäîðîâè÷, ÆÝÒÔ 126, 1180 (2004).3. È. È. Âèãäîðîâè÷, ÏÌÌ 69, 788 (2005).4. È. È. Âèãäîðîâè÷, ÆÝÒÔ 128, 859 (2005).
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