
ÆÝÒÔ, 2007, òîì 132, âûï. 2 (8), ñòð. 406�416 

 2007
�ÅÍÎ�Ì��ÓÏÏÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÄËß ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕÔÀÇÎÂÛÕ ÏÅ�ÅÕÎÄÎÂ:Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ Î ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÂÊËÀÄÀÕÀ. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 �åâðàëÿ 2007 ã.Ñîãëàñíî èìåþùèìñÿ ïóáëèêàöèÿì, ìåòîä òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðèâî-äèò ê çíà÷åíèÿì êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, îòêëîíÿþùèìñÿ îò èçâåñòíûõ òî÷íûõ çíà÷åíèé; ýòî ñâÿçûâàåòñÿñ ñóùåñòâîâàíèåì íåàíàëèòè÷åñêèõ âêëàäîâ â ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíàíàëèç ñèòóàöèè íà îñíîâå íîâîãî àëãîðèòìà ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ïîçâîëÿþùåãî ïðîñëå-äèòü çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ äëÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ îò êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðåíîðì-ãðóïïîâûõ �óíêöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ èíäåêñîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðàçóìíîìâèäå êîý��èöèåíòíûõ �óíêöèé; ïîñëåäíèå èìåþò íåáîëüøèå íåìîíîòîííîñòè èëè ïåðåãèáû, êîòîðûåïëîõî âîñïðîèçâîäÿòñÿ ïðè åñòåñòâåííûõ èíòåðïîëÿöèÿõ. Ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå ñèíãóëÿðíûõ âêëàäîâ âðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè íåò íåîáõîäèìîñòè.PACS: 11.10.Kk, 11.15.Pg, 11.15.Me, 64.60.Fr, 75.10.Hk1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍàèáîëåå îáîñíîâàííûì ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿêðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä òåîðåòè�êî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû [1℄. Îí îñíîâàí íà òîì,÷òî �àçîâûå ïåðåõîäû îïèñûâàþòñÿ ý��åêòèâíîéòåîðèåé '4 ñ äåéñòâèåìSf~'g = Z ddx�12(r~')2 + 12� ~' 2 + 14g~' 4� ; (1)ãäå ~' � n-êîìïîíåíòíûé âåêòîð ïîëÿ, d � ðàçìåð�íîñòü ïðîñòðàíñòâà, � � ðàññòîÿíèå äî ïåðåõîäà, g �êîíñòàíòà ñâÿçè. Ôóðüå-îáðàç G(k; �) êîððåëÿöèîí�íîé �óíêöèè G(r; �) = h'(x)'(x+ r)i óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ Êàëëàíà �Ñèìàí÷èêà�� �� ln k + �(g) ��g � ��1(g) �� ln � � 2 + �(g)���G(k; �) = 0; (2)êîòîðîå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èìååò ðåøåíèÿG(0; �) / ��
 ; G(k; 0) / k�2+�;*E-mail: suslov�kapitza.ras.ru

ñîîòâåòñòâóþùèå îáùåé �åíîìåíîëîãèè �àçîâûõ ïå�ðåõîäîâ [2℄. Ïðàêòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà ñâîäèòñÿ ê íà�õîæäåíèþ êîðíÿ óðàâíåíèÿ �(g�) = 0, îïðåäåëÿþ�ùåãî íåïîäâèæíóþ òî÷êó ðåíîðìãðóïïû, ïîñëå ÷åãîîñíîâíûå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû îïðåäåëÿþòñÿ âûðà�æåíèÿìè � = �(g�); � = �(g�);
 = 
(g�); ! = �0(g�); (3)à îñòàëüíûå îïðåäåëÿþòñÿ èç íèõ ñ ïîìîùüþ èç�âåñòíûõ ñîîòíîøåíèé [2℄. �åíîðìãðóïïîâûå �óíê�öèè �(g), �(g), ��1(g) è ñâÿçàííûå ñ íèìè �óíêöèè�(2)(g) = ��1(g) + �(g)� 2;
�1(g) = 1 + �(2)(g)=(2� �(g)) (4)îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìè ïî êîíñòàíòå ñâÿ�çè g, ïåðâûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõâû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèàãðàììíîé òåõíèêè, òî�ãäà êàê äëÿ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñóùåñòâóåò èçâåñòíàÿàñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà [3, 4℄. Ââèäó �àêòîðèàëüíîéðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ äëÿ èõ ñóììèðîâàíèÿ òðåáóåòñÿèñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ [5�7℄.Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèëîïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ñ òî÷íîñòüþ äîòðåòüåãî çíàêà [5, 6, 8℄, íî åãî ïðèëîæåíèå ê äâó�406



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè äëÿ äâóìåðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ : : :Òî÷íîå çíà÷åíèå [5℄ [6℄ [9℄ Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
 1:75 1:72� 0:20 1:79� 0:09 1:790 1:785� 0:040� 1:00 0:92� 0:30 0:97� 0:08 0:966 1:01� 0:07� 0:25 0:08� 0:20 0:13� 0:07 0:146 0:145� 0:014�(2) �0:75 �0:83� 0:20 �0:85� 0:07 �0:872 �0:865� 0:050! 4=3 (?) 0:7� 0:4 1:3� 0:2 1:31� 0:03 1:345� 0:075g� 1:754 (?) 1:8� 0:3 1:85� 0:10 1:837� 0:030 1:82� 0:04ìåðíûì ñèñòåìàì îêàçàëîñü ìåíåå óñïåøíûì (ñì. òà�áëèöó). Â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Áåéêåðà, Íèêåëÿ, Ìåé�ðîíà [5℄ áûëè ïîëó÷åíû ÷åòûðåõïåòëåâûå ðàçëîæå�íèÿ äëÿ ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíêöèé ïðè n = 1, à çà�òåì ïðîñóììèðîâàíû ìåòîäîì Ïàäå �Áîðåëÿ; ñðàâ�íèòåëüíî íåâûñîêàÿ òî÷íîñòü ñóììèðîâàíèÿ ïîçâî�ëèëà ïîëó÷èòü ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ¾áîëüøèõ¿èíäåêñîâ (�, 
), òîãäà êàê ¾ìàëûå¿ èíäåêñû (�,�) îñòàëèñü ïðàêòè÷åñêè íåîïðåäåëåííûìè (ñì. âòî�ðîé ñòîëáåö â òàáëèöå). Ëå-�èéó è Çèíí-Æþñòåí [6℄èñïîëüçîâàëè áîëåå ñîâåðøåííûé ìåòîä ñóììèðîâà�íèÿ (¾êîí�îðì-áîðåëü¿) è òùàòåëüíî èññëåäîâàëèíåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ïîçâîëèëî ñóùå�ñòâåííî óìåíüøèòü îøèáêó: â ðåçóëüòàòå îáíàðóæè�ëîñü îòêëîíåíèå � è �(2) = �(2)(g�) îò èçâåñòíûõ òî÷�íûõ çíà÷åíèé äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (òðå�òèé ñòîëáåö â òàáëèöå). Â äàëüíåéøåì Îðëîâ è Ñî�êîëîâ [9℄ âû÷èñëèëè ïÿòèïåòëåâûå âêëàäû â ðåíîð�ìãðóïïîâûå �óíêöèè è îáíàðóæèëè, ÷òî öåíòðàëü�íûå çíà÷åíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ïðàêòè÷å�ñêè íå ìåíÿþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ [6℄ (÷åòâåðòûé ñòîë�áåö â òàáëèöå). Íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòîâ ïî�äðîáíî íå èññëåäîâàëàñü, íî õàðàêòåð èõ ñõîäèìîñòèïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé ïîç�âîëèë ñäåëàòü äîñòàòî÷íî îïðåäåëåííûé âûâîä, ÷òîîòêëîíåíèå âû÷èñëåííûõ èíäåêñîâ îò òî÷íûõ ÿâëÿ�åòñÿ çíà÷èìûì è ñèòóàöèÿ íå óëó÷øèòñÿ ïðè ó÷åòåäàëüíåéøèõ ÷ëåíîâ ðÿäà. Ïîëó÷åííûå îòêëîíåíèÿáûëè ïðèïèñàíû ñóùåñòâîâàíèþ íåïåðòóðáàòèâíûõâêëàäîâ ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ â íóëå (òèïà exp(�
=g))â ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè. �åçóëüòàòû ñóììèðî�âàíèÿ áûëè íåçàâèñèìî ïîäòâåðæäåíû èòàëüÿíñêîéãðóïïîé [10℄, êîòîðàÿ âûñêàçàëà âîçìîæíîñòü ñó�ùåñòâîâàíèÿ âêëàäîâ, ñèíãóëÿðíûõ â íåïîäâèæíîéòî÷êå g� [10, 11℄. Ïðèçíàíèå íåàíàëèòè÷íûõ âêëà�äîâ îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðì�ãðóïïû íå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèå êðèòè�÷åñêèõ èíäåêñîâ ñ ïðîèçâîëüíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ,ò. å. ïðèíöèïèàëüíàÿ ðåøåííîñòü ïðîáëåìû ïîäâåð�ãàåòñÿ ñîìíåíèþ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ñî�çäàâøåéñÿ ñèòóàöèè íà îñíîâå íîâîãî àëãîðèòìàñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ïðåäëîæåííîãîâ ðàáîòàõ [7, 12℄. Ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà íà÷è�íàåòñÿ ñ èíòåðïîëÿöèè êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè,÷òî ïîçâîëÿåò ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü çà�âèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ îò âàðèàöèè ïðîöåäóðû ñóì�ìèðîâàíèÿ: îñòàåòñÿ ëèøü èõ çàâèñèìîñòü îò ñïîñî�áà èíòåðïîëÿöèè, êîòîðàÿ ïðÿìî ñâÿçàíà ñ íåïîëíî�òîé èñõîäíîé èí�îðìàöèè. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîç�ìîæíîñòü êîíñòðóêòèâíî èññëåäîâàòü ñâÿçü ðåçóëü�òàòîâ ñóììèðîâàíèÿ ñ ïðåäïîëàãàåìûì ïîâåäåíèåìêîý��èöèåíòíûõ �óíêöèé. Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷è�íàì òàêàÿ âîçìîæíîñòü îòñóòñòâîâàëà â äðóãèõ àëãî�ðèòìàõ1); ïîýòîìó îíè �îðìóëèðîâàëèñü òàê, ÷òîáûâîîáùå èçáåæàòü óïîìèíàíèÿ î íåèçâåñòíûõ êîý���èöèåíòàõ ðàçëîæåíèÿ [5, 6℄. Ýòî ïðèâîäèëî ê ñèëü�íîé çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ îò âàðèàöèè ïðîöåäó�ðû ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ïðèõîäèëîñü îãðàíè÷è�âàòü íà îñíîâå ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ðåöåïòîâ, çàòðóä�íÿþùèõ îáúåêòèâíóþ îöåíêó òî÷íîñòè.Ñëåäóÿ ñëîæèâøåéñÿ òðàäèöèè [5, 6, 8, 9℄, ìûñóììèðîâàëè (êðîìå ðÿäà äëÿ �(g)) ðÿäû äëÿ ÷å�òûðåõ �óíêöèé �(g), �(2)(g), 
�1(g) è ��1(g), èç êî�òîðûõ ëèøü äâå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè (ñì.(4));ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ïðîöåäóðó íà ñàìîñîãëàñî�âàííîñòü. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû ïðèâåäåíûçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ, ïîëó÷åííûå äëÿ íåêîòîðîãî ìíî�æåñòâà ¾åñòåñòâåííûõ¿ èíòåðïîëÿöèé (ðàçä. 2, 3).Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòîâäëÿ � è 
 çàìåòàåò òî÷íîå çíà÷åíèå; ïîñêîëüêó ýòèèíäåêñû ìîãóò áûòü ïðèíÿòû â êà÷åñòâå íåçàâèñè�ìûõ, ïðèíöèïèàëüíîé ïðîáëåìû ñîãëàñîâàíèÿ ïîëó�÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ñ òî÷íûìè íå ñóùåñòâóåò. Îäíà�êî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ � è �(2) îòêëîíÿþòñÿ îò1) Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü èñïîëü�çóåìîãî àëãîðèòìà îòíîñèòåëüíî ãëàäêèõ îøèáîê, ê êîòîðûìîòíîñÿòñÿ îøèáêè èíòåðïîëÿöèè; ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü êà�òàñòðî�è÷åñêîãî ðîñòà îøèáîê ïðè ïåðåñóììèðîâàíèè ðÿ�äà [7, 12℄.407



À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007òî÷íûõ2) (â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâ�òîðîâ [5, 6, 9, 10℄), ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òåõ�íè÷åñêîé ïðîáëåìû íåñîãëàñîâàííîñòè ¾åñòåñòâåí�íûõ¿ èíòåðïîëÿöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ (âçàèìîçàâèñè�ìûõ) �óíêöèé. Àíàëèç ïîêàçûâàåò (ðàçä. 4), ÷òîâåðîÿòíîé ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùååïîâåäåíèå ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ äëÿ�(g), ïîðîæäàþùåå â êîý��èöèåíòíûõ �óíêöèÿõäëÿ �(2)(g) è 
�1(g) íåáîëüøóþ íåìîíîòîííîñòü èëèïåðåãèá, êîòîðûå ïëîõî âîñïðîèçâîäÿòñÿ ïðîñòåéøè�ìè èíòåðïîëÿöèÿìè. Êàê ïîêàçàíî â ðàçä. 4, òî÷�íûå çíà÷åíèÿ äëÿ èíäåêñîâ �, 
, � è �(2) ìîãóòáûòü ïîëó÷åíû ïðè âïîëíå ðàçóìíîì âèäå êîý��è�öèåíòíûõ �óíêöèé. Ïîýòîìó íåò íèêàêîé íåîáõî�äèìîñòè ïðåäïîëàãàòü ñèíãóëÿðíîñòü ðåíîðìãðóïïî�âûõ �óíêöèé, êîòîðàÿ ïðîòèâîðå÷èò îáùèì ïðèíöè�ïàì (ðàçä. 5).2. ÈÑÕÎÄÍÀß ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈß ÈÏ�ÎÖÅÄÓ�À ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈßÈñõîäíîé èí�îðìàöèåé ÿâëÿþòñÿ ïÿòèïåòëåâûåðàçëîæåíèÿ äëÿ �(g), �(g), �(2)(g), ïîëó÷åííûå â ðà�áîòàõ [9, 13℄, è ðÿäû äëÿ 
�1(g), ��1(g), êîòîðûåìîãóò áûòü èç íèõ ïîëó÷åíû3):�(g)2 == �g+ g2� g3(n+ 8)2 (10:33501055n+47:67505273)++ g4(n+8)3 (5:000275928n2+149:1518586n+524:3766023)�� g5(n+ 8)4 (0:088842906n3+ 179:6975910n2++ 2611:154798n+ 7591:108694)+2) Â òîì, ÷òî ýòè îòêëîíåíèÿ íå èìåþò ãëóáîêîãî ñìûñ�ëà, ìîæíî óáåäèòüñÿ èç ñîîòíîøåíèé ìåæäó èíäåêñàìè. Åñ�ëè ïðèíÿòü äëÿ èíäåêñîâ öåíòðàëüíûå çíà÷åíèÿ 
 = 1:785,� = 1:01, � = 0:145, òî ñîîòíîøåíèå 
 = �(2� �) íàðóøåíî íàâåëè÷èíó 0:09, ÷òî îïðåäåëÿåò ìàñøòàá íåêîíòðîëèðóåìîé ñè�ñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, êîòîðîé ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî äëÿñîãëàñîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ èç òàáëèöû ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè.3) Â ðàáîòå [9℄ èìååòñÿ îøèáêà â ïÿòèïåòëåâîì âêëàäå äëÿ
�1(g), êîòîðàÿ áûëà èñïðàâëåíà â ðàáîòå [13℄. Ïÿòèïåòëåâîéâêëàä äëÿ �(2)(g) ìîæíî èçâëå÷ü èç òàáë. IV ðàáîòû [13℄ (ãäåýòà �óíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê �t(g)), âêëàäû æå ïåðâûõ ÷åòû�ðåõ ïåòåëü (ñ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûèç ðÿäîâ äëÿ 
�1(g) è �(g), ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [9℄.

+ g6(n+ 8)5 (�0:00407946n4+80:3096n3+5253:56n2++ 53218:6n+ 133972)++ : : :+ 
(�a)N�(N + b)gN + : : : ; (5)�(2)(g) = � g(n+ 8)(2n+ 4) ++ g2(n+ 8)2 (n+ 2)6:751257910� g3(n+ 8)3 �� (8:406683574n2+ 65:16862270n+ 96:71051110)++ g4(n+ 8)4 (0:583377094n3+ 139:655555n2 ++ 844:500099n+ 1135:04499)�� g5(n+ 8)5 (�0:146720n4 + 130:427n3 + 2885:83n2 ++ 13691:4n+ 16885:3) ++ : : :+ 
0(�a)N�(N + b0)gN + : : : ; (6)�(g) = g2(n+ 8)2 (n+ 2)0:9170859698�� g3(n+ 8)2 (n+ 2)0:05460897758++ g4(n+ 8)4 (�0:0926844583n3+ 4:05641051n2 ++ 29:2511668n+ 41:5352155)�� g5(n+ 8)5 (0:0709196n4 + 1:05240n3 + 57:7615n2 ++ 325:329n+ 426:896) ++ : : :+ 
00(�a)N�(N + b00)gN + : : : ; (7)
�1(g) = 1�n+2n+8g+ g2(n+8)2 (n+2)3:375628955�� g3(n+ 8)3 (4:661884772n2++ 34:41848329n+ 50:18942749)++ g4(n+ 8)4 (0:318993036n3+ 71:70330240n2++ 429:4244948n+ 574:5877236)�� g5(n+8)5 (�0:119702n4+69:3791n3+1482:76n2++ 6953:61n+ 8533:16) ++ : : :+ 
2 0(�a)N�(N + b0)gN + : : : ; (8)408



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè äëÿ äâóìåðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ : : :��1(g) = 2� 2(n+ 2)(n+ 8) g ++ g2(n+ 8)2 (5:834171940n+ 11:66834388)�� g3(n+ 8)3 (8:352074597n2++ 64:62253293n+ 95:83676746)++ g4(n+ 8)4 (0:676061553n3+ 135:599145n2++ 815:248932n+ 1093:50978)++ g5(n+8)5 (�0:217639n4+129:375n3+2828:07n2++ 13366:1+ 16458:4) ++ : : :+ 
0(�a)N�(N + b0)gN + : : : ; (9)à òàêæå ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ,óñòàíîâëåííûå â [4℄:a = 2:14793295333n+ 8 ; b = b0 = n+ 72 ;b00 = n+ 52 ;
 = 0:009838 n+ 8�(2+ n=2)0:7335n;
0 = 0:6441n+ 2n+ 8
; 
00 = 0:3306
0: (10)
Â âûðàæåíèÿõ (5)�(9) íîðìèðîâêà g è �(g) èçìåíåíàïî ñðàâíåíèþ ñ (1), (2) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñ�ïå÷èòü åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ êîý���èöèåíòîâ â (5) (ñì. [4, 5℄).Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäàW (g) = 1XN=N0WN (�g)N ; (11)êîý��èöèåíòû WN êîòîðîãî èìåþò àñèìïòîòèêó
aN�(N + b), îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà�çîâàíèÿ Áîðåëÿ:W (g) = 1Z0 dxe�xxb0�1B(gx);B(z) = 1XN=N0BN (�z)N ; BN = WN�(N + b0) (12)(b0 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð) è ïîñëåäóþùåãî êîí��îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿz = u(1� u)a:Òîãäà ïåðåðàçëîæåíèå B(z) ïî ñòåïåíÿì u

B(z) = 1XN=0 BN(�z)N ��z = f(u) ! B(u) == 1XN=0UNuN (13)äàåò ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñ êîý��èöèåíòàìèU0 = B0; UN = NXK=1 BKaK (�1)KCK�1N�1 ;N � 1: (14)Àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâ UN ïðè áîëüøèõ NUN = U1N��1; N !1;U1 = W1a��(�)�(b0 + �) (15)ñâÿçàíà ñ àñèìïòîòèêîéW (g) â îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿ�çè: W (g) =W1g�; g !1: (16)Èíòåðïîëÿöèÿ êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè ïðîâîäèò�ñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëûWN = 
aNN~b�(N + b� ~b)�1 + A1N � ~N++ A2(N � ~N)2 + : : :+ AK(N � ~N)K + : : :� (17)ïóòåì îáðûâà ðÿäà è âûáîðà êîý��èöèåíòîâ AK èçñîîòâåòñòâèÿ ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè êîý��èöè�åíòîâ WL0 , WL0+1,: : : ;WL, ãäå L0 íå îáÿçàòåëüíîñîâïàäàåò ñ N0. Åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, èñïîëüçóåò�ñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ~b = b�1=2 [12℄; ïàðàìåòð ~Nèñïîëüçóåòñÿ äëÿ âàðüèðîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîéïðîöåäóðû. Êîý��èöèåíòû UN ïðè N � Nav � 20âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî �îðìóëå (14), àçàòåì ïðîäîëæàþòñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (15) âîèçáåæàíèå êàòàñòðî�è÷åñêîãî ðîñòà îøèáîê [7, 12℄.Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãî�ðèòìà ñ íåîáõîäèìîñòüþ òðåáóåò íàõîæäåíèÿ àñèì�ïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè äëÿW (g) (ñì. (16)). Äëÿ ñóì�ìèðîâàíèÿ ðÿäà â îáëàñòè g � 1 áîëüøîé òî÷íîñòè âîïðåäåëåíèè ýòîé àñèìïòîòèêè íå òðåáóåòñÿ, è åå áî�ëåå èëè ìåíåå äåòàëüíûé àíàëèç ïðåñëåäóåò ïåðñïåê�òèâíûå ïðèëîæåíèÿ ê îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè [7℄.Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè ðàáîòàìè [7, 12℄áûëà äîïîëíèòåëüíî îòðàáîòàíà ìåòîäèêà îöåíêèîøèáîê â îáëàñòè g � 1. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìå�ðà èñïîëüçîâàëñÿ ðÿä äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë�ëÿòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâûõ äåâÿòè êîý��èöè�åíòîâ. Íàèëó÷øàÿ òî÷íîñòü â îïðåäåëåíèè àñèìïòî�òèêè ñèëüíîé ñâÿçè äîñòèãàåòñÿ ïðè îïòèìàëüíîìçíà÷åíèè ~N = ~Nopt � 5:5 [12℄. �åàëüíûé ñìûñë ýòîãî409
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�èñ. 1. Ôîðìà èíòåðïîëÿöèîííûõ êðèâûõ äëÿ àí-ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðè ðàçëè÷íûõ ~N .Íà âñòàâêå � ðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà äëÿg = 1; íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòîâ ïðè �èêñè-ðîâàííîì ~N ñâÿçàíà ñ âàðüèðîâàíèåì b0, íå âû-âîäÿùèì çà ïðåäåëû íåîïðåäåëåííîñòè íàéäåííîéàñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè; ãîðèçîíòàëüíàÿ øòðè-õîâàÿ ëèíèÿ íà âñòàâêå � òî÷íîå çíà÷åíèå. Ïàðà-ìåòð Nav = 22çíà÷åíèÿ âûÿñíÿåòñÿ ïðè âèçóàëüíîì ðàññìîòðåíèèèíòåðïîëÿöèîííûõ êðèâûõ (ðèñ. 1) äëÿ ïðèâåäåííîéêîý��èöèåíòíîé �óíêöèèFN = WNW asN = WN
aNN b�1=2�(N + 1=2) ; (18)ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèèàñèìïòîòèêè ñ ~b = b � 1=2 [12℄. Ïðè âàðèàöèÿõ ~Nâáëèçè ~Nopt íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà åäèíèöû �îðìàêðèâûõ ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ; ïðè ñóùåñòâåííîìóìåíüøåíèè ~N (äëÿ çíà÷åíèé ~N . �8) âîçíèêàåòíåìîíîòîííîñòü â âûõîäå FN íà ïðåäåëüíîå çíà÷å�íèå F1 = 1; ïðè ñóùåñòâåííîì óâåëè÷åíèè ~N (äëÿçíà÷åíèé ~N & �2) âîçíèêàåò ðåçêèé âûáðîñ ïðèíåöåëûõ çíà÷åíèÿõ N (ðèñ. 1). Ýòè íàáëþäåíèÿïîçâîëÿþò âûäåëèòü ìíîæåñòâî ¾åñòåñòâåííûõ¿èíòåðïîëÿöèé �8:3 � ~N � �2:0: äëÿ íèõ íåìî�íîòîííîñòü êðèâûõ ïðè áîëüøèõ N íàõîäèòñÿ íàóðîâíå îòëè÷èÿ ïîñëåäíåé èçâåñòíîé òî÷êè FL îò 1,à âûáðîñû ïðè íåöåëûõ N ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ õà�ðàêòåðíîé âåëè÷èíîé FN . Êîíêðåòíûé âûáîð ýòèõîãðàíè÷åíèé íå î÷åíü êðèòè÷åí4), è èõ ðàçóìíàÿ4) Àìïëèòóäà ìàêñèìóìîâ âîçðàñòàåò ïðè èçìåíåíèè ~Nî÷åíü ðåçêî, òîãäà êàê ðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ çàâèñÿò îò~N ñðàâíèòåëüíî ïëàâíî; ïîýòîìó îöåíêà íåîïðåäåëåííîñòè ðå�çóëüòàòîâ íå î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíà ê âûáîðó îãðàíè÷åíèé èïðîâîäèòñÿ äîñòàòî÷íî îáúåêòèâíî.

âàðèàöèÿ ìàëî âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû (ñì. âñòàâêóíà ðèñ. 1). Ñóììèðîâàíèå ðÿäà äëÿ g = 1 íà ìíî�æåñòâå ¾åñòåñòâåííûõ¿ èíòåðïîëÿöèé ïðèâîäèò êíåîïðåäåëåííîñòè �W (1) = 0:8033�0:8042, êîòîðàÿçàìåòàåò òî÷íîå çíà÷åíèå �W (1) = 0:80377.3. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÄËß¾ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÛÕ¿ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÉ3.1. Ôóíêöèÿ �(g)Ñîãëàñíî (5), èçâåñòíû êîý��èöèåíòû ðàçëîæå�íèÿ �N ñ N = 1; 2; : : : ; 6. Èíòåðïîëÿöèÿ ïî �îðìóëå(17) ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåõ êîý��èöèåíòîâ (L0 = 1,L = 6) âûÿâëÿåò ñëåäóþùåå: âî-ïåðâûõ, èíòåðïîëÿ�öèîííûå êðèâûå äëÿ âñåõ ~N îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó íåäî�ïóñòèìûõ â ñìûñëå ðàçä. 2, ò. å. èìåþò ñóùåñòâåííûåâûáðîñû ïðè íåöåëûõ N èëè ñóùåñòâåííóþ íåìîíî�òîííîñòü ïðè áîëüøèõ N ; âî-âòîðûõ, ïîïûòêà âîñ�ñòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè ïðèâîäèòê íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì: êàðòèíà ìè�íèìóìîâ �2 [12℄ îêàçûâàåòñÿ íå÷åòêîé è òðóäíî èí�òåðïðåòèðóåìîé. Ïðè÷èíó ýòîãî ìû çàïîäîçðèëè âòîì, ÷òî çíà÷åíèå FN ñ N = 1 íå ëåæèò íà ãëàäêîéêðèâîé, ïîëó÷àåìîé àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñòî÷åê N = 2; 3; 4; : : : Òàêàÿ ñèòóàöèÿ çàâåäîìî èìååòìåñòî â ñõåìå ðàçìåðíîé ðåíîðìèðîâêè, êîãäà �(g)èìååò âèä ��g + �0(g) äëÿ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíî�ñòè d = 4 � �, à �óíêöèÿ �0(g) îòíîñèòñÿ ê ÷åòû�ðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó (åå ðàçëîæåíèå íà÷èíàåò�ñÿ ñ g2, à êîý��èöèåíòû íå çàâèñÿò îò �). �åçóëü�òàò (5) îòíîñèòñÿ ê äðóãîé ðåíîðìèðîâî÷íîé ñõåìå,íî àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíà.Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âûáèðàòü çíà÷åíèåL0 = 2, ò. å. íå ó÷èòûâàòü ïðè èíòåðïîëÿöèè ïåð�âóþ òî÷êó. Â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíîñòü âîçíèêíî�âåíèÿ òàêèõ ñèòóàöèé ÿñíà èç ïðîöåäóðû ñóììèðîâà�íèÿ ïî Çîììåð�åëüäó �Âàòñîíó [12, ðàçä. 8.3℄: �óíê�öèÿ W(z), ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíè�åì WN íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü (W(N) = WN ,N = N0; N0 + 1; N0 + 2; : : : ), èìååò îñîáóþ òî÷êóïðè z = �, ãäå � � ïîêàçàòåëü àñèìïòîòèêè ñèëü�íîé ñâÿçè (ñì. (16)). Åñëè � îêàçûâàåòñÿ áîëüøå,÷åì N0, òî ñëåäóåò ïîëîæèòüW (g) =WN0gN0 + : : :+WN1gN1 + ~W (g) (19)(ãäå íîìåð N1 âûáðàí èç óñëîâèÿ N1 � � < N1 + 1)è ñóììèðîâàòü ðÿä äëÿ ~W (g), ïîñëå ÷åãî äîáàâèòüê ñóììå âûäåëåííûå ïåðâûå ÷ëåíû. Èç ñêàçàííîãîÿñíî, ÷òî äëÿ �óíêöèè �(g) íóæíî ïðèíÿòü N1 = 1,L0 = 2. Ïîñëå ýòîãî ðåçóëüòàòû äëÿ àñèìïòîòèêèîêàçûâàþòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûìè (ðèñ. 2)410
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Ñ

10

20

30

0.6

0.9

1.2

α

W∞

β

�èñ. 2. Ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè äëÿ�óíêöèè �(g). Íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòîâ äëÿ�èêñèðîâàííîãî ~N îïðåäåëÿëàñü ïî ìåòîäèêå ðà-áîòû [12℄; ðàáî÷èé èíòåðâàë 21 � N � 40
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0�èñ. 3. Èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå äëÿ �óíêöèè�(g). Íà âñòàâêå � ðåçóëüòàòû äëÿ g� è !è ïðèâîäÿò ê çíà÷åíèþ � � 1, ÷òî a posteriori îïðàâ�äûâàåò èñïîëüçîâàííîå ðàçáèåíèå (19); ïðè ýòîì ñó�ùåñòâåííî, ÷òî îòëè÷èåW1 îò �W1 ëåæèò çà ïðåäå�ëàìè îøèáêè, òàê ÷òî àñèìïòîòèêà W (g) / g ñïðà�âåäëèâà äëÿ âñåé �óíêöèè W (g).Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû èíòåðïîëÿöèîííûå êðè�âûå äëÿ FN , ïîëó÷åííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ ~N . Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ¾åñòåñòâåííûì¿ èíòåðïîëÿöèÿì ñîîòâåò�ñòâóåò èíòåðâàë �1:1 < ~N < 1:42 è ñóììèðîâàíèåðÿäà äàåò äëÿ êîðíÿ óðàâíåíèÿ �(g�) = 0 ðåçóëüòàòg� = 1:78�1:86: (20)Îáû÷íî åãî ñðàâíèâàþò ñî çíà÷åíèåì 1:754, ïîëó�÷åííûì èç àíàëèçà âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ðÿäîâ [14℄(ñì. òàáëèöó). Òàêîå ñîïîñòàâëåíèå ïîëåçíî äëÿ îðè�åíòèðîâêè, íî áóêâàëüíîãî ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâîæèäàòü íå ñëåäóåò. Èçâåñòíî, ÷òî ðåíîðìãðóïïîâûå�óíêöèè çàâèñÿò îò âûáîðà ðåíîðìèðîâî÷íîé ñõå�ìû [15℄ è ëèøü íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû (êðèòè÷å�ñêèå èíäåêñû) ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. �åçóëüòàò(20) ñïðàâåäëèâ äëÿ òåîðåòèêî-ïîëåâîé ìîäåëè (1) ñèçîòðîïíûì îáðåçàíèåì ïî èìïóëüñàì jkj < �, òîãäàêàê âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ðÿäû ñòðîÿòñÿ äëÿ ðåøå�òî÷íûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ý��åêòèâíîå îáðåçàíèåïî èìïóëüñàì àíèçîòðîïíî. Òàêèå äåòàëè �èçè÷å�ñêè ìàëîñóùåñòâåííû, íî èìåííî îíè îïðåäåëÿþòðàçëè÷èå ðåíîðìèðîâî÷íûõ ñõåì. Êàê áóäåò âèäíîâ äàëüíåéøåì, ðåçóëüòàòû äëÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåê�ñîâ íå óêàçûâàþò íà æåëàòåëüíîñòü êàêîãî-ëèáî ñè�ñòåìàòè÷åñêîãî ñäâèãà g� � òàê ïðè óìåíüøåíèè g�óëó÷øàþòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ 
 è �(2), íî óõóäøàþò�ñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ �; ïîýòîìó öåíòðàëüíîå çíà÷åíèåg� = 1:82 âûãëÿäèò èäåàëüíûì êîìïðîìèññîì.×èñëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå �(g) äàåò ðåçóëü�òàòû äëÿ èíäåêñà !, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå: îíè ñî�ãëàñóþòñÿ ñî çíà÷åíèåì ! = 4=3, âîçíèêàþùèì âîäíîì èç âàðèàíòîâ êîí�îðìíîé òåîðèè ïîëÿ, õî�òÿ èìåþòñÿ è äðóãèå âîçìîæíîñòè (ñì. îáñóæäåíèåâ [9℄). 3.2. Ôóíêöèÿ �(g)Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (6), ðàçëîæåíèå äëÿ �(g)íà÷èíàåòñÿ ñ g2. Èíòåðïîëÿöèÿ ñ L0 = 2 (ò. å. ñèñïîëüçîâàíèåì âñåõ êîý��èöèåíòîâ), ïðåäïîëàãàþ�ùàÿ ãëàäêîñòü FN ïðè N � 2, ïðèâîäèò ê íåóäî�âëåòâîðèòåëüíûì (â ñìûñëå ðàçä. 2) ðåçóëüòàòàì.Äëÿ L0 = 3 óäîâëåòâîðèòåëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûåêðèâûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè 1:2 < ~N < 2:9 (ðèñ. 4à);ïðè ýòîì ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè(ðèñ. 5à) � = 2:01� 0:01;~W1 = 0:051� 0:007 (21)óêàçûâàþò íà ñóùåñòâîâàíèå îñîáåííîñòèW(z) ïðèz � 2, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü îòáðàñûâà�íèÿ ïåðâîé òî÷êè. �åçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäàíà ìíîæåñòâå åñòåñòâåííûõ èíòåðïîëÿöèé ïîêàçàíû411
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�èñ. 4. Èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå äëÿ �óíêöèé �(g), ��1(g), �(2)(g) (L0 = 3) è 
�1(g) (L0 = 1). Íà âñòàâêàõ �ðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ïðè g = g�íà âñòàâêå ê ðèñ. 4à. Ñîâîêóïíàÿ íåîïðåäåëåííîñòüðåçóëüòàòîâ � = 0:131�0:158 (22)îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ìàëîé è íå çàìåòàåò òî÷íîãîçíà÷åíèÿ � = 0:25.3.3. Ôóíêöèè �(2)(g), ��1(g) è 
�1(g)Èíòåðïîëÿöèÿ ñ L0 = 1 ïðèâîäèò ê î÷åíü íåîïðå�äåëåííûì ðåçóëüòàòàì äëÿ àñèìïòîòèêè ñèëüíîéñâÿçè, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîïðîáîâàòü èíòåðïîëÿ�öèþ ñ L0 = 2; òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 5á,â,ãèìååì�(2)(g) : � = 0:99� 0:01; ~W1 = 0:47� 0:03; (23)��1(g) : � = 0:985�0:115; ~W1 = 0:345�0:235; (24)
�1(g) : � = 0:955� 0:105; ~W1 = 0:22� 0:11: (25)Åñòåñòâåííûå èíòåðïîëÿöèè ñîîòâåòñòâóþò èíòåð�âàëàì �2:5 < ~N < 1:8, �4:6 < ~N < 1:7 è

�3:3 < ~N < 1:7 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ �óíêöèé �(2)(g),��1(g) è 
�1(g), ïîñëå ÷åãî ñóììèðîâàíèå äàåò�(2) = �(0:835�0:879); ��1(g) = 0:980�1:060;
�1(g) = 0:536�0:570: (26)Êàê ÿñíî èç âûðàæåíèÿ (4), àñèìïòîòèêè ðàñ�ñìàòðèâàåìûõ �óíêöèé íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãóëèøü â ïðåíåáðåæåíèè �óíêöèåé �(g). Ýòî ñâÿçàíîñ òåì, ÷òî êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ �(g) çíà÷è�òåëüíî ìåíüøå, ÷åì ó äðóãèõ �óíêöèé, ïîýòîìó ðàç�ëè÷èå ïðèâåäåííûõ êîý��èöèåíòíûõ �óíêöèé äëÿ�(2)(g), ��1(g) è 
�1(g) îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ìàëûìè óñêîëüçàåò ïðè ïðèáëèæåííîì àíàëèçå. Ôóíêöèÿ�(g) ìàëà ïðè g � 1, íî èìååò áîëåå áûñòðóþ àñèì�ïòîòèêó â îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè (ñì. (21)). Ïîýòîìóïðèáëèçèòåëüíî ëèíåéíîå ïîâåäåíèå �(2)(g), ��1(g)è 
�1(g) èìååò ìåñòî ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ g, òî�ãäà êàê ïðè óâåëè÷åíèè g îíî íà÷èíàåò èñêàæàòüñÿçà ñ÷åò �óíêöèè �(g).412
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~N~N�èñ. 5. Ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè äëÿ �óíêöèé �(g), ��1(g), �(2)(g), 
�1(g); èñïîëüçîâàëñÿ èíòåðâàëNav � N � 40, ãäå ñîîòâåòñòâåííî Nav = 20, 19, 18, 19Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (4), ê ëèíåéíîìó â öåëîìïîâåäåíèþ �(2)(g) è ��1(g) (ñì. (23), (24)) âîçíèêàþòäîáàâêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå g2 ñ ìàëûìè êîý��èöè�åíòàìè, òàê ÷òî âW(z) èìåþòñÿ ñëàáûå ñèíãóëÿðíî�ñòè ïðè z � 2, äåëàþùèå íåçàêîííîé èíòåðïîëÿöèþñ L0 = 2. Ïðè L0 = 3 èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå èìå�þò óäîâëåòâîðèòåëüíûé âèä äëÿ �3:3 < ~N < 2:72 âñëó÷àå �óíêöèè �(2)(g) è äëÿ �2:6 < ~N < 2:71 â
ñëó÷àå ��1(g) (ðèñ. 4á,â). �åçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿðÿäà ïðåäñòàâëåíû íà âñòàâêàõ ê ðèñ. 4á,â è èìåþòíåîïðåäåëåííîñòè�(2) = �(0:814�0:915); ��1(g) = 0:930�1:065: (27)Ôóíêöèÿ 
�1(g) èìååò ïðèáëèçèòåëüíî ëèíåéíîåïîâåäåíèå ïðè g � 1, òîãäà êàê ïðè áîëüøèõ g îíî413



À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007ñìåíÿåòñÿ âûõîäîì íà êîíñòàíòó èëè óáûâàíèåì5)(ñì. (4)); ýòî óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå îñîáåííîñòåéâ êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè ïðè N � 1. Ïîýòîìóèíòåðïîëÿöèþ íóæíî ïðîâîäèòü ñ L0 = 1, ÷òî äàåòóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïðè�0:7 < ~N < 0:5(ðèñ. 4ã); òîãäà ñóììèðîâàíèå ðÿäà äàåò
�1 = 0:548�0:573: (28)Ñîïîñòàâëåíèå âûðàæåíèÿ (26) ñ âûðàæåíèÿìè(27), (28) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîãëàñîâàíèå àñèìïòîòèêïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó ñäâèãó öåíòðàëüíûõ çíà÷å�íèé äëÿ èíäåêñîâ è áîëåå àäåêâàòíîé îöåíêå òî÷�íîñòè. Íà ìíîæåñòâå åñòåñòâåííûõ èíòåðïîëÿöèéíåîïðåäåëåííîñòü ��1 è 
�1 (ñì. (27), (28)) çàìåòà�åò òî÷íûå çíà÷åíèÿ (��1 = 1, 
�1 = 4=7 � 0:5714),è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíöèïèàëüíîé ïðîáëåìû ñîãëà�ñîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñóììèðîâàíèÿ ñ òî÷íûìè íå ñó�ùåñòâóåò. Îäíàêî äëÿ � è �(2) îòêëîíåíèå îò òî÷íûõçíà÷åíèé ( 0:25 è �0:75, ñîîòâåòñòâåííî) âûõîäèò çàïðåäåëû îøèáêè (ñì. (22), (27)) è ñóùåñòâóåò òåõíè�÷åñêàÿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî ¾åñòåñòâåí�íûå¿ èíòåðïîëÿöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ (âçàèìîçàâèñè�ìûõ) �óíêöèé íå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñîãëàñîâàííûìè.4. Ï�Î�ÍÎÇÈ�ÎÂÀÍÈÅÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÏîñìîòðèì, ìîæíî ëè îáåñïå÷èòü òî÷íûå çíà÷å�íèÿ äëÿ âñåõ èíäåêñîâ ïðè ðàçóìíîì (è ñîãëàñîâàí�íîì) âûáîðå êîý��èöèåíòíûõ �óíêöèé.Íà÷íåì ñ �óíêöèè �(g), ïåðâûå êîý��èöèåíòûðàçëîæåíèÿ äëÿ êîòîðîé èìåþò îñöèëëèðóþùèé õà�ðàêòåð (ðèñ. 4à), ïîýòîìó âîçìîæíîñòü èõ ïðàâèëü�íîé èíòåðïîëÿöèè ñ àñèìïòîòèêîé âûñîêèõ ïîðÿä�êîâ ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîìíèòåëüíîé.Ñîãëàñíî ðàçä. 3, äëÿ èñïîëüçóåìîãî òàì îäíîïàðà�ìåòðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà èíòåðïîëÿöèé òî÷íîãî çíà�÷åíèÿ � = �(g�) ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ. Ïðîâåäåì ïðî�ñòåéøåå óñëîæíåíèå ïðîöåäóðû è èñïîëüçóåì äâóõ�ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíòåðïîëÿöèé: òîãäà ñïîìîùüþ îäíîãî ïàðàìåòðà ìîæíî îáåñïå÷èòü òî÷�íîå çíà÷åíèå �, à âòîðîé èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèäàíèÿèíòåðïîëÿöèîííîé êðèâîé ìàêñèìàëüíî ¾åñòåñòâåí�íîãî¿ âèäà. Íàèëó÷øèå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6à. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ïîëó÷å�íà íà îñíîâå �îðìóëû (17) ïðè ïîäáîðå äâóõ ïàðà�ìåòðîâ ~N è ~b è ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ~N = �2:0,~b = �7:506. Øòðèõîâàÿ êðèâàÿ ïîëó÷åíà ïðè ïîä�áîðå ~N è ïåðâîãî íåèçâåñòíîãî êîý��èöèåíòà W65) Óáûâàíèå âîçìîæíî â ñëó÷àå, åñëè àñèìïòîòèêà �(2)(g)ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ëèíåéíîé è íå ñîäåðæèò äîáàâîê, ïðîïîðöè�îíàëüíûõ g2, ÷òî âûãëÿäèò âïîëíå âåðîÿòíûì ââèäó ìàëîéíåîïðåäåëåííîñòè â (23).

(ïðè ~b = b�1=2) è ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ~N = 2:0è W6 = 0:0787. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ àñèìïòîòè�êè ñèëüíîé ñâÿçè ïîëó÷àþòñÿ ÷åòêèå è ëåãêî èíòåð�ïðåòèðóåìûå ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå � � 2,W1 � 0:7 è ïîäòâåðæäàþùèå ïðàâèëüíîñòü âûáî�ðà L06). Îáå ïîëó÷åííûå êðèâûå (ðèñ. 6à) îêàçàëèñüàíàëîãè÷íûìè è õàðàêòåðèçóþòñÿ îñöèëëÿöèÿìè ñàìïëèòóäîé òîãî æå ìàñøòàáà, ÷òî è îñöèëëÿöèèïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ: íà íàø âçãëÿä, òàêîå ïîâå�äåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå äîïóñòèìûì.Â êà÷åñòâå âòîðîé íåçàâèñèìîé �óíêöèè ïðèìåì��1(g), äëÿ êîòîðîé òî÷íîå çíà÷åíèå ïðè g� = 1:82äîñòèãàåòñÿ äëÿ îäíîé èç åñòåñòâåííûõ èíòåðïîëÿ�öèé, ñîîòâåòñòâóþùåé ~N = 1:77 (ðèñ. 6á ). Ïðèíèìàÿýòó èíòåðïîëÿöèîííóþ êðèâóþ äëÿ ��1(g) è ñïëîø�íóþ êðèâóþ íà ðèñ. 6à äëÿ �(g), ìîæíî âîñïîëüçî�âàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4) è ïîëó÷èòü êîý��èöèåí�òû ðàçëîæåíèÿ äëÿ �(2)(g) è 
�1(g), ïðåäñòàâëåííûåíà ðèñ. 6â,ã; ïðè ñóììèðîâàíèè ðÿäà îíè ïðèâîäÿòê òî÷íûì çíà÷åíèÿì �(2) è 
�1. Ñîãëàñíî âûðàæå�íèþ (4), êîý��èöèåíòíàÿ �óíêöèÿ äëÿ �(2)(g) ÿâëÿ�åòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ïëàâíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ��1(g)(ðèñ. 6á ) è ñèëüíî îñöèëëèðóþùåé çàâèñèìîñòè äëÿ�(g) (ðèñ. 6à), ÷òî ïðèâîäèò ê åå ïåðåãèáó (ðèñ. 6â)(èëè íåìîíîòîííîñòè, åñëè äîïóñêàòü íà ðèñ. 6à áî�ëåå ñèëüíûå îñöèëëÿöèè). Òàêîé ïåðåãèá ïëîõî îïè�ñûâàåòñÿ ïðîñòåéøèìè èíòåðïîëÿöèÿìè, ÷òî è ïðè�âîäèëî â ðàçä. 3 ê îòëè÷èþ �(2) îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ.Àíàëîãè÷íûé ïåðåãèá (ðèñ. 6ã) èëè íåìîíîòîííîñòü(ðèñ. 4ã) îæèäàåòñÿ äëÿ �óíêöèè 
�1(g).Òàêèì îáðàçîì, òî÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ ÷åòûðåõâåëè÷èí �, �, �(2) è 
 ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû ïðèâïîëíå ðàçóìíîì âûáîðå êîý��èöèåíòíûõ �óíê�öèé. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå ñèíãó�ëÿðíûõ âêëàäîâ â ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè [9�11℄íåò íåîáõîäèìîñòè.5. ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÒÀÒÓÑÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÕ ÂÊËÀÄÎÂÏðåäïîëîæåíèå î íåïåðòóðáàòèâíûõ âêëàäàõ ñîñîáåííîñòüþ â íóëå (òèïà exp(�
=g)) [9℄ ïðîòèâîðå�÷èò îáùèì ïðèíöèïàì òåîðèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.Äåéñòâèòåëüíî, íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ðàáîòà ñ ðàñõîäÿ�ùèìèñÿ ðÿäàìè âîçìîæíà ëèøü â ðàìêàõ íåêîòîðîéàêñèîìàòèêè, â êîòîðîé áîðåëåâñêàÿ ïðîöåäóðà ñóì�ìèðîâàíèÿ ðÿäà ïðèíèìàåòñÿ �àêòè÷åñêè ïî îïðåäå�ëåíèþ [7℄. Åñëè ýòî îïðåäåëåíèå ïðèíÿòî, òî íèêàêèå6) Èñïîëüçîâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿ ñ L0 = 3; ïðè L0 = 2 ïîä�õîäÿùèõ êðèâûõ ïîëó÷èòü íå óäàâàëîñü � îíè èìåëè ñèëüíûåâûáðîñû â èíòåðâàëå 2 < N < 3, óêàçûâàÿ íà íàëè÷èå ïîëþñàïðè N � 2.414



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè äëÿ äâóìåðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ : : :
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�èñ. 6. Êîý��èöèåíòíûå �óíêöèè, ïðèâîäÿùèå ê òî÷íûì çíà÷åíèÿì èíäåêñîâäîáàâêè ê áîðåëåâñêîìó èíòåãðàëó òèïà exp(�
=g)â ÿâíîì âèäå äåëàòüñÿ íå äîëæíû � òàêèå âêëàäûóæå äîëæíûì îáðàçîì ó÷òåíû â îïðåäåëåíèè ñóì�ìû. Ïðîáëåìû âîçíèêàþò ëèøü â ñèòóàöèÿõ, êîãäàáîðåëåâñêèé èíòåãðàë ïëîõî îïðåäåëåí [7℄, íî â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî íå èìååò ìåñòà � â òåîðèè'4 âñå îñîáåííîñòè áîðåëåâñêèõ îáðàçîâ ëåæàò íà îò�ðèöàòåëüíîé ïîëóîñè [16℄. Êîíå÷íî, ñ �îðìàëüíîéòî÷êè çðåíèÿ ìîæíî îòðèöàòü âîçìîæíîñòü íåïðî�òèâîðå÷èâîé ðàáîòû ñ ðàñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè è íåïðèíèìàòü óêàçàííóþ àêñèîìàòèêó, íî òàêóþ ïîçè�öèþ òðóäíî îæèäàòü îò èññëåäîâàòåëåé, çàíèìàþ�ùèõñÿ äàííûì íàïðàâëåíèåì.Åùå áîëåå ñîìíèòåëüíîé âûãëÿäèò âîçìîæíîñòüâêëàäîâ, èìåþùèõ ñèíãóëÿðíîñòü â íåïîäâèæíîéòî÷êå g� [10, 11℄, ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì.1. Â âèëüñîíîâñêîé êàðòèíå [17, 18℄ ðåíîðìãðóï�ïîâûå �óíêöèè ñâÿçûâàþò ñâîéñòâà êîíå÷íûõ áëî�êîâ è íå äîëæíû èìåòü ñèíãóëÿðíîñòåé ââèäó îòñóò�ñòâèÿ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ. Âîáùåì ñëó÷àå ðåãóëÿðíîñòü ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíê�öèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèíöèïîì ñîâðåìåííîé �å�

íîìåíîëîãèè, çàìåíÿþùåé �åíîìåíîëîãèþ òåîðèèËàíäàó: åñëè ïîñëåäíÿÿ îáúÿñíÿëà ñèíãóëÿðíîå êðè�òè÷åñêîå ïîâåäåíèå èñõîäÿ èç àíàëèòè÷íîñòè òåð�ìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, òî ïåðâàÿ èñõîäèòèç ðåãóëÿðíîñòè ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíêöèé. Íåàíà�ëèòè÷íîñòü ïîñëåäíèõ îçíà÷àåò íåóäîâëåòâîðèòåëü�íîñòü ñîâðåìåííîé �åíîìåíîëîãèè, ÷òî ïðîòèâîðå�÷èò åå î÷åâèäíûì óñïåõàì.2. Êîíñòðóêòèâíûå îöåíêè ñâèäåòåëüñòâóþò îñòåïåííîì ïîâåäåíèè áîðåëåâñêèõ îáðàçîâ íà áåñêî�íå÷íîñòè (ðàçä. 3): â ýòîì ñëó÷àå áîðåëåâñêèé èíòå�ãðàë (12) îïðåäåëÿåò �óíêöèþ, ðåãóëÿðíóþ íà ïî�ëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.3. Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì êðèòè÷åñêèåèíäåêñû íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòè ïðî�ñòðàíñòâà d, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, îáåñïå÷èâàåò óñïåõ�-ðàçëîæåíèÿ Âèëüñîíà [17, 18℄. Â ñõåìå ðàçìåð�íîé ðåãóëÿðèçàöèè �óíêöèÿ �åëë-Ìàííà �Ëîó äëÿd = 4� � èìååò âèä�(g) = ��g + �0(g);ãäå �0(g) íå çàâèñèò îò �. Íåïîäâèæíóþ òî÷êó ìîæ�415



À. À. Ïîãîðåëîâ, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007íî ïëàâíî èçìåíÿòü, ìåíÿÿ �, òîãäà êàê �0(g) íå ìî�æåò áûòü ñèíãóëÿðíà â êàæäîé òî÷êå.4. Êîíñòðóêòèâíàÿ àðãóìåíòàöèÿ ðàáîò [10, 11℄îñíîâàíà íà ñîïîñòàâëåíèè ïîïðàâîê ê ñêåéëèíãó,ñëåäóþùèõ èç îáùåãî (ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî) âà�ðèàíòà âèëüñîíîâñêîé ðåíîðìãðóïïû, è àíàëîãè÷�íûõ ïîïðàâîê â òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïå.Îäíàêî òàêîå ñîïîñòàâëåíèå çàâåäîìî íåêîððåêòíî,òàê êàê òåîðåòèêî-ïîëåâûå ìîäåëè îáëàäàþò ñòðî�ãîé ïåðåíîðìèðóåìîñòüþ íà óðîâíå äâóõ ïàðàìåò�ðîâ è ïîïðàâêè ê ñêåéëèíãó, ñâÿçàííûå ñ ýâîëþöèåéäðóãèõ ïàðàìåòðîâ, â íèõ ïîïðîñòó îòñóòñòâóþò. Ïî�ïûòêà èõ íàñèëüñòâåííîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ êàê ðàçè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðåäïîëîæèòü ñèíãó�ëÿðíîñòü ðåíîðìãðóïïîâûõ �óíêöèé [10, 11℄7).5. Åäèíñòâåííûé ðåàëüíûé �àêò, ê êîòîðî�ìó àïåëëèðóþò àâòîðû ðàáîò [10, 11℄, ñâÿçàí ñ1=n-ðàçëîæåíèåì. Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî1=n ê �-�óíêöèè èìååò âèä ñóììû èíòåãðàëîâ îòðåãóëÿðíûõ �óíêöèé, êîòîðûå ìîãóò èìåòü îñîáåí�íîñòè ëèøü â ñëó÷àå èõ ðàñõîäèìîñòè. Ñîãëàñíîðàáîòàì [10, 11℄, òàêèå ðàñõîäèìîñòè äåéñòâèòåëüíîèìåþò ìåñòî ââèäó íàëè÷èÿ ìàëûõ çíàìåíàòåëåéè ïðèâîäÿò ê ñèíãóëÿðíîñòÿì òèïà (g � g�)�. Âäåéñòâèòåëüíîñòè ýòîò ðåçóëüòàò ñâÿçàí ëèøü ñíåêîððåêòíîñòüþ ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõâûðàæåíèé ïî 1=n: íàëè÷èå ìàëûõ çíàìåíàòåëåéïîêàçûâàåò, ÷òî ðåàëüíûé ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿíå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì â íåêîòîðîé ÷àñòè îáëàñòèèíòåãðèðîâàíèÿ, ïîýòîìó â ýòîé îáëàñòè îãðàíè÷å�íèå ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî 1=n íåçàêîííî8). Áîëååàêêóðàòíîå âû÷èñëåíèå áåçóñëîâíî ïðèâåäåò ê îáðå�çàíèþ íàéäåííûõ â ðàáîòàõ [10, 11℄ ñèíãóëÿðíîñòåéè âîññòàíîâëåíèþ àíàëèòè÷íîñòè ïðè g = g�.Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ñèí�ãóëÿðíûõ âêëàäàõ [9�11℄ ïðîòèâîðå÷èò îáùèìïðèíöèïàì ðåíîðìãðóïïîâîãî ïîäõîäà è ÿâëÿåò�ñÿ ñîâåðøåííî íåîáîñíîâàííûì â òåîðåòè÷åñêîìñìûñëå. Ïðèçíàíèå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òîìåòîä òåîðåòèêî-ïîëåâîé ðåíîðìãðóïïû íå äàåòïðèíöèïèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êðèòè÷åñêèõèíäåêñîâ, ïîñêîëüêó îíè íå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíûñ ïðîèçâîëüíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Íà íàø âçãëÿä,7) Â àðãóìåíòàöèè ðàáîò [10, 11℄ èìååòñÿ ïðàâèëüíàÿ îãî�âîðêà: ¾Barring mira
les, the approa
h [to the fixed point℄should have nonzero 
omponents along any of the irrelevantdire
tions¿. Íî òåîðåòèêî-ïîëåâûå ìîäåëè êàê ðàç îòíîñÿòñÿê êàòåãîðèè ¾mira
les¿ è íå èìåþò ïðîåêöèé íà ¾irrelevantdire
tions¿, ïîñêîëüêó îáëàäàþò óíèêàëüíûì ñâîéñòâîì �ñòðîãîé ïåðåíîðìèðóåìîñòüþ íà óðîâíå äâóõ ïàðàìåòðîâ.8) Âîçìîæíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ðåíîðìèðîâî÷�íûõ ñõåìàõ ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè (â îòëè÷èå îò êðèòè�÷åñêèõ èíäåêñîâ) íå èìåþò ðåãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî 1=n.
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