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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÂÈÕ�ÅÂÎÉ ÏÀ�Û Â �ÀÄÈÀËÜÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅÅ. Þ. Áàííèêîâà *, Â. Ì. Êîíòîðîâè÷ **�àäèîàñòðîíîìè÷åñêèé èíñòèòóò Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61002, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàÕàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â. Í. Êàðàçèíà61077, Õàðüêîâ, Óêðàèíà�. Ì. �åçíèê ***Èíñòèòóò îêåàíîëîãèè èì. Ï. Ï. Øèðøîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117997, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 äåêàáðÿ 2006 ã.Ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà÷è î äâèæåíèè ïàðû âèõðåé â ðàäèàëüíîì ïîòîêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèîïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðàìåòðàìè âèõðåâûå ïàðû ìîãóò ñîâåðøàòü ïîïÿòíîå äâèæåíèå âîãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îáëàñòè èñòî÷íèêà òå÷åíèÿ âèõðåâûå ïàðû èçìåíÿþòñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Â ñëó÷àå ðàñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêà îíè çàìåäëÿþòñÿ, â ñëó÷àå ñõîäÿùå-ãîñÿ ïîòîêà � óñêîðÿþòñÿ. Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå äâóõ âèõðåé îäíîãî çíàêà ïðè íàëè÷èè ðàäèàëüíîãîïîòîêà ïåðåõîäèò â äâèæåíèå ïî ëîãàðè�ìè÷åñêîé ñïèðàëè. Çàäà÷à ìîæåò èìåòü àñòðî�èçè÷åñêèå èãåî�èçè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ.PACS: 47.32.C-, 95.30.Lz, 98.54.-h1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ðÿäå àñòðî�èçè÷åñêèõ è ãåî�èçè÷åñêèõ çàäà÷âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ñèñòåìà âèõðåé (âïðîñòåéøåì ñëó÷àå âèõðåâàÿ ïàðà) âçàèìîäåéñòâó�åò ñ ðàñõîäÿùèìñÿ (èëè ñõîäÿùèìñÿ) ðàäèàëüíûìïîòîêîì. Ïðèìåðîì ïîäîáíûõ äâèæåíèé â àñòðî�è�çèêå ìîæåò ñëóæèòü äèïîëüíî-âèõðåâàÿ ìîäåëü àê�òèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê (Àß�) [1℄. Â ýòîé ìîäåëèïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáíàðóæåííûå â Àß� ¾çàòåíÿ�þùèå¿1) òîðû [2�5℄ ÿâëÿþòñÿ òîðîèäàëüíûìè âèõ-*E-mail: bannikova�astron.kharkov.ua**E-mail: vkont�ira.kharkov.ua***E-mail: greznik11�yahoo.
om1) Èäåÿ çàòåíÿþùèõ òîðîâ ëåæèò â îñíîâå óíè�èöèðîâàí�íîé ìîäåëè Àß� [3, 4℄, â êîòîðîé ðàçëè÷èå ìåæäó òàêèìè òè�ïàìè àêòèâíûõ ÿäåð, êàê ðàäèîãàëàêòèêè è êâàçàðû (à òàêæåìåæäó ðàçíûìè òèïàìè ñåé�åðòîâñêèõ ãàëàêòèê), ñâÿçàíî ñïîëîæåíèåì çàòåíÿþùèõ òîðîâ îòíîñèòåëüíî ëó÷à çðåíèÿ.Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êâàçàðîâ ìîæíî íàáëþäàòü öåíòðàëü�íóþ îáëàñòü Àß�, ïðèìûêàþùóþ ê ÷åðíîé äûðå â öåíòðåãàëàêòèêè, à â ñëó÷àå ðàäèîãàëàêòèêè öåíòðàëüíàÿ îáëàñòüçàêðûòà äëÿ íàáëþäàòåëÿ ïîâåðõíîñòüþ òîðà. Â 2004 ã. çàòå�íÿþùèå òîðû áûëè îáíàðóæåíû ïðÿìûìè íàáëþäåíèÿìè âèí�ðàêðàñíîì äèàïàçîíå ñ ïîìîùüþ ðåêîðäíûõ íàáëþäåíèéíà 8-ìåòðîâîì îïòè÷åñêîì èíòåð�åðîìåòðå Þæíîé Åâðîïåé�ñêîé Îáñåðâàòîðèè [5℄ è èäåÿ çàòåíÿþùèõ òîðîâ ïîëó÷èëàïðÿìîå ïîäòâåðæäåíèå.

M
RÄèñê z rÈçëó÷åíèå, âåòåð
�èñ. 1. Äèïîëüíî-âèõðåâàÿ ìîäåëü çàòåíÿþùèõ òî-ðîâ â Àß� (ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè) [1℄;M
 � öåíòðàëüíàÿ ìàññà, R � áîëüøîé ðàäèóñòîðàðÿìè, â êîòîðûõ ñàìîãðàâèòàöèÿ óðàâíîâåøèâàåò�ñÿ öåíòðîáåæíûìè ñèëàìè [6℄. (Âîçìîæíûå ïðèìå�íåíèÿ ê ãåî�èçèêå ìû îáñóäèì â êîíöå ñòàòüè.)Âèõðåâîé õàðàêòåð äâèæåíèé â çàòåíÿþùåì òîðåïðåâðàùàåò åãî èç ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà âäèíàìè÷åñêèé îáúåêò, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü äè�íàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â Àß�. Âîçíèêíîâåíèå âèõðåâî�ãî äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñî âçàèìîäåéñòâè�åì òîðà ñ ðàäèàëüíûì ïîòîêîì âåòðà è èçëó÷åíèÿèç öåíòðàëüíîé ÷àñòè Àß�. Ýòî æå âçàèìîäåéñòâèåîáåñïå÷èâàåò äèïîëüíûé õàðàêòåð âèõðåâûõ äâèæå�íèé â òîðå (ðèñ. 1).Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàñ�615



Å. Þ. Áàííèêîâà, Â. Ì. Êîíòîðîâè÷, �. Ì. �åçíèê ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 3 (9), 2007ñìîòðåòü ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó î âçàèìîäåé�ñòâèè âèõðåé ñ ðàäèàëüíûì ïîòîêîì. Îêàçàëîñü, ÷òîïîäîáíûå çàäà÷è íå ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå. Ïðî�ñòåéøåé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à î âçàèìî�äåéñòâèè ðàäèàëüíîãî ïîòîêà ñ äèïîëüíîé âèõðåâîéïàðîé (ñõåìó äâèæåíèé â êîòîðîé ìîæíî ïðåäñòà�âèòü èç ðèñ. 1, íî òåïåðü ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ÷èñòîäâóìåðíîé çàäà÷åé). Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî ååòî÷íîå ðåøåíèå äëÿ äâèæåíèÿ âèõðåé â èäåàëüíîéæèäêîñòè. Âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ, òàêæå äîïóñêàþ�ùèå òî÷íûå ðåøåíèÿ, ðàññìîòðåíû â êîíöå ñòàòüè.2. ÏËÎÑÊÈÅ ÂÈÕ�È Â �ÀÄÈÀËÜÍÎÌ�ÀÑÕÎÄßÙÅÌÑß ÏÎÒÎÊÅÈñõîäíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè òîêà íà ïëîñ�êîñòè èìååò âèä [7℄�� �t + J( ;� ) = 0; (1)ãäå ñêîðîñòü òå÷åíèÿ v îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþòîêà  ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿìvx = �� �y ; vy = � �x ; � = rotz v;à J(�; �) � ÿêîáèàí. Óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé ïðîåêöèþ íà îñü z óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ çàâèõ-ðåííîñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå, èìåþùåãî âèäddt rotv = 0; ddt � ��t + v � r: (2)Âûäåëèì â �óíêöèè òîêà ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü  r,îïèñûâàþùóþ ïîòîê, è ñèíãóëÿðíûå êîìïîíåíòû s, îïèñûâàþùèå òî÷å÷íûå âèõðè: =  r +  s; (3)ãäå  s = 12�Xm Am ln jr� rmj;Am � èíòåíñèâíîñòü m-ãî âèõðÿ, à rm � åãî ðàäè�óñ-âåêòîð2).Ñèíãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå�íèþ Ïóàññîíà [9; 10℄� s =Xm AmÆ(x � xm)Æ(y � ym): (4)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3) â (1), ïîëó÷àåì óðàâíå�íèå äëÿ �óíêöèè òîêà�� r�r + J( s +  r;� r) = 0 (5)2) Èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ðàçâèòûé â ðàáîòå îäíîãî èç àâòî�ðîâ [8℄.

y 1
x2

r1r2 '1'2
�èñ. 2. Äâà òî÷å÷íûõ âèõðÿ, 1 è 2, â äåêàðòîâûõ èïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Íàïðàâëåíèÿ ñòðåëîê ñîîò-âåòñòâóþò A1 < 0, A2 > 0è âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè m-ãî âèõðÿ:_xm = ��( r +  ms )�y ����r=rm ;_ym = �( r +  ms )�x ����r=rm ; (6)ãäå  ms � �óíêöèÿ òîêà  s áåç âêëàäà m-ãî âèõðÿ.Âûáåðåì ðåãóëÿðíóþ êîìïîíåíòó  r, îïèñûâàþ�ùóþ ðàäèàëüíûé ðàñõîäÿùèéñÿ ïîòîê ñ èñòî÷íèêîìâ íà÷àëå êîîðäèíàò3), â âèäå r = �Q'; Q = 
onst > 0: (7)Òîãäà çàâèõðåííîñòü ïîòîêà âíå èñòî÷íèêà îáðàùà�åòñÿ â íóëü:� r = �2 r�r2 + 1r � r�r + 1r2 �2 r�'2 = 0: (8)Óðàâíåíèå (5) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à âû�ðàæåíèÿ (6) ñ ó÷åòîì (7) äàþò_xm = �� ms�y ����r=rm +Qxmr2m ;_ym = � ms�x ����r=rm +Qymr2m : (9)Â ñëó÷àå äâóõ âèõðåé (ðèñ. 2) óðàâíåíèÿ (9) ïðèíè�ìàþò âèä_x1 = �A22� y12r212 +Qx1r21 ; _y1 = A22� x12r212 +Qy1r21 ;_x2 = A12� y12r212 +Qx2r22 ; _y2 = �A12� x12r212 +Qy2r22 : (10)3) Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìîå ïðèáëèæåíèå íåñæèìàåìîéæèäêîñòè íåïðèìåíèìî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà(ñòîêà) ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ âåëè÷èíîé ñêî�ðîñòè çâóêà.616
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1y
x'1 r1

�èñ. 3. Ïàðà âèõðåé â ðàñõîäÿùåìñÿ ðàäèàëüíîìïîòîêåÇäåñü (x12; y12) = (x1 � x2; y1 � y2), r12 = jr1 � r2j.Ïóñòü A2 = �A1 (âèõðåâàÿ ïàðà) è âèõðè â íà�÷àëüíûé ìîìåíò ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñè�òåëüíî îñè x (ðèñ. 3). Òîãäà x12 = 0, y2 = �y1 èäîñòàòî÷íî ñëåäèòü çà äâèæåíèåì îäíîé èç êîìïî�íåíò ïàðû y = y1 > 0, äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèÿ (10)ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó_x = � A4�y +Q xr2 ; (11a)_y = Q yr2 : (11á)Çäåñü x = x1 = x2, r = px2 + y2, A = A2 > 0.Êàê èçâåñòíî [11℄, â îòñóòñòâèå ïîòîêà òàêàÿ ïàðàäâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñî ñêîðîñòüþ A=4�y â îòðè�öàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Èç óðàâíåíèÿ (11á)ñëåäóåò, ÷òî _y > 0, ò. å. äëÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêàðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè óâåëè÷èâàåòñÿ, à âçàè�ìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè (ïåðâûé ÷ëåí â óðàâíåíèè(11a)) óìåíüøàåòñÿ.3. �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÀ ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÈÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÌîæíî âûïèñàòü ãàìèëüòîíèàí H äëÿ ïðîèç�âîëüíîé ñèñòåìû âèõðåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíå�íèÿì (9):H = 14� Xm6=nAmAn ln rmn �QXm Am ar

tg xmym :Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óìíîæèòü óðàâíåíèÿ (9) íàAm è ïðîâåðèòü, ÷òî_xm �H�xm + _ym �H�ym = 0; m = 1; 2; : : : ;â ñèëó ÷åãîAm _xm = � �H�ym ; Am _ym = �H�xm :

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðû âèõðåé, äâèæó�ùåéñÿ ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê èñòî÷íèêó, ïî�ìåùåííîìó â íà÷àëî êîîðäèíàò (óðàâíåíèå (11)),â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðèâîäÿòñÿ ê êàíîíè÷å�ñêîé �îðìå _x = ��H�y ; _y = �H�x (12)ñ ãàìèëüòîíèàíîì H , íå çàâèñÿùèì ÿâíî îò âðåìå�íè: H(x; y) = A4� ln y �Q ar

tg xy : (13)Åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � ¾ýíåðãèÿ¿ E (ïåðâûéèíòåãðàë ñèñòåìû (11)) ïàðàìåòðèçóåò òðàåêòîðèþïàðû, ÷òî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåE = A4� ln y �Q ar

tg xy ; (14)ãäå �àçà äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, � � ar

tg(x=y),ðàâíà � = A4�Q ln y � EQ: (15)Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåò�ðàìè âèõðÿ è âåòðà âîçìîæåí ñëó÷àé ïîïÿòíîãî äâè�æåíèÿ ïàðû ìåæäó x� è x+, ãäåx� = y 2�QA 0�1�s1�� A2�Q�21A : (16)Â òî÷êàõ x� ïðîèçâîäíàÿ _x ìåíÿåò çíàê. Äëÿ ñóùå�ñòâîâàíèÿ ýòèõ òî÷åê ïîâîðîòà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿíåðàâåíñòâî (2�Q=A)2 � 1: (17)Ïðè A > 0 ïàðà äâèæåòñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâ�ëåíèè îñè x. Áåñêîíå÷íîñòè îòâå÷àþò ñëåäóþùèåçíà÷åíèÿ �àçû �:� = +0; x = +1;� = � � 0; x = �1: (18)Ïðè A < 0 ïàðà äâèæåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ�ëåíèè îñè x. Àðãóìåíò êîòàíãåíñà ëåæèò ïðè ýòîì âèíòåðâàëå (��; 0) è áåñêîíå÷íîñòè îòâå÷àþò ñëåäó�þùèå çíà÷åíèÿ �àçû �:� = �0; x = �1;� = �� + 0; x = +1: (19)Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå âèõðåé â ïîëÿðíûõêîîðäèíàòàõ:x = r 
os'; y = r sin'; ' = ar

tg(x=y):617



Å. Þ. Áàííèêîâà, Â. Ì. Êîíòîðîâè÷, �. Ì. �åçíèê ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 3 (9), 2007Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (11) ïðèíèìàþò âèä_r = � A4�r 
tg'+ Qr ; (20à)_' = A4�r2 : (20á)Ýòè óðàâíåíèÿ òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ãàìèëü�òîíîâîé �îðìå:_� = �� ~H�' ; _' = � ~H�� ;~H = A4� ln � + A4� ln sin2'� 2Q'; (21)ãäå � = r2, à ãàìèëüòîíèàí ~H(�; ') â äâà ðàçà áîëü�øå ãàìèëüòîíèàíà H(x; y) äëÿ òîé æå ñèñòåìû â äå�êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ~H = 2H . Òàêèì îáðàçîì, ãà�ìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýòèõ êîîðäèíà�òàõ ïðèíèìàþò âèä_� = 2Q� A2� 
tg';_' = A4�� : (22)Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå r� äî öåíòðà (èñòî÷�íèêà) äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ïîëÿðíîãî óãëà'� = ar

tg(4�Q=A). Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè r('),ïàðàìåòðèçóåìîå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãàìèëüòî�íèàíà, ÿâíî ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿäî öåíòðà:�(') � r2(') = exp�8�A E+8�QA '� ln sin2 '� ; (23)ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ~E = 2E, à âåëè÷èíà E îïðå�äåëÿåòñÿ �îðìóëîé (14). Óðàâíåíèå (20á) ñ ó÷åòîìñîîòíîøåíèÿ (23) èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:t�t0 = 4�A 'Z'0 d'1 exp �2(�+ �'1)� ln sin2 '1� ; (24)ãäå � = 4�EA ; � = 4�QAè t(') âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. Îá�ðàùåíèå ýòîé �óíêöèè, à òàêæå íàõîæäåíèå ðàññòî�ÿíèÿ êàê �óíêöèè âðåìåíè r(t) ìîæåò áûòü ïðîäå�ëàíî ÷èñëåííî.Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ òðàåêòîðèè â äåêàðòî�âûõ êîîðäèíàòàõ:x = y 
tg � A4�Q ln y � EQ� ; (25)

íàéäåì ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïàðû íàáåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò èñòî÷íèêà. Â ñîîòâåòñòâèèñ ñîîòíîøåíèÿìè (19) èìååìy+1 = exp�4�EA � ;y�1 = exp�4�(E + �Q)A � : (26)�àññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè â ïàðå óâåëè÷èâàåòñÿ âexp(4�2Q=A) ðàç ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îáëàñòè ïîòî�êà.4. ÑÄÓÂÀÍÈÅ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ ÂÈÕ�ÅÂÎÉÏÀ�Û ÏÎÒÎÊÎÌÂûáåðåì çíà÷åíèÿ ýíåðãèè òàê, ÷òîáû ïîïàñòü íàòðåáóåìóþ òðàåêòîðèþ. Íàïðèìåð, äëÿ òðàåêòîðèèñ ïîïÿòíûì äâèæåíèåì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëî�âèå (17). �àññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (16) ñîâìåñòíî ñóðàâíåíèåì òðàåêòîðèè, ïðåäñòàâèì åãî â âèäåx� = y� 2�QA 241�s1�� A2�Q�2 35 ; (27)ãäå y� îïðåäåëèì ñîãëàñíîy� = exp�4�A (E +Q ar

tg	�)� (28)÷åðåç çíà÷åíèÿ �àçû	� = 2�QA 241�s1�� A2�Q �2 35 : (29)Âûáèðàåì ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå y0, ïîïàäàþùåå âäîïóñòèìûé èíòåðâàë, îïðåäåëÿåìûé ïðåäåëüíûìèçíà÷åíèÿìè (26), è äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê ïîëîæåíèþòî÷êè ïîâîðîòà. Èç óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè íàõîäèìñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå x0 è ñòðîèì ÷èñëåííîòðàåêòîðèþ è ñîîòâåòñòâóþùèé åé ãðà�èê x(y). Îá�ðàùàÿ ãðà�èê, íàõîäèì òðåáóåìóþ �óíêöèþ y(x).Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ïðèõîäÿùàÿ èç ïîëîæèòåëü�íîé áåñêîíå÷íîñòè ïî x âèõðåâàÿ ïàðà ïî ìåðå ïðè�áëèæåíèÿ ê èñòî÷íèêó âåòðà ðàñõîäèòñÿ è â îïðå�äåëåííîé ÷àñòè òðàåêòîðèè ïðè ïîäõîäÿùèõ ïàðà�ìåòðàõ ìîæåò ñîâåðøàòü äåéñòâèòåëüíî ïîïÿòíîåäâèæåíèå. Ïîñëå ýòîãî, îêàçàâøèñü íà äîñòàòî÷íîáîëüøîì ðàññòîÿíèè îò èñòî÷íèêà âåòðà, ãäå âëè�ÿíèå åãî îñëàáåâàåò, ïàðà ïðîäîëæàåò äâèæåíèå âïðåæíåì íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì çíàêîì öèðêó�ëÿöèè. Îíà âûõîäèò íà àñèìïòîòèêó íà îòðèöàòåëü�íîé áåñêîíå÷íîñòè ñ èçìåíèâøèìñÿ (óâåëè÷èâøèì�ñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè (26)) ðàññòîÿíèåììåæäó êîìïîíåíòàìè.618
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�èñ. 4. Òðàåêòîðèÿ âèõðÿ â îáëàñòè ïîïÿòíîãî äâè-æåíèÿ. Ïàðà ïðèõîäèò ñïðàâà. Âûáðàííûå ïàðàìåò-ðû Q = 1, A = 2��0:6, E = 0 ñîîòâåòñòâóþò òðàåê-òîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x0 = 6:17, y0 = 2
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�èñ. 5. Òðàåêòîðèè âèõðÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-ÿõ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà L = 2�Q=A è E = 0.Êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ L = 1:0, ðàçäå-ëÿåò îáëàñòè ñ ïîïÿòíûì äâèæåíèåì âèõðÿ (L > 1)è äâèæåíèÿ áåç òî÷åê ïîâîðîòà (L < 1)
Ìîæíî òàêæå ïîñòðîèòü òðàåêòîðèè âèõðåé âöåíòðàëüíîì ïîòîêå, ÷èñëåííî ðåøàÿ äè��åðåíöè�àëüíûå óðàâíåíèÿ ïàðû (11), èñïîëüçóÿ óïîìÿíóòûåçíà÷åíèÿ x0 è y0 â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ (ñì. ïîäïèñüê ðèñ. 4). Ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé, ñîäåðæàùèõ è íåñîäåðæàùèõ îáëàñòü ïîïÿòíîãî äâèæåíèÿ, ïîêàçàíîíà ðèñ. 5.
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�èñ. 6. Ïàðà âèõðåé â ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå (ñõåìà âäåêàðòîâûõ îñÿõ)5. ÓÑÊÎ�ÅÍÈÅ ÂÈÕ�ÅÂÎÉ ÏÀ�Û�ÀÄÈÀËÜÍÛÌ ÑÕÎÄßÙÈÌÑßÏÎÒÎÊÎÌÏóñòü ðàäèàëüíûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ(ðèñ. 6). Â ýòîì ñëó÷àå â ïðèâåäåííûõ óðàâíåíè�ÿõ âåëè÷èíà Q < 0 è åå óäîáíî çàìåíèòü ñîãëàñíîQ = �P = 
onst < 0. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ ðåãó�ëÿðíîé êîìïîíåíòû �óíêöèè òîêà ïåðåïèñûâàåòñÿâ âèäå  r = �Q' = P': (30)Òîãäà, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (11á), _y < 0 è ðàññòîÿ�íèå ìåæäó âèõðÿìè óìåíüøàåòñÿ. �àññòîÿíèå ìåæ�äó êîìïîíåíòàìè ïàðû íà áåñêîíå÷íîñòè â ñîîòâåò�ñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (18) ðàâíîy+1 = exp�4�EA � ;y�1 = exp �4�(E � �P )A � : (31)Èç âûðàæåíèé (31) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäå�íèÿ ìèìî ñòîêà ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè âèõðåéóìåíüøàåòñÿ â exp(4�2P=A) ðàç.Ñëåäóÿ òîé æå ñõåìå, ÷òî è âûøå, íàõîäèì òðàåê�òîðèþ äâèæåíèÿ ïàðû. Âèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæ�äó êîìïîíåíòàìè ïàðû, ïðèõîäÿùåé èç áåñêîíå÷íî�ñòè, óìåíüøàåòñÿ, à â îïðåäåëåííîé ÷àñòè òðàåêòî�ðèè âáëèçè ñòîêà ïðè ïîäõîäÿùèõ ïàðàìåòðàõ âèõ-ðè ìîãóò ñîâåðøàòü ïîïÿòíîå äâèæåíèå (ðèñ. 7).Ïðè ýòîì, îêàçàâøèñü íà äîñòàòî÷íî áëèçêîì ðàñ�ñòîÿíèè îò ñòîêà, ïàðà ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíóþñêîðîñòü áëàãîäàðÿ óìåíüøåíèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäóåå êîìïîíåíòàìè è, ïðîéäÿ âòîðóþ òî÷êó ïîâîðî�òà, ïðîäîëæàåò äâèæåíèå ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ âïðåæíåì íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì çíàêîì öèð�êóëÿöèè. Ïàðà âûõîäèò íà àñèìïòîòèêó íà îòðèöà�619
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�èñ. 7. Òðàåêòîðèÿ âèõðÿ (êîìïîíåíòû ïàðû) â îá-ëàñòè ïîïÿòíîãî äâèæåíèÿ. Ïàðà ïðèõîäèò ñïðàâà.Âûáðàííûå ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò P = �Q = 1,A = 2� � 0:6, E = 0òåëüíîé áåñêîíå÷íîñòè ñ óìåíüøèâøèìñÿ ðàññòîÿíè�åì ìåæäó êîìïîíåíòàìè è ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâ�øåéñÿ ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ. Â ðàññìîòðåííîì íàìèïðèìåðå (ðèñ. 7) ñêîðîñòü ïàðû, ¾âûáðîøåííîé¿ èçîáëàñòè ñòîêà, óâåëè÷èëàñü íà òðè ïîðÿäêà.6. ËÀ��ÀÍÆÅÂÎ ÎÏÈÑÀÍÈÅ�àìèëüòîíèàí (21) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ìîæ�íî ïðåäñòàâèòü â âèäå~H = ~K(�) + ~U(');ãäå ' è � � ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííûå êîîðäèíàòàè èìïóëüñ, ~K(�) = (A=4�) ln � � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð�ãèÿ, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ~U(') = A4� ln sin2 '� 2Q':Òîãäà ëàãðàíæèàí ñèñòåìû4) èìååò âèä~L( _'; ') = A4� ln _'� A4� ln sin2 '+ 2Q'+ 
onst; (32)ãäå îáîáùåííàÿ ñêîðîñòü _' = A=4�� îáðàòíî ïðî�ïîðöèîíàëüíà èìïóëüñó �. Çíàÿ ~L( _'; '), ìû ìîæåìçàïèñàòü óðàâíåíèå Ëàãðàíæà, êîòîðîå ñâîäèòñÿ êóðàâíåíèþ �'_'2 = 4�A �U(')�' ; (33)4) Â ñèëó îáðàòíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó îáîáùåííîé ñêîðî�ñòüþ è èìïóëüñîì â íàøåì ñëó÷àå ~L = � ~H.
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�èñ. 8. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äëÿ äâóõ âèõðåé îäíî-ãî çíàêà ñ A1 = A2 = A. Â îòñóòñòâèå ïîòîêà âèõðèðàâíîìåðíî âðàùàþòñÿ ïî îêðóæíîñòèèíòåãðèðóÿ êîòîðîå, ïîëó÷àåì ðåøåíèåt� t0 = C 'Z'0 d'sin2 ' exp�8�Q'A � ; (34)ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëó÷åííîìó âûøå (24) â ðàìêàõãàìèëüòîíîâîãî ïîäõîäà. ÇäåñüC = 4�A exp�8�EA � :7. ÂÈÕ�È ÎÄÍÎ�Î ÇÍÀÊÀ Â�ÀÄÈÀËÜÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅ�àññìîòðèì äâà âèõðÿ îäíîãî çíàêà ñ ðàâíîé ïîâåëè÷èíå öèðêóëÿöèåé â ðàäèàëüíîì ïîòîêå, ðàñ�ïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà(ðèñ. 8).Êàê èçâåñòíî [9℄, â îòñóòñòâèå ïîòîêà ðàññòîÿíèå2r0 ìåæäó âèõðÿìè ñîõðàíÿåòñÿ è îíè âðàùàþòñÿâîêðóã öåíòðà çàâèõðåííîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþA=2�r20 . Ïðè íàëè÷èè ïîòîêà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ(11) ïðèíèìàþò âèä_x = � A4� yr2 +Q xr2 ; (35à)_y = A4� xr2 +Q yr2 ; (35á)ãäå y = y1 = �y2, A1 = A2 = A.Èç ñèñòåìû (35) ïîëó÷àåì r2 = 2Qt+ r20, ò. å. êâà�äðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âèõðÿìè â ðàñõîäÿùåìñÿ ïî�òîêå ëèíåéíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì (ðèñ. 9à). Äëÿ ñõî�äÿùåãîñÿ ïîòîêà ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè çà êî�íå÷íîå âðåìÿ t = r20=2P îáðàòèòñÿ â íóëü (ðèñ. 9á ).620
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�èñ. 9. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îäíîãî èç äâóõ âèõðåé ñ ðàâíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè A = 4� äëÿ ñëó÷àåâ ðàñõîäÿùåãîñÿðàäèàëüíîãî ïîòîêà ñ Q = 0:1 (à) è ñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêà ñ P = �Q = 0:1 (á )Ïðè ýòîì óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âèõðåé íåîãðà�íè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (35) óäîá�íî ââåñòè êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó w = x+iy. Òîãäàjwj2 = r2 è (35) ïðèìåò âèä_ww = �Q+ A4� i� 1jwj2 = �Q+ A4� i� 12Qt+ r20 : (36)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (36), ïîëó÷àåìw = w0�1 + 2Qtr20 � 12 (1+i A4�Q ) ; (37)ãäå w0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîìïëåêñíîé êîîðäèíà�òû. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå Q! 0 ðåøåíèå îïèñûâàåòðàâíîìåðíîå âðàùåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî óâèäåòü,ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ � = 2Qt=r20:w2 = w20 h(1 + �)1=�iiAt=2�r20 : (38)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim�!0(1 + �)1=� = e, ïîëó÷àåìw ! w0 exp�i At2�r20 � :Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ýòî äâèæåíèå âûãëÿ�äèò îñîáåííî ïðîñòî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèåäëÿ ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèîáðåòàåò âèä( ~H = A ln �=4� � 2Q')_'(t) = A4�(2Qt+ r20) ;îòêóäà '(t) = A8�Q ln�1 + 2Qr20 t�+ '(0);ò. å. òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîãàðè�ìè÷å�ñêóþ ñïèðàëü. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè Q ! 0 ñòà�íîâèòñÿ î÷åâèäíûì.

8. ÂÈÕ�È Â �ÀÄÈÀËÜÍÎÌÂ�ÀÙÀÞÙÅÌÑß ÏÎÒÎÊÅÂðàùåíèå ïîòîêà ìîæíî ó÷åñòü, ââåäÿ äîïîëíè�òåëüíîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèå äëÿ ðåãóëÿðíîé êîì�ïîíåíòû �óíêöèè òîêà, r = �Q'+  
r ;ãäå  
r = 
r2=2 ñîîòâåòñòâóåò òâåðäîòåëüíîìó âðà�ùåíèþ ïîòîêà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 
. Òîãäà óðàâ�íåíèÿ äâèæåíèÿ äâóõ âèõðåé (10) â òåðìèíàõ êîì�ïëåêñíûõ êîîðäèíàò w = x+ iy ïðèíèìàþò âèä�w1�t � i
w1 = iA22�r212 (w1 � w2) + Qr21w1;�w2�t � i
w2 = � iA12�r212 (w1 � w2) + Qr22w2: (39)Ïåðåõîäÿ âî âðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ïî�ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ w = w0 exp(i
t) è ó÷èòûâàÿ,÷òî r2 = jwj2 = jw0j2, à r212 = jw1�w2j2 = jw01�w02j2,ïîëó÷àåì äëÿ w0 óðàâíåíèÿ äëÿ âèõðåé â ÷èñòî ðàäè�àëüíîì ïîòîêå áåç âðàùåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå èñïîëü�çîâàòü ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû.9. ÂÛÂÎÄÛÂ ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè çàäà÷à î ïà�ðå âèõðåé â ðàäèàëüíîì ïîòîêå äîïóñêàåò òî÷íîå ðå�øåíèå. Ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ïàðà�ìåòðàìè âîçíèêàþò îáëàñòè ïîïÿòíîãî äâèæåíèÿ. Âðàñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïîíåí�òàìè ïàðû óâåëè÷èâàåòñÿ, íî öåëîñòíîñòü ïàðû íå621
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