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ÄÈÔÔÓÇÈß Â ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ Ñ�ÅÄÅÏ�È ÌÀËÛÕ ÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈßÕÂ. Ï. Øêèëåâ *Èíñòèòóò õèìèè ïîâåðõíîñòè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03164, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11 äåêàáðÿ 2006 ã.�àññìîòðåíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äè��óçèþ íà íåîäíîðîäíîé ðåøåòêå ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõñ ó÷åòîì áëîêèðîâêè óçëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíî íåîäíîðîäíîé ðåøåòêè ïðåíåáðåãàòü áëîêè-ðîâêîé óçëîâ íåëüçÿ äàæå ïðè âåñüìà ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî óðàâíåíèå ñ äðîáíîé ïðî-èçâîäíîé ïî âðåìåíè ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì òîëüêî â îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Íà áîëüøèõâðåìåíàõ àíîìàëüíûé äè��óçèîííûé ïðîöåññ, êîòîðûé íà íà÷àëüíîì ýòàïå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñäðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, äîëæåí îïèñûâàòüñÿ îáû÷íûì óðàâíåíèåì äè��óçèè ñ êîý��èöèåí-òîì äè��óçèè, çàâèñÿùèì îò êîíöåíòðàöèè.PACS: 02.50.-r, 05.40.Fb1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄè��óçèÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ÷àñòî íå ïîä�÷èíÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì çàêîíàì äè��óçèè [1�3℄. Ñè�ñòåìàòè÷åñêîå òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå àíîìàëüíûõäè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ íà÷àëîñü íåñêîëüêî äåñÿ�òèëåòèé íàçàä [4�6℄. Â ïîñëåäíèå ãîäû îñîáîå âíèìà�íèå óäåëÿåòñÿ âûâîäó ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé,êîòîðûå ìîãëè áû çàìåíèòü êëàññè÷åñêîå óðàâíå�íèå äè��óçèè ïðè îïèñàíèè àíîìàëüíûõ äè��óçè�îííûõ ïðîöåññîâ [7�10℄. Íàèáîëåå ïîïóëÿðåí è ñ÷è�òàåòñÿ íàèáîëåå îáîñíîâàííûì ïîäõîä ê ðåøåíèþäàííîé ïðîáëåìû, èñïîëüçóþùèé ìîäåëü ñëó÷àé�íûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (ÑÁÍÂ).Îäíàêî ýòîò ïîäõîä èìååò ñåðüåçíûå íåäîñòàòêè.Âî-ïåðâûõ, îí òàê æå, êàê è âñå �åíîìåíîëîãè÷å�ñêèå ïîäõîäû, íå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæ�äó ïàðàìåòðàìè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ìè�êðîñêîïè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû äè���óçàíò � äè��óçèîííàÿ ñðåäà. Âî-âòîðûõ, ìîäåëüÑÁÍÂ îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷àñòèöûäâèæóòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó îíàíå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåñ�ñîâ, â êîòîðûõ ïðåíåáðåãàòü âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñ�òèö íåëüçÿ. Â-òðåòüèõ, âîçìîæíîñòü çàìåíû ðåàëü�íîãî äè��óçèîííîãî ïðîöåññà â íåóïîðÿäî÷åííîé*E-mail: shkilevv�ukr.net

ñðåäå ý��åêòèâíûì äè��óçèîííûì ïðîöåññîì íàðåãóëÿðíîé ðåøåòêå â îáùåì âèäå äîêàçàíà [11℄1)òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ õàîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñ�òèö ïî ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì íåîäíîðîäíîñòè â íà�÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Îäíàêî íà÷àëüíûå ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçíûìè è ìîãóò îêàçûâàòüñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà õîä äè��óçèîííîãî ïðî�öåññà. Êðîìå òîãî, â ýòîì ïîäõîäå îáû÷íî èñïîëü�çóåòñÿ íåîáîñíîâàííîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî àíîìàëü�íûé äè��óçèîííûé ïðîöåññ � ýòî ÿâëåíèå àñèìïòî�òè÷åñêîå, íàáëþäàþùååñÿ ïðè t ! 1. Èç-çà ýòîãîïîëó÷àþùèåñÿ â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà óðàâíåíèÿíå ìîãóò êîððåêòíî îïèñûâàòü ïåðåõîä ê ñòàöèîíàð�íîìó ñîñòîÿíèþ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàê ïîêàçûâà�þò ðåàëüíûå �èçè÷åñêèå ìîäåëè, àíîìàëüíàÿ äè���óçèÿ � ýòî ÿâëåíèå ïåðåõîäíîå, íàáëþäàþùååñÿ âîãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè [5; 6℄. Ýêñïåðèìåí�1) Ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðàáîòå [11℄, íà÷èíàþùèåñÿ �îðìóëîé(9) è çàêàí÷èâàþùèåñÿ �îðìóëîé (12), ñîäåðæàò ïðèíöèïè�àëüíóþ îøèáêó. Íà ñàìîì äåëå â ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íåòíåîáõîäèìîñòè, òàê êàê âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà M(z) ìî�æåò áûòü íàéäåíî èç óñëîâèÿ, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óðàâíå�íèå (14), ò. å. èç ñîîòíîøåíèÿ h(zI � V )�1i = [(zI �M(z))℄�1.×òîáû îáîñíîâàòü èñïîëüçîâàíèå â ðàìêàõ ìîäåëè ÑÁÍÂ êîí�êðåòíûõ âûðàæåíèé äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íóæíî áû�ëî áû, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà M(z), äîêàçû�âàòü, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò�àêòè÷åñêè ðåàëèçîâàòüñÿ. Íî ýòîãî, ê ñîæàëåíèþ, íå äåëà�åòñÿ.1214



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Äè��óçèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå : : :òàëüíûå äàííûå òàêæå ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî,åñëè àíîìàëüíûé äè��óçèîííûé ïðîöåññ â ìàêðî�ñêîïè÷åñêè îäíîðîäíîé ñðåäå íàáëþäàòü äîñòàòî÷�íî äîëãî, îí ïåðåõîäèò â íîðìàëüíûé ïðîöåññ. (Âîðèãèíàëüíîé ðàáîòå, â êîòîðîé áûëà âïåðâûå ïðåä�ëîæåíà àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðå�ìåíè îæèäàíèÿ �óíêöèåé 
onst=t1+�, áûëî àêöåíòè�ðîâàíî âíèìàíèå íà òîì �àêòå, ÷òî ýòà àïïðîêñèìà�öèÿ ñïðàâåäëèâà òîëüêî â îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëåâðåìåíè è ÷òî öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà íà�ðóøàåòñÿ ëèøü â òîì ñìûñëå, ÷òî ãàóññîâî ðàñïðå�äåëåíèå íå óñïåâàåò ñ�îðìèðîâàòüñÿ çà âðåìÿ ýêñïå�ðèìåíòà, ñì. [6, ñ. 2468℄. Îäíàêî âïîñëåäñòâèè ñóùå�ñòâåííûì ïðèçíàêîì àíîìàëüíîé äè��óçèè ñòàëèñ÷èòàòü íàðóøåíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå�ìû â áåçóñëîâíîì ñìûñëå [1; 12℄).Àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ íàáëþäàåòñÿ â ñðåäàõ ñîñëîæíîé ñòðóêòóðîé, ñâîéñòâà êîòîðûõ îòëè÷àþò�ñÿ áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì è çàâèñÿò îò ìíîæåñòâà�àêòîðîâ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì,÷òîáû àäåêâàòíîå îïèñàíèå àíîìàëüíûõ äè��óçè�îííûõ ïðîöåññîâ ìîãëî áûòü äîñòèãíóòî íà îñíîâåïðîñòîãî �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïðèíöèïà. Àäåêâàò�íûå ìîäåëè äîëæíû áûòü îñíîâàíû íà ðàññìîòðå�íèè ïðîöåññîâ íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå ïðè ó÷å�òå ðåàëüíîé ñòðóêòóðû ñðåäû. Òàêèå ìîäåëè ñóùå�ñòâóþò â áîëüøîì êîëè÷åñòâå â ðàçëè÷íûõ îáëà�ñòÿõ (íàïðèìåð, ìîäåëü áèäèñïåðñíîãî ñîðáåíòà âòåîðèè ñîðáöèè, ìîäåëü ìíîãîêðàòíîãî çàõâàòà âòåîðèè ïåðåíîñà çàðÿäà, ðàçëè÷íûå ìîäåëè çåðíî�ãðàíè÷íîé äè��óçèè â ìåòàëëîâåäåíèè è äð.). Îá�ùèì äëÿ âñåõ ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ëî�êàëüíî-ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äè��óíäèðóþ�ùèõ ÷àñòèö ïî ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì íåîäíîðîäíî�ñòè. Ïî íàøåìó ìíåíèþ çàäà÷à äîëæíà çàêëþ÷àòüñÿâ ñîâåðøåíñòâîâàíèè ïîäîáíûõ ìîäåëåé è ðàçðàáîò�êå àíàëîãè÷íûõ ìîäåëåé, ïðèñïîñîáëåííûõ ê äðó�ãèì �èçè÷åñêèì ñèòóàöèÿì.Â ðàáîòàõ [13�15℄ â ðàìêàõ ðåøåòî÷íîé ìîäåëèäè��óçèè âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñïîñîáíàÿîïèñûâàòü ðàçëè÷íûå âèäû àíîìàëüíîé äè��óçèè.Îò äðóãèõ ïîäîáíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé îíà îòëè÷à�åòñÿ òåì, ÷òî âñå ýëåìåíòû íåîäíîðîäíîñòè âõîäÿòâ íåå ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Ýòà ìîäåëü ìîæåò èñ�ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äè��óçèè ëåãêîé ïðè�ìåñè âíåäðåíèÿ â àìîð�íûõ òâåðäûõ òåëàõ, à òàêæåäè��óçèè ÷àñòèö ïî íåîäíîðîäíûì òâåðäûì ïîâåðõ�íîñòÿì è â ìèêðîïîðèñòûõ òåëàõ. Ëèíåéíûé âàðè�àíò ýòîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê îäíîìó èíòåãðîäè��å�ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî îáùåé êîí�öåíòðàöèè ÷àñòèö, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî èç�âåñòíûìè ìåòîäàìè. Îäíàêî íåëèíåéíàÿ ìîäåëü äî�

ñòàòî÷íî ñëîæíà êàê äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,òàê è äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, îñîáåííî â ñëó�÷àå ñèëüíî íåîäíîðîäíîé ðåøåòêè, êîãäà ÷èñëî òè�ïîâ óçëîâ âåëèêî. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿóïðîùåííûé âàðèàíò íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è àíà�ëèçèðóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíè ìîãóò áûòüñâåäåíû ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì. Îñíîâíîé âûâîäçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ âèäàõ ðàñ�ïðåäåëåíèé óçëîâ ïî âðåìåíàì ïðåáûâàíèÿ ëèíåé�íûå óðàâíåíèÿ, îáû÷íî èñïîëüçóþùèåñÿ äëÿ îïèñà�íèÿ äè��óçèè ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ, ÿâëÿþòñÿíåàäåêâàòíûìè äàæå ïðè âåñüìà ìàëûõ êîíöåíòðà�öèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, íåàäåêâàòíûì ïðè ñêîëü óãîäíîìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñ äðîá�íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.2. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄÈÔÔÓÇÈÈ,Ó×ÈÒÛÂÀÞÙÈÅ ÁËÎÊÈ�ÎÂÊÓ ÓÇËÎÂÄëÿ âûâîäà äè��óçèîííûõ óðàâíåíèé, ó÷èòû�âàþùèõ âçàèìíîå âëèÿíèå ÷àñòèö, èñïîëüçóåì ïîä�õîä, àíàëîãè÷íûé ïðåäëîæåííîìó â ðàáîòå [16℄. Èñ�õîäÿ èç îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó�÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé çàïîëíåíèÿ îòäåëü�íûõ óçëîâ, à çàòåì, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ñðåäíå�ãî ïîëÿ, ïåðåéäåì ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó.Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùååñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñîâîêóïíîñòè ÷àñòèö ïî óç�ëàì ðåøåòêè èìååò âèä�P (�; t)�t ==X�0 [w(�1 ! �)P (�1; t)�w(� ! �1)P (�; t)℄ ; (1)ãäå P (�; t) � âåðîÿòíîñòü íàéòè ñîâîêóïíîñòü ÷àñ�òèö â ìîìåíò âðåìåíè t â êîí�èãóðàöèè, çàäàâàå�ìîé âåêòîðîì �; ÷èñëî êîìïîíåíò âåêòîðà � ðàâíî÷èñëó óçëîâ, çíà÷åíèå êîìïîíåíòû �n ðàâíî åäèíè�öå, åñëè â óçëå n íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà, è íóëþ, åñëèîí ïóñò; w(�1 ! �) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäè�íèöó âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ êîí�èãóðàöèÿìè, ðàç�ëè÷àþùèìèñÿ ïîëîæåíèåì òîëüêî îäíîé ÷àñòèöû.Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âçàèìíîå âëèÿíèå÷àñòèö ñâîäèòñÿ ê áëîêèðîâêå óçëîâ (â îäíîì óçëåîäíîâðåìåííî ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîé ÷àñ�òèöû). Â òàêîì ñëó÷àå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâîw(�1 ! �) = Wmn, ãäå Wmn � âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî ÷àñòèöà ñîâåðøèò ñêà÷îê èç óçëà n â ñîñåäíèéïóñòîé óçåë m â åäèíèöó âðåìåíè, n � íîìåð óçëà,êîòîðûé â êîí�èãóðàöèè �1 çàíÿò, à â êîí�èãóðà�öèè � ïóñò, àm � íîìåð óçëà, êîòîðûé â êîí�èãóðà�öèè �1 ïóñò, à â êîí�èãóðàöèè � çàíÿò. Ñóììèðóÿ1215



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007óðàâíåíèÿ (1) ïî âñåì êîí�èãóðàöèÿì, â êîòîðûõóçåë n çàíÿò, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:�Pn�t =Xm [WnmQnm �WmnQmn℄ ; (2)ãäå Pn � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óçåë n çàíÿò; Qmn �ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óçåë n çàíÿò, à ñî�ñåäíèé ñ íèì óçåë m ïóñò.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íà íåîäíîðîäíîé ðåøåòêå èìå�åòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òèïîâ óçëîâ è ÷òî çàìêíóòîåîïèñàíèå äè��óçèîííîãî ïðîöåññà ìîæåò áûòü äî�ñòèãíóòî â òåðìèíàõ ïàðöèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â óçëàõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, îñó�ùåñòâèì ïåðåõîä ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó â äâàýòàïà. Âíà÷àëå ïîëó÷èì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè,îïèñûâàþùåå ïðîöåññ ïðîñòðàíñòâåííîãî âûðàâíè�âàíèÿ îáùåé êîíöåíòðàöèè, à çàòåì íàéäåì óðàâ�íåíèÿ äëÿ ïàðöèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé, îïèñûâàþ�ùèõ ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ ëîêàëüíî ðàâíîâåñíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî óçëàì ðàçíûõ òèïîâ [14℄.Èç óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê ÷àñòèö ÷åðåçåäèíè÷íóþ ïëîùàäêó âûðàæàåòñÿ â âèäåq =Xn Xm [WnmQnm �WmnQmn℄ ; (3)ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òàêèì ïàðàì óçëîâ,äëÿ êîòîðûõ ñîåäèíÿþùàÿ èõ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòðàññìàòðèâàåìóþ ïëîùàäêó, ïðè÷åì óçåë m ëåæèòñëåâà îò íåå, à óçåë n � ñïðàâà. Ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ÷ëåíû, ïðèâåäåì âûðàæåíèå (3) ê âèäóq = NXi=1 NXj=1 �h�ij�mWij �Q�ij �Q+ij	 : (4)Çäåñü h � ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ðåøåòêè, �ij ��óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàð óçëîâ, �m � êîíöåíòðà�öèÿ óçëîâ, � � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà åäè�íèöû, òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò âèäà ðå�øåòêè, Q�ij � ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óçåëj-ãî òèïà, ëåæàùèé ñëåâà îò ðàññìàòðèâàåìîé ïëî�ùàäêè çàíÿò, à ñîñåäíèé óçåë i-ãî òèïà, ëåæàùèéñïðàâà, ïóñò; Q+ij � ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî óçåë j-ãî òèïà, ëåæàùèé ñïðàâà îò ðàññìàòðèâà�åìîé ïëîùàäêè çàíÿò, à ñîñåäíèé óçåë i-ãî òèïà, ëå�æàùèé ñëåâà, ïóñò; ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òèïàìóçëîâ, N � êîëè÷åñòâî òèïîâ óçëîâ. Èñïîëüçóÿ ïðè�áëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ, çàïèøåì ñîâìåñòíûå âåðî�ÿòíîñòè â âèäåQ�ij = �j ��h2��1� �i�h2�� ;Q+ij = �j �h2��1� �i ��h2�� ; (5)

ãäå �i � ñòåïåíü çàïîëíåíèÿ óçëîâ i-ãî òèïà, ðàâíàÿ÷èñëó ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûõ â äàííûé ìîìåíò âðå�ìåíè â óçëàõ i-ãî òèïà â ïðåäåëàõ ýëåìåíòàðíîãî �è�çè÷åñêîãî îáúåìà, äåëåííîìó íà îáùåå ÷èñëî óçëîâi-ãî òèïà â ïðåäåëàõ ýòîãî îáúåìà. Ïîäñòàâëÿÿ (5)â (4) è ïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàéäåì âûðàæåíèåäëÿ âåêòîðà ïîòîêà:J = ��mza2 �� NXi=1 NXj=1 �ijWij [(1� �i)r�j � �jr(1� �i)℄ ; (6)ãäå z � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî ðåøåòêè, a2 � ïàðà�ìåòð, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíûé êâàäðàòó ðàññòî�ÿíèÿ ìåæäó óçëàìè ðåøåòêè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî óç�ëû ðàñïîëîæåíû õàîòè÷åñêèì îáðàçîì: �ij = �i�j ,ãäå �i � äîëÿ óçëîâ i-ãî òèïà, è ÷òî ñêîðîñòè ïåðåõî�äà çàâèñÿò òîëüêî îò òèïà èñõîäíîãî óçëà: Wij = Kj(ìîäåëü ñëó÷àéíûõ ëîâóøåê), ìîæåì çàïèñàòü óðàâ�íåíèå íåðàçðûâíîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:��(t; r)�t == a2r((1� �(t; r))2r" NXi=1 �i(t; r)�i (1� �(t; r))#) : (7)Çäåñü � = NPi=1 �i � îáùàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö,�i = �m�i�i � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, ðàñïîëîæåí�íûõ â óçëàõ i-ãî òèïà, �i = (zKi)�1 � ñðåäíåå âðåìÿïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â óçëå i-ãî òèïà.Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â îòñóòñòâèå ãðàäèåíòîâ êîí�öåíòðàöèé, íàéäåì ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ óðàâíåíèé(2) ïî âñåì óçëàì îïðåäåëåííîãî òèïà. Èñïîëüçóÿçàòåì ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ, ïîëó÷èì��i�t = z NXj=1 �j [Kj�j(1� �i)�Ki�i(1� �j)℄ ;i = 1; 2; : : : ; N: (8)Ïîñêîëüêó â ýòèõ óðàâíåíèÿõ îòñóòñòâóþò äè��ó�çèîííûå ÷ëåíû, îíè ïðîòèâîðå÷àò óðàâíåíèþ íåðàç�ðûâíîñòè. ×òîáû óñòðàíèòü ïðîòèâîðå÷èå, ïðèâå�äåì èõ ê âèäó��i(t; r)�t = � (1� �(t; r)) �i(t; r)�i ++ �i (1� �i(t; r))F (t; r); i = 1; 2; : : : ; N (9)è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F (t; r) ðàâíî íå NPi=1 �i(t; r)=�i,êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (8), à1216



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Äè��óçèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå : : :NXi=1 �i(t; r)�i ++a2r((1��(t; r))2r" NXi=1 �i(t; r)�i (1��(t; r))#) : (10)Ïîñêîëüêó äîáàâëåííûå ÷ëåíû ïðåíåáðåæèìî ìàëû,îíè íå îêàæóò âëèÿíèÿ íà ïîëó÷àþùèåñÿ ðåçóëüòà�òû.Óðàâíåíèÿ (9) ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì íåðàç�ðûâíîñòè (7) ñîñòàâëÿþò çàìêíóòóþ íåïðîòèâîðå÷è�âóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ äè��óçèþ âíåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ ó÷åòîì áëîêèðîâêè óçëîâ.3. ÓÑËÎÂÈß Ï�ÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÅñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàëûìè ÿâëÿþòñÿ êàêîáùàÿ ñòåïåíü çàïîëíåíèÿ (� � 1), òàê è ñòåïåíèçàïîëíåíèÿ îòäåëüíûõ òèïîâ óçëîâ (�i � 1), òî îòñèñòåìû óðàâíåíèé (7), (9) ìîæíî ïåðåéòè ê ëèíåé�íûì óðàâíåíèÿì ���t = a2 NXi=1 r2�i�i ; (11)��i�t = ��i�i + �iF; i = 1; 2; : : : ; N: (12)Â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí, êîãäà óäîâëåòâîðÿåò�ñÿ ãèïîòåçà î ëîêàëüíîì ðàâíîâåñèè,0 = ��i�i + �iF; i = 1; 2; : : : ; N; (13)îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíè çàïîëíåíèÿ îòäåëüíûõ òè�ïîâ óçëîâ �i � 1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå îãðàíè�÷åíèé íà îáùóþ ñòåïåíü çàïîëíåíèÿ:� � ��i ; i = 1; 2; : : : ; N; (14)ãäå � = NXi=1 �i�i� ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â óçëå ðåøåò�êè. Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåòîê ñ øèðîêèì ðàñ�ïðåäåëåíèåì óçëîâ ïî âðåìåíàì ïðåáûâàíèÿ, óäîâëå�òâîðÿþùèõ óñëîâèþ � � �maxi , ëèíåéíûå óðàâíåíèÿìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ïðè âåñüìà ìàëûõ êîí�öåíòðàöèÿõ.×òîáû óñòàíîâèòü, íàñêîëüêî ìàëûìè äîëæíûáûòü êîíöåíòðàöèè â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðàñðåäû (ò. å. ïàðàìåòðû �m, �i, �i) çàðàíåå íåèçâåñò�íà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå

ïî ðàñòâîðèìîñòè äè��óçàíòà â äàííîé ñðåäå (èëèäàííûå ïî àäñîðáöèè, åñëè ðå÷ü èäåò î ïîâåðõíîñò�íîé äè��óçèè). Ñòåïåíè çàïîëíåíèÿ âñåõ òèïîâ óç�ëîâ áóäóò ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé òîëüêîïðè òàêèõ êîíöåíòðàöèÿõ, ïðè êîòîðûõ êðèâàÿ ðàñ�òâîðèìîñòè ñëåäóåò çàêîíó Ñèâåðòñà (èëè èçîòåð�ìà àäñîðáöèè ñëåäóåò çàêîíó �åíðè), ñëåäîâàòåëüíî,òîëüêî ïðè òàêèõ êîíöåíòðàöèÿõ áóäóò ñïðàâåäëèâûëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (11), (12). Êàê èçâåñòíî, â ðå�àëüíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ çàêîí Ñèâåðòñà (�åí�ðè) ìîæåò íàðóøàòüñÿ óæå ïðè î÷åíü ìàëûõ êîíöåí�òðàöèÿõ [17; 18℄.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè àíîìàëüíîé äè��óçèè â öå�ëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî óäîáñòâà îò øèðîêèõ, íî îãðà�íè÷åííûõ ðàñïðåäåëåíèé óçëîâ ïî âðåìåíàì ïðåáû�âàíèÿ, èìåþùèõ ìåñòî â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïåðåõî�äÿò ê ðàñïðåäåëåíèÿì, ïðîñòèðàþùèìñÿ äî áåñêî�íå÷íîñòè, ïðè÷åì ñ áåñêîíå÷íûì ñðåäíèì âðåìåíåì� ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â óçëå [5; 6℄. Ïðè òàêèõ ðàñ�ïðåäåëåíèÿõ ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå íèêîãäà íå äî�ñòèãàåòñÿ, ïîýòîìó ãèïîòåçà î ëîêàëüíîì ðàâíîâå�ñèè èñïîëüçîâàòüñÿ íå ìîæåò. ×òîáû ïîêàçàòü íåàäå�êâàòíîñòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ýòîì ñëó÷àå, ðàñ�ñìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð.Â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ óçëîâ ïî òèïàì âîçü�ìåì íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùååóðàâíåíèþ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè�(�) = sin(n�)�� [(A=�)n + (�=A)n + 2 
os(n�)℄ ; (15)ãäå � ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷�íîñòè [14℄. �àññìîòðèì ïðîöåññ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ÷àñòèö ìåæäó óçëàìè ðàçíûõ òèïîâ â îòñóòñòâèåãðàäèåíòîâ êîíöåíòðàöèé â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 0:5.Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû ðàñ�ïðåäåëåíû ïî óçëàì ðàçíûõ òèïîâ õàîòè÷åñêèì îá�ðàçîì, ò. å. åñëè R(�; 0) = �(�)� (ïîñêîëüêó ðàñ�ïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, âìåñòî êîíöåí�òðàöèé �i èñïîëüçóþòñÿ êîíöåíòðàöèè R(�; t), ÷å�ðåç êîòîðûå îáùàÿ êîíöåíòðàöèÿ âûðàæàåòñÿ êàê�(t) = R R(�; t) d�), òî, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé(12), âûðàæåíèå äëÿ êîíöåíòðàöèé â ïðîñòðàíñòâåèçîáðàæåíèé Ëàïëàñà áóäåò èìåòü âèäR(�; s) = �(�)��(1 + �s) �1�  (s)� : (16)Çäåñü  (s) =Xi �i1 + s�i� ëàïëàñ-îáðàç �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìå�íè îæèäàíèÿ, êîòîðûé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå14 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 1217



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007(ò. å. ïðè �(�), çàäàâàåìîì �îðìóëîé (15)) ðàâåí1=(1 + (As)0:5) [14℄. Ïåðåõîäÿ â ñîîòíîøåíèè (16)ê îðèãèíàëàì, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèéîò âðåìåíè:R(�; t) = �(�)� exp�� t� ��� 26641 + 2�r �A pt=�Z0 exp�2d�3775 : (17)Ôóíêöèÿ (17) èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðèìàëûõ t âîçðàñòàåò, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è çàòåì,ïðè ñòðåìëåíèè t ê áåñêîíå÷íîñòè, óáûâàåò äî íóëÿ.Òî÷êà ìàêñèìóìà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿexp(�x) pxZ0 exp�2d� = 1px � �rA� exp(�x); (18)ãäå x = t=� . Ïðè áîëüøèõ � âòîðûì ÷ëåíîì â ïðàâîé÷àñòè (18) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òîçíà÷åíèå x â òî÷êå ìàêñèìóìà xmax íå çàâèñèò îò � ,âðåìÿ â òî÷êå ìàêñèìóìà ñâÿçàíî ñ � ñîîòíîøåíèåìtmax = xmax� , à ñòåïåíü çàïîëíåíèÿ óçëîâ â òî÷êåìàêñèìóìà ðàâíà �� r �Axmax :Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñòåïåíè çàïîëíåíèÿ óçëîâ ñ áîëü�øèìè âðåìåíàìè ïðåáûâàíèÿ áóäóò ïðåâûøàòü çíà�÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå, ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé îá�ùåé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö. Áîëåå òîãî, â äàííîì ñëó�÷àå âñå ÷àñòèöû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áóäóò íåîãðà�íè÷åííî ïåðåòåêàòü íà óçëû ñî âñå áîëåå è áîëåå âû�ñîêèìè çíà÷åíèÿìè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ. Ïðåäåëü�íûì ñîñòîÿíèåì áóäåò ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì âñå÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ íà óçëàõ ñ � =1, ò. å. ñîñòîÿíèåïîëíîé íåïîäâèæíîñòè.4. ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÅñëè îáùàÿ êîíöåíòðàöèÿ ìàëà, íî óñëîâèÿ ïðè�ìåíèìîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íå âûïîëíÿþòñÿ, òîíóæíî èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé���t = a2 NXi=1 r2�i�i ; (19)��i�t = ��i�i + �i(1� �i)F; i = 1; 2; : : : ; N: (20)

Ýòó ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç áîëüøîãî ÷èñëà óðàâíå�íèé, ìîæíî ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ ïàðöèàëüíûõ êîíöåí�òðàöèé �i ñâåñòè ê ñèñòåìå èç äâóõ óðàâíåíèé:�(t; r) = �0(r)�(t) exp0�� tZ0 F (y; r)�m dy1A++ tZ0 	(t�t0) exp0�� tZt0 F (y; r)�m dy1AF (t0; r) dt0; (21)��(t; r)�t == a2r2 24�0(r)'(t) exp0�� tZ0 F (y; r)�m dy1A++ tZ0  (t�t0) exp0�� tZt0 F (y; r)�m dy1AF (t0; r) dt035 ; (22)ãäå '(t),  (t), �(t), 	(t) � èçâåñòíûå �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ, �èãóðèðóþùèå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîââ ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðå�ìåíåì [19℄. Â äàííîì ñëó÷àå îíè èìåþò ñëåäóþùèéâèä: '(t) = NXi=1 �i�i exp�� t�i�� �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ ïåð�âîãî ñêà÷êà,  (t) = NXi=1 �i�i exp�� t�i�� �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ âòî�ðîãî è ïîñëåäóþùèõ ñêà÷êîâ,�(t) = NXi=1 �i exp�� t�i� ; 	(t) = NXi=1 �i exp�� t�i�� ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìå�íè âûæèâàíèÿ, �i = �0i (r)=�0(r) � êîý��èöèåíòû,õàðàêòåðèçóþùèå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî óçëàìðàçíûõ òèïîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.Óðàâíåíèÿ (21), (22) ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà�÷åñòâå îáîáùåíèÿ ìîäåëè ÑÁÍÂ. Îíè ñâîäÿòñÿ êýòîé ìîäåëè â ïðåäåëå F=�m ! 0. Ïðàâäà, â ìîäåëèÑÁÍÂ è â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ âðåìåí îæèäàíèÿ èìåþò ðàçíûé ñìûñë.Â ìîäåëè ÑÁÍÂ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåòêà ÿâ�ëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, è �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îòíî�ñÿòñÿ ê îòäåëüíîìó óçëó ðåøåòêè. Çäåñü æå �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê �èçè÷åñêè ìàëîìó,1218



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Äè��óçèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå : : :íî ñîäåðæàùåìó áîëüøîå ÷èñëî óçëîâ, ýëåìåíòó ñðå�äû, ò. å. ýòî óñðåäíåííûå âåëè÷èíû. Ñ ýòèì ñâÿçàíîè äðóãîå îòëè÷èå: â ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèÿõ�èãóðèðóþò äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî ïðî�ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, â òî âðåìÿ êàê â ìîäåëèÑÁÍÂ � ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû.Óðàâíåíèÿ (21), (22) ìîæíî òàê æå, êàê è â ìîäå�ëè ÑÁHÂ, ñâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëü�íî �óíêöèè F (t; r), íî ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòåóðàâíåíèå áóäåò ñîäåðæàòü ÷ëåíû ðàçíîãî ïîðÿäêàâåëè÷èíû, ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ óäîáíååèìåòü äåëî ñ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè.�àññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ìîæåò ðàññìàòðèâàòü�ñÿ òàêæå â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ìîäåëè ÌàêÍàá�áà �Ôîñòåðà [20℄. Óðàâíåíèÿ (19), (20) ñâîäÿòñÿ êýòîé ìîäåëè ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: N = 2,�2 � �1, �2 � 1.Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñòåïåíè çà�ïîëíåíèÿ �i ìàëû (íàïðèìåð, â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî óçëàì ðàçíûõ òèïîâ, êî�ãäà �i = �), òî, åñëè äàæå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ëè�íåéíûõ óðàâíåíèé íå âûïîëíÿþòñÿ, íà íà÷àëüíîìýòàïå ðàçâèòèÿ ïðîöåññà ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò èñ�ïîëüçîâàòüñÿ. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýòîãî ýòàïà áóäåòçàâèñåòü îò îáùåé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö: ÷åì ìåíü�øå êîíöåíòðàöèÿ, òåì ïðîäîëæèòåëüíåå áóäåò ýòîòýòàï.Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ãèïîòå�çà î ëîêàëüíîì ðàâíîâåñèè:�i�i = �i(1� �i)F; i = 1; 2; : : : ; N; (23)è óðàâíåíèÿ (19), (20) ñâåäóòñÿ ê óðàâíåíèþ äè��ó�çèè ���t = a2r2F; (24)ãäå âåëè÷èíà F ñâÿçàíà ñ îáùåé êîíöåíòðàöèåé ñî�îòíîøåíèåì � = NXi=1 �i�m�iF�m + �iF : (25)5. ÍÅÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÜ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÑÄ�ÎÁÍÎÉ Ï�ÎÈÇÂÎÄÍÎÉÍà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîâðåìåíè ïîêàæåì, ê êàêèì ïîñëåäñòâèÿì ìîæåò ïðè�âåñòè èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â òåõ ñëó�÷àÿõ, êîãäà óñëîâèÿ èõ ïðèìåíèìîñòè íàðóøàþòñÿ.�àññìîòðèì ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ îáëàêà ÷àñòèöâ áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Êàê èçâåñòíî, óðàâíå�íèå ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè äàåò çàâè�ñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ñìåùåíèÿ îò âðåìåíè

âèäà hr2i � tn. Ïðè ó÷åòå áëîêèðîâêè óçëîâ íà áîëü�øèõ âðåìåíàõ ïðîöåññ áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíè�ÿìè (24), (25). Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé â ñî÷åòàíèè ñðàñïðåäåëåíèåì (15) çàâèñèìîñòü hr2i îò t òàêæå âû�÷èñëÿåòñÿ ÿâíî. Óðàâíåíèå (25) â ýòîì ñëó÷àå ïðè�îáðåòàåò âèä � = �m(AF )n�m + (AF )n ;à óðàâíåíèå (24) ïðåâðàùàåòñÿ â ñëåäóþùåå:���t = a2A(�m)1=n�1 r2�1=n: (26)Ýòî óðàâíåíèå èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå [21℄, èçêîòîðîãî ñëåäóåò çàâèñèìîñòü hr2i � t2n=(n+1). Êàêâèäèì, íåó÷åò áëîêèðîâêè óçëîâ ïðèâîäèò ê êà÷å�ñòâåííîìó èñêàæåíèþ êàðòèíû. Íà ñàìîì äåëå ïî�êàçàòåëü ñòåïåíè íå áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûìâ òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ðàñøèðåíèÿ, êàê ýòî ïðåä�ñêàçûâàåò óðàâíåíèå ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, à áóäåòâîçðàñòàòü îò çíà÷åíèÿ n äî çíà÷åíèÿ 2n=(n+ 1).Íàéäåì ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîéïðîèçâîäíîé ðåøåíèå îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è âîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèéËàïëàñà óðàâíåíèå ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìå�íè èìååò âèäs�(s; x) � �0(x) = a2 s1�nAn �2�(s; x)�x2 ; (27)ãäå �0(x) � êîíöåíòðàöèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå�ìåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ëåâîé ãðàíèöå êîíöåí�òðàöèÿ ðàâíà íóëþ, à íà ïðàâîé � ïîñòîÿííîìó çíà�÷åíèþ �l: �(s; 0) = 0, �(s; l) = �l=s. Åñëè �0(x) = 0,òî ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä�(s; x) = �ls sh(�x)sh(�l) ; (28)ãäå � = (As)n=2. Ïîòîê â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèéËàïëàñà, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ñ äðîáíîé ïðîèçâîä�íîé, âûðàæàåòñÿ â âèäåq(s; x) = �a2 s1�nAn ��(s; x)�x : (29)(Åñëè äè��óçèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ äðîá�íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, òî îáû÷íîå óðàâíåíèåíåðàçðûâíîñòè ��=�t = ��q=�x îñòàåòñÿ ñïðàâåäëè�âûì, ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà íå ìîæåò áûòüçàïèñàíî â ñòàíäàðòíîé �îðìå q = �K��=�x, êàêóòâåðæäàåòñÿ â ðàáîòå [7℄.)Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèèìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:limt!1 f(t) = lims!0 sf(s): (30)1219 14*



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007Ïðèìåíÿÿ ýòî ñâîéñòâî ê ñîîòíîøåíèÿì (28) è (29),íàõîäèì, ÷òî ïðî�èëü êîíöåíòðàöèé â ñòàöèîíàð�íîì ñîñòîÿíèè áóäåò ëèíåéíûì: �(x) = �lx=l, à ïî�òîê � ðàâíûì íóëþ.Åñëè íà ïðàâîé ãðàíèöå âìåñòî ïîñòîÿííîãî çíà�÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè çàäàòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïî�òîêà, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27) áóäåò èìåòü âèä�(s; x) = � Anqla2�s2�n sh(�x)
h(�l) : (31)Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ïîòîê â ñòàöèîíàðíîì ñîñòî�ÿíèè áóäåò ðàâåí ql, à êîíöåíòðàöèÿ � áåñêîíå÷íî�ñòè. Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèç�âîäíîé ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷èïðèíöèïèàëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò òîãî, ÷òî çàäà�åòñÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå � êîíöåíòðàöèÿ èëè ïîòîê.Ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â ñòàöèîíàðíîìñîñòîÿíèè íàéäåì, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (26). Ïðî��èëü êîíöåíòðàöèé îêàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì:�(x) = �l �xl �n ;à ïîòîê âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèèíà ïðàâîé ãðàíèöå ñëåäóþùèì îáðàçîì:ql = �a2 �mAl � �l�m�1=n :Ýòè ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò òîãî, çàäàåòñÿ íà ïðà�âîé ãðàíèöå êîíöåíòðàöèÿ èëè ïîòîê. Êàê âèäèì,íåîãðàíè÷åííîå ïåðåòåêàíèå ÷àñòèö íà óçëû ñ áîëü�øèìè âðåìåíàìè ïðåáûâàíèÿ, äîïóñêàåìîå óðàâíå�íèåì ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, ïðèâîäèòê ïðèíöèïèàëüíî íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, ïðè îïèñàíèè äè��óçèè â íåîä�íîðîäíûõ ñðåäàõ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äîëæíû èñ�ïîëüçîâàòüñÿ ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ. Îñîáåííîýòî îòíîñèòñÿ ê ìîäåëÿì, îñíîâàííûì íà ïðåäïî�ëîæåíèè, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöûâ óçëå ðåøåòêè ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèå ìîäå�ëè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ïðè î÷åíü ìàëûõêîíöåíòðàöèÿõ è òîëüêî â îãðàíè÷åííîì èíòåðâà�ëå âðåìåíè. Íåëüçÿ ïðèìåíÿòü ýòè ìîäåëè äëÿ íà�õîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äè��óçèîí�íîãî ïðîöåññà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ èëè äëÿ îïðå�äåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðî�èëÿ êîíöåíòðàöèè. Âïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå äîëæíûèñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå âçàèìíîåâëèÿíèå ÷àñòèö. Âçàèìíîå âëèÿíèå ÷àñòèö ïðè ìà�ëûõ êîíöåíòðàöèÿõ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â óçëàõ ñ

áîëüøèìè âðåìåíàìè ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû çàäåðæè�âàþòñÿ íà äëèòåëüíîå âðåìÿ. Çà ýòî âðåìÿ ÷àñòèöû,íàõîäÿùèåñÿ íà óçëàõ ñ ìàëûìè âðåìåíàìè ïðåáû�âàíèÿ óñïåâàþò ñîâåðøèòü áîëüøîå ÷èñëî ñêà÷êîâ,è ïîýòîìó ñ êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòüþ ñîâåðøàþò ïî�ïûòêè ïîïàñòü â çàíÿòûå óçëû.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî èç ðàññìîòðåííûõçäåñü óðàâíåíèé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè â êà÷åñòâå ïðå�äåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àþòñÿ êàê óðàâíå�íèå ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, òàê è íåëè�íåéíîå óðàâíåíèå äè��óçèè (26), ê êîòîðîìó ñîâåð�øåííî äðóãèì ïóòåì ïðèõîäÿò â ðàìêàõ îáîáùåííî�ãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà [21℄. Èç èçëîæåííî�ãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ýòè äâà óðàâíåíèÿ â îïðåäåëåí�íîì ñìûñëå äîïîëíÿþò äðóã äðóãà. Îíè îáà ìîãóòîïèñûâàòü äè��óçèþ â îäíîé è òîé æå ñðåäå, íî íàðàçíûõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ äè��óçèîííîãî ïðîöåññà.Óðàâíåíèå ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé áóäåò ñïðàâåäëè�âî íà íà÷àëüíîì ýòàïå, êîãäà ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèååùå íå óñòàíîâèëîñü è êîãäà ÷àñòèöû äâèæóòñÿ íåçà�âèñèìî äðóã îò äðóãà. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå áóäåòóäîâëåòâîðÿòüñÿ íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå, êîãäà ëî�êàëüíîå ðàâíîâåñèå óæå óñòàíîâèëîñü, è êîãäà óæåïðîÿâëÿåòñÿ âçàèìíîå âëèÿíèå ÷àñòèö. Êîëè÷åñòâåí�íûå êðèòåðèè ñïðàâåäëèâîñòè ýòèõ óðàâíåíèé ìîãóòáûòü íàéäåíû ïóòåì ñðàâíåíèÿ èõ ðåøåíèé ñ ðåøå�íèÿìè óðàâíåíèé (21), (22).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J.-P. Bou
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