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Î ÑÏÅÊÒ�Å ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ�ÎÌÓËÜÒÈÔ�ÀÊÒÀËÜÍÎ�Î Ï�ÎÖÅÑÑÀÀ. È. Ñàè÷åâ *, Â. À. Ôèëèìîíîâ **Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî603950, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 àïðåëÿ 2007 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Â îòëè÷èå îò áîëåå èçâåñòíîéìîäåëè ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, îíà èçáàâëåíà îò òàêèõ ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ,êàê áåñêîíå÷íàÿ äèñïåðñèÿ ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ è íåñòàöèîíàðíîñòü ïðèðàùåíèé. Îñíîâíûì ðå-çóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà äè��óçèîííîãî òèïà � èçó÷àþòñÿìîìåíòû ïðèðàùåíèé è ëîêàëüíûå ìàñøòàáíûå ïîêàçàòåëè ïðîöåññà, à òàêæå ñòðîèòñÿ åãî êâàçèìóëü-òè�ðàêòàëüíûé ñïåêòð. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äâóì íîâûì ïîíÿòèÿì òåîðèè ìóëüòè�ðàêòàëüíûõïðîöåññîâ � ïîíÿòèþ ý��åêòèâíîãî ìàñøòàáíîãî ïîêàçàòåëÿ è ïîíÿòèþ êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñïåê-òðà ïðîöåññà.PACS: 47.53.+n, 05.45.Df1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçó÷åíèå ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿ�þùèõñÿ îáîáùåíèåì êàñêàäíûõ ìîäåëåé �è÷àðäñî�íà è Êîëìîãîðîâà [1℄, íà÷àëîñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâ�íî. Òåì íå ìåíåå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýòà îáëàñòüòåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ âûçâàëà çíà÷èòåëüíûéèíòåðåñ ó �èçèêîâ, òàê êàê îïèñûâàåìûé åþ êðóãïðîöåññîâ âåñüìà ìíîãîîáðàçåí � íà÷èíàÿ îò ðàçâè�òîé òóðáóëåíòíîñòè [2℄ è �èçèêè âûñîêîýíåðãåòè÷�íûõ ÷àñòèö âïëîòü äî áèîëîãèè è �èíàíñîâ [3℄.Â äàííîé ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ìî�äåëü ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ. Áîëåå ðàííÿÿìîäåëü ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé,ïîäðîáíî ðàññìîòðåííàÿ â ñòàòüÿõ [4�6℄, èìååò ñó�ùåñòâåííûé íåäîñòàòîê � áåñêîíå÷íóþ äèñïåðñèþìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ, ÷òî îãðàíè÷èâàåò åå ïðè�ìåíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Ýòîãîíåäîñòàòêà ëèøåíà ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [7℄ íåïðå�ðûâíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ è ëåãëà â îñíîâó íàñòîÿùåéñòàòüè. ßâëÿÿñü ðàçâèòèåì ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëó�æäàíèé, îíà ââîäèò â óïîòðåáëåíèå íåñêîëüêî äîïîë�íèòåëüíûõ ñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, áëàãîäàðÿ ÷å�ìó ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ïðî�*E-mail: saihev�hotmail.ru**E-mail: vladimir.filimonov�wl.unn.ru

öåññîâ. Îäíàêî ìîäåëü ïðåäñòàâëåííàÿ â ðàáîòå [7℄,îïèñûâàåò ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòóùèé ïðîöåññ, âòî âðåìÿ êàê â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé ñðåäíååìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà ðàâíî íóëþ. Õàðàê�òåðíûì ïðèìåðîì çäåñü ìîãóò ñëóæèòü ìóëüòè�ðàê�òàëüíûå ïðèðàùåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ñèëüíîé ðàçâè�òîé òóðáóëåíòíîñòè [2℄.Ìîäè�èêàöèÿ äàííîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ñêîí�ñòðóèðîâàòü ñèììåòðè÷íûé ìóëüòè�ðàêòàëüíûéïðîöåññ, ïîñòðîèòü åãî ðåàëèçàöèè è îáñóäèòüìîìåíòû ïðèðàùåíèé. Îñîáîå âíèìàíèå â ðàáî�òå óäåëÿåòñÿ ïîíÿòèþ êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãîñïåêòðà è ñîñòàâëÿþùèì åãî � òàê íàçûâàåìûìý��åêòèâíûì ìàñøòàáíûì ïîêàçàòåëÿì. Â ñòàòüåïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ îòûñêàíèÿ ìîìåí�òîâ ïðèðàùåíèé è ïðèâîäèòñÿ ñïîñîá óïðîùåíèÿ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé ïîñëåäíèõ. Íà îñíîâà�íèè ðàñ÷åòîâ ñòðîèòñÿ êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûéñïåêòð è ïðîâîäèòñÿ åãî ñðàâíåíèå ñî ñïåêòðîì,ïîëó÷àåìûì â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé [4℄.2. ÏÎÍßÒÈÅÊÂÀÇÈÌÓËÜÒÈÔ�ÀÊÒÀËÜÍÎÑÒÈÏðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ïîíÿòèå ìóëüòè�ðàê�òàëüíîñòè ïðîöåññà. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ñëó÷àéíûé1235 15*



À. È. Ñàè÷åâ, Â. À. Ôèëèìîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007ïðîöåññ ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè X(t) èðàññìîòðèì q-é ìîìåíò åãî ïðèðàùåíèé:Mq(l) = h(ÆlX(t))qi = h(X(t)�X(t� l))qi ;ãäå ÆlX(t) = X(t+ l)�X(t) � ïðèðàùåíèå ïðîöåññà,Mq(l) � q-é ìîìåíò ïðèðàùåíèé, à óãîëêîâûå ñêîá�êè îáîçíà÷àþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Çàïèøåìâûðàæåíèå äëÿ äàííîãî ìîìåíòà â âèäåMq(l) = Kql�q(l);ãäå Kq � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à �q(l) � íåêîòî�ðàÿ �óíêöèÿ, ïàðàìåòðîì êîòîðîé ñëóæèò ïîðÿäîêìîìåíòà q, à àðãóìåíòîì � ìàñøòàá l. Åñëè äàí�íàÿ �óíêöèÿ íå çàâèñèò îò ìàñøòàáà è îïðåäåëÿåòñÿòîëüêî ïîðÿäêîì ìîìåíòà:Mq(l) = Kql�q ; (1)òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîöåññ X(t) îáëàäàåò ìàñøòàáíîéèíâàðèàíòíîñòüþ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà �q íîñèò íà�çâàíèå ìàñøòàáíîãî ïîêàçàòåëÿ, à çàâèñèìîñòü äàí�íîãî ïîêàçàòåëÿ �q îò ïîðÿäêà ìîìåíòà q � ñïåê�òðà ïðîöåññà. Åñëè ñïåêòð ëèíååí: �q = qH , ãäå H �íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî èñõîäíûé ïðî�öåññ ìîíî�ðàêòàëåí, åñëè æå �q � íåëèíåéíàÿ �óíê�öèÿ ïîðÿäêà ìîìåíòà ïðèðàùåíèé q, òî ãîâîðÿò îìóëüòè�ðàêòàëüíîì ïðîöåññå.Õîðîøî èçâåñòíû òàê íàçûâàåìûå ñàìîïîäîáíûåìîíî�ðàêòàëüíûå ïðîöåññû, òàêèå êàê, íàïðèìåð,äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, îïèñûâàåìûå ñëåäó�þùèì âûðàæåíèåì äëÿ ïðèðàùåíèé:Æl1X(t) � � l1l2�H Æl2X(t): (2)Çäåñü l1 è l2 � ïðîèçâîëüíûå ìàñøòàáû, à çíàê ¾�¿îáîçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîöåññîâ â ñòàòèñòè÷å�ñêîì ñìûñëå (ðàâåíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëå�íèé). Îòìåòèì, ÷òî ìóëüòè�ðàêòàëüíûå ïðîöåññû,êîòîðûì ïðèñóùà íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìàñøòàá�íîãî ïîêàçàòåëÿ îò ïîðÿäêà ìîìåíòà, îáëàäàþò îò�ëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ: íåëèíåéíûé ñïåêòð ïðî�öåññà �q íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äî áåñêîíå÷íûõ ìàñ�øòàáîâ âðåìåíè [4, 5℄, è ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿëèøü äëÿ ìàñøòàáîâ l, ìåíüøèõ íåêîòîðîãî èíòå�ãðàëüíîãî ìàñøòàáà L (äëÿ ìîíî�ðàêòàëüíûõ ïðî�öåññîâ èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá ïðîñòèðàåòñÿ äî áåñ�êîíå÷íîñòè: L =1).Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîäåëåé, îòðàæàþùèõìóëüòè�ðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ïðîöåññîâ. Ïåðâûåïîïûòêè ñîçäàòü ïîäîáíóþ ìîäåëü îñíîâûâàëèñü

íà òàê íàçûâàåìîì êàñêàäíîì ïðàâèëå [8, 9℄ äëÿïðèðàùåíèé ïðîöåññà X(t):Æl1X(t) �Wl1=l2Æl2X(t); (3)ãäå Wl1=l2 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ òîëüêîîò îòíîøåíèÿ l1=l2. Ïî ñâîåé ñóòè êàñêàäíîå ïðàâè�ëî, ñïðàâåäëèâîå íà ìàñøòàáàõ, ìåíüøèõ èíòåãðàëü�íîãî (l1 < l2 < L), ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îïèñàííîãîâûøå ñâîéñòâà äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (2)íà ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîé âåëè÷èíû H . Î÷åâèäíî,÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà H äîëæíà áûòü ëîãàðè��ìè÷åñêè (ìóëüòèïëèêàòèâíî) áåçãðàíè÷íî-äåëèìîé,â ÷åì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå âû�ðàæåíèå ñàìî â ñåáÿ.Â ðàáîòå [10℄ áûëî ïðåäëîæåíî èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå ñ ñàìîïîäîáíûì ÿäðîì äëÿ ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòè Pl(ÆX) ïðèðàùåíèé ÆlX(t). Åìó óäî�âëåòâîðÿåò òàê íàçûâàåìàÿ ëîã-íîðìàëüíàÿ ìîäåëüìóëüòè�ðàêòàëüíîñòè, êîòîðàÿ, îäíàêî, èìååò òðèñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêà.1. Ïðèðàùåíèÿ äàííîãî ïðîöåññà íåñòàöèîíàð�íû, ïîýòîìó îí íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ìóëüòè�ðàêòàëü�íûì â ñòðîãîì ñìûñëå.2. Ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü äàííîãî ïðîöåñ�ñà íå îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ñâîéñòâàìè � óñëî�âèå (3) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ äèñêðåòíîãî íàáîðàìàñøòàáîâ ln = �n.3. Íàèáîëüøèì æå ïðåïÿòñòâèåì â èñïîëüçîâà�íèè ìîäåëè, îñíîâàííîé íà êàñêàäíîì ïðàâèëå, ÿâëÿ�åòñÿ îòñóòñòâèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, ò. å.äàííàÿ ìîäåëü íå îïèñûâàåò ïðîöåññ â ïîëíîì ñìûñ�ëå. Ìîäåëü ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäà�íèé, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòàõ [4, 5℄, ëèøåíà óêàçàí�íûõ íåäîñòàòêîâ. Â îïèñûâàåìîì ïîäõîäå ïðîöåññïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðåäåëàX(t) = lim�t!0X�t(t)êîíå÷íîé ñóììûX�t(t) = t=�tXk=1 "�t[k℄e!�t[k℄;ãäå "�t[k℄ � áåëûé ãàóññîâ øóì ñ äèñïåðñèåé �2"�t,à !�t[k℄ � íåçàâèñèìûé îò íåãî ãàóññîâ ñëó÷àéíûéïðîöåññ ñ êîððåëÿöèåé:h!�t[k1℄!�t[k2℄i = �2 ln ��t�jk1 � k2j�;ãäå ��t[k℄ = 8>><>>: L(jkj+ 1)�t ; jkj � L�t � 1;1; jkj > L�t � 1:1236



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Î ñïåêòðå äè��óçèîííîãî ìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññàÍåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ [4℄ ïîêàçûâàþò, ÷òîìóëüòè�ðàêòàëüíûé ñïåêòð â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä�q = 12�q � q(q � 2)�2�; (4)à âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà (1) ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðèl � L.Îäíàêî äàííàÿ ìîäåëü îáëàäàåò ñóùåñòâåííûìíåäîñòàòêîì. Àâòîêîððåëÿöèÿ ïðîöåññà !(t) èìååòî÷åâèäíóþ àñèìïòîòèêóh!(t)!(t+ �)i � �2 ln�L� � ; � ! 0;à çíà÷èò, ñàì ïðîöåññ èìååò áåñêîíå÷íóþ äèñïåðñèþ:
!2� � ln(1) = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò �èçè÷åñêîìóñìûñëó. Â òî æå âðåìÿ íàëè÷èå áåñêîíå÷íîé äèñïåð�ñèè ïîçâîëÿåò ñíÿòü âíóòðåííåå ïðîòèâîðå÷èå äàí�íîé ìîäåëè, êîòîðàÿ òåðÿåò ñìûñë ïðè áîëüøèõ ïî�ðÿäêàõ q, âåðíåå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî q = q�, ïðèêîòîðîì çíà÷åíèå ñïåêòðà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì åäè�íèöå: �q� = 1.Îáñóæäåííûå âûøå ìîäåëè ìóëüòè�ðàêòàëüíî�ñòè èìåëè ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè, îò êîòîðûõ èç�áàâëåíà ìîäåëü êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîñòè, ïðåä�ëîæåííàÿ â ðàáîòå [7℄. Ñîãëàñíî [11℄, ïðèðàùåíèÿÆlX(t) íà ìàñøòàáå l ìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññàX(t) ïðåäñòàâèìû â âèäåÆlX(t) = tZt�l �(t)e!(t)dt; (5)ãäå !(t) � íåêîòîðûé àâòîðåãðåññèîííûé ïðîöåññ:!(t) = tZ�1 �(t0)h(t� t0) dt0; (6)à �(t) è �(t) � íåêîððåëèðîâàííûå ãàóññîâû øóìû,îáëàäàþùèå êîððåëÿöèîííûìè �óíêöèÿìèh�(t)�(t+ �)i = D1Æ(�) (7)è h�(t)�(t + �)i = D2Æ(�): (8)Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü h�(t)i = 0.Êðîìå òîãî, îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì òîëü�êî ñèììåòðè÷íûõ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ, ïîëî�æèâ h�(t)i = 0.Â êà÷åñòâå ÿäðà h(t) âûáåðåì ìåäëåííî óáûâàþ�ùóþ �óíêöèþ:h(t) = h0(1 + t=�)'+1=2 : (9)

Çäåñü �èãóðèðóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìàñøòàá � ,ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé òóðáóëåíòíîñòè íîñÿùèé íà�çâàíèå ìàñøòàáà âÿçêîñòè. Âìåñòå ñî ââåäåííûì ðà�íåå èíòåãðàëüíûì ìàñøòàáîì, ìàñøòàá âÿçêîñòè çà�äàåò òàê íàçûâàåìûé èíåðöèîííûé èíòåðâàë:� � l � L: (10)Êàê áóäåò âèäíî èç ðàñ÷åòîâ, ìóëüòè�ðàêòàëüíûåñâîéñòâà ïðîöåññà X(t) ïðîÿâëÿþòñÿ èìåííî íà äàí�íîì èíòåðâàëå ìàñøòàáîâ. Åñëè ýòî èìååò ìåñòî,òî òàêîé ïðîöåññ áóäåì íàçûâàòü êâàçèìóëüòè�ðàê�òàëüíûì. Çàìåòèì, ÷òî ââåäåíèå îãðàíè÷åíèÿ íàâðåìåííîé ìàñøòàá l íå ñíèæàåò öåííîñòè ìîäåëè,íàîáîðîò, îáîãàùàåò åå äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåò�ðîì.Êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîñòü îïèñûâàåòñÿ ÿäðîì(9) ñ ' & 0, â òî âðåìÿ êàê ïðè ' = 0 äàííàÿìîäåëü îïèñûâàåò ìóëüòè�ðàêòàëüíîñòü ñ ïàðàáî�ëè÷åñêèì ñïåêòðîì (4). Äîáàâêà ìàëîãî ' � 1 âïîêàçàòåëå ñòåïåíè â (9) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîð�ðåëÿöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà !(t) óæå íå ÿâëÿåò�ñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêè óáûâàþùåé, ÷òî ñëóæèëî îñíîâ�íîé ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ìóëüòè�ðàêòàëüíîñòèâ ìîäåëè [4, 5℄. Îäíàêî â ðàáîòå [7℄ áûëî ïîêàçàíî,÷òî íåñìîòðÿ íà ýòî, íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ', òåì íå ìåíåå, íå ðàçðóøàþò ìóëüòè�ðàêòàëüíûõñâîéñòâ ïðîöåññà X(t).Ïàðàìåòðàìè ïðîöåññà X(t) ÿâëÿþòñÿ ìàñøòàáâÿçêîñòè � , ïîêàçàòåëü ' è êîý��èöèåíòû D1 èD2 â âûðàæåíèè êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ïðîöåñ�ñîâ �(t) è �(t). Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåé�øåì, áîëåå åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü êîìáèíèðîâàí�íûé ïàðàìåòð �2 (13). Çàìåòèì åùå, ÷òî ïàðàìåòðD1 âõîäèò â ìîìåíòíûå �óíêöèè ìóëüòèïëèêàòèâ�íî, ïîýòîìó íå èãðàåò çíà÷èòåëüíîé ðîëè; êðîìåòîãî, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íîðìèðîâàííîå âðåìÿy = t=� . Â èòîãå, ïðåäëîæåííûé êâàçèìóëüòè�ðàê�òàëüíûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ñóùåñòâåííû�ìè ïàðàìåòðàìè �2 è '.3. ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅÌÓËÜÒÈÔ�ÀÊÒÀËÜÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂÎáñóäèì ñâîéñòâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàX(t), îïè�ñûâàåìîãî âûðàæåíèåì äëÿ ïðèðàùåíèé (5) è ïîêà�çàòåëåì (6) ñ ÿäðîì (9). Äëÿ ýòîãî çàéìåìñÿ îòûñêà�íèåì ìîìåíòîâ ïðèðàùåíèé ïðîöåññà.Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ïðîöåññà X(t), âñå íå÷åò�íûå ìîìåíòû ïðîöåññà òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ:M2m+1(l) � D(ÆlX(t))2m+1E = 0;1237



À. È. Ñàè÷åâ, Â. À. Ôèëèìîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007ãäå m = 0; 1; 2; 3 : : :Ïîäðîáíî èññëåäóåì ñâîéñòâà ÷åòíûõ ìîìåíòîâïðèðàùåíèé ïðîöåññà X(t). Âòîðîé ìîìåíò ðàâåí:M2(l) = D(ÆlX(t))2E = *0� tZt�l �(t0)e!(t0)dt01A2+ :Ïåðåõîäÿ îò êâàäðàòà èíòåãðàëà ê äâîéíîìó èíòå�ãðàëó, âíîñÿ óñðåäíåíèå ïîä çíàê èíòåãðàëà, ó÷èòû�âàÿ íåçàâèñèìîñòü ïðîöåññîâ �(t) è !(t) è èñïîëüçóÿâûðàæåíèÿ (7) è (8), èìååìM2(l) = D1 tZt�l De2!(t0)E dt0:Êàê âèäíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìîãî ìîìåíòà íåîá�õîäèìî íàéòè ñðåäíåå ïðîöåññà:
(t) = e2!(t):Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîöåññ !(t), çàäàííûé âûðàæåíè�åì (6), � ãàóññîâ, à çíà÷èò, ïðîöåññ 
(t) èìååòëîã-íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéäåì ñðåäíåå ïðî�öåññà 
(t) ïðè ïîìîùè àïïàðàòà õàðàêòåðèñòè÷å�ñêîé �óíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî:h!(t)i = 0; 
!2(t)� = D2jjhjj2; (11)ãäå ââåäåíà íîðìà �óíêöèè-ÿäðà (9):jjhjj2 = 1Z0 h2(t) dt = h20�2' ;à çíà÷èò, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññà!(t) ðàâíà:�!(u) � 
eiu!� = e�D2jjhjj2u2=2;à èñêîìîå ñðåäíåå ïðîöåññà 
(t):h
(t)i = 
e2!� = �!(�2i) = e2D2jjhjj2 :Â èòîãå ñðåäíåå êâàäðàò ïðèðàùåíèé ïðîöåññà X(t)M2(l) = D1e�2=2l (12)ðàñòåò ïî êëàññè÷åñêîìó ëèíåéíîìó äè��óçèîííî�ìó çàêîíó. Â (12) �èãóðèðóåò âåëè÷èíà�2 = 4D2jjhjj2 = 2D2h20�' ; (13)ÿâëÿþùàÿñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ïàðàìåòðîâ îáñó�æäàåìîãî â äàííîé ñòàòüå êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíî�ãî ïðîöåññà X(t).

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó âûñøèõ ìîìåíòîâ ïðèðàùå�íèé êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà X(t):M2m(l) � tZt�l dt1 : : :: : : tZt�l dt2m h�(t1) : : : �(t2miDe!(t1)+:::+!(t2m)E :Ó÷èòûâàÿ ãàóññîâîñòü äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãîïðîöåññà �(t) ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé (7), ïîëó�÷èì:M2m(l) = (2m� 1)!!Dm1 tZt�l dt1 tZt�l dt2 : : :: : : tZt�l dtm De2!(t1)+2!(t2)+:::+2!(tm)E :Êàê è â ñëó÷àå âòîðîãî ìîìåíòà, ïîä çíàêîì óñðåä�íåíèÿ íàõîäèòñÿ ëîã-íîðìàëüíûé ïðîöåññ. Ñðåäíååïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû òðèâèàëüíî:2 h!(t1) + !(t2) + : : :+ !(tm)i = 0:Äèñïåðñèÿ ñîñòàâëÿåò4 
(!(t1) + !(t2) + : : :+ !(tm))2� == 4m 
!2(t)�+ 4 mXi;j=1;i6=j h!(ti)!(tj)i :Äèñïåðñèÿ ïðîöåññà !(t) áûëà íàéäåíà ðàíåå (11), à�óíêöèÿ êîððåëÿöèè ðàâíà:h!(ti)!(tj)i = D2 1Z0 h(t0)h(t0 + jti � tj j) dt0:Àíàëîãè÷íî âòîðîìó ìîìåíòó, èñêîìîå ñðåäíååëîã-íîðìàëüíîãî ïðîöåññà ëåãêî íàõîäèòñÿ ïðèïîìîùè àïïàðàòà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé:em�2=2 mYi=1 mYj=i+1 exp0� �2jjhjj2 1Z0 h(t)h(t+ jti � tj j) dt1A :Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ è íåñëîæíûõ ïðåîáðà�çîâàíèé âûðàæåíèå äëÿ ÷åòíûõ ìîìåíòîâ ìóëüòè��ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà ïðèíèìàåò âèäM2m(l) = C2m lZ0 dt1 lZ0 dt2 : : :: : : lZ0 dtm mYi=1 mYj=i+1G� ti � tj� � ; (14)1238



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Î ñïåêòðå äè��óçèîííîãî ìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññàãäå C2m = (2m� 1)!!Dm1 em2�2=2è G(y) = e�2(C(y)�1);C(y) = 1jjhjj2 1Z0 h(t)h (t+ jyj�) dt: (15)4. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÌÀÑØÒÀÁÍÛÅÏÎÊÀÇÀÒÅËÈÏîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (12) è (14) ïîçâîëÿþòîïðåäåëèòü ìóëüòè�ðàêòàëüíûé ñïåêòð èññëåäóåìî�ãî ïðîöåññà X(t). Îïðåäåëåíèå ìàñøòàáíîãî ïîêà�çàòåëÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà íå âûçûâàåòòðóäíîñòåé. Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (1) è (12) âèä�íî, ÷òî �2 = 1:Îïðåäåëåíèå ìàñøòàáíûõ ïîêàçàòåëåé âûñøèõ ÷åò�íûõ ìîìåíòîâ íå ñòîëü òðèâèàëüíî. Äëÿ óäîáñòâààíàëèçà ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ íîðìèðîâàííûõ ìî�ìåíòíûõ �óíêöèé. Ââåäåì íîðìèðîâàííûé ìîìåíòïðèðàùåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:S2m(y) = M2m(y)�mC2m = yZ0 dx1 yZ0 dx2 : : :: : : yZ0 dxm mYi=1 mYj=1+1G(xi � xj);ãäå y = l=� , à x = t=� . Äàííîå âûðàæåíèå äîñòà�òî÷íî ãðîìîçäêî êàê äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî, òàê è äëÿ÷èñëåííîãî ðàññìîòðåíèÿ, ïîýòîìó, ïðåæäå ÷åì ïðè�ñòóïàòü ê äàëüíåéøåìó àíàëèçó, óïðîñòèì åãî.�àññìîòðèì íîðìèðîâàííûé ìîìåíò ÷åòâåðòîãîïîðÿäêà: S4(y) = yZ0 dx1 yZ0 dx2G(x1 � x2):Ïîëîæèâ Q = �P = x1G(x1 � x2) è ïðèìåíèâ �îð�ìóëó �ðèíàyZ0 yZ0 � �Q�x1 � �P�x2� dx1 dx2 == Z (Qdx2 + Pdx1) ; (16)

ãäå  � ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà, îãðàíè÷èâàþùå�ãî îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì óïðîùåííîåâûðàæåíèå äëÿ íîðìèðîâàííîãî ìîìåíòà:S4(y) = 2 yZ0 (y � x)G(x) dx:Íîðìèðîâàííûé øåñòîé ìîìåíò, êàê ñëåäóåò èçâûðàæåíèÿ (16), èìååò âèäS6(y) = yZ0 dx1 yZ0 dx2 �� yZ0 dx3G(x1 � x2)G(x1 � x3)G(x2 � x3):Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî y:dS6dy = 3 yZ0 dx1 yZ0 dx2G(x1�x2)G(x1�y)G(x2�y)è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:u = x1 � y; v = x2 � y:Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèådS6dy = 3 yZ0 du yZ0 dvG(u� v)G(u)G(v)ïðîäè��åðåíöèðóåì åùå ðàç:d2S6dy2 = 6G(y) yZ0 G(u)G(y�u) du = 6G3(y):Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàêäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �óíê�öèè S6(y). Åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå î÷åâèä�íîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþS6(0) = dS6(y)dy ����y=0 = 0;èìååò âèä S6(y) = 6 yZ0 dx1 x1Z0 dx2G(x2):Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïðèìåíÿÿ �îð�ìóëó �ðèíà (16) äëÿ Q = x1G3(x2) è P = 0 èìååìîêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðîâàííîãî øåñ-òîãî ìîìåíòà:1239



À. È. Ñàè÷åâ, Â. À. Ôèëèìîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007S6(y) = 6 yZ0 (y � x)G3(x) dx; (17)ãäå ÿäðî G3(x) = G(x) xZ0 G(u)G(x � u) du: (18)Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè äëÿ îñòàëüíûõ÷åòíûõ ìîìåíòîâ, ìîæíî ïðèäòè ê äè��åðåíöèàëü�íûì óðàâíåíèÿì âèäàd2S2mdy2 = m(m� 1)Gm(y);ãäåGm(x) = G(x) xZ0 dx1 : : : xZ0 dxm�2 �� m�2Yi=1 G(xi)G(x � xi) m�2Yj=i+1G(xi � xj): (19)�åøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íî ïðåäûäó�ùåìó, èìåþò âèäS2m(y) = m(m� 1) yZ0 (y � x)Gm(x) dx: (20)Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿíîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ ïðèðàùåíèé ïðîöåññàX(t), äëÿ ÷åãî ïðåäñòàâèì èõ â ñòåïåííîì âèäå:S2m(y) = y�2m(y):Ââåäåííóþ çäåñü �óíêöèþ�2m(y) = yS2m(y) dS2m(y)dyíàçîâåì ëîêàëüíûì ìàñøòàáíûì ïîêàçàòåëåì. Ïîä�ñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèå (20), ïîëó÷èì�2m(y) = 22��m(y) ; (21)ãäå �m(y) = 2	m(y)y ;	m(y) = yZ0 xGm(x) dx8<: yZ0 Gm(x) dx9=;�1 : (22)

Ïîñëåäíÿÿ �óíêöèÿ 	(y) èìååò ïðîçðà÷íûé ¾ìåõà�íè÷åñêèé¿ ñìûñë � åñëè Gm(x) ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé ïëîòíîñòü íåêîòîðîãî âåùåñòâà, ðàñïðåäåëåííî�ãî âäîëü îñè x, òî �óíêöèÿ 	(y) îïèñûâàåò ïîëîæå�íèå öåíòðà ìàññ ýòîãî âåùåñòâà íà îòðåçêå [0; y℄.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ G(y), çàäàííîé âûðàæåíè�åì (15), ëîêàëüíûå ìàñøòàáíûå ïîêàçàòåëè �2m(y)èìåþò ìîíî�ðàêòàëüíûå àñèìïòîòû ïðè y ! 0 èy !1. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ÷åòâåðòîãî ìîìåí�òà. Ïðè y ! 0, êàê âèäíî èç (15), C(y)! 1, à çíà÷èò,è G(y) ! 1. Ïðè y ! 1 âåëè÷èíà C(y) ! 0, ò. å.G(y) ! e��2 . Ñîîòâåòñòâåííî, àñèìïòîòèêè íîðìè�ðîâàííîãî ÷åòâåðòîãî ìîìåíòà ðàâíûS4(y) � y2 (y ! 0); S4(y) � e��2y2 (y !1);è àñèìïòîòû ëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé:limy!0 �4(y) = limy!1 �4(y) = 2:Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàéòè àñèìïòîòèêè èäëÿ âûñøèõ ìîìåíòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëü�íîãî íàòóðàëüíîãî m:limy!0 �2m(y) = limy!1 �2m(y) = m: (23)Àñèìïòîòèêè (23) îçíà÷àþò ñóùåñòâåííóþ íåìî�íîòîííîñòü �óíêöèé �2m(y), ïîñêîëüêó î÷åâèäíî,÷òî �2m(y) 6= onst, è ðàâåíñòâî (1) íå ìîæåòáûòü âûïîëíåíî ñòðîãî. Íåâîçìîæíîñòü ñòðîãîãîâûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (1), îäíàêî, íå ãîâîðèò îáîòñóòñòâèè ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîöåññàX(t). Òàê, ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî çíà÷èòåëüíàÿ îá�ëàñòü ìàñøòàáîâ, íà êîòîðûõ çàâèñèìîñòüMq(l) ìî�æåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ÷èñòî ñòåïåííîé çàâè�ñèìîñòüþ (1). Ê ïðèìåðó, ãðà�èê íîðìèðîâàííî�ãî ÷åòâåðòîãî ìîìåíòà ïðèðàùåíèé ïðîöåññà X(t)(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è åãî ñòåïåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå äëÿïàðàìåòðîâ ' = 0:01 è �2 = 25 ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 1. Òàêæå íà ðèñóíêå îòìå÷åíû ãðàíèöû îáëà�ñòè, íà êîòîðîé ïðîâîäèëàñü àïïðîêñèìàöèÿ. Êàêâèäíî íà ðèñóíêå, äàííàÿ îáëàñòü ñîñòàâëÿåò 8 ïî�ðÿäêîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèèèíåðöèîííîãî èíòåðâàëà è ââåñòè ïîíÿòèå êâàçè�ìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà.Óòî÷íÿÿ ââåäåííîå ðàíåå îïðåäåëåíèå, áóäåìíàçûâàòü ïðîöåññ X(t) îáëàäàþùèì êâàçèìóëüòè��ðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè, åñëè çàâèñèìîñòü íîð�ìèðîâàííîãî ìîìåíòà Sq(l) îò ìàñøòàáà l ìîæíî âíåêîòîðîì ñìûñëå (åäèíîì äëÿ âñåõ ïîðÿäêîâ q) àï�ïðîêñèìèðîâàòü çàâèñèìîñòüþ~Sq(l) = kql~�q1240
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y�èñ. 1. �ðà�èê ÷åòâåðòîãî ìîìåíòà S4(l) ïðèðàùå-íèé ïðîöåññà X(t)íà ââåäåííîì ðàíåå èíåðöèîííîì èíòåðâàëå (10).Çäåñü kq è ~�q � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû,çàâèñÿùèå îò ïîðÿäêà ìîìåíòà q. Âåëè÷èíû ~�q íà�çîâåì ý��åêòèâíûìè ìàñøòàáíûìè ïîêàçàòåëÿìè.Ñïåêòðîì êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà â òà�êîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü çàâèñèìîñòü ~�q(q).Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà âûáîðå ñïîñîáà îïðå�äåëåíèÿ ý��åêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ. Íàèáîëåå ïðî�ñòîé ñïîñîá � àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîé Sq(l) ñòåïåí�íîé çàâèñèìîñòüþ ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõêâàäðàòîâ � íå äàåò àäåêâàòíûõ ðåçóëüòàòîâ.Â ñàìîì äåëå, ý��åêòèâíûå ìàñøòàáíûå ïîêà�çàòåëè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæíî èñ�êàòü ëèáî àïïðîêñèìèðóÿ çàâèñèìîñòü �q(l) ïîñòîÿí�íîé âåëè÷èíîé ~�q , ëèáî àïïðîêñèìèðóÿ çàâèñèìîñòüSq(l) çàâèñèìîñòüþ ~Sq(l). Ïåðâûé ñëó÷àé ïðèâîäèòê îòûñêàíèþ ìèíèìóìà �óíêöèèf1(~�q ; a; b) = bZa ��q(y)� ~�q�2 dy;ãäå a è b � íåêîòîðûå òî÷êè âíóòðè èíåðöèîííîãîèíòåðâàëà. Èñêîìûé ìèíèìóì, êàê íåñëîæíî ïîêà�çàòü, íàõîäèòñÿ â öåíòðå ìàññ êðèâîé �q(y) íà îòðåç�êå [a; b℄: ~�q = 1b� a bZa �q(y) dy:Âî âòîðîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ îòûñêàòü ìèíèìóì�óíêöèè

f2(~�q ; a; b) = bZa �y�q(y) � y~�q�2 dy:Î÷åâèäíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ~�q ñóùåñòâåííî çàâè�ñèò îò ãðàíèö èíòåðâàëà a è b. Êàæåòñÿ åñòåñòâåí�íûì ðàñøèðèòü èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ íà âåñüèíåðöèîííûé èíòåðâàë, ïîëîæèâ a = � è b = L,èçáàâèâøèñü òåì ñàìûì îò íåîäíîçíà÷íîñòè îïðåäå�ëåíèÿ ~�q , îäíàêî ñàìà âåëè÷èíà L íå ìîæåò áûòüââåäåíà òî÷íî.Áîëåå òîãî, ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òîçàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ ~�q(b), âû÷èñ�ëåííîãî ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,îò âåðõíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ âåäåò ñåáÿ àíà�ëîãè÷íî çàâèñèìîñòè �q(l) è ïðè a = � ïðàêòè÷å�ñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ïîñëåäíþþ. Ïîýòîìó âçÿâçà îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîãî ìàñøòàáà òàêîé ìàñ�øòàá L, íà êîòîðîì ïðîöåññ X(t) ñòàíîâèòñÿ ìîíî��ðàêòàëüíûì, ìû, �àêòè÷åñêè, áóäåì ðàññìàòðè�âàòü ñïåêòð ïðîöåññà â îáëàñòè ìàñøòàáîâ, íà êî�òîðûõ ïðåîáëàäàþò íå ìóëüòè�ðàêòàëüíûå, à ìîíî��ðàêòàëüíûå ñâîéñòâà.Íàèáîëåå àäåêâàòíûì, íà íàø âçãëÿä, ñïîñîáîìîïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíîãî ìàñøòàáà, ÿâëÿåòñÿ ìå�òîä, ó÷èòûâàþùèé îñîáåííîñòü ïîâåäåíèÿ ëîêàëüíî�ãî ïîêàçàòåëÿ �q(l) íà èíåðöèîííîì èíòåðâàëå âäàëèîò ãðàíèö (� � l � L), ò. å. íà ìàñøòàáàõ, íà êî�òîðûõ ïðîöåññ íîñèò ñóùåñòâåííî ìóëüòè�ðàêòàëü�íûé õàðàêòåð. Â äàííîé îáëàñòè ìàñøòàáîâ, êàê ïî�êàçûâàþò ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãîñ÷åòà, çàâèñèìîñòü �q îò l èìååò åäèíñòâåííûé ýêñ�òðåìóì (ìèíèìóì), ïðè÷åì âåëè÷èíà ýòîãî ìèíèìó�ìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà 'è �2.Ìû áóäåì íàçûâàòü ý��åêòèâíûì ìàñøòàáíûìïîêàçàòåëåì âåëè÷èíó àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà �óíê�öèè �q(l) íà èíåðöèîííîì èíòåðâàëå � � l� L:~�q = min��y�L �q(y):5. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ �ÀÑ×ÅÒÊÂÀÇÈÌÓËÜÒÈÔ�ÀÊÒÀËÜÍÎ�ÎÑÏÅÊÒ�ÀÊàê âèäíî èç ïðåäûäóùèõ âûêëàäîê, îïðåäåëå�íèå êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà ñâîäèòñÿ êðàñ÷åòó �óíêöèé (19). Ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà ìî�ìåíòà âîçðàñòàåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà èíòå�ãðèðîâàíèÿ è ïðè ïîðÿäêàõ, áîëüøèõ 8-ãî (m > 4),çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíîé. Äëÿóìåíüøåíèÿ ìàøèííîãî âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ1241



À. È. Ñàè÷åâ, Â. À. Ôèëèìîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007ðàñ÷åòà óêàçàííûõ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, ïðè�ìåíÿëîñü óìåíüøåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ çàñ÷åò ñèììåòðèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Êàêè ðàíüøå, íà÷íåì ñ àíàëèçà ìîìåíòîâ íèçøèõ ïî�ðÿäêîâ, à çàòåì ïåðåéäåì ê îáùåìó âûðàæåíèþ äëÿíîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.Íà÷íåì ñ ìîìåíòà øåñòîãî ïîðÿäêà (17). Åãî ÿä�ðî (18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë, ïîäûíòåãðàëü�íîå âûðàæåíèå êîòîðîãîG(u)G(x� u)ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè x=2. Â ñàìîì äåëå,çàìåíà ïåðåìåííûõ v = x�u íå âëèÿåò íà âèä èíòå�ãðàëà. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ÿäðà G3(x) ìîæ�íî ïðîâîäèòü ïî ñëåäóþùåé ¾ñîêðàùåííîé¿ �îðìó�ëå: G3(x) = 2G(x) x=2Z0 G(u)G(x � u) du:Âîñüìîé ìîìåíò òðåáóåò îòûñêàíèÿ ÿäðà âèäàG4(x) = G(x) xZ0 dx1 xZ0 dx2F (x1; x2);F (x1; x2) = G(x1)G(x2)G(x�x1)G(x�x2)G(x1�x2):Çäåñü óæå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îáëàäàåòñèììåòðèåé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà: îòíîñèòåëüíî çàìå�íû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ (x1; x2) íà (x2; x1),(x�x1; x�x2) è (x�x2; x�x1), ÷òî ïîçâîëÿåò óìåíü�øèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â ÷åòûðå ðàçà, èñïîëü�çóÿ ¾ñîêðàùåííóþ¿ �îðìóëóG4(x) = 4G(x) x=2Z0 dx1 x�x1Zx1 dx2F (x1; x2):Äåñÿòûé ìîìåíò òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ òðîéíîãîèíòåãðàëà:G5(x) = G(x) xZ0 dx1 xZ0 dx2 xZ0 dx3F (x1; x2; x3);F (x1; x2; x3) = G(x1)G(x2)G(x3)G(x � x1)��G(x�x2)G(x�x3)G(x1�x2)G(x1�x3)G(x2�x3):Ñèììåòðèÿ, àíàëîãè÷íàÿ îïèñàííîé âûøå, ïîçâîëÿ�åò ïðèìåíÿòü ¾ñîêðàùåííóþ¿ �îðìóëóG5(x) = 12G(x) x=2Z0 dx1 x�x1Zx1 dx2 x2Zx1 dx3F (x1; x2; x3):

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè äëÿ âûñøèõ ìî�ìåíòîâ, ìîæíî âûâåñòè îáùóþ ¾ñîêðàùåííóþ¿ �îð�ìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ Gm(x) ïðè m > 5:Gm(x) = NG(x) x=2Z0 dx1 x�x1Zx1 dx2 x2Zx1 dx3 : : :: : : xm�3Zx1 dxm�2F (x1; x2; : : : ; xm�2); (24)ãäåF (x1; x2; : : : ; xm�2) == m�2Yi=1 G(xi)G(x � xi) m�2Yj=i+1G(xi � xj);à N = xm�2 ��0B� x=2Z0 dx1 x�x1Zx1 dx2 x2Zx1 dx3 : : : xm�3Zx1 dxm�21CA�1 : (25)Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ïîêàçû�âàþò, ÷òî ïðèìåíÿÿ ¾ñîêðàùåííóþ¿ �îðìóëó äëÿâû÷èñëåíèÿ Gm(x), ìîæíî óìåíüøèòü îáëàñòü èí�òåãðèðîâàíèÿ, à çíà÷èò, è âðåìÿ âû÷èñëåíèé, âN = 2(m � 2)! ðàç. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå ¾ñî�êðàùåííûõ¿ �îðìóë ïîçâîëÿåò èçáåæàòü èíòåãðè�ðîâàíèÿ íà äèàãîíàëÿõ ìíîãîìåðíîãî ïàðàëëåëåïè�ïåäà, ãäå ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè F (x1; x2; : : : ; xm�2)òåðïèò ðàçðûâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü îáëåã÷åí�íûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû.Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ÿäðà Gm(x) ïî�îðìóëå (24) è ïîäñòàíîâêè åãî â âûðàæåíèÿ (22),ïî �îðìóëå (21) ìîæíî íàéòè âèä ëîêàëüíîãî ïîêà�çàòåëÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ìîæ�íî çàðàíåå âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè G(x) (15)íà èññëåäóåìîì èíòåðâàëå.Íà ðèñ. 2�6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí�íûõ ðàñ÷åòîâ ëîêàëüíûõ ìàñøòàáíûõ ïîêàçàòåëåé�q(l) ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà X(t) äëÿ ñëåäóþ�ùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: ' = 0:03, �2 = 1; 2; 3; 4; 5.Çíàÿ ý��åêòèâíûå ïîêàçàòåëè �q äëÿq = 0; 2; 4; 6; 8; 10; 12, ìîæíî ïîëó÷èòü âèä ìóëüòè��ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà (ðèñ. 7).Çäåñü êðóæêàìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííî�ãî ñ÷åòà, à ñïëîøíîé ëèíèåé � àïïðîêñèìàöèÿ äàí�íîãî ñïåêòðà âûðàæåíèåì (4) ïî ìåòîäó íàèìåíü�øèõ êâàäðàòîâ. Êàê âèäíî, òåîðåòè÷åñêèé ñïåêòð1242
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�èñ. 2. �ðà�èê ëîêàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ �4(y)
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�èñ. 3. �ðà�èê ëîêàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ �6(y)ìîäåëè ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèéõîðîøî îïèñûâàåò ñïåêòð êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíî�ñòè äëÿ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Áîëååòîãî, êîý��èöèåíò �2 â �îðìóëå (4) ëèíåéíî çàâè�ñèò îò ïàðàìåòðà �2 (ðèñ. 8):�2 = a�2; a � 0:0102:6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ñòàòüå îáñóæäåí ñïîñîá îòûñêàíèÿ ìóëüòè��ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà ïðîöåññà, îïèñàííîãî ïðè ïî�ìîùè êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîé ìîäåëè. Â ðàññìîò�ðåííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ âû÷èñëåííûé ñïåêòð õî�ðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñî ñïåêòðîì, ïîëó÷åííûì ïðè ïî�
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�èñ. 4. �ðà�èê ëîêàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ �8(y)
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�èñ. 5. �ðà�èê ëîêàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ �10(y)ìîùè ìîäåëè ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëó�æäàíèé, îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü äàëü�íåéøåå ïîâåäåíèå êðèâîé ~�q(q), íåîáõîäèìî çíàòüâûñøèå ìîìåíòû. Ïðèâåäåííàÿ â ñòàòüå ¾ñîêðàùåí�íàÿ �îðìóëà¿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî îáëåã÷èòü âû�÷èñëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ìàñøòàáíûõ ïîêàçàòåëåé.Òåì íå ìåíåå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü äàííîéçàäà÷è íàñòîëüêî âûñîêà, ÷òî îïðåäåëèòü âûñøèå(ñòàðøå 7-ãî) ý��åêòèâíûå ïîêàçàòåëè â ðàçóìíîåâðåìÿ íà äàííûé ìîìåíò íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ�íûì. Îäíàêî ìû íàäååìñÿ, ÷òî ïîñëå ñîâåðøåíñòâî�âàíèÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå ïîêàçà�òåëè ñìîãóò áûòü íàéäåíû, ÷òî ïîçâîëèò äàòü îòâåòíà âîïðîñ î �îðìå ñïåêòðà êâàçèìóëüè�ðàêòàëüíî�1243
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�èñ. 6. �ðà�èê ëîêàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ �12(y)
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�èñ. 7. Âèä ìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà �qãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà è õàðàêòåðå îòêëîíåíèÿ åãîîò èçâåñòíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî ñïåêòðà ìóëüòè�ðàê�òàëüíîñòè (4).Áîëüøîå âíèìàíèå â ñòàòüå áûëî óäåëåíîïðîáëåìå âûáîðà ý��åêòèâíûõ ìàñøòàáíûõ ïî�êàçàòåëåé, ñîñòàâëÿþùèõ ìóëüòè�ðàêòàëüíûéñïåêòð. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðåäëîæåííîå â ñòà�òüå ðåøåíèå, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåååñòåñòâåííûì è ëîãè÷íûì, âîçìîæíîñòü áîëåå àêêó�ðàòíîãî îïðåäåëåíèÿ ìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñïåêòðàòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Äàëüíåé�øèå ðàáîòû, íàïðàâëåííûå íà îïèñàíèå ðåàëüíûõ�èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðè ïîìîùè äàííîé ìîäåëè,ïîçâîëÿò äàòü îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà äàííûéâîïðîñ.
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