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ÌÓËÜÒÈÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÞÑ. Â. Áåëèì *Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò644077, Îìñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 èþëÿ 2007 ã.�àññìîòðåíî âëèÿíèå, îêàçûâàåìîå íàëè÷èåì ïëîñêîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà ìóëüòèêðèòè÷åñêîåïîâåäåíèå èçèíãîïîäîáíûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äâóìÿ �ëóêòóèðóþùèìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà. �àñ-ñìîòðåíû ñëó÷àè îäíîðîäíîé è ñëàáîóíåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåì. Âûÿâëåíû ìóëüòèêðèòè÷åñêèå òî÷êè,âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Âûÿâëåíûâîçìîæíûå òèïû ìóëüòèêðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà �àçîâîé äèàãðàììå ñèñòåìû.PACS: 64.60.-i, 68.35.Rh, 05.70.Jk, 11.10.Gh, 64.60.F-1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌóëüòèêðèòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ â ñè�ñòåìàõ, íà �àçîâûõ äèàãðàììàõ êîòîðûõ ïðèñóò�ñòâóþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé �àçîâûõ ïåðåõî�äîâ. Ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ëèíèé �àçîâîãî ïåðå�õîäà âòîðîãî ðîäà è îäíîé ëèíèè �àçîâîãî ïåðå�õîäà ïåðâîãî ðîäà íàáëþäàåòñÿ áèêðèòè÷åñêîå ïî�âåäåíèå, ïðè ïåðåñå÷åíèè ÷åòûðåõ ëèíèé �àçîâî�ãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà � òåòðàêðèòè÷åñêîå. Òà�êèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü îïèñàíû äâóìÿ �ëóêòóè�ðóþùèìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà [1℄. Òåòðàêðèòè÷å�ñêèå è áèêðèòè÷åñêèå òî÷êè ýêñïåðèìåíòàëüíî îá�íàðóæåíû íà �àçîâûõ äèàãðàììàõ ðÿäà âåùåñòâ:GdAlO3 [2℄, MnF2 [3℄, NiCl2�6H2O [4℄, CsMnBr3�2D2O[5℄, RbMnF3 [6℄. Ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà íà�áëþäåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé �àçû âáëèçè òåòðàêðèòè�÷åñêîé òî÷êè, òîãäà êàê êðèòè÷åñêèå èíäåêñû óêà�çûâàþò íà òåòðàêðèòè÷åñêèé õàðàêòåð ìóëüòèêðè�òè÷åñêîé òî÷êè.Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà óæå äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàå�ìûõ îäíèì �ëóêòóèðóþùèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà,ïðèâîäèò êàê ê èçìåíåíèþ îáúåìíûõ êðèòè÷åñêèõÿâëåíèé, â ñèëó âîçíèêíîâåíèÿ àíèçîòðîïèè, òàê èê âîçíèêíîâåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ëèíèé �àçîâûõïåðåõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîâåðõíîñòíûì íàìàãíè÷è�âàíèåì [7℄. À èìåííî, â ðÿäå ñèñòåì íàáëþäàåòñÿ ïî�âåðõíîñòíîå óïîðÿäî÷èâàíèå, ïðîèñõîäÿùåå ïðè áî�*E-mail: belim�univer.omsk.su

SD/BD Îáû÷íûéÏîâåðõíîñòíûéSO/BD SO/BOÑïåöèàëüíûé
Ýêñòðàîðäèíàðíûé�èñ. 1. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ïîëóîãðàíè÷åííîé ñè-ñòåìûëåå âûñîêîé òåìïåðàòóðå, ÷åì îáúåìíîå óïîðÿäî÷è�âàíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íà �àçîâîé äèà�ãðàììå âåùåñòâà äîïîëíèòåëüíîé �àçû [8�12℄. Êàêñëåäñòâèå, âìåñòî ëèíèè, ðàçäåëÿþùåé äâå �àçû íà�àçîâîé äèàãðàììå âåùåñòâà, íàáëþäàþòñÿ òðè ëè�íèè ïåðåõîäîâ, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òðèêðèòè÷åñêîéòî÷êå. Îáùèé âèä �àçîâîé äèàãðàììû ïîëóîãðà�íè÷åííîé ñèñòåìû ñ îäíèì �ëóêòóèðóþùèì ïàðà�ìåòðîì ïîðÿäêà èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Íà �àçîâîéäèàãðàììå òàêèõ ñèñòåì ïðèñóòñòâóþò íåóïîðÿäî�÷åííàÿ �àçà (SD/BD), ïîâåðõíîñòíî-óïîðÿäî÷åííàÿ884



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 4, 2008 Ìóëüòèêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåì : : :îáúåìíî-íåóïîðÿäî÷åííàÿ �àçà (SO/BD) è ïîâåðõ�íîñòíî-óïîðÿäî÷åííàÿ îáúåìíî-óïîðÿäî÷åííàÿ �à�çà (SO/BO). Ëèíèè íà �àçîâîé äèàãðàììå, ðàçäå�ëÿþùèå äàííûå �àçû, îïðåäåëÿþò òðè âèäà �à�çîâûõ ïåðåõîäîâ. Ïåðåõîä èç SD/BD â SO/BD íî�ñèò íàçâàíèå ïîâåðõíîñòíîãî (surfa
e) �àçîâîãî ïå�ðåõîäà, èç SO/BD â SO/BO � ýêñòðàîðäèíàðíî�ãî (extraordinary) �àçîâîãî ïåðåõîäà, èç SD/BD âSO/BO � îáû÷íîãî (ordinary) èëè îáúåìíîãî �àçî�âîãî ïåðåõîäà. Ïåðåñå÷åíèå ýòèõ òðåõ ëèíèé �àçî�âûõ ïåðåõîäîâ îáðàçóåò ìóëüòèêðèòè÷åñêóþ òî÷êó,�àçîâûé ïåðåõîä â êîòîðîé ïîëó÷èë íàçâàíèå ñïåöè�àëüíîãî (spe
ial) �àçîâîãî ïåðåõîäà.Îïèñàíèå îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåõîäîââ ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé îäíèì �ëóêòóèðóþùèì ïà�ðàìåòðîì ïîðÿäêà, áûëî ïîëó÷åíî â äâóõïåòëåâîìïðèáëèæåíèè íåïîñðåäñòâåííî â òðåõìåðíîì ïðî�ñòðàíñòâå â ðàáîòå [7℄ è ïîêàçàëî íåîáõîäèìîñòü ïî�ïðàâîê ê îáúåìíûì êðèòè÷åñêèì èíäåêñàì, îáóñëîâ�ëåííûõ íàëè÷èåì âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ, ïåð�ïåíäèêóëÿðíîãî ê ïîâåðõíîñòè. Êàê èçâåñòíî, õà�ðàêòåð ìóëüòèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îïðåäåëÿåò�ñÿ ñîîòíîøåíèåì êîíñòàíò âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðàìåò�ðîâ ïîðÿäêà, è ðàçëè÷íûå âîçäåéñòâèÿ, òàêèå êàêïðèìåñè èëè àíèçîòðîïèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü êàê êñìåíå ðåæèìà ìóëüòèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, òàêè ê èçìåíåíèþ õàðàêòåðà ìóëüòèêðèòè÷åñêîé òî÷�êè [1℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî îæèäàòü ñóùåñòâåí�íîãî âëèÿíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû, âíîñÿùåé ïîïðàâ�êè â çíà÷åíèÿ �èêñèðîâàííûõ òî÷åê ðåíîðìãðóïïî�âîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íà ìóëüòèêðèòè÷åñêîå ïîâåäå�íèå ñèñòåì. �àñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â ðàáîòå [7℄, ïî�êàçàëè, ÷òî ñìåùåíèå �èêñèðîâàííûõ òî÷åê äëÿ ñè�ñòåì, îïèñûâàåìûõ îäíèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, ñî�ñòàâëÿåò ïîðÿäêà 5%. Ñîîòíîøåíèå ý��åêòèâíûõçàðÿäîâ äëÿ áèêðèòè÷åñêîé òî÷êè íåîãðàíè÷åííîéîäíîðîäíîé ñèñòåìû v23=(v1v2) = 1 [1℄, ÷òî ÿâëÿåò�ñÿ ïîãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì äëÿ áèêðèòè÷åñêîãî ïî�âåäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåùåíèå �èêñèðîâàííîéòî÷êè, îáóñëîâëåííîå ïîëóîãðàíè÷åííîñòüþ ñèñòå�ìû, ìîæåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî âåëè÷èíà v23=(v1v2)ñòàíåò ìåíüøå åäèíèöû è, êàê ñëåäñòâèå, èçìåíèòñÿõàðàêòåð ìóëüòèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñ áèêðèòè�÷åñêîãî íà òåòðàêðèòè÷åñêèé.Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿîïðåäåëåíèå âëèÿíèÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû íà ìóëü�òèêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îäíîðîäíûõ è íåóïîðÿäî�÷åííûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äâóìÿ �ëóêòóèðóþ�ùèìè ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà. Â äàííîé ðàáîòå ìûîãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ÷àñòè �àçî�âîé äèàãðàììû, ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíèÿì îáû÷íûõè ñïåöèàëüíûõ ïåðåõîäîâ, â ñèëó òîãî, ÷òî òåîðåòè�

êî-ïîëåâîé ïîäõîä äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ è ýêñòðàîðäè�íàðíûõ ïåðåõîäîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàçðàáî�òàííûì.2. �ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍ ÑÈÑÒÅÌÛÏóñòü � = �(x) è 	 = 	(x) � �ëóêòóàöèè äâóõñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà â ïîëóïðîñòðàíñòâåV = RD+ = fx = (r; z)jr 2 RD�1; z � 0g. �àññìàòðè�âàåìàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíà ïëîñêîñòüþ z = 0, êîòî�ðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü �V . Áóäåì ñ÷è�òàòü, ÷òî â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò çàìîðîæåííûå òî�÷å÷íûå Æ-êîððåëèðîâàííûå ïðèìåñè òèïà ñëó÷àéíîéòåìïåðàòóðû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê äîïîëíèòåëüíîìóâçàèìîäåéñòâèþ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà.Çàïèøåì �óðüå-îáðàç ïî êîîðäèíàòàì r ðåïëè÷íîãîãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû, â êîòîðîì óæå ïðîâåäåíîóñðåäíåíèå ïî ãàóññîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðèìåñåé:H0 = 1Z0 dz8<:12 Z dD�1q mXa=0(�01+q2)�aq (z)�a�q(z) ++ 12 Z dD�1q mXa=0(�02 + q2)	aq (z)	a�q(z) ++ v01 Z dD�1q1dD�1q2dD�1q3 �� mXa=0�aq1(z)�aq2(z)�aq3(z)�a�q1�q2�q3(z) ++ v02 Z dD�1q1dD�1q2dD�1q3 �� mXa=0	aq1(z)	aq2(z)	aq3(z)	a�q1�q2�q3(z) ++ 2v03 Z dD�1q1dD�1q2dD�1q3 �� mXa=0�aq1(z)�aq2(z)	aq3(z)	a�q1�q2�q3(z) ++ v042 Z dD�1q1dD�1q2dD�1q3 �� mXa=0;b=0�aq1(z)�aq2(z)�bq3(z)�b�q1�q2�q3(z) ++ v052 Z dD�1q1dD�1q2dD�1q3 �� mXa=0;b=0	aq1(z)	aq2(z)	bq3(z)	b�q1�q2�q3(z) ++ v06 Z dD�1q1dD�1q2dD�1q3 �885



Ñ. Â. Áåëèì ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 4, 2008� mXa=0;b=0�aq1(z)�aq2(z)	bq3(z)	b�q1�q2�q3(z)9=;++ 
012 Z�V dD�1q mXa=0�aq�a�q������z=0 ++ 
022 Z�V dD�1q mXa=0	aq	a�q�����z=0 ; (1)ãäå v01 è v02 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, êîíñòàíòàv03 ìîæåò èìåòü êàê ïîëîæèòåëüíîå, òàê è îòðèöà�òåëüíîå çíà÷åíèå, êîíñòàíòû v04, v05, v06 îïèñûâà�þò âëèÿíèå ïðèìåñåé, ïðè ýòîì ïåðâûå äâå äîëæíûèìåòü íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, à v06 ïî çíàêó ìî�æåò áûòü ëþáûì,�01 � jT � T1jT1 ; �02 � jT � T2jT2 ;T1, T2 � òåìïåðàòóðû îáúåìíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïàðàìåòðîâïîðÿäêà, 
01 � jT � Ts1jTs1 ; 
02 � jT � Ts2jTs2 ;Ts1, Ts2 � òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòíûõ �àçîâûõ ïå�ðåõîäîâ.Âèä �àçîâîãî ïåðåõîäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò�ñÿ ñîîòíîøåíèåì êîíñòàíò 
0i è �0i (i = 1; 2).Òàê, â îêðåñòíîñòè îáû÷íîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà�0i � 
20i � �, ãäå � � îáðàòíûé ïàðàìåòð ðåøåò�êè, à 
0i > 0, ïîýòîìó â ñàìîé òî÷êå ïåðåõîäà áóäóòâûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ �0i ! 0, 
0i=�0i ! 1. Âîêðåñòíîñòè ýêñòðàîðäèíàðíîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà�0i � 
20i � �, 
0 < 0, âäîëü ñàìîé æå ëèíèè �àçî�âîãî ïåðåõîäà �0i ! 0, 
0i=�0i ! �1. Â îêðåñòíîñòèïîâåðõíîñòíîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà 
0i � �0i � �,�0i > 0, îòêóäà â òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà 
0i ! 0,
0i=�0i ! 1. Äëÿ ñïåöèàëüíîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà
0i ! 0, �0i ! 0, îäíàêî 
0i=�0i ! 0.Â ñèñòåìå ñ äâóìÿ �ëóêòóèðóþùèìè ïàðàìåòðà�ìè ïîðÿäêà êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ �àç çíà÷èòåëüíîáîëüøå, òàê êàê âîçìîæíû ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé �à�çîâûõ ïåðåõîäîâ, îáóñëîâëåííûõ ðàçíûìè ïàðàìåò�ðàìè ïîðÿäêà. Èñõîäÿ èç ãàìèëüòîíèàíà (1) ìîæåòíàáëþäàòüñÿ øèðîêîå ðàçíîîáðàçèå ìóëüòèêðèòè÷å�ñêèõ òî÷åê. Âîçìîæíû äâà òèïà îáúåìíîãî ìóëü�òèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ïàðàìåò�ðîì s = (v03 + v06)2 � (v01 + v04)(v02 + v05):Ïðè óñëîâèè s � 0 â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ áèêðèòè�÷åñêîå îáúåìíîå ïîâåäåíèå, ïðè s < 0 � òåòðàêðè�òè÷åñêîå. Òàêæå âîçìîæíî ïåðåñå÷åíèå ñ ëèíèÿìè

ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåõîäîâ. Â äàëüíåéøåì ðàññìîò�ðåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ îáû÷íûì è ñïåöèàëüíûì ïî�âåðõíîñòíûìè ïåðåõîäàìè âáëèçè óñòîé÷èâîé ìóëü�òèêðèòè÷åñêîé òî÷êè.3. ÎÁÚÅÌÍÎÅ ÌÓËÜÒÈÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÎÅÏÎÂÅÄÅÍÈÅÏîâåäåíèå ñèñòåìû â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè îïðå�äåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ý��åêòèâíûõ çàðÿäîâ â íåïî�äâèæíîé òî÷êå ðåíîðìãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,êîòîðîå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä�q = Z1=2� �(ren)q ; 	q = Z1=2	 	(ren)q ; (2)�01 = b2�1Z�1; �02 = b2�2Z�2;v01 = b4�Dv1Zv1; v02 = b4�Dv2Zv2;v03 = b4�Dv3Zv3; v04 = b4�Dv4Zv4;v05 = b4�Dv5Zv5; v06 = b4�Dv6Zv6:Ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð b ââîäèòñÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿâåëè÷èí ê áåçðàçìåðíîìó âèäó.Z-�àêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ èç òðåáîâàíèÿ ðåãó�ëÿðíîñòè ïåðåíîðìèðîâàííûõ âåðøèííûõ �óíêöèé,âûðàæåííîãî â óñëîâèÿõ íîðìèðîâêè:Z� ��k2�(2)�1 (k)jk2=0 = 1;Z	 ��k2�(2)�2 (k)jk2=0 = 1; (3)Z2��v1(4)jk2=0 = b4�Dv1;Z2	�v2(4)jk2=0 = b4�Dv2;Z�Z	�v3(4)jk2=0 = b4�Dv3;Z2��v4(4)jk2=0 = b4�Dv4;Z2	�v5(4)jk2=0 = b4�Dv5;Z�Z	�v6(4)jk2=0 = b4�Dv6;Z��(2;1)t1 jk2=0 = b2�D=2�1;Z	�(2;1)t2 jk2=0 = b2�D=2�2:Çäåñü �(4)vi � ÷åòûðåõòî÷å÷íûå âåðøèííûå �óíêöèè,�(2)�i � äâóõòî÷å÷íûå âåðøèííûå �óíêöèè, �(2;1)ti �äâóõòî÷å÷íûå âåðøèííûå �óíêöèè ñî âñòàâêîé.Âèä ñâîáîäíîãî ïðîïàãàòîðà ñèñòåìû áóäåò îïðå�äåëÿòüñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà è ïîëîæåíèåì ñèñòå�ìû íà �àçîâîé äèàãðàììå âåùåñòâà. Ïðè íàëè÷èèïîâåðõíîñòíîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ ñâîáîäíûé ïðîïàãà�òîð áóäåò çàïèñûâàòüñÿ â âèäå [9℄G(q; z; z0) = 12k0 �e�k0jz�z0j �� 
0i � k0i
0 + k0 e�k0(z+z0)� ; k0 =pq2 + �0i: (4)886



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 4, 2008 Ìóëüòèêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåì : : :Çàïèøåì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñâîáîäíîãî ïðîïàãà�òîðà äëÿ G(q; z; z0) äëÿ äâóõ, ðàññìàòðèâàåìûõ âäàëüíåéøåì, ñëó÷àåâ îáû÷íîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà
0i=�0i !1 (i = 1; 2):G1(q; z; z0) = 12k0 he�k0jz�z0j � e�k0(z+z0)i ;k0 =pq2 + �0i (5)è ñïåöèàëüíîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà 
0i=�0i ! 0(i = 1; 2):G2(q; z; z0) = 12k0 he�k0jz�z0j + e�k0(z+z0)i ;k0 =pq2 + �0i: (6)Â ðàìêàõ òåîðåòèêî-ïîëåâîãî ïîäõîäà àñèìïòî�òè÷åñêîå êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå è ñòðóêòóðà �à�çîâûõ äèàãðàìì âî �ëóêòóàöèîííîé îáëàñòè îïðå�äåëÿþòñÿ ðåíîðìãðóïïîâûì óðàâíåíèåì Êàëëà-íà �Ñèìàí÷èêà äëÿ âåðøèííûõ ÷àñòåé íåïðèâî�äèìûõ �óíêöèé �ðèíà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ �- è
-�óíêöèé êàê �óíêöèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèåÊàëëàíà �Ñèìàí÷èêà ïåðåíîðìèðîâàííûõ âåðøèíâçàèìîäåéñòâèÿ vi (i = 1; : : : ; 6), áûë ïðèìåíåí ñòàí�äàðòíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà äèàãðàììíîé òåõíè�êå Ôåéíìàíà è ïðîöåäóðå ïåðåíîðìèðîâêè. Â äàí�íîé ðàáîòå �åéíìàíîâñêèå äèàãðàììû íå ïðèâîäÿò�ñÿ, òàê êàê îíè èìåþò îáû÷íûé äëÿ äâóõïàðàìåòðè�÷åñêîãî ñëó÷àÿ âèä è ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðè�ìåð, â ðàáîòå [1℄, è äîïîëíåíû ïîïðàâêàìè íà äâà

âîçìîæíûõ òèïà ïðîïàãàòîðîâ. Èíòåãðàëû, ïîëó÷àå�ìûå íà îñíîâå �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì, èìåþò çíà�÷åíèåJij = Zq 1Z0 1Z0 dz dz0dD�1qGi(q; z; z0)Gj(�q; z; z0);J11 = 12:029449; J12 = 9:673255; J22 = 8:102459;Jijkl = Zq 1Z0 1Z0 1Z0 dz dz0dz00dD�1qdD�1pGi(q; z; z0)��Gj(�q; z; z00)Gk(p; z0; z00)Gl(�p+ q; z0; z00);J1111 = 108:123676; J2222 = 44:443756;J1122 = 65:249840; J2211 = 59:828320;J1212 = 64:338276; J1222 = 65:234888;J2111 = 61:815282; J1112 = 63:606790;J2221 = 65:935402;Gijk = ��k2 Zq 1Z0 1Z0 dz dz0dD�1qdD�1p��Gi(q; z; z0)Gj(p; z; z0)Gk(k� q� p; z0; z0)���k2=0;G111 = 12:945981; G112 = 7:544265;G122 = 7:388760; G222 = 4:318512:Â ðàìêàõ äâóõïåòëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ �-�óíêöèé:�1 = �v1 + 36v21J (1)0 + 4v23J (2)0 � 24v1v4J (1)0 � 1728�2J (1)1 � J (1)20 � 29G1� v31 �� 192�2J (3)1 � J (1)0 J (2)0 � 29G3� v1v23 � 128�2J (9)1 � J (2)20 � v33 + 128�2J (9)1 � J (2)20 � v23v6 ++ 192�2J (3)1 � J (1)0 J (2)0 � 23G3� v1v3v6 + 2304�2J (1)1 � J (1)20 � 16G1� v21v4 �� 672�2J (1)1 � J (1)20 � 23G1� v1v24 + 64�2J (3)1 � J (1)0 J (2)0 � v23v4;�2 = �v2 + 36v22J (2)0 + 4v23J (1)0 � 24v2v5J (2)0 � 1728�2J (2)1 � J (1)20 � 29G4� v32 �� 192�2J (4)1 � J (1)0 J (2)0 � 29G2� v2v23 � 128�2J (4)1 � J (1)20 � v33 + 128�2J81 � J (1)20 � v23v6 ++ 192�2J (4)1 � J (1)0 J (2)0 � 23G2� v2v3v6 + 2304�2J (2)1 � J (2)20 � 16G4� v22v5 �� 672�2J (2)1 � J (2)20 � 23G4� v2v25 + 64�2J (4)1 � J (1)0 J (2)0 � v23v5;887



Ñ. Â. Áåëèì ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 4, 2008�3 = �v3 + 16v23J (3)0 + 12v1v3J (1)0 + 12v2v3J (2)0 � 4v3v4J (1)0 � 4v3v5J (2)0 � 16v3v6J (3)0 �� 64�8J (5)1 + J (3)1 + J (4)1 + J (1)0 J (2)0 � 6J (3)20 �G2 �G3� v33 � 288�2J (1)1 � J (1)20 � 23G1� v21v3 ��288�2J (2)1 �J (2)20 �23G4� v22v3�192�4J (6)1 +2J (8)1 �3J (1)0 J (3)0 � v1v23�192�4J (7)1 +2J (9)1 �J (2)0 J (3)0 � v2v23++ 448�J (3)1 + J (4)1 � J (3)20 � 27G3� v23v6 + 192�2J (6)1 � J (1)20 � v23v4 + 192�2J (7)1 � J (2)20 � v23v5 ��48�2J (1)1 �J (1)20 �23G1� v3v24�48�2J (2)1 �J (2)20 �23G2� v3v25+288�2J (1)1 �J (1)20 �23G1� v1v3v4++ 288�2J (2)1 � J (2)20 � 23G2� v2v3v5 + 576�2J (6)1 � J (1)0 J (3)0 � v1v3v6 + 576�2J (7)1 � J (2)0 J (3)0 � v2v3v6 �� 192�2J (5)1 � J (3)20 � v3v26 � 192�2J (8)1 � J (1)0 J (2)0 � v3v4v6 � 192�2J (9)1 � J (1)0 J (2)0 � v3v5v6;�4 = �v4 � 16v24J (1)0 + 24v1v4J (1)0 + 8v3v6J (2)0 � 352�2J (1)1 � J (1)20 � 122G1� v34 � 8�2J (9)1 � J (2)20 � v23v6 ++ 192�2J (9)1 � J (2)20 � v3v26 + 1152�2J (1)1 � J (1)20 � 13G1� v1v24 � 576�2J (1)1 � J (1)20 � 23G1� v21v4 �� 8�2J (3)1 � J (1)0 J (2)0 � 2G3� v23v4 + 8�2J (3)1 � J (1)0 J (2)0 � 23G3� v3v4v6;�5 = �v5 � 16v25J (2)0 + 24v2v5J (2)0 + 8v3v6J (1)0 � 352�2J (2)1 � J (2)20 � 122G2� v35 � 8�2J (8)1 � J (1)20 � v23v6 ++ 192�2J (8)1 � J (1)20 � v3v26 + 1152�2J (2)1 � J (2)20 � 13G4� v2v25 � 576�2J (2)1 � J (2)20 � 23G4� v22v5 �� 8�2J (4)1 � J (1)0 J (2)0 � 2G2� v23v5 + 8�2J (4)1 � J (1)0 J (2)0 � 23G4� v3v5v6;�6 = �v6 � 8v26J (3)0 + 12v1v6J (1)0 + 12v2v6J (2)0 + 4v3v4J (1)0 + 4v3v5J (2)0 � 4v4v6J (1)0 �� 4v5v6J (1)0 � 64�2J (5)1 � J (3)20 � v36 + 288�2J (8)1 � J (3)20 � v1v26 + 288�2J (9)1 � J (3)20 � v2v26 �� 288�2J (1)1 � J (1)20 � v21v6 � 288�2J (2)1 � J (2)20 � v22v6 � 48�2J (1)1 � J (1)20 � 23G1� v24v6 �� 48�2J (2)1 � J (2)20 � 23G2� v25v6 � 96�2J (8)1 � J (1)20 � v4v26 � 96�2J (9)1 � J (2)20 � v5v26 �� 64�2J (8)1 � J (1)20 � v23v4 � 64�2J (9)1 � J (2)20 � v23v5 + 32�2J (1)1 � J (1)20 � v3v24 ++ 32�2J (2)1 � J (2)20 � v3v25 � 64�J (3)1 + J (4)1 � J (3)20 � 2G3� v23v6 ++ 64�J (3)1 + J (4)1 � J (3)20 � 2G3� v3v26 + 288�2J (1)1 � J (1)20 � 23G1� v1v4v6 ++ 288�2J (2)1 � J (2)20 � 23G2� v2v5v6 + 128�2J (8)1 � J (1)20 � v3v4v6 + 128�2J (9)1 � J (2)20 � v3v5v6;J0(X;Y ) = Zq 1Z0 1Z0 dz dz0dD�1qGX(q; z; z0)GY (�q; z; z0) (X;Y 2 f�;	g);888



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 4, 2008 Ìóëüòèêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåì : : :J1(X;Y; Z; T ) = Zq 1Z0 1Z0 1Z0 dz dz0dz00dD�1qdD�1pGX(q; z; z0)GY (�q; z; z00)GZ(p; z0; z00)GT (�p+ q; z0; z00);G(X;Y; Z) = ��k2 Zq 1Z0 1Z0 1Z0 dz dz0dD�1qdD�1pGX (q; z; z0)GY (�p; z; z0)��GZ(�p� q+ k; z; z0)���k2=0 (X;Y; Z; T 2 f�;	g);J (1)0 = J0(�;�); J (2)0 = J0(	;	); J (3)0 = J0(�;	);J (1)1 = J1(�;�;�;�); J (2)1 = J1(	;	;	;	); J (3)1 = J1(�;�;	;	);J (4)1 = J1(	;	;�;�); J (5)1 = J1(�;	;�;	); J (6)1 = J1(�;	;�;�);J (7)1 = J1(�;	;	;	); J (8)1 = J1(�;�;�;	); J (9)1 = J1(	;	;	;�);G(1) = G(�;�;�); G(2) = G(�;�;	); G(3) = G(�;	;	); G(4) = G(	;	;	):Â âûðàæåíèÿõ äëÿ �-�óíêöèé çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâçàâèñÿò îò âèäà �àçîâîãî ïåðåõîäà, îïèñûâàåìîãîïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:1. Ïàðàìåòð ïîðÿäêà � îïèñûâàåò ñïåöèàëüíûé�àçîâûé ïåðåõîä, 	 � îáû÷íûé �àçîâûé ïåðåõîä,J (1)0 = J11; J (2)0 = J22; J (3)0 = J12;J (1)1 = J1111; J (2)1 = J2222; J (3)1 = J1122;J (4)1 = J2211; J (5)1 = J1212; J (6)1 = J2111;J (7)1 = J1222; J (8)1 = J1112; J (9)1 = J2221;G1 = G111; G2 = G112; G3 = G122; G4 = G222:2. Îáà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà � è 	 îïèñûâàþò ñïå�öèàëüíûå �àçîâûå ïåðåõîäû,J (1)0 = J11; J (2)0 = J11; J (3)0 = J11;J (i)1 = J1111 (i = 1; 2; : : : ; 9);Gj = G111 (j = 1; 2; 3; 4):3. Îáà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà � è 	 îïèñûâàþòîáû÷íûå �àçîâûå ïåðåõîäû,J (1)0 = J22; J (2)0 = J22; J (3)0 = J22;J (i)1 = J2222 (i = 1; 2; : : : ; 9);Gj = G222 (j = 1; 2; 3; 4):Èçâåñòíî, ÷òî ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿþò�ñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè, à âåðøèíû âçàèìîäåéñòâèÿ�ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà âî �ëóêòóàöèîí�íîé îáëàñòè äîñòàòî÷íî âåëèêè, ÷òîáû ìîæíî áû�ëî íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü âûðàæåíèÿ (7). Ïî�ýòîìó ñ öåëüþ èçâëå÷åíèÿ èç ïîëó÷åííûõ âûðàæå�íèé íóæíîé �èçè÷åñêîé èí�îðìàöèè áûë ïðèìå�íåí îáîáùåííûé íà ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé

ìåòîä Ïàäå �Áîðåëÿ [13℄. Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîá�ðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ �Ëåðóà èìåþò âèäf(fvigi=1;::: ;6) = Xi1;::: ;i6 
i1:::i6 6Yj=1 vijj == 1Z0 e�tF (fvi � tgi=1;::: ;6) dt;
F (fvigi=1;::: ;6) = Xi1;::: ;i6 
i1;::: ;i6 6Xl=1 il!! 6Yj=1 vijj :Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ áîðåëåâñêîãî îá�ðàçà �óíêöèè ââîäèòñÿ ðÿä ïî âñïîìîãàòåëüíîé ïå�ðåìåííîé �~F (fvigi=1;::: ;6; �) == 1Xk=0 �k Xi1;::: ;i6 
i1:::i6k! 6Yj=1 vijj Æi1+:::+i6;k;ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå [L/M℄â òî÷êå � = 1.Â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ�-�óíêöèé áûë èñïîëüçîâàí àïïðîêñèìàíò [2/1℄.Ïðèðîäà êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñó�ùåñòâîâàíèåì óñòîé÷èâîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè,óäîâëåòâîðÿþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé889



Ñ. Â. Áåëèì ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 4, 2008�i(fv�i gi=1;::: ;6) = 0 (i = 1; : : : ; 6): (7)Óñòîé÷èâîñòü �èêñèðîâàííîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè bi ìàòðèöûBi;j = ��i(fv�i gi=1;::: ;6)�vj (i = 1; : : : ; 6);êîòîðûå äîëæíû ëåæàòü â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïî�ëóïëîñêîñòè.Äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì (v4 = v5 = v6 = 0)ý��åêòèâíûå çàðÿäû â óñòîé÷èâîé �èêñèðîâàííîéòî÷êå äëÿ òðåõ, îïèñàííûõ âûøå ñëó÷àåâ, èìåþò ñëå�äóþùèå çíà÷åíèÿ.1. Ñïåöèàëüíî-îáû÷íûé ïåðåõîä: v1 = 0:004669,v2 = 0:005120, v3 = 0:002988, ïðè ýòîì ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû óñòîé÷èâîñòè b1 = 0:077,b2 = 0:491, b3 = 0:599. Òèï ìóëüòèêðèòè÷åñêî�ãî ïîâåäåíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ çíàêîì ïàðàìåòðàs = v23 � v1v2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå s < 0, ñëå�äîâàòåëüíî, äîëæíî íàáëþäàòüñÿ òåòðàêðèòè÷åñêîåîáúåìíîå ïîâåäåíèå.2. Ñïåöèàëüíî-ñïåöèàëüíûé ïåðåõîä: v1 = v2 == v3 = 0:004240, b1 = 0:048, b2 = 0:411, b3 = 0:532.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå s = 0, ñëåäîâàòåëüíî,äîëæíî íàáëþäàòüñÿ áèêðèòè÷åñêîå îáúåìíîå ïîâå�äåíèå.3. Îáû÷íî-îáû÷íûé ïåðåõîä: v1 = v2 = v3 == 0:004986, b1 = 0:085, b2 = 0:507, b3 = 0:647. Êàê èâ ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äîëæíî íàáëþäàòüñÿ áèêðè�òè÷åñêîå îáúåìíîå ïîâåäåíèå.Äëÿ ïðèìåñíûõ ñèñòåì ñîîòâåòñòâóþùèå �èêñè�ðîâàííûå òî÷êè îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ý��åê�òèâíûìè çàðÿäàìè.4. Ñïåöèàëüíî-îáû÷íûé ïåðåõîä: v1 = �0:000014,v2 = �0:000037, v3 = �0:000711, v4 = �0:012058,v5 = �0:013806, v6 = �0:005508 (b1 = 0:033,b2 = 0:246, b3 = 0:405, b4 = 0:617, b5;6 == 0:474 � 0:020i). Çíà÷åíèÿ ý��åêòèâíûõ çàðÿäîâv1, v2, v4, v5 ëåæàò â íå�èçè÷åñêîé îáëàñòè, ïîýòî�ìó ìîæíî îæèäàòü ðàçìûòèå �àçîâîãî ïåðåõîäà.5. Ñïåöèàëüíî-ñïåöèàëüíûé ïåðåõîä: v1 = v2 == 0:005855, v3 = 0, v4 = v5 = 0:001507, v6 = 0(b1 = 0:002, b2 = 0:005, b3 = 0:121, b4 = 0:140,b5 = 0:465, b6 = 0:471). Íàáëþäàåòñÿ ðàñöåïëåíèåïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà. Òèï ìóëüòèêðèòè÷åñêîãî ïîâå�äåíèÿ � òåòðàêðèòè÷åñêèé.6. Îáû÷íî-îáû÷íûé ïåðåõîä: v1 = v2 = 0:008303,v3 = 0, v4 = v5 = 0:004268, v6 = 0 (b1 = 0:029,b2;3 = 0:436�0:178i, b4 = 0:031, b5;6 = 0:443�0:174i).Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äîëæíà íàáëþäàòüñÿòåòðàêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.
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SD1/BD1SO2/BO2SO1/BO1SO2/BO2�èñ. 2. Ìóëüòèêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïÿòîãî ïîðÿäêà4. ÂÛÂÎÄÛÈç ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òîïîëóîãðàíè÷åííîñòü ñèñòåìû íå èçìåíÿåò òèïûìóëüòèêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â ñèòóàöèè, êîãäà�àçîâûé ïåðåõîä ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî âîâñåé ñèñòåìå ïî îáîèì ïàðàìåòðàì ïîðÿäêà (îáû÷�íî-îáû÷íûé ïåðåõîä). Êàê è äëÿ íåîãðàíè÷åííûõñèñòåì [1℄, â îäíîðîäíûõ ñèñòåìàõ íàáëþäàåòñÿáèêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, à â íåóïîðÿäî÷åííûõ �òåòðàêðèòè÷åñêîå ñ ðàçâÿçûâàíèåì ïàðàìåòðîâïîðÿäêà. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýêñïå�ðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ñèñòåìäîëæíî ïðèâîäèòü ê ðåçóëüòàòàì, êà÷åñòâåí�íî ñîâïàäàþùèì ñ ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè äëÿíåîãðàíè÷åííûõ ñèñòåì. Âîïðîñ î êîëè÷åñòâåííîìñîâïàäåíèè îñòàåòñÿ îòêðûòûì â ñèëó òîãî, ÷òî èçìàëîé âåëè÷èíû ïîïðàâîê ê çíà÷åíèÿì �èêñèðîâàí�íûõ òî÷åê ñèñòåìû (îãðàíè÷åíèè ñ îäíîé ñòîðîíû)íå ñëåäóåò ìàëîñòü ñìåùåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèè ñäâóõ è áîëåå ñòîðîí.Åñëè â ñèñòåìå ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íàáëþ�äàåòñÿ ïîâåðõíîñòíîå óïîðÿäî÷èâàíèå ïðè òåìïåðà�òóðå îòëè÷íîé îò îáúåìíîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ, òî íà�àçîâîé äèàãðàììå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ìóëüòèêðè�òè÷åñêèå òî÷êè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü ïî�âåðõíîñòíîå óïîðÿäî÷èâàíèå ïðîèñõîäèò íå îäíîâðå�ìåííî ñ îáúåìíûì òîëüêî äëÿ îäíîãî èç ïàðàìåòðîâïîðÿäêà. Òîãäà íà �àçîâîé äèàãðàììå ïîÿâëÿåòñÿìóëüòèêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïÿòîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîéëèíèÿ îáû÷íîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ïàðàìåò�ðà ïîðÿäêà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñïåöèàëüíîãî ïå�ðåõîäà ïåðâîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ñõåìàòè÷íî îä�íà èç âîçìîæíûõ �àçîâûõ äèàãðàìì òàêîé ñèñòåìû890
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�èñ. 3. Ìóëüòèêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà øåñòîãî ïîðÿäêàèçîáðàæåíà íà ðèñ. 2 (ìóëüòèêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïÿ�òîãî ïîðÿäêà âûäåëåíà êâàäðàòîì; ëèíèè �àçîâûõïåðåõîäîâ äëÿ îäíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñïëîøíû�ìè ëèíèÿìè, äëÿ äðóãîãî � øòðèõîâûìè).Åñëè ïîâåðõíîñòíîå óïîðÿäî÷èâàíèå ïðîèñõîäèòíå îäíîâðåìåííî ñ îáúåìíûì äëÿ îáîèõ ïàðàìåòðîâïîðÿäêà, òî, êðîìå ìóëüòèêðèòè÷åñêîé òî÷êè ïÿòî�ãî ïîðÿäêà, íà �àçîâîé äèàãðàììå ìîæåò ïîÿâèòñÿìóëüòèêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà øåñòîãî ïîðÿäêà, âîçíèêà�þùàÿ ïðè ñîâïàäåíèè äâóõ òî÷åê ñïåöèàëüíîãî ïåðå�õîäà. Îäíà èç âîçìîæíûõ �àçîâûõ äèàãðàìì òàêîéñèñòåìû èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3 (ìóëüòèêðèòè÷åñêàÿòî÷êà øåñòîãî ïîðÿäêà âûäåëåíà êâàäðàòîì; ëèíèè�àçîâûõ ïåðåõîäîâ äëÿ îäíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêàñïëîøíûìè ëèíèÿìè, äëÿ äðóãîãî � øòðèõîâûìè).Çàìîðîæåííûé òî÷å÷íûé áåñïîðÿäîê ïðèâîäèò êðàçìûòèþ ìóëüòèêðèòè÷åñêîé òî÷êè ïÿòîãî ïîðÿä�êà, òî÷êà æå øåñòîãî ïîðÿäêà íà �àçîâîé äèàãðàììåîñòàåòñÿ, ïðîèñõîäèò ëèøü åå ñìåùåíèå.
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