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ÝËÅÊÒ�ÎÊÀÏÈËËß�ÍÛÅ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÏ�ÎÂÎÄßÙÅ�Î ÆÈÄÊÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�ÀÀ. Á. Ïåòðèí *Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò âûñîêèõ òåìïåðàòóð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê125412, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 îêòÿáðÿ 2007 ã.�àññìàòðèâàþòñÿ ýëåêòðîêàïèëëÿðíûå íåóñòîé÷èâîñòè æèäêîãî ïðîâîäÿùåãî öèëèíäðà. Èññëåäóþòñÿòî÷íûå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè æèäêîñòè. Íàõîäÿòñÿñêîðîñòè ðîñòà íåóñòîé÷èâîñòåé ðàçëè÷íûõ ìîä, êàê îñåñèììåòðè÷íûõ, òàê è íåîñåñèììåòðè÷íûõ. Îñî-áîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âëèÿíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà âðåìåííîé ðîñò è ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðûíåóñòîé÷èâîñòåé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îòëè÷èå îò êàïèëëÿðíîé íåóñòîé÷èâîñòè â îòñóòñòâèå ýëåêòðè-÷åñêîãî ïîëÿ, ïðè êîòîðîé òîëüêî îñåñèììåòðè÷íàÿ ìîäà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, â ïðèñóòñòâèè ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà íåîñåñèììåòðè÷íûå ìîäû òàêæå ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè,ðàñòóùèìè âî âðåìåíè. Îáíàðóæåíî, ÷òî ñ ðîñòîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷àþòñÿ(ò. å. íà÷èíàþò ðàñòè âî âðåìåíè) óãëîâûå ìîäû, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü âðåìåííîãî ðîñòà âñåõâîçíèêøèõ ìîä ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.PACS: 68.03.Cd 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçâåñòíî, ÷òî æèäêèé öèëèíäð ïîä äåéñòâèåìñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, äàæå áåç ó÷åòà ñè�ëû òÿæåñòè, íåóñòîé÷èâ è ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëü�íûå êàïëè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ëîêàëüíîìóìåíüøåíèè äèàìåòðà öèëèíäðà ñèëû ïîâåðõíîñò�íîãî íàòÿæåíèÿ âûòàëêèâàþò æèäêîñòü èç óçêîãîìåñòà, ÷òî âåäåò ê äàëüíåéøåìó óìåíüøåíèþ äèà�ìåòðà öèëèíäðà â ýòîì ìåñòå âïëîòü äî åãî ðàçðûâà.Äèíàìèêà êàïèëëÿðíîé íåóñòîé÷èâîñòè æèäêîãî öè�ëèíäðà áûëà âïåðâûå ðàññìîòðåíà â ðàáîòå �ýëåÿ [1℄â ðàìêàõ òåîðèè íåâÿçêîé æèäêîñòè, ãäå áûëî íàé�äåíî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèéè äëèíà âîëíû ìîäû ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ðî�ñòà íåóñòîé÷èâîñòè. Áûëî ïîêàçàíî [2℄, ÷òî äëèíàâîëíû ìîäû ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ íàðàñòàíèÿíåóñòîé÷èâîñòè âåñüìà òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò íàáëþ�äàåìîé â ýêñïåðèìåíòå ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðèîäè÷�íîñòè êàïåëü æèäêîñòè, îáðàçîâàííûõ ïîñëå ðàñïà�äà öèëèíäðà. Êðîìå òîãî, �ýëååì áûë ïðîàíàëèçèðî�âàí ñëó÷àé áîëüøîé âÿçêîñòè æèäêîñòè [3℄ íà îñíîâåóðàâíåíèÿ Ñòîêñà. Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïðè ïðîèç�*E-mail: a�petrin�mail.ru

âîëüíîé âÿçêîñòè áûëà âïåðâûå ðåøåíà ×àíäðàñå�êàðîì [4℄. Ñî âðåìåíè ïèîíåðñêèõ ðàáîò �ýëåÿ àíà�ëèç ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè æèäêîãîöèëèíäðà èñïîëüçîâàëñÿ âî ìíîãèõ äðóãèõ �èçè÷å�ñêèõ ñèòóàöèÿõ. Òàê, â ðàáîòå [5℄ áûëà ðàññìîòðå�íà íåóñòîé÷èâîñòü æèäêîãî öèëèíäðà ñ ó÷åòîì âëè�ÿíèÿ âíåøíåé æèäêîñòè ñ êîíå÷íûìè ïëîòíîñòüþè âÿçêîñòüþ. Äâèæåíèå îáåèõ æèäêîñòåé âíóòðè èñíàðóæè öèëèíäðà îïèñûâàëîñü êâàçèñòàòè÷åñêèìóðàâíåíèåì Ñòîêñà. Ïîëíûé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðå�øåíèÿ çàäà÷è êàïèëëÿðíîé íåóñòîé÷èâîñòè æèäêî�ãî öèëèíäðà ìîæíî íàéòè â îáçîðå [6℄.Äàííàÿ ðàáîòà ïðèçâàíà îòâåòèòü íà ñëåäóþ�ùèå âîïðîñû: áóäåò ëè îñåñèììåòðè÷íîå âîçìóùå�íèå íàèáîëåå íåóñòîé÷èâûì ïðè áîëüøèõ ýëåêòðè�÷åñêèõ ïîëÿõ è íå áóäóò ëè ïðè ýòîì íåîñåñèì�ìåòðè÷íûå óãëîâûå ãàðìîíèêè âîçìóùåíèÿ ðàñòèáûñòðåå îñåñèììåòðè÷íîé ãàðìîíèêè. Ïðåäëàãàåòñÿîáùèé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëèò â ðàìêàõ åäèíî�ãî ìåòîäà ðàññìîòðåòü êàê îñåñèììåòðè÷íûå, òàê èíåîñåñèììåòðè÷íûå ýëåêòðîêàïèëëÿðíûå âîçìóùå�íèÿ æèäêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïðîâîäíèêîâ. Èññëåäî�âàíû òî÷íûå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèéÍàâüå �Ñòîêñà ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè æèäêîñòè.1101
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�èñ. 1. à) �åîìåòðèÿ çàäà÷è: æèäêèé öèëèíäð ðàäèóñà R, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî âîçìóùåíà �óíêöèåé âèäà� = a exp(!t+ ikz + im'). Ïîêàçàíà íåîñåñèììåòðè÷íàÿ ìîäà m = 3. á ) Ñå÷åíèÿ öèëèíäðà, âîçìóùåííîãî ðàçëè÷-íûìè ìîäàìè: m = 0 � îñåñèììåòðè÷íàÿ ìîäà; m = 1; 2; 4 � íåîñåñèììåòðè÷íûå ìîäû2. ËÈÍÅÀ�ÈÇÎÂÀÍÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÝËÅÊÒ�ÎÊÀÏÈËËß�ÍÎÉÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ�àññìîòðèì ñòàáèëüíîñòü æèäêîãî öèëèíäðà ðà�äèóñà R. Âÿçêîñòü è ïëîòíîñòü æèäêîñòè ñîîòâåò�ñòâåííî ðàâíû � è �. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñíàðóæèöèëèíäðà íàõîäèòñÿ âåùåñòâî ñ ïðåíåáðåæèìî ìà�ëûìè çíà÷åíèÿìè âÿçêîñòè è ïëîòíîñòè. Êîý��èöè�åíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè íà ãðàíèöåñðåä ïîëîæèì ðàâíûì �. Àíàëèç âîçìóùåíèé ïðî�âåäåì â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r; '; z)(ãåîìåòðèÿ çàäà÷è ïîêàçàíà íà ðèñ. 1).Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå �Ñòîêñà [7℄ èãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâåäåì ê áåçðàçìåðíîìó âèäó,èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ìàñøòàáû �èçè÷åñêèõ âåëè�÷èí çàäà÷è:[äëèíà℄ = D; [ñêîðîñòü℄ = U =p�=�D;[âðåìÿ℄ = D=U =p�D3=�;[äàâëåíèå℄ = �U2;[íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ℄ = Es;

ãäå D = 2R � äèàìåòð öèëèíäðà, Es � ìîäóëü íà�ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà íåâîçìóùåí�íîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.Òîãäà ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Íàâüå �Ñòîê-ñà äëÿ äâèæåíèé â æèäêîñòè ìîæíî çàïèñàòü â ñëå�äóþùåì áåçðàçìåðíîì âèäå:�vr�t = ��p�r + 1Re �r2vr � vrr2 � 2r2 �v'�' � ;�v'�t = �1r �p�' + 1Re �r2v' � v'r2 + 2r2 �vr�' � ;�vz�t = ��p�z + 1Re r2vz : (1)Çäåñü Re = p��D=�2 � ÷èñëî �åéíîëüäñà äàííîéçàäà÷è, vr, v' è vz � ñîñòàâëÿþùèå âîçìóùåíèé ñêî�ðîñòè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, p � âîç�ìóùåíèå äàâëåíèÿ.Ñ÷èòàåì æèäêîñòü íåñæèìàåìîé, ïîýòîìó óðàâ�íåíèå íåïðåðûâíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå1r ��r (rvr) + 1r �v'�' + �vz�z = 0: (2)Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ãðàíèöà âîçìóùåí�íîãî öèëèíäðà îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé r = R + � =1102



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008 Ýëåêòðîêàïèëëÿðíûå íåóñòîé÷èâîñòè : : := 1=2 + �, ãäå � � ñìåùåíèå ïîâåðõíîñòè çà ñ÷åòâîçìóùåíèÿ. Íà ãðàíèöå ìîæíî çàïèñàòü ëèíåàðè�çîâàííîå êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå:���t = vrjr=R: (3)Íîðìàëüíàÿ è òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû íàïðÿ�æåíèÿ, �rr è �zz , �z', [7℄, ñ ó÷åòîì ýëåêòðè÷åñêîãî èêàïèëëÿðíîãî äàâëåíèé íà ïîâåðõíîñòü èìåþò âèä��p+ 2Re �vr�r �r=R = (2 ÆH +Elpe)jr=R; (4)��vr�z + �vz�r �r=R = 0; (5)�1r �vr�' + �v'�r � v'r �r=R = 0; (6)ãäå El = "0E2sD=�, pe � áåçðàçìåðíîå âîçìóùå�íèå äàâëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè,ÆH � âàðèàöèÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè æèä�êîñòè, âîçìóùåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé�, "0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà.×òîáû íàéòè pe, ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýëåêòðè�÷åñêèé ïîòåíöèàë è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîêðóã âîç�ìóùåííîãî ïðîâîäÿùåãî öèëèíäðà. Ñíà÷àëà èñïîëü�çóåì ðàçìåðíûå âåëè÷èíû. Ïóñòü ðàäèàëüíîå ñìåùå�íèå òî÷åê ïîâåðõíîñòè ïðè òàêîì âîçìóùåíèè èìååòâèä � = a exp(!t+ ikz + im');ïðè÷åì àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ a� R è m � öåëîå÷èñëî áîëüøåå èëè ðàâíîå íóëþ.Åñëè ïîâåðõíîñòü íåâîçìóùåííàÿ, òî íàïðÿæåí�íîñòü ïîëÿ íàä íåé ðàâíà Er = REs=r, à åãî ïîòåí�öèàë '(r) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ'(R)� '(r) = REs rZR drr = REs ln rR;îòêóäà '(r) = �REs ln rR;ïðè÷åì ïîòåíöèàë ïðîâîäíèêà ðàâåí íóëþ,'(R) = 0. Ïîòåíöèàë ïîëÿ íàä âîçìóùåííîé ïîâåðõ�íîñòüþ çàïèøåì â âèäå ' = �REs ln(r=R) + '1, ãäå'1 � ìàëàÿ ïîïðàâêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþËàïëàñà �'1 = 0 è îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðèr !1.Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà �'1 = 0 ââèäå '1 = onst � f(r) exp(!t+ ikz + im'):

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî� = �2�r2 + 1r ��r + �2�z2 + 1r2 �2�'2 ;ïîëó÷èì äëÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèè óðàâíåíèå�2f�r2 + 1r �f�r ��k2 + m2r2 � f = 0:Äåëàÿ çàìåíó � = kr, ïîëó÷èì�2f��2 + 1� �f�r ��1 + m2�2 � f = 0:�åøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ, ñòðåìÿùèìñÿê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìîäè�è�öèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ m-ãî ïîðÿäêà:f = Km(�) = Km(kr). Ïîýòîìó'1 = onst �Km(kr) exp(!t+ ikz + im'):Âäîëü âîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ïî�òåíöèàë äîëæåí èìåòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, êîòîðîåïðèíèìàåì çà íóëü. Îòñþäà�REs ln [(R + �)=R℄ + '1jr=R = 0;èëè '1jr=R = Es�. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà '1 == onst � Km(kr) exp(!t + ikz + im') è íàõîäÿêîíñòàíòó, ïîëó÷àåì'1 = Es Km(kr)Km(kR) �: (7)Íà çàðÿæåííóþ åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòèæèäêîñòè äåéñòâóåò ýëåêòðè÷åñêàÿ ñèëà"0E22 � "0E2r2 == "02 �� ��r h�REs ln� rR�+ '1i�2�����r=R �� "0E2s2 � "02 2Es �'1�r ����r=R :Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ñîîòíîøåíèå (7), ïîëó÷àåì"0E22 � "0E2s2 � kK 0m(kR)Km(kR) "0E2s�:Ïåðåõîäÿ ñíîâà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, íàõî�äèì e22 � 12 � kK 0m(kR)Km(kR) �;ãäå e � áåçðàçìåðíûé ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Òîãäàpe � kK 0m(kR)Km(kR) �; (8)1103



À. Á. Ïåòðèí ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008ïðè÷åì êîý��èöèåíò ïåðåä âîçìóùåíèåì � ÿâëÿåò�ñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé (ïîä ïîâåðõíîñòüþ âæèäêîñòè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîçäàåò äîïîëíèòåëü�íî îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå).Ïðè ïîäñòàíîâêå �îðìóëû (8) â ãðàíè÷íîåóñëîâèå (4) ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ äëÿâàðèàöèè ñðåäíåé êðèâèçíû ÆH ïðè ðàññìàòðè�âàåìîì ãàðìîíè÷åñêîì âîçìóùåíèè ïîâåðõíîñòè� = a exp(!t+ ikz + im') (ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèÿÆH ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè) ïîëó÷èì� p+ 2Re �vr�r ����r=R == � ��k2 + kElK 0m(kR)Km(kR) + 1�m2R2 �r=R : (9)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1),(2) â âèäåvr = wr(r) exp(!t+ ikz + im');v' = w'(r) exp(!t+ ikz + im');vz = wz(r) exp(!t+ ikz + im');p = P (r) exp(!t+ ikz + im'):Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) â âèäå!wr = ��P�r + 1Re �1r ��r �r�wr�r � �� m2r2 wr � k2wr � wrr2 � 2imr2 w'� ;!w' = � imr P + 1Re �1r ��r �r�w'�r � �� m2r2 w' � k2w' � w'r2 + 2imr2 wr� ;!wz = �ikP + 1Re �1r ��r �r�wz�r � �� m2r2 wz � k2wz� :
(10)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (2) ïðèìåò âèä:1r ��r (rwr) + imr w' + ikwz = 0: (11)Êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå íà ãðàíèöå (3) ìîæíî çàïè�ñàòü â âèäå !a = wrjr=R; (12)à ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä� P + 2Re �wr�r ����r=R == a ��k2 + 1�m2R2 +ElkK 0m(kR)Km(kR)�r=R ; (13)

�ikwr + �wz�r �r=R = 0; (14)� imr wr + �w'�r � w'r �r=R = 0: (15)3. ÒÎ×ÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÝËÅÊÒ�ÎÊÀÏÈËËß�ÍÎÉÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈÇàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (10), (11)â áîëåå óäîáíîì è êîìïàêòíîì âèäå, ñäåëàâ çàìåíó�2 = !Re+k2. Ââåäåì òàêæå îïåðàòîðûD̂ = 1r ��r �r ��r���m2r2 + �2� ;Â = 1r ��r �r ��r���1 +m2r2 + �2� :Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (10), (11) ïðèìåò âèä� �P�r + 1Re �Âwr � 2imr2 w'� = 0;� imr P + 1Re �Âw' + 2imr2 wr� = 0;� ikP + 1ReD̂wz = 0;1r ��r (rwr) + imr w' + ikwz = 0: (16)
Âûðàçèì äàâëåíèå èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ,P = D̂wz=ikRe, è ïîäñòàâèì â ïåðâûå äâà:� 1ik ��r �D̂wz�+ Âwr � 2imr2 w' = 0;� 1r mk D̂wz + Âw' + 2imr2 wr = 0;1r ��r (rwr) + imr w' + ikwz = 0: (17)Ââåäåì îïåðàòîð Ĵ = (1=r)(�=�r)r, òîãäà ñèñòåìà(17) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå� 1ik ��r �D̂wz�+ Âwr � 2imr2 w' = 0;� 1r mk D̂wz + Âw' + 2imr2 wr = 0;Ĵwr + imr w' + ikwz = 0: (18)Âûðàçèì èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âåëè÷èíómw' = irĴwr � krwz è ïîäñòàâèì åå â ïåðâûå äâàóðàâíåíèÿ ñèñòåìû (18). Â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì1104



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008 Ýëåêòðîêàïèëëÿðíûå íåóñòîé÷èâîñòè : : :� ik ��r D̂+ 2ikr �wz +�Â+ 2r Ĵ�wr = 0;� im2kr D̂+ ikÂr�wz +�ÂrĴ+ 2m2r2 �wr = 0: (19)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (19) ââèäå ðÿäîâwz(r) = 1Xi=0 siri; wr(r) = 1Xi=0 tiri:Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ëåâóþ ÷àñòüóðàâíåíèé è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíà�êîâûõ ñòåïåíÿõ r íóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèéäëÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà.Äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (19) ïîëó÷èìóðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäîâ:2im2k s0 = 0; (20)� i(12 �m2)k s1 + (12 �m2)t0 = 0; (21)2iks0 + (22 �m2)t1 = 0; (22)ik (32 �m2)s3 +�2ik � i�2k � s1 ++ (32 �m2)t2 � �2t0 = 0; (23)2ik (42 �m2)s4 +�2ik � 2i�2k � s2 ++ (42 �m2)t3 � �2t1 = 0; (24)3ik (52 �m2)s5 +�2ik � 3i�2k � s3 ++ (52 �m2)t4 � �2t2 = 0 (25)è ò. ä.Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûìèíäåêñîì ¾q¿ ó êîý��èöèåíòà sq ïîëó÷èìA(q;m; k; �)sq +B(q;m; k; �)sq�2 ++ C(q;m; k; �)tq�1 +D(q;m; k; �)tq�3 = 0; (26)ãäå A(q;m; k; �) = i(q � 2)k (q2 �m2);B(q;m; k; �) = 2ik � i (q � 2)�2k ;C(q;m; k; �) = q2 �m2; D(q;m; k; �) = ��2:

Äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (19) ïîëó÷èìñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöè�åíòîâ ðÿäîâ: � im4k s0 = 0; (27)im2k (12 �m2)s1 � (12 �m2)t0 = 0; (28)im2k (22 �m2)s2 � im2k (�2 + k2)s0 = 0; (29)im2k (32 �m2)s3 +�3ik � ikm2 � im2�2k � s1 ++ (32 �m2)t2 � �2t0 = 0; (30)im2k (42 �m2)s4 +�8ik � ikm2 � im2�2k � s2 ++ (�ik�2)s0 + 2(42 �m2)t3 � (2�2)t1 = 0; (31)im2k (52 �m2)s5 +�15ik� ikm2 � im2�2k � s3 �� ik�2s1 + 3(52 �m2)t4 � 3�2t2 = 0 (32)è ò. ä.Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûìèíäåêñîì ¾q¿ ó êîý��èöèåíòà sq ïîëó÷èìE(q;m; k; �)sq + F (q;m; k; �)sq�2 ++G(q;m; k; �)sq�4 ++H(q;m; k; �)tq�1 + I(q;m; k; �)tq�3 = 0; (33)ãäå E(q;m; k; �) = im2k (q2 �m2);F (q;m; k; �) = ik �q(q � 2)�m2�� im2�2k ;G(q;m; k; �) = �ik�2;H(q;m; k; �) = (q � 2)(q2 �m2);I(q;m; k; �) = �(q � 2)�2:�åøåíèå óðàâíåíèé (20)�(33) áóäåì èññëåäîâàòü,ðàññìàòðèâàÿ ñíà÷àëà îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé ïðèm = 0, à çàòåì íåîñåñèììåòðè÷íûé ïðè m � 1.Â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå (m = 0) èç óðàâíå�íèé (20)�(22) è (27)�(29) ñëåäóåò, ÷òî t0 = 0, s1 = 0,t1 = �iks0=2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóþòòîëüêî äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåòðèâèàëüíûõ ðå�øåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè êîý��èöèåíòàìè:s0 = 1; s1 = 0; s2 = 0; t0 = 0; t1 = �ik=210 ÆÝÒÔ, âûï. 5 1105



À. Á. Ïåòðèí ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008è s0 = 0; s1 = 0; s2 = 1; t0 = 0; t1 = 0:Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ýòèõ äâóõ ðåøåíèé ìîæ�íî âû÷èñëèòü ðåêóððåíòíî èç ïîñëåäóþùèõ óðàâíå�íèé. Òàê, ïðè q > 2 ìîæíî îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü sqè tq�1 èç ñèñòåìû óðàâíåíèéA(q;m; k; �)sq +B(q;m; k; �)sq�2 ++ C(q;m; k; �)tq�1 +D(q;m; k; �)tq�3 = 0;E(q;m; k; �)sq + F (q;m; k; �)sq�2 ++G(q;m; k; �)sq�4 +H(q;m; k; �)tq�1 ++ I(q;m; k; �)tq�3 = 0: (34)Äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, äåéñòâóÿ àíà�ëîãè÷íî, íåòðóäíî íàéòè äëÿ êàæäîé íåñèììåòðè÷�íîé ìîäû (êàæäîãî m � 1) ïî òðè ëèíåéíî íåçà�âèñèìûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ. Òàê, ïðè m = 1òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿîïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ íàáîðàìè íà÷àëüíûõ êîý��è�öèåíòîâ ðÿäîâ:1) s0 = 0; t0 = 1; s1 = 0; t1 = 0; s2 = 0;2) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 1; t1 = 0; s2 = 0;3) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0;s2 = 0; t2 = 1; s3 = ik:Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ýòèõ ðåøåíèé ìîæíî âû�÷èñëèòü ðåêóððåíòíî èç ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé.Òàê, ïðè q � 3 êîý��èöèåíòû sq è tq�1 îäíîçíà÷�íî âû÷èñëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (34).Åñëè m = 2, òî, àíàëîãè÷íî, òðè ëèíåéíî íåçàâè�ñèìûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê1) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 1; s2 = 0;2) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0; s2 = 1;3) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0;s2 = 0; t2 = 0; s3 = 0; t3 = 1; s4 = ik=2:Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ýòèõ ðåøåíèé âû÷èñëÿ�þòñÿ ðåêóððåíòíî èç ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé. Ïðèq � 4 ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü sq è tq�1 èçñèñòåìû óðàâíåíèé (34).Äëÿ ñëó÷àÿ m = 3 ïðèâåäåì òðè ëèíåéíî íåçàâè�ñèìûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ:1) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0;s2 = 0; t2 = 1; s3 = 0;2) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0;s2 = 0; t2 = 0; s3 = 1;

3) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0;s2 = 0; t2 = 0; s3 = 0; t3 = 0;s4 = 0; t4 = 1; s5 = ik=3:Àíàëèçèðóÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (19),ìîæíî çàìåòèòü è ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èí�äóêöèè äîêàçàòü, ÷òî ïðè m = N , ãäå N � 2 � íàòó�ðàëüíîå ÷èñëî, òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿîïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè êîý��èöèåíòàìè1) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0; : : : ;sN�1 = 0; tN�1 = 1; sN = 0;2) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0; : : : ;sN�1 = 0; tN�1 = 0; sN = 1;3) s0 = 0; t0 = 0; s1 = 0; t1 = 0; : : : ;sN�1 = 0; tN�1 = 0; sN = 0; tN = 0;tN+1 = 1; sN+1 = 0; sN+2 = ik=N:Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ýòèõ ðåøåíèé âû÷èñëÿ�þòñÿ ðåêóððåíòíî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (34). Ñëå�äóåò îòìåòèòü, ÷òî, ðåøàÿ ñèñòåìó (34) îòíîñèòåëü�íî sq è tq�1, ïðè íàõîæäåíèè ïåðâûõ äâóõ ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ ðåøåíèé âîçíèêàþò òðèâèàëüíûå òðóä�íîñòè, òàê êàê ïðè q = m+ 2 äåòåðìèíàíòE(q;m; k; �)C(q;m; k; �) ��A(q;m; k; �)H(q;m; k; �) = 0:Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàëîñü, ÷òî tq�1 = tm+1 = 0 èïðîäîëæàëîñü ðåøåíèå ñèñòåìû.Ïîñëå òîãî êàê íàéäåíû êîý��èöèåíòû sj è tj ,j = 0; : : : ;1, ìîæíî âû÷èñëèòü ðÿäûwz(r) = 1Xi=0 siri; wr(r) = 1Xi=0 tiri:Åñëèm = 0, òî ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà ëèíåéíî íåçà�âèñèìûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì ïîëó�÷åííûå ðåøåíèÿ êàê:�1 = ����� wrwz �����1 = ����� �1r�1z ����� è �2 = ����� wrwz �����2 = ����� �2r�2z ����� :Ïðèm = 0 íåò âàðèàöèè ïî óãëó ', ïîýòîìó w' = 0 èîáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ëèíåàðèçîâàííûõóðàâíåíèé ïðèìåò âèä����� wrwz ����� = C1�1 + C2�2;1106



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008 Ýëåêòðîêàïèëëÿðíûå íåóñòîé÷èâîñòè : : :ãäå C1 è C2 � êîíñòàíòû. Ïðè m 6= 0 èç óðàâíåíèÿíåïðåðûâíîñòè1r ��r (rwr) + imr w' + ikwz = 0ìîæåì íàéòè w'. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðÿ�äû äëÿ wr è wz â âûðàæåíèåw' = �� 1im ��r (rwr) + krmwz� ;ïîëó÷èì w' â âèäå ðÿäà,w'(r) = 1Xi=0 giri;ïðè÷åì êîý��èöèåíòû ýòîãî ðÿäà âû÷èñëÿþòñÿ ÷å�ðåç êîý��èöèåíòû ðÿäîâ äëÿ wr è wz ïî �îðìóëàìg0 = � 1imt0; gj = � kmsj�1�j+1im tj ; j = 1; : : : ;1:Ïîëó÷åííûå òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:#1 = ������� wrw'wz �������1 = ������� #1r#1'#1z ������� ;#2 = ������� wrw'wz �������2 = ������� #2r#2'#2z ������� ;#3 = ������� wrw'wz �������3 = ������� #3r#3'#3z ������� :Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî âû�ðàçèòü ÷åðåç èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ:������� wrw'wz ������� = C1#1 + C2#2 + C3#3;ãäå C1, C2 è C3 � êîíñòàíòû. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åí�íûå âûðàæåíèÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12)�(15) è

ïðè ýòîì ïîäñòàâëÿÿ â (13) âûðàæåíèå äëÿ äàâëå�íèÿ P = D̂wz=ikRe, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé!a = #1rC1 + #2rC2 + #3rC3;ikReD̂(#1zC1 + #2zC2 + #3zC3) ++ 2Re ��#1r�r C1 + �#2r�r C2 + �#3r�r C3� == ��k2 + kElK 0m(kR)Km(kR) + 1�m2R2 �a;ik(#1rC1 + #2rC2 + #3rC3) + ��r#1zC1 ++ ��r#2zC2 + ��r#3zC3 = 0;imr (#1rC1 + #2rC2 + #3rC3) ++� ��r#1'C1 + ��r#2'C2 + ��r#3'C3��� 1r (#1'C1 + #2'C2 + #3'C3) = 0;
(35)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå �óíêöèè è èõ ïðîèçâîä�íûå âçÿòû ïðè r = R = 1=2.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå a = (#1rC1 + #2rC2 ++ #3rC3)=!, ïîëó÷åííîå èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, âîñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (35), ïîëó÷èì òðèóðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò C1,C2, C3, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé�îðìå: ������� 	11 	12 	13	21 	22 	23	31 	32 	33 ������� ������� C1C2C3 ������� = 0; (36)ãäå	11 = ikRe �1r ��r �r�#1z�r ���m2R2 + �2�#1z�++ 2Re �#1r�r +�k2 � kElK 0m(kR)Km(kR) � 1�m2R2 � #1r! ;	12 = ikRe �1r ��r �r�#2z�r ���m2R2 + �2�#2z�++ 2Re �#2r�r +�k2 � kElK 0m(kR)Km(kR) � 1�m2R2 � #2r! ;	13 = ikRe �1r ��r �r�#3z�r ���m2R2 + �2�#3z�++ 2Re �#3r�r +�k2 � kElK 0m(kR)Km(kR) � 1�m2R2 � #3r! ;1107 10*



À. Á. Ïåòðèí ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008	21 = ik#1r + ��r#1z; 	22 = ik#2r + ��r#2z ;	23 = ik#3r + ��r#3z ;	31 = imr #1r + ��r#1' � 1r #1';	32 = imr #2r + ��r#2' � 1r #2';	33 = imr #3r + ��r#3' � 1r #3':Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèÿõ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöûèñïîëüçîâàëîñü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðàD̂ = 1r ��r �r ��r���m2r2 + �2� :Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (36) ïðè�âîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþdet ������� 	11 	12 	13	21 	22 	23	31 	32 	33 ������� = 0; (37)êîòîðîå â íåÿâíîì âèäå äàåò çàâèñèìîñòü ! = !(k).Â ÷àñòíîì ñëó÷àå m = 0 (îñåñèììåòðè÷íûå âîç�ìóùåíèÿ) êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé óìåíüøà�åòñÿ, îñòàþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿ (12)�(14). Ïîäñòàâëÿÿâ (13) âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿP = 1ikReD̂wz����m=0 == 1ikRe �1r ��r �r�wz�r �� �2wz� ;ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé!a = �1rC1 + �2rC2;ikReD̂(�1zC1 + �2zC2) ++ 2Re ���1r�r C1 + ��2r�r C2� == a��k2 + kElK 00(kR)K0(kR) + 1R2� ;ik(�1rC1 + �2rC2) + ��1z�r C1 + ��2z�r C2 = 0; (38)
ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå �óíêöèè è èõ ïðî�èçâîäíûå âçÿòû ïðè r = R = 1=2.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå a = (�1rC1+�2rC2)=!, ïî�ëó÷åííîå èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, â îñòàâøèåñÿ óðàâ�íåíèÿ ñèñòåìû (38), ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ îòíîñè�òåëüíî íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò C1 è C2, êîòîðûå ìîæ�íî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé �îðìå����� �11 �12�21 �22 ����� ����� C1C2 ����� = 0; (39)

ãäå�11 = ikRe �1r ��r �r��1z�r �� �2�1z�+ 2Re ��1r�r ++�k2 � kElK 00(kR)K0(kR) � 1R2� �1r! ;�12 = ikRe �1r ��r �r��2z�r �� �2�2z�+ 2Re ��2r�r ++�k2 � kElK 00(kR)K0(kR) � 1R2� �2r! ;�21 = ik�1r + ��1z�r ; �22 = ik�2r + ��2z�r :Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (39) ïðè�âîäèò ê äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþdet ����� �11 �12�21 �22 ����� = 0; (40)êîòîðîå â íåÿâíîì âèäå äàåò çàâèñèìîñòü ! = !(k)äëÿ ñëó÷àÿ m = 0.4. ÂËÈßÍÈÅ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËß ÍÀÝËÅÊÒ�ÎÊÀÏÈËËß�ÍÓÞÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ È ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅÏ�ÈÌÅ�Û Ï�ÈÌÅÍÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈÂ êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà áûë ðàññìîòðåíöèëèíäð èç æèäêîé ïëàòèíû. Ïàðàìåòðû ïëàòèíûâ çàâèñèìîñòè îò àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû T ïðèíè�ìàëèñü ñëåäóþùèìè [8℄:� [êã=ì3℄ = 19:2 � 103 � 0:96(T � Tm);� [Í=ì℄ = 1:80� 0:14(T � Tm) � 10�3;� [Ïà � ñ℄ = 0:25 exp[4:99 � 104=RT ℄ � 10�3;ãäå Tm = 2041 Ê.Äëÿ êîíêðåòíîãî ðàññìîòðåíèÿ âîçüìåì æèäêèéïðîâîäíèê äèàìåòðîì D = 15 ìêì, ïîìåùåííûé âêîàêñèàëüíûé öèëèíäð äèàìåòðîì D = 2:3 ñì, êàêâ îïûòàõ ðàáîòû [9℄. Ïóñòü ïðîâîäíèê íàõîäèòñÿ ïîäíàïðÿæåíèåì V = 30 êÂ. Òîãäà íàïðÿæåííîñòü ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ íà åãî ïîâåðõíîñòè áóäåò ðàâíàEs = 2VD ln(D=D) = 5:45 � 108 Â/ì:Ïóñòü òåìïåðàòóðà ïðîâîäíèêà ðàâíà T = 2200 Ê,òîãäà � = 19:15 ã/ñì3, � = 1:78 Í/ì, � == 3:83 � 10�3 Ïà � ñ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èìRe =p��D=�2 = 186:6; El = "0E2sD=� = 22:2:1108
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè !(k), ïîëó÷åííûå èç óðàâíåíèÿ (40) äëÿ ìîäû ñ m = 0 (à) è èç óðàâíåíèÿ (37) äëÿ ìîäû ñm = 3 (á ) ïðè Re = 186:6 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ El, óêàçàííûõ îêîëî êðèâûõÇàâèñèìîñòè !(k) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîä âîçìóùå�íèÿ ïîâåðõíîñòè íàõîäèëèñü ÷èñëåííî èç íåÿâíûõóðàâíåíèé (37) è (40) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íåîñåñèì�ìåòðè÷íûõ (m 6= 0) è îñåñèììåòðè÷íûõ (m = 0) âîç�ìóùåíèé. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü çàâèñèìîñòüäèñïåðñèîííîé êðèâîé îò ïàðàìåòðà El, õàðàêòåðè�çóþùåãî âëèÿíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, áûëî ïîñòðî�åíî ñåìåéñòâî êðèâûõ äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ âîçìó�ùåíèé (ðèñ. 2à) è äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íîãî âîçìó�ùåíèÿ ñ m = 3 (ðèñ. 2á ) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèéEl. Ïðè ýòîì ÷èñëî �åéíîëüäñà ïðèíèìàëîñü ðàâ�íûì Re = 186:6. Íà ðèñ. 2à òàêæå ïîêàçàí ãðà�èêçàâèñèìîñòè !(k) äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå çíà÷åíèéïàðàìåòðîâ ñ El = 22:2, íà êîòîðîì ïðèâåäåíû âåëè�÷èíû !max � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà íåóñòîé�÷èâîñòåé è kmax � âîëíîâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùååýòîé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà.Èç ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé âèäíî, ÷òî âëèÿ�íèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðèâîäèò äëÿ âñåõ ìîä êóâåëè÷åíèþ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà íåóñòîé�÷èâîñòåé !max (çíà÷åíèÿ !max ðàñòóò ñ ðîñòîì El)è ê óìåíüøåíèþ äëèíû âîëíû íàèáîëåå íåóñòîé÷è�âîé ìîäû (êîòîðàÿ â ðàçìåðíîì âèäå îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé �max = (2�=kmax)D, ãäå kmax � âîëíî�âîå áåçðàçìåðíîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå !max,D �äèàìåòð öèëèíäðà).Íà ðèñ. 3à ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè !max(El) äëÿïåðâûõ ïÿòè ãàðìîíèê âîçìóùåíèÿ (m = 0; 1; 2; 3; 4).Ïðèáëèæåííî ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ïðè áîëü�øèõ El ñòðåìÿòñÿ ê êðèâîé !max = 0:655(El)1:33.Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî íåîñåñèììåòðè÷íûå ìîäû íà�÷èíàþò ðàñòè òîëüêî ïðè äîñòèæåíèè ïîëåì íåêîòî�ðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå óâåëè÷èâàåòñÿñ ðîñòîì m. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàñòóùåå ýëåêòðè�÷åñêîå ïîëå ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷àåò óãëîâûå ìî�äû. Ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíîãî ðîñòà âåëè÷èíû !maxïðè �èêñèðîâàííîì m ïðè óâåëè÷åíèè El ñòðåìèò�ñÿ ê çàâèñèìîñòè !max = !max(El) äëÿ îñåñèììåò�

ðè÷íîé ìîäû (m = 0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëü�øîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå âñå ìîäû ñ íå ñëèøêîìáîëüøèìè m ðàñòóò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâî è ïðèòàêèõ áîëüøèõ ïîëÿõ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêàáóäåò ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà ìíîãîìîäîâîãî âîçìóùå�íèÿ, êîòîðîå, òåì íå ìåíåå, ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòüíåêîòîðûì çíà÷åíèåì �max, îïðåäåëÿåìûì îñåñèì�ìåòðè÷íîé ìîäîé. Ýòî ïîäòâåðæäàåò çàâèñèìîñòükmax(El) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîä, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 3á,èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïîëÿ âñå êðèâûåñáëèæàþòñÿ. Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà çà�âèñèìîñòåé kmax(El) áûëà ïîëó÷åíà äëÿ áîëüøèõElàñèìïòîòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ äëèíû âîëíû íàè�áîëåå íåóñòîé÷èâîé ìîäû �max = 5:874=(El)0:854 âáåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ.Çàâèñèìîñòè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3, èìåþò ëþáî�ïûòíûå îñîáåííîñòè.1) Â ìàëûõ ïîëÿõ (ñì. ðèñ. 3à) ïðè El � 0:3âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå èçãèáíîé íåóñòîé÷è�âîñòè ñ m = 1, ðàñòóò áûñòðåå âñåõ ìîä, âêëþ�÷àÿ îñåñèììåòðè÷íóþ (òàê íàçûâàåìóþ ñîñèñî÷íóþíåóñòîé÷èâîñòü). Ìîäà ñ m = 2 ïðè El � 5:6 ðàñ�òåò åäâà çàìåòíî áûñòðåå îñåñèììåòðè÷íîé ìîäû,íî ìåäëåííåå ìîäû ñ m = 1.2) Èíêðåìåíòû ðîñòà âñåõ ìîä, íà÷èíàÿ ñ ìîäûm = 3, ðàñòóò ìåäëåííåå îñåñèììåòðè÷íîé ìîäûïðè ëþáûõ ïîëÿõ.3) Êîãäà ñ óâåëè÷åíèåì ïîëÿ íà÷èíàåòñÿ ðîñòíåñèììåòðè÷íûõ ìîä (ñì. ðèñ. 3á äëÿ m � 1) ñóùå�ñòâóåò íåêîòîðûé äèàïàçîí çíà÷åíèé El, íà êîòîðîìkmax = 0, ò. å. ïðåèìóùåñòâåííî ýòè ìîäû ðàñòóò áåçèçìåíåíèÿ ïî êîîðäèíàòå z.Èç ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ìîæíî îïðåäå�ëèòü õàðàêòåðíîå ðàçìåðíîå âðåìÿ ðîñòà íàèáîëååíåóñòîé÷èâîé ìîäû âîçìóùåíèé â ïðèâåäåííîìâûøå ïðèìåðå ñ ïëàòèíîâûì öèëèíäðîì. Îíîâû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå � = p�D3=� =!max. Äëÿíàïðÿæåíèÿ V = 30 êÂ áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå1109
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè !max (à) è kmax (á ) îò El ïðè Re = 186:6 äëÿ ïÿòè ïåðâûõ ìîä!max � 40:5, ïîýòîìó � � 6 � 10�6ñ=40:5 � 148 íñ è�max � 6:24 ìêì. Åñëè íàïðÿæåíèå óâåëè÷èòü äîçíà÷åíèÿ 34.9 êÂ, òî !max � 60:5 è, ñëåäîâàòåëüíî,� � 6 � 10�6ñ=60:5 � 99:2 íñ è �max � 4:8 ìêì.À ñêà÷îê íàïðÿæåíèÿ äî 82 êÂ äàñò çíà÷åíèå� = 6 � 10�6ñ=587 = 10:2 íñ è �max � 1:1 ìêì.Õîòÿ ïðèâåäåííûé àíàëèç ýëåêòðîêàïèëëÿðíûõíåóñòîé÷èâîñòåé è íå ïðåòåíäóåò íà îáúÿñíåíèåãëàâíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â çàäà÷å î âçðûâå ïðîâîä�íèêîâ, òåì íå ìåíåå õî÷åòñÿ îáðàòèòü âíèìàíèå íàñëåäóþùåå. Â îïûòàõ ïî ýëåêòðîâçðûâó ïðîâîäíè�êîâ íàïðÿæåíèå íà ïðîâîäíèêå óìåíüøàåòñÿ ëèíåé�íî îò çíà÷èòåëüíûõ (ïîñëå åãî ïëàâëåíèÿ) âåëè÷èíäî íóëÿ íà çàçåìëåííîì êîíöå, ïðè ýòîì äëÿ áîëü�øåé ÷àñòè ïðîâîäíèêà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæ�äó ïîâåðõíîñòüþ ïðîâîäíèêà è çàçåìëåííûì êîàêñè�àëîì çíà÷èòåëüíà. �åçóëüòàòû ïîëó÷åííûõ îöåíîêïîçâîëÿþò ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íà óêàçàí�íîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ïðîâîäíèêà èç-çàñèëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé âîçíèêàþò êîðîòêî�âîëíîâûå íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå íà ëèíåéíîé ñòà�äèè ðàçâèòèÿ ïðèáëèæåííî îïèñûâàþòñÿ èçëîæåí�íîé âûøå òåîðèåé, à â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíîãî ðàç�âèòèÿ ýòèõ íåóñòîé÷èâîñòåé èç íèõ ìîãóò îáðàçî�âàòüñÿ êîíóñû Òýéëîðà. Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ýëåê�òðîêàïèëëÿðíûå íåóñòîé÷èâîñòè ìîãóò ïðèâîäèòü êîáðàçîâàíèþ êîíóñîâ Òýéëîðà, ïðè÷åì, êàê èçâåñò�íî â ñèëüíûõ ïîëÿõ èç êîíóñîâ Òýéëîðà áåðóò íà÷à�ëî ìèêðîñòðóè è èõ âåðøèíû ñòàíîâÿòñÿ èñòî÷íèêà�ìè èîíîâ [10℄. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,÷òî ýðîçèÿ óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ïðîâîä�íèêà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå äîëæíà áûòü ñîâåðøåí�íî îòëè÷íà îò ïðîñòîãî èñïàðåíèÿ. Òàêàÿ ýðîçèÿ ìî�æåò èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ñîçäàíèè øóíòèðó�þùåé ïëàçìåííîé ðóáàøêè ïðè ýëåêòðîâçðûâå ïðî�âîäíèêîâ â âàêóóìå.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàí�íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýëåêòðîêàïèëëÿðíóþíåóñòîé÷èâîñòü æèäêîãî ïðîâîäÿùåãî öèëèíäðà.Íàéäåíû òî÷íûå äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ âðàìêàõ ëèíåéíîé çàäà÷è. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñè�ìàëüíûå ñêîðîñòè ðîñòà íåóñòîé÷èâîñòåé áûñòðîâîçðàñòàþò ïðè óâåëè÷åíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿíà ïîâåðõíîñòè íåâîçìóùåííîãî ïðîâîäíèêà, àäëèíû âîëí íàèáîëåå íåóñòîé÷èâûõ ìîä âñåõ ãàð�ìîíèê óìåíüøàþòñÿ. Îáíàðóæåíî, ÷òî ñ ðîñòîìýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷àþòñÿ(ò. å. íà÷èíàþò ðàñòè âî âðåìåíè) óãëîâûå ìîäû,ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü âðåìåííîãî ðîñòàâñåõ âîçíèêøèõ ìîä ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñðîñòîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò�05-08-33713-à).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂû÷èñëåíèå âàðèàöèè ñðåäíåé êðèâèçíûïîâåðõíîñòè ïðè èçìåíåíèè åå �îðìûÏóñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ âåêòîðíûìïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì: r = r(u; v). Ñðåä�íåé êðèâèçíîé H ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå íàçû�âàåòñÿ ïîëóñóììà åå ãëàâíûõ êðèâèçí k1 è k2,H = 12(k1 + k2);êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç êîý��èöèåí�òû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ �îðì ïîâåðõíî�ñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì [11; 12℄:H = 12 EN � 2FM +GLEG� F 2 :1110



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008 Ýëåêòðîêàïèëëÿðíûå íåóñòîé÷èâîñòè : : :Ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé ïî�âåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèåI = dr2 = Edu2 + 2F du dv +Gdv2;ãäå E = r2u, F = ru � rv , G = r2v .Âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîâåðõíîñòè îïðå�äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:II = d2r � n = Ldu2 + 2M dudv +N dv2;ãäå n = ru � rvjru � rv j = ru � rvpEG� F 2� åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, à êî�ý��èöèåíòû âûðàæàþòñÿ �îðìóëàìèL = ruu � n = (ruu; ru; rv)pEG� F 2 ;M = ruv � n = (ruv ; ru; rv)pEG� F 2 ;N = rvv � n = (rvv ; ru; rv)pEG� F 2 ;ãäå (a;b; ) � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.Â äàííîé ðàáîòå ðàäèóñ-âåêòîð âîçìóùåííîé ïî�âåðõíîñòè æèäêîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â äåé�ñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñëåäóþùåé �îðìóëîé:r = (B + �)er + 0e' + zez;ãäå � = " os(kz + m') � ãàðìîíè÷åñêîå âîçìóùå�íèå ïîâåðõíîñòè, " = ae!t � àìïëèòóäà âîçìóùå�íèÿ ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé ("� R),m � 0 � öåëîå ÷èñëî, er, e' è ez � îðòû öèëèíäðè�÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Çäåñü ðîëü ïàðàìåòðîââ ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè ïîâåðõíîñòè r = r(u; v)èãðàþò êîîðäèíàòû u = ' è v = z. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âöèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò�er�' � (er)' = e'; �e'�' � (e')' = �er;ïîëó÷èìru = r' = [R + " os(kz +m')℄' er ++ [R+ " os(kz +m')℄ (er)' == �m" sin(kz +m')er + [R+ " os(kz +m')℄ e';rv = rz = �k" sin(kz +m')er + ez:

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷íî�ñòüþ äî ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ïî " êîý��èöèåíòû ïåð�âîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû èìåþò âèäE = r2u = [m" sin(kz +m')℄2 ++ [R+ " os(kz +m')℄2 �� R2 �1 + 2"R os(kz +m')� ;F = (ru; rv) = f�m" sin(kz +m')er ++ [R+ " os(kz +m')℄ e';� k" sin(kz +m')er + ezg == mk"2 sin2(kz +m') � 0;G = r2v = 1 + [k" sin(kz +m')℄2 � 1:Íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ëè�íåéíûõ ÷ëåíîâ ïî " èìååìn � er+m"R sin(kz+m')e'+k" sin(kz+m')ez;ruu = r'' = � �R+ "(1 +m2) os(kz +m')� er �� 2m" sin(kz +m')e';ruv = r'z = �km" os(kz+m')er�k" sin(kz+m')e';rvv = rzz = �k2" os(kz +m')er:Êîý��èöèåíòû âòîðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû âòîì æå ïðèáëèæåíèè èìåþò âèäL = ruu � n � � �R+ "(1 +m2) os(kz +m')� ;M = ruv � n � �km" os(kz +m');N = rvv � n � �k2" os(kz +m'):Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåìH = 12 EN � 2FM +GLEG� F 2 �� 12 �� 1R � k2� + 1�m2R2 �� ;îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ðàâ�íà ÆH = 12 ��k2 + 1�m2R2 � �:1111
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