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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ�ÎÊÂÀÇÈÌÓËÜÒÈÔ�ÀÊÒÀËÜÍÎ�Î Ï�ÎÖÅÑÑÀÀ. È. Ñàè÷åâ *, Â. À. Ôèëèìîíîâ **Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî603950, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 �åâðàëÿ 2008 ã.Îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà äè��óçèîííîãî êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà. Ñòðîèòñÿ äèñêðåòíàÿ ìî-äåëü ïðîöåññà è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà ïðè ïîìîùè ñòàòèñòè-÷åñêîé îáðàáîòêè ðåàëèçàöèé ïðîöåññà. Àíàëèç ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ, ïðîâåäåííûé íà îñíîâå÷èñëåííîãî èçó÷åíèÿ êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà, êà÷åñòâåííî ïîäòâåðæäàåòñÿ âèäîì ðåàëèçàöèéìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà. Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûäåëÿþòñÿ òðè ñóùå-ñòâåííî ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, à òàêæå ñðàâíåíèþ ðåàëèçàöèé ïðåäëîæåííîãîïðîöåññà è õîðîøî èçâåñòíîãî ïðîöåññà ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.PACS: 05.45.Df, 47.53.+n, 02.50.-r, 02.50.Ey, 05.40.-a1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏåðâîíà÷àëüíî òåîðèÿ ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ïðî�öåññîâ ïîÿâèëàñü êàê îáîáùåíèå êàñêàäíûõ ìîäåëåé�è÷àðäñîíà [1℄ è Êîëìîãîðîâà [2℄. Îñíîâíîå ðàçâè�òèå äàííàÿ îáëàñòü òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïî�ëó÷èëà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè, èâ íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïîñëå òîãî êàê áûëî ïîêàçàíî,÷òî ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòè â ðàçâèòîé òóðáóëåíòíî�ñòè èìåþò ìóëüòè�ðàêòàëüíûé õàðàêòåð [3℄, èíòå�ðåñ ê èçó÷åíèþ ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ òóðáó�ëåíòíîñòè âîçðàñòàåò (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [4�9℄).Êëþ÷åâûì âîïðîñîì òåîðèè ìóëüòè�ðàêòàëü-íîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àäåêâàòíîé ìîäåëè, îïè�ñûâàþùåé ïîäîáíûå ïðîöåññû. Ïåðâûå ïîïûòêè(1990�1997 ãã.) ñîçäàòü òàêóþ ìîäåëü îñíîâûâàëèñüíà òàê íàçûâàåìîì êàñêàäíîì ïðàâèëå [4, 10℄ äëÿïðèðàùåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà, ÷òî ïðè�âåëî ê ëîã-íîðìàëüíîé ìîäåëè ìóëüòè�ðàêòàëüíî�ñòè [11℄. Äàííûé ïîäõîä èìåë ðÿä ñóùåñòâåííûõíåäîñòàòêîâ, òàêèõ êàê íåñòàöèîíàðíîñòü ïðèðàùå�íèé è îòñóòñòâèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, èáûë ïðèìåíèì ëèøü äëÿ äèñêðåòíîãî íàáîðà ìàñ�øòàáîâ.*E-mail: sai
hev�hotmail.ru**E-mail: vladimir.a.filimonov�gmail.
om

Áîëåå óäà÷íîé ñòàëà ïðåäëîæåííàÿ â 2000 ã.ìîäåëü ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé[12, 13℄. Â íåé ìóëüòè�ðàêòàëüíûé ïðîöåññ ïðåä�ñòàâëÿëñÿ â âèäå ïðåäåëà êîíå÷íîé ñóììû îòñ÷åòîâíåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîëó÷àåìîãî ïóòåìêîìáèíàöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ ãàóññîâûõ ïðîöåññîâ.Äàííàÿ ìîäåëü, õîòÿ è ëèøåíà íåäîñòàòêîâ ïðåäû�äóùèõ, íåñåò â ñåáå ñóùåñòâåííîå âíóòðåííåå ïðîòè�âîðå÷èå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òîì,÷òî ìîäåëü òåðÿåò �èçè÷åñêèé ñìûñë ïðè ðàññìîò�ðåíèè ìîìåíòîâ ïðèðàùåíèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.Íà íàø âçãëÿä, íàèáîëåå àäåêâàòíî îòðàæàþùåéñâîéñòâà ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ïðîöåññîâ ñòàëà ìî�äåëü, ïðåäëîæåííàÿ â 2006 ã. â ðàáîòå [14℄. ßâëÿ�ÿñü ðàçâèòèåì ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, îíàââîäèò â óïîòðåáëåíèå íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòüóêàçàííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ïðåäûäóùåé ìîäåëè. Ñëå�äóþùèì øàãîì ñòàëî ââåäåíèå ïîíÿòèé êâàçèìóëü�òè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà è êâàçèìóëüòè�ðàêòàëü�íîãî ñïåêòðà [15℄. Â óêàçàííîé ðàáîòå áûë ðàññìîò�ðåí ïðîöåññ äè��óçèîííîãî òèïà, áîëåå àäåêâàòíûéòóðáóëåíòíûì ïóëüñàöèÿì, íåæåëè ïðåäëîæåííûéâ [14℄ ìîíîòîííî ðàñòóùèé ïðîöåññ, è àíàëèòè÷åñêèèññëåäîâàí åãî êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûé ñïåêòð.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò îáñóæäåíèåñâîéñòâ äè��óçèîííûõ êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûõ381



À. È. Ñàè÷åâ, Â. À. Ôèëèìîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 2 (8), 2008ïðîöåññîâ. Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëüïðîöåññà è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ðàáîòû[15℄, êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûé ñïåêòð ðàññ÷èòû�âàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêèíåïîñðåäñòâåííûõ ðåàëèçàöèé ïðîöåññà. Àíàëèçìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ, ïðîâåäåííûé íà îñíî�âå èçó÷åíèÿ êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà,êà÷åñòâåííî ïîäòâåðæäàåòñÿ âèäîì ðåàëèçàöèéìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà. Îñîáîå âíèìàíèå â ñòàòüåóäåëåíî ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ ÷èñ�ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ,ïðèâåäåííûõ ðàíåå [15℄, à òàêæå ñðàâíåíèþ ðåàëèçà�öèé êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà è ïðîöåññàìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé [12℄.2. ÄÈÑÊ�ÅÒÍÀß ÌÎÄÅËÜÊÂÀÇÈÌÓËÜÒÈÔ�ÀÊÒÀËÜÍÎ�ÎÏ�ÎÖÅÑÑÀÏðåæäå ÷åì íà÷àòü îïèñàíèå äèñêðåòíîé ìîäå�ëè è ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íåîáõî�äèìî ââåñòè ïîíÿòèå êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðî�öåññà è ïðèâåñòè êðàòêîå îïèñàíèå íåïðåðûâíîé ìî�äåëè, èçó÷åííîé ðàíåå [15℄.�àññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñòàöèîíàðíû�ìè ïðèðàùåíèÿìè X(t) è q-é ìîìåíò åãî ïðèðàùå�íèé:Mq(l) = h(ÆlX(t))qi = h(X(t+ l)�X(t))qi ; (1)ãäå ÆlX(t) = X(t + l) � X(t) îçíà÷àåò ïðèðàùåíèåïðîöåññà, Mq(l) � q-é ìîìåíò ïðèðàùåíèé, à óãëî�âûå ñêîáêè � ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå. Âûðàæå�íèå äëÿ äàííîãî ìîìåíòà ïðåäñòàâèìî â âèäåMq(l) = Kql�q(l); (2)ãäå Kq � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, �q(l) � ëîêàëüíûéìàñøòàáíûé ïîêàçàòåëü � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, ïà�ðàìåòðîì êîòîðîé ñëóæèò ïîðÿäîê ìîìåíòà q, à àð�ãóìåíòîì � ìàñøòàá l. Åñëè äàííàÿ �óíêöèÿ íå çà�âèñèò îò ìàñøòàáà è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîììîìåíòà, Mq(l) = Kql�q ; (3)òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîöåññ X(t) îáëàäàåò ìàñøòàáíîéèíâàðèàíòíîñòüþ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà �q íîñèò íà�çâàíèå ìàñøòàáíîãî ïîêàçàòåëÿ, à çàâèñèìîñòü äàí�íîãî ïîêàçàòåëÿ �q îò ïîðÿäêà ìîìåíòà q � ñïåêòðà

ïðîöåññà. Åñëè ñïåêòð ëèíååí, �q = qH , ãäå H �íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî èñõîäíûé ïðîöåññ ìîíî��ðàêòàëåí, åñëè æå �q � íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ ïî�ðÿäêà ìîìåíòà ïðèðàùåíèé q, òî ãîâîðÿò î ìóëüòè��ðàêòàëüíîì ïðîöåññå.Îòìåòèì, ÷òî ìóëüòè�ðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ïðî�öåññà ïðîÿâëÿþòñÿ íå äëÿ âñåõ ìàñøòàáîâ l, à ëèøüíà íåêîòîðîì òàê íàçûâàåìîì èíåðöèîííîì èíòåð�âàëå [14, 15℄ � � l � L; (4)ãäå ââåäåíû äâà îáîçíà÷åíèÿ: ìàñøòàá âÿçêîñòè �è èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá L � � . Áóäåì íàçûâàòüïðîöåññ X(t) êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûì, åñëè çàâè�ñèìîñòü ìîìåíòà ïðèðàùåíèé Mq(l) îò ìàñøòàáà lìîæíî â íåêîòîðîì ñìûñëå (åäèíîì äëÿ âñåõ ïîðÿä�êîâ q) àïïðîêñèìèðîâàòü çàâèñèìîñòüþ~Mq(l) = Kql~�q (5)íà èíåðöèîííîì èíòåðâàëå (4) è ïðè ýòîì ~�q ÿâëÿ�åòñÿ íåëèíåéíîé �óíêöèåé àðãóìåíòà q. Âåëè÷èíû~�q íàçîâåì ý��åêòèâíûìè ìàñøòàáíûìè ïîêàçàòå�ëÿìè, à êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûì ñïåêòðîì ïðîöåñ�ñà áóäåì íàçûâàòü çàâèñèìîñòü ~�q îò ïîðÿäêà ìîìåí�òà q. Âîïðîñ âûáîðà àïïðîêñèìàöèè îòíþäü íå òðè�âèàëåí, è ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé âàíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ íàèáîëåå àäåêâàòíûì áûëïðèçíàí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíîãî ïîêàçà�òåëÿ ïî ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó ëîêàëüíîãî ïîêàçà�òåëÿ íà èíåðöèîííîì èíòåðâàëå [15℄:~�q = min��l�L �q(l): (6)Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé íàìè ìîäåëè [14, 15℄,êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûé ïðîöåññ X(t) ïðåäñòàâ�èìâ âèäå X(t) = tZ �(t0)e!(t0)dt0; (7)ãäå !(t) � íåêîòîðûé àâòîðåãðåññèîííûé ïðîöåññ,!(t) = tZ�1 �(t0)h(t� t0) dt0; (8)à �(t) è �(t) � íåêîððåëèðîâàííûå ãàóññîâû øóìû ñêîððåëÿöèîííûìè �óíêöèÿìèh�(t)�(t+�)i = D1Æ(�); h�(t)�(t+�)i = D2Æ(�): (9)382



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 2 (8), 2008 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå : : :Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü h�(t)i = 0.Êðîìå òîãî, îãðàíè÷èâàÿñü çäåñü ðàññìîòðåíèåìòîëüêî ñèììåòðè÷íûõ êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûõïðîöåññîâ, ïîëîæèì h�(t)i = 0. Â êà÷åñòâå ÿäðà h(t)âûáèðàåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ:h(t) = h0(1 + t=�)'+1=2�(t); (10)ãäå � � ââåäåííûé ðàíåå ìàñøòàá âÿçêîñòè, à �(t) ��óíêöèÿ Õåâèñàéäà.Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [15℄, êëþ÷åâûìè ïàðà�ìåòðàìè òàêîãî êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññàX(t) ñëóæàò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ' è ãèáðèäíûé ïà�ðàìåòð �2: �2 = 2D2h20�' : (11)Îòìåòèì, ÷òî îáñóæäàåìàÿ â ðàáîòàõ [12, 13℄ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ ' = 0.Ïðè ýòîì ïàðàìåòð �2 îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì,÷òî è ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèè ïðîöåññà!(t) â ìîäåëè ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëó�æäàíèé è, êàê ñëåäñòâèå, ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ �èçè÷å�ñêèì ñìûñëîì. Ââåäåíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà ' è, ñî�îòâåòñòâåííî, îãðàíè÷åíèå äèñïåðñèè íå òîëüêî íåðàçðóøàåò ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ìîäåëèðó�åìîãî ïðîöåññà, íî, íàïðîòèâ, äåëàåò êâàçèìóëüòè��ðàêòàëüíóþ ìîäåëü áîëåå ¾áîãàòîé¿ è àäåêâàòíîéðåàëüíûì ñâîéñòâàì ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè.Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåîá�õîäèìî ïåðåéòè îò íåïðåðûâíîé ìîäåëè (7) ê äèñ�êðåòíîé. Ââîäÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ x = t=� , çàäà�äèì íà íîâîé îñè âðåìåíè ðàâíîìåðíóþ ñåòêó:xi � ti� = i = 0; 1; 2; : : :Ïðåäñòàâëÿÿ èíòåãðàëû â âûðàæåíèÿõ (7) è (8) â âè�äå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî èíòåðâàëàì ñåòêè [ti; ti+1) èó÷èòûâàÿ ìåäëåííîå èçìåíåíèå âõîäÿùèõ â ïîäûí�òåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ �óíêöèé h(t) è !(t), çàìå�íèì âûðàæåíèÿ (7) è (8) íàX(n�) � n�1Xi=0 e!(i�) (i+1)�Zi� �(t0) dt0;!(i�) � i�1Xj=0 h��(i� j)� (j+1)�Zj� �(t0) dt0; (12)ãäå n = [t=� ℄, à êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíàöåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

Ñ ó÷åòîì ãàóññîâîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ ïðîöåñ�ñîâ �(t) è �(t) èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ïîñëåäíåå âû�ðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãàóññîâû ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû �i è �i ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è äèñïåðñè�ÿìè ñîîòâåòñòâåííî D1� è D2� . Îäíàêî ïðè âûïîë�íåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ãîðàçäî óäîáíåå îïåðè�ðîâàòü ãàóññîâûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ~�i è ~�iñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè,çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ èñõîäíûìè ïðè ïîìîùèñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:�i �pD1� ~�i; �i �pD2� ~�i; (13)ãäå çíàê ¾�¿ íà ñòðîêå îáîçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòüïðîöåññîâ â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå (ðàâåíñòâî âåðî�ÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé).Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (13) è (10) â (12), ïîëó�÷èì ñëåäóþùèå îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äèñ�êðåòíîãî êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà:Xn = � n�1Xi=0 ~�ie!i ;!i = � i�1Xj=0 ~�j �i� j + 1��'�1=2: (14)Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:� =pD1� ; � = h0pD2� :Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæèòåëü �, âõîäÿùèé â âûðàæåíèåäëÿ Xn, íå âëèÿåò íà ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà äèñ�êðåòíîãî ïðîöåññà, ïîýòîìó, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,ìîæíî ïîëîæèòü � = 1. Ïàðàìåòð �, âõîäÿùèé ìóëü�òèïëèêàòèâíî â âûðàæåíèå äëÿ !i, íàïðîòèâ, ñóùå�ñòâåí è ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè áóäåò èãðàòüðîëü, àíàëîãè÷íóþ ïàðàìåòðó �2 íåïðåðûâíîé ìî�äåëè. Ïîñëåäíèå äâà ïàðàìåòðà ñâÿçàíû î÷åâèäíûìðàâåíñòâîì: �2 = 12'�2: (15)Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðàìè äèñêðåòíîé ìîäåëèêâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ � è '.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîððåëèðîâàííûõ ãàóññîâûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ (14),ïðèìåíÿëîñü ïðåîáðàçîâàíèå Áîêñà �Ìþëëåðà â ïî�ëÿðíîé �îðìå [16℄ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîìåð�íî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèýòîì ¾êà÷åñòâî¿ ïîëó÷àåìûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäå�ëåííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ¾êà�÷åñòâà¿ ãåíåðàòîðà íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñ�ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ383



À. È. Ñàè÷åâ, Â. À. Ôèëèìîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 2 (8), 2008ãåíåðàòîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë èñïîëüçîâàëèñüêàê òðàäèöèîííûå êðèòåðèè ñîãëàñèÿ Ïèðñîíà èÊîëìîãîðîâà �Ñìèðíîâà, òàê è ñïåöèàëèçèðîâàí�íûå íàáîðû òåñòîâ DIEHARD Test Battery [17℄ èNIST Statisti
al Test Suite [18℄. Òàêæå áîëüøîå âíè�ìàíèå óäåëÿëîñü âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãî�ðèòìà è ïåðèîäó ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòè. Ïî ðåçóëüòàòàì òåñòèðîâàíèÿ íàèáîëåå ïðèåì�ëåìûì ãåíåðàòîðîì áûë ïðèçíàí ¾Âèõðü Ìåðñåííà¿[19℄, äîñòîèíñòâàìè êîòîðîãî êðîìå ìàëîãî êîý���èöèåíòà êîððåëÿöèè è âûñîêîé ñòåïåíè ðàâíîìåð�íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå âûñîêàÿ ñêî�ðîñòü ðàáîòû è îãðîìíûé ïåðèîä, ðàâíûé 219937�1.3. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÎ�ÎÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈßÏðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü íåïîñðåäñòâåííî ê èçó�÷åíèþ êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñïåêòðîâ, ðàññìîò�ðèì ðåàëèçàöèè ïîëó÷àåìîãî äèñêðåòíîãî ïðîöåññà.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �ïðîöåññ Xn áóäåò ïðàêòè÷åñêè ìîíî�ðàêòàëüíûì(ðèñ. 1à), à â ïðåäåëå ïðè � ! 0 ñòàíîâèòñÿ âèíå�ðîâñêèì ïðîöåññîì. Ñ ðîñòîì � ìóëüòè�ðàêòàëüíûåñâîéñòâà ïðîöåññà íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòüñÿ ñèëüíåå.Âíåøíå ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîÿâëåíèè áîëüøîãî ÷èñ�ëà áûñòðûõ ¾ñêà÷êîâ¿ (ðèñ. 1á ). Ïðè åùå áîëüøåìóâåëè÷åíèè � âîçðàñòàåò âëèÿíèå ýêñïîíåíòû â âû�ðàæåíèè (14), à âìåñòå ñ íèì ðàñòåò è àìïëèòóäàñêà÷êîâ (ðèñ. 1â), è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ � ïðî�öåññ Xn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé îáîá�ùåííûé òåëåãðà�íûé ïðîöåññ. Â äàííîé ðàáîòå íåñòàâèòñÿ öåëü ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ïàðà�ìåòðîâ íà ðåæèìû ìóëüòè�ðàêòàëüíîñòè, ïîýòîìóäàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ìîìåíòîâ è ñïåêòðîâ áó�äåò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ � è ', îò�âå÷àþùèõ íåêîòîðîìó ¾óìåðåííîìó¿ ðåæèìó (àíà�ëîãè÷íîìó ïðèâåäåííîìó íà ðèñ. 1á ).Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ñîãëàñèÿ ðåàëè�çàöèé êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî�öåññà è ïðîöåññà ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõáëóæäàíèé [12℄. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñðàâíåíèÿ ðàñ�ñìîòðèì ÷ðåçâû÷àéíî ìàëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà' = 10�25, ÷òî, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (11), ñîîòâåò�ñòâóåò �2 � 1025 è îãðîìíîìó çíà÷åíèþ äèñïåð�ñèè ïðèðàùåíèé êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåñ�ñà [15℄ 
jÆlX(t)j2� � exp �1025�, êîòîðîå äàæå ñ òî÷�êè çðåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ìîæåò ðàññìàò�ðèâàòüñÿ êàê áåñêîíå÷íî áîëüøîå. Àíàëèòè÷åñêèåðàñ÷åòû [15℄ ïîçâîëÿþò íàéòè ñâÿçü ìåæäó �2 èïàðàìåòðîì ìóëüòè�ðàêòàëüíîñòè �2 ìîäåëè ìóëü�
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�èñ. 1. �åàëèçàöèè äèñêðåòíîãî ïðîöåññà Xn ïðè' = 0:01 è � = 0:1 (à), 0:5 (á ), 0:9 (â)òè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé [12℄, à ñîîò�íîøåíèå (15) ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå �, êî�òîðîå, â îòëè÷èå îò �2, êîíå÷íî è íåâåëèêî. Òàê,äëÿ çíà÷åíèÿ �2 = 0:03 [12℄ è ' = 10�25 ñîîòâåò�ñòâóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà äèñêðåòíîé ìîäåëè� � 0:21. �èñóíîê 2 ïîêàçûâàåò õîðîøåå âèçóàëüíîåñîãëàñèå ðåàëèçàöèé êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñëó�÷àéíîãî ïðîöåññà (ðèñ. 2a) è ïðîöåññà ìóëüòè�ðàê�òàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ãðà�èê, ïðèâåäåí�384
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�èñ. 2. �åàëèçàöèè êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãîäè��óçèîííîãî ïðîöåññà ïðè ' = 10�25, � = 0:21(à) è ïðîöåññà ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ áëó-æäàíèé ïðè �2 = 0:03 [12℄ (á )íûé â ðàáîòå [12℄, ðèñ. 2á ). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çíà�÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòàõ [12, 13℄,ñîîòâåòñòâóþò � . 0:4, ò. å. îáëàñòè, â êîòîðîé ìóëü�òè�ðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà âûðàæåíû ñëàáî.�åàëèçàöèè äèñêðåòíîãî ïðîöåññà Xn ïîçâîëÿþòðàññ÷èòàòü ïðèðàùåíèÿ ÆmXn = Xn+m�Xn, à óñðåä�íåíèå ïðèðàùåíèé ÆmXn ïî äëèíå ðåàëèçàöèè ïîç�âîëÿåò íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû:Mq(m) = 1N �m N�m�1Xn=0 ��ÆmXn��q �� 1N �m N�mXn=0 ��Xn+m �Xn��q; (16)ãäå N � äëèíà ïîëó÷åííîé ðåàëèçàöèè, à q � ïðî�èçâîëüíûé ïîðÿäîê ìîìåíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âû�ïîëíåíèÿ ¾êà÷åñòâåííîãî¿ óñðåäíåíèÿ, ñóììà â ïî�ñëåäíåì âûðàæåíèè äîëæíà ñîäåðæàòü äîñòàòî÷íîìíîãî ñëàãàåìûõ, ïîýòîìó ïðè çàäàííîé äëèíå Nðåàëèçàöèè (îãðàíè÷èâàåìîé îáúåìîì îïåðàòèâíîéïàìÿòè êîìïüþòåðà) ìàêñèìàëüíûé ìàñøòàá m, íàêîòîðîì ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ (16) áóäåò äîñòîâåð�íûì, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâóm� N: (17)�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ äîñòîâåðíîñòèóñðåäíåíèÿ äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâàN=m > 100�250.×èñëåííûé ðàñ÷åò ìîìåíòîâ äëÿ ¾óìåðåííîé¿ìóëüòè�ðàêòàëüíîñòè ïîäòâåðæäàåò íàëè÷èå òðåõñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàñøòàáîâ. Ïåð�âàÿ íåïðîòÿæåííàÿ îáëàñòü, ïðîñòèðàþùàÿñÿ äî

ìàñøòàáà âÿçêîñòè (l � �), îòâå÷àåò ìîíî�ðàêòàëü�íîé àñèìïòîòå, ïîëó÷åííîé àíàëèòè÷åñêè â ðàáî�òàõ [14, 15℄. Íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ (l & L) ãðà�èêèìîìåíòîâ ïðèðàùåíèé òàêæå âûõîäÿò íà ìîíî�ðàê�òàëüíûå àñèìïòîòû. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìàñøòàáâÿçêîñòè � îïðåäåëåí â ñàìîé ìîäåëè êâàçèìóëüòè��ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà, òî èíòåãðàëüíîìó ìàñøòà�áó L íå ìîæåò áûòü äàíî îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëå�íèÿ [15℄. Îäíàêî ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè l > �èìååòñÿ ïðîòÿæåííàÿ îáëàñòü ìàñøòàáîâ (èíåðöèîí�íûé èíòåðâàë), íà êîòîðûõ àïïðîêñèìàöèÿ ãðà�èêàìîìåíòà ïðèðàùåíèé ñòåïåííûì çàêîíîì (5) ïðèâî�äèò ê ý��åêòèâíîìó ïîêàçàòåëþ ~�q , îòëè÷íîìó îòìîíî�ðàêòàëüíîãî. Ìàñøòàá, íà ïîðÿäîê áîëüøèéâåðõíåé ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè, è ïîëàãàåòñÿ â äàí�íîé ñòàòüå èíòåãðàëüíûì (L). Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èåîïèñàííûõ îáëàñòåé ìàñøòàáîâ ñîõðàíÿåòñÿ êàê äëÿìëàäøèõ (q . 1, ðèñ. 3à), òàê è äëÿ ñòàðøèõ (q � 4,ðèñ. 3á ) ìîìåíòîâ.�ðà�èêè ìîìåíòîâ èìåþò çíà÷èòåëüíûå �ëóêòó�àöèè (ðèñ. 3á ), óìåíüøåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî äîáèòü�ñÿ óâåëè÷åíèåì äëèíû N ðåàëèçàöèè äî íåêîòîðîãîìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî âåëè÷èíîéîïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Òàê, íà êîìïüþ�òåðå ñ îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ 1 �áàéò ìàêñèìàëüíîâîçìîæíàÿ äëèíà ðåàëèçàöèè N � 5 � 107. Ïîýòî�ìó íàðÿäó ñ âûáîðîì äîñòàòî÷íî äëèííûõ ðåàëèçà�öèé òàêæå ïðèìåíÿëîñü ñãëàæèâàíèå êðèâîé ìîìåí�òà ïðèðàùåíèé ïðè ïîìîùè ïëàâàþùåãî ñðåäíåãî.Êàê óæå îòìå÷åíî, îïðåäåëåíèå ý��åêòèâíûõìàñøòàáíûõ ïîêàçàòåëåé, ñîñòàâëÿþùèõ êâàçèìóëü�òè�ðàêòàëüíûé ñïåêòð, ïî èçâåñòíûì ìîìåíòàìïðèðàùåíèé Mq(m) äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíî. Íà�õîæäåíèå ý��åêòèâíûõ ïîêàçàòåëåé ïî ãëîáàëüíî�ìó ìèíèìóìó (6), óäîáíîå äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ�÷åòîâ [14, 15℄, çàòðóäíåíî èç-çà íåîáõîäèìîñòè ïðè�ìåíåíèÿ ÷èñëåííî íåêîððåêòíîé îïåðàöèè äè��å�ðåíöèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîêàçàòå�ëåé. Áîëåå àäåêâàòíûì â óñëîâèÿõ ÷èñëåííîãî ýêñïå�ðèìåíòà ñòàë ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ ïî�êàçàòåëåé ~�q ïðè ïîìîùè àïïðîêñèìàöèè ãðà�èêàMq(m) ÷èñòî ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ (5),Mq(m) = Kqm~�q ;íà íåêîòîðîì çàäàííîì èíòåðâàëå [m1;m2℄ ìåòîäîìíàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè ýòîì îáíàðóæèëîñü,÷òî êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëà (m1 èm2) àïïðîêñèìàöèè ñëàáî âëèÿþò íà âèä ñïåêòðàïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé: a) èíòåðâàë äî�ñòàòî÷íî ïðîòÿæåííûé è ëåæèò âíóòðè èíåðöèîííî�ãî (4); á) äëÿ êàæäîé òî÷êè èíòåðâàëà óñðåäíåíèåâ âûðàæåíèè (16) äîñòîâåðíî; â) ãðà�èê ìîìåíòà12 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 385
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè ìîìåíòîâ M0:5 (à) è M4 (á )ïðèðàùåíèé ïðîöåññà Xn îò m ïðè ' = 0:01,� = 0:5: òî÷êè � ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîìåíòîâïðèðàùåíèé ïðè ïîìîùè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîò-êè ðåàëèçàöèé êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà,ñïëîøíûå òîíêèå ëèíèè � èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõðåçóëüòàòîâ, ïóíêòèðíûå ëèíèè � ìîíî�ðàêòàëü-íûå àñèìïòîòû, à ñïëîøíûå æèðíûå ëèíèè � àï-ïðîêñèìàöèÿ ãðà�èêà ìîìåíòà ÷èñòî ñòåïåííîé çà-âèñèìîñòüþ íà èíåðöèîííîì èíòåðâàëåMq(m) äîñòàòî÷íî ïëàâíûé (ò. å. íà íåì îòñóòñòâó�þò îïèñàííûå âûøå �ëóêòóàöèè). Ïåðâûå äâà óñëî�âèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó äëÿ ãðàíèöèíòåðâàëà:1� m1 � m2 � min�L� ;N� ;à ïîñëåäíåå óñëîâèå íà ïëàâíîñòü ðåàëèçàöèè âíàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ âûïîëíÿëîñü äëÿ óìåðåííûõçíà÷åíèé ñòåïåíè ìîìåíòà (q < 3). Â äàííîé ðàáî�òå ðàññìàòðèâàëèñü êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûå ñïåê�òðû ~�q äëÿ çíà÷åíèé ñòåïåíè 0 < q � 2:5, ïðè ýòîì

äëÿ îòûñêàíèÿ ý��åêòèâíûõ ïîêàçàòåëåé ~�q àïïðîê�ñèìàöèÿ Mq(m) ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ ïðîâîäè�ëàñü íà èíòåðâàëå [50; 104℄ ïðè äëèíå ðàññ÷èòûâàå�ìîé ðåàëèçàöèè N = 107.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðàñ�ñìîòðåíèè ìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ïðîöåññà [15℄, â ñè�ëó ÷ðåçâû÷àéíîé ñëîæíîñòè âîçíèêàþùèõ èíòåãðà�ëîâ, ðàñ÷åò ìîìåíòîâ ïðèðàùåíèé Mq(l) âîçìîæåíòîëüêî äëÿ ÷åòíûõ ñòåïåíåé, à çíà÷èò, êâàçèìóëüòè��ðàêòàëüíûé ñïåêòð ~�q ïðîöåññà àíàëèòè÷åñêè èçâå�ñòåí ëèøü â äèñêðåòíîì íàáîðå òî÷åê q = 2; 4; 6; : : :Çíà÷åíèå ~�q äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòåïåíåé ìîæåòáûòü ðàññ÷èòàíî èñêëþ÷èòåëüíî ïðè ïîìîùè èí�òåðïîëÿöèè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé. Â òî æå âðåìÿ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíî�ãî ïðîöåññàXn è íàõîæäåíèå ìîìåíòîâ ïðèðàùåíèéïðîöåññà íåïîñðåäñòâåííî èç ðåàëèçàöèè ïîñëåäíåãîïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèå ý��åêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ~�q äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ q (íå îãðàíè÷èâàÿñüòîëüêî öåëûìè çíà÷åíèÿìè) è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó�÷èòü ïðàêòè÷åñêè íåïðåðûâíûé êâàçèìóëüòè�ðàê�òàëüíûé ñïåêòð.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíûåñïåêòðû, ðàññ÷èòàííûå äëÿ äåñÿòè ðåàëèçàöèé ïðî�öåññàXn ïðè ' = 0:01 è � = 0:1�0.9. Èç ïðèâåäåííûõãðà�èêîâ âèäíà ñóùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü ñïåê�òðîâ, ÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè çíà÷èòåëüíûõ ìóëüòè��ðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà. Âèä�íî, ÷òî ñïåêòðû ïðîöåññà ïîäòâåðæäàþò âûâîäû,ñäåëàííûå ïî ðåàëèçàöèÿì ïðîöåññà Xn. Òàê, ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � . 0:1 ñïåêòð ïî÷òèëèíååí, à ïðîöåññ ïðàêòè÷åñêè ìîíî�ðàêòàëåí (ñì.ðèñ. 4à è 1à), ñ ðîñòîì � îòëè÷èÿ ñïåêòðà îò ëèíåéíî�ãî ñòàíîâÿòñÿ âñå ñóùåñòâåííåå, è ïðè áîëüøèõ çíà�÷åíèÿõ (� & 0:5) ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî íåëèíåé�íûì, ïîäòâåðæäàÿ ìóëüòè�ðàêòàëüíîñòü ïðîöåññàXn (ñì. ðèñ. 4ä è 1â). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå óìåðåííîéìóëüòè�ðàêòàëüíîñòè (� � 0:5) ñïåêòð äîâîëüíî õî�ðîøî îïèñûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ~�q = 12[q � q(q � 2)�2℄; (18)ïîëó÷åííîé â ìîäåëè ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àé�íûõ áëóæäàíèé [12, 13℄. Â îáëàñòè æå ñèëüíîé ìóëü�òè�ðàêòàëüíîñòè (� & 0:9) îòëè÷èÿ ñïåêòðà îò êâà�äðàòè÷íîãî âåñüìà ñóùåñòâåííû. Òàê, ñ ðîñòîì ïà�ðàìåòðà � îò 0:5 äî 0:9 ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíå�íèå ïðè àïïðîêñèìàöèè ñïåêòðà ïàðàáîëîé (18) óâå�ëè÷èâàåòñÿ â 200 ðàç.Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ñïåêòðîâðåàëèçàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíèì è òåì æå ïàðà�386
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ζ̃q ä �èñ. 4. �ðà�èêè êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà~�q ïðîöåññà Xn ïðè ' = 0:01 è � = 0:1 (à), 0:3 (á ),0:5 (â), 0:7 (ã), 0:9 (ä)
ìåòðàì, îäèíàêîâ, íà ðèñ. 4 âèäåí íåêîòîðûé ðàç�áðîñ ïîëó÷àåìûõ êðèâûõ, ïðè÷èíîé êîòîðîãî ÿâëÿ�åòñÿ ñïåöè�èêà ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé.Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëåå ïðèáëèæåííîé ê êðèâîé, ïî� ëó÷àåìîé ñòðîãèìè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, áó�äåò íåêîòîðàÿ ñðåäíÿÿ êðèâàÿ, à êîëè÷åñòâåííîéîöåíêîé ¾îøèáêè¿, ïîëó÷àåìîé ïðè ìîäåëèðîâàíèè,ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü:387 12*
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�èñ. 5. �åçóëüòàòû èíòåðïîëÿöèè ðàññ÷èòàííûõñïåêòðîâ ~�q ïðîöåññà Xn (æèðíûå ëèíèè) è óñðåä-íåííûé ñïåêòð �avq (êðóæêè) ïðè ' = 0:01 è � = 0:1,0:3, 0:5, 0:7, 0:9 (êðèâûå ñíèçó ââåðõ)
" = max0<q�2:5 ~�q � �avq�avq ;ãäå �avq � çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå ïóòåì óñðåäíåíèÿïðèâåäåííûõ ñïåêòðîâ äëÿ äåñÿòè ðàçëè÷íûõ ðåàëè�çàöèé. Äëÿ êðèâûõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 4, îøèáêà" èçìåíÿåòñÿ îò 3% ïðè � = 0:1 äî 9% ïðè � = 0:9.Âàæíûì âîïðîñîì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâ�ëÿåòñÿ âîïðîñ ñîãëàñèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìî�äåëèðîâàíèÿ è àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ñâÿçü ìåæ�äó ïàðàìåòðîì äèñêðåòíîé ìîäåëè � è ïàðàìåòðîì�2, âõîäÿùèì â àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ�÷åòà ñïåêòðà [15℄, óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèå (15).Äëÿ èñïîëüçóåìûõ â ñòàòüå çíà÷åíèé ' = 0:01 è� = 0:1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷å�íèÿìè ïàðàìåòðà íåïðåðûâíîé ìîäåëè áóäóò ñëåäó�þùèå: �2 = 2, 18, 50, 98, 162. �àññ÷èòàííûé äëÿäèñêðåòíîãî íàáîðà q = 2, 4, 6, 8, 10 àíàëèòè÷åñêèéñïåêòð èíòåðïîëèðîâàëñÿ â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ.Äëÿ ïðèâåäåííûõ ïàðàìåòðîâ ', � è �2 íà ðèñ. 5ïîêàçàíû íàëîæåííûå äðóã íà äðóãà ðåçóëüòàòû èí�òåðïîëÿöèè àíàëèòè÷åñêè ðàññ÷èòàííîãî ñïåêòðà èóñðåäíåííûé ïî äåñÿòè ðåàëèçàöèÿì ñïåêòð �avq , ïî�ëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåí�íûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëî õîðîøåå ñîãëàñèå íåñìîòðÿíà ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â ìåòîäàõ îïðåäåëåíèÿý��åêòèâíûõ ïîêàçàòåëåé: â àíàëèòè÷åñêîì ðàñ÷å�

òå ý��åêòèâíûé ïîêàçàòåëü áûë ââåäåí êàê ãëîáàëü�íûé ìèíèìóì (6) ëîêàëüíîãî, à â ÷èñëåííîì ýêñïå�ðèìåíòå � êàê ðåçóëüòàò àïïðîêñèìàöèè ìîìåíòàïðèðàùåíèé. Ó÷èòûâàÿ òàêæå îïèñàííûé âûøå ïðî�èçâîë â âûáîðå èíòåðâàëà àïïðîêñèìàöèè, ìîæíîäîñòîâåðíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî íåëèíåéíûé ñïåêòðÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èìåííî êâàçèìóëüòè�ðàêòàëü�íîé ïðèðîäû ïðîöåññà, à íå ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîò�êè ìîìåíòîâ ïðèðàùåíèé.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏðåäëîæåí äèñêðåòíûé êâàçèìóëüòè�ðàê-òàëüíûé ïðîöåññ äè��óçèîííîãî òèïà. Ïðè ýòîìðàññìîòðåíèå ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîâîäè�ëîñü íå òðàäèöèîííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè,à ïðè ïîìîùè ñòàòèñòè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî ìîäå�ëèðîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ðåàëèçàöèé ïðîöåññà.Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé êâàçèìóëüòè��ðàêòàëüíîãî ñïåêòðà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ, â òîì÷èñëå è íåöåëûõ, ïîðÿäêîâ.�àññ÷èòàííûå ðåàëèçàöèè è ñïåêòð ïîäòâåðäèëèíàëè÷èå ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ìîäåëèðóåìî�ãî ïðîöåññà, à òàêæå ïîçâîëèëè âûäåëèòü òðè ñó�ùåñòâåííî ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Ïåðâàÿîáëàñòü, â êîòîðûé ñïåêòð ëèíååí, îòâå÷àåò ìîíî��ðàêòàëüíûì ïðîöåññàì. Âòîðàÿ è òðåòüÿ îáëàñòèñ ïàðàáîëè÷åñêèì è ñóùåñòâåííî îòëè÷íûì îò ïàðà�áîëè÷åñêîãî ñïåêòðàìè ïîëó÷èëè íàçâàíèÿ îáëàñòåéñîîòâåòñòâåííî óìåðåííîé è ñèëüíîé ìóëüòè�ðàê�òàëüíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâàïðåäûäóùèõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìóëüòè�ðàêòàëü�íûì ïðîöåññàì, àíàëèç, ïðîâåäåííûé â äàííîé ðàáî�òå, íå áûë îãðàíè÷åí òîëüêî îáëàñòüþ ñëàáîé ìóëü�òè�ðàêòàëüíîñòè, à ñîäåðæàë â ñåáå âñå òðè îáëàñòèïàðàìåòðîâ.Îòäåëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî ñðàâíåíèþ ðå�àëèçàöèé êâàçèìóëüòè�ðàêòàëüíîãî ñëó÷àéíîãîïðîöåññà è ðåàëèçàöèé ìóëüòè�ðàêòàëüíûõ ñëó÷àé�íûõ áëóæäàíèé, à òàêæå ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçóðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèòè�÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Îáíàðóæåííîå õîðîøåå ñîãëàñèåðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûéìåòîä äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ êâàçèìóëüòè�ðàê�òàëüíûõ ñâîéñòâ ïðîöåññîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò�06-02-16414à), à òàêæå â ðàìêàõ Ïðîãðàììûïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò�ÍØ-1055.2008.2).388
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