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ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÅÉÍÀ ÇÀ�ßÆÅÍÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÑËÎß ÆÈÄÊÎ�Î �ÅËÈßÊÎÍÅ×ÍÎÉ �ËÓÁÈÍÛÍ. Ì. Çóáàðåâ *Èíñòèòóò ýëåêòðî�èçèêè Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê620016, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19 ìàðòà 2008 ã.Èññëåäîâàíà äèíàìèêà ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ æèäêîãî ãåëèÿ êîíå÷íîéòîëùèíû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ âûâåäåíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàðÿä ïîëíîñòüþ ýêðàíèðóåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàä æèäêî-ñòüþ. Äëÿ ïðåäåëà ñèëüíîãî ïîëÿ, êîãäà äèíàìèêà æèäêîñòè â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ âëèÿíèåì ýëåê-òðîñòàòè÷åñêèõ ñèë, ïðåäëîæåíà ìîäåëü ýâîëþöèè ëîêàëèçîâàííîãî âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè ãåëèÿ. Ìî-äåëü îïèñûâàåò ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè èçíà÷àëüíî ïëîñêîé ãðàíèöû âïëîòü äî �îðìèðîâàíèÿ â íåéçàîñòðåííûõ ëóíîê. �àññìîòðåí òàêæå ïðåäåë áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé æèäêîñòè. Áåç ñóùåñòâåííûõ îãðà-íè÷åíèé íà ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòè äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü âûÿâëåííîãî íàìè ðàíåå ðåæèìà òå÷åíèÿæèäêîñòè, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèÿìè ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà.PACS: 67.30.hp, 68.03.-g, 47.65.-d1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏîâåðõíîñòü æèäêîãî ãåëèÿ ìîæåò áûòü çàðÿ�æåíà äî äîâîëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèé ïîâåðõíîñò�íîé ïëîòíîñòè îòðèöàòåëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿ�äà [1, 2℄. Ýëåêòðîíû ñïîñîáíû ñâîáîäíî ïåðåìåùàòü�ñÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ, ÷òî îáåñïå÷è�âàåò åå ýêâèïîòåíöèàëüíîñòü íà õàðàêòåðíûõ ãèä�ðîäèíàìè÷åñêèõ âðåìåíàõ è ìàñøòàáàõ. Åñëè ïëîò�íîñòü çàðÿäà îòíîñèòåëüíî ìàëà, òî ïðè çíà÷èòåëü�íîé äå�îðìàöèè ïîâåðõíîñòè åãî ìîæåò íå õâàòèòüäëÿ âûðàâíèâàíèÿ ïîòåíöèàëà íà âñåé ïîâåðõíî�ñòè. Òîãäà �îðìèðóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìíîãîçà�ðÿäíûå ëóíêè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [3�5℄ è ññûë�êè â íèõ). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîòèâîïîëîæ�íûé ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü çàðÿäà äîñòàòî÷íî âå�ëèêà, ÷òîáû, ïåðåðàñïðåäåëÿÿñü ïî äå�îðìèðîâàí�íîé ïîâåðõíîñòè, çàðÿäû ïîëíîñòüþ ýêðàíèðîâàëèïîëå íàä íåé. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçîâûâàëàñüâ ýêñïåðèìåíòàõ [6, 7℄. Â íèõ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òîíà ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ ïîÿâëÿþòñÿ óãëóáëå�íèÿ, êîòîðûå çàîñòðÿþòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ñõîä�íûé ñöåíàðèé ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè èìååò ìå�*E-mail: ni
k�ami.uran.ru

ñòî äëÿ ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè (æèäêîãî ìåòàëëà)â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [8�10℄. Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ñî�ñòîèò â òîì, ÷òî èíäóöèðîâàííûé íà ïîâåðõíîñòèçàðÿä ýêðàíèðóåò ïîëå íå íàä æèäêîñòüþ, êàê ýòîïðîèñõîäèëî â ýêñïåðèìåíòàõ [6, 7℄, à âíóòðè æèäêî�ñòè. Ýòî îáóñëîâëèâàåò òåíäåíöèþ ê �îðìèðîâàíèþíå ëóíîê, à îñòðèé, â ÷àñòíîñòè, òàê íàçûâàåìûõêîíóñîâ Òåéëîðà [11℄. Ñëåäóåò òàêæå óïîìÿíóòü îíåóñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè æèäêîãî âîäîðîäà, çà�ðÿæåííîé èîíàìè [12℄. Â äîñòàòî÷íî ñèëüíîì ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå íà íåé �îðìèðóþòñÿ çàîñòðåííûåñòðóêòóðû (ãåéçåðû), íàïîìèíàþùèå êîíóñû Òåéëî�ðà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðå�íèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòëè÷íî îòíóëÿ ëèøü â æèäêîñòè. Èìåííî ýòà ñèòóàöèÿ, êàê áó�äåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íèæå, ìîæåò áûòü ý��åê�òèâíî èññëåäîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì êîí�îðìíûõïåðåìåííûõ.Òåîðåòè÷åñêè òåíäåíöèÿ ê âçðûâíîìó ðîñòó âîç�ìóùåíèé ñèëüíîçàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãîãåëèÿ áûëà âûÿâëåíà â ðàáîòå [13℄, â êîòîðîé ðàñ�ñìàòðèâàëàñü äèíàìèêà ñèñòåìû â îêîëîêðèòè÷å�ñêîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü áû�ëà îãðàíè÷åíà óñëîâèåì ìàëîñòè óãëîâ íàêëîíà ïî�779



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008âåðõíîñòè. Ýòî îãðàíè÷åíèå, êàê áûëî ïîêàçàíî âðàáîòàõ [14, 15℄, ìîæíî ñíÿòü äëÿ ïîëåé, ñóùåñòâåí�íî ïðåâûøàþùèõ êðèòè÷åñêîå äëÿ ðàçâèòèÿ ýëåê�òðîãèäðîäèíàìè÷åñêîé (Ý�Ä) íåóñòîé÷èâîñòè çíà�÷åíèå. Îêàçàëîñü, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷�íî ãëóáîêîé æèäêîñòè ïîòåíöèàëû ñêîðîñòè è ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ ëèíåéíî ñâÿçàíû äëÿ ðàñòóùèõ ñîâðåìåíåì ðåøåíèé. �åäóêöèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ñâÿçè, ïðèâîäèò ê óðàâíåíè�ÿì òðåõìåðíîãî ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà. Ê ñîæàëåíèþ,ïîäîáíàÿ ðåäóêöèÿ íå äîïóñêàåò îáîáùåíèÿ íà ñëó�÷àé æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû. Òåì íå ìåíåå, êàêáóäåò ïîêàçàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îïðåäåëåííûéïðîãðåññ ìîæåò áûòü äîñòèãíóò â äâóìåðíîé ãåî�ìåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè ìîæåòáûòü ý��åêòèâíî èññëåäîâàíà ïðè ïîìîùè ðàçâèâà�åìîé â ðàáîòàõ [16�19℄ òåõíèêè, îñíîâàííîé íà èñ�ïîëüçîâàíèè êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ïîäõîäïîçâîëÿåò ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó î äâèæåíèè æèä�êîñòè ñî ñâîáîäíîé çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòüþ ê ñè�ñòåìå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëååíèçêîé ðàçìåðíîñòè, îïðåäåëÿþùèõ ýâîëþöèþ íåïî�ñðåäñòâåííî ãðàíèöû æèäêîñòè.Äîñòàòî÷íî åìêóþ ìîäåëü ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷è�âîñòè çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ æèäêîãî ãåëèÿêîíå÷íîé ãëóáèíû ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿäèíàìèêó íàðàñòàþùèõ ñî âðåìåíåì âîçìóùåíèé ïî�âåðõíîñòè. Ïðîèëëþñòðèðóåì îñíîâíóþ èäåþ ïîäîá�íîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ìàëîéàìïëèòóäû, êîãäà ïåðåõîä ê êîí�îðìíûì ïåðåìåí�íûì íå òðåáóåòñÿ. Çàêîí äèñïåðñèè ëèíåéíûõ âîëííà ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ èìååò âèä [20℄!2 = g th(kh)k + �� th(kh)k3 �� E24��  1 + E02 th(kh)E2 th(kh0)! k2; (1)ãäå ! � ÷àñòîòà, k � âîëíîâîå ÷èñëî, g � óñêîðåíèå âïîëå òÿæåñòè, � � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íà�òÿæåíèÿ, � � ïëîòíîñòü ñðåäû, E � íàïðÿæåííîñòüýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â æèäêîñòè, E0 � íàïðÿæåí�íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ æèä�êîñòè, h � ãëóáèíà ñëîÿ æèäêîñòè, h0 � ðàññòîÿíèåîò ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè äî âåðõíåãî ýëåêòðîäà (ñì.ðèñ. 1). Èç ýòîãî çàêîíà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ E âîçíèêàåò îáëàñòü âîëíîâûõ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ !2 < 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò àïå�ðèîäè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ãðàíèöû æèäêîñòè.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ïîâåðõíîñò�íûõ çàðÿäîâ ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì âíóòðè æèäêî�ñòè áóäåò èãðàòü áîëåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü, ÷åì èõ
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�èñ. 1. Ñëîé æèäêîãî ãåëèÿ ñ çàðÿæåííîé ýëåêòðî-íàìè ïîâåðõíîñòüþ, ïîìåùåííûé â ïëîñêèé êîíäåí-ñàòîðâçàèìîäåéñòâèå ñ ïîëåì íàä æèäêîñòüþ. Ýòî, êàêâèäíî èç óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþE2 th(kh0)� E02 th(kh):Â ÷àñòíîñòè, îíî ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîëíîé ýêðàíè�ðîâêå ïîëÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ (E0 = 0). Ïîëîæèìòàêæå, ÷òî äîìèíèðóþùèì â äèñïåðñèîííîì ñîîò�íîøåíèè (1) áóäåò ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ò. å. ýâîëþ�öèÿ ïîâåðõíîñòè â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ âëèÿíèåìýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ñèë, à âëèÿíèå êàïèëëÿðíûõ èãðàâèòàöèîííûõ ñèë ñðàâíèòåëüíî ìàëî:E2 � 4�� th(kh)k; E2 � 4��g th(kh)=k:Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå�íèå (1) ïðèìåò ïðîñòîé âèä:!2 = � E24�� k2: (2)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì âûðàæåíèåì, çàêîí äèñïåð�ñèè èìååò äâå âåòâè:! = �i Ep4�� k: (3)Îäíà âåòâü ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèÿì, ýêñïîíåíöèàëü�íî íàðàñòàþùèì ñî âðåìåíåì íà ëèíåéíîé ñòàäèèðàçâèòèÿ Ý�Ä-íåóñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè, à äðó�ãàÿ � çàòóõàþùèì ðåøåíèÿì. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òîõàðàêòåðíûå âðåìåíà ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íåçàâèñÿò îò ãëóáèíû h ñëîÿ æèäêîñòè.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé æèäêî�ñòè ðàçäåëåíèå ðåøåíèé íà âåòâè âîçìîæíî è äëÿ èñ�õîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [14, 15℄. Áîëåå òîãî,ýòó ïðîöåäóðó óäàåòñÿ îáîáùèòü íà ñëó÷àé ãðàíè�öû ðàçäåëà äâóõ èäåàëüíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ æèä�êîñòåé âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [21℄.Îñíîâíîé íàøåé çàäà÷åé áóäåò èçó÷åíèå ïðîöåñ�ñà �îðìèðîâàíèÿ òî÷åê çàîñòðåíèÿ â ðåçóëüòàòå780



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé : : :ýâîëþöèè ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííîãî âîçìó�ùåíèÿ ãðàíèöû ñëîÿ æèäêîãî ãåëèÿ êîíå÷íîé òîë�ùèíû. Ìû áóäåì èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òîðàçäåëåíèå ðåøåíèé íà âåòâè âîçìîæíî íå òîëü�êî íà ëèíåéíûõ ñòàäèÿõ íåóñòîé÷èâîñòè, íî è íàðàçâèòûõ ñòàäèÿõ â îêðåñòíîñòè �îðìèðóþùåéñÿîñîáåííîñòè. �àçâèòèå ïîäîáíîãî ïîäõîäà â ñî÷å�òàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõäàñò íàì îïèñàíèå ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòè æèäêî�ãî ãåëèÿ âïëîòü äî �îðìèðîâàíèÿ çà êîíå÷íîå âðå�ìÿ îñîáûõ òî÷åê, â êîòîðûõ áåñêîíå÷íûìè îêàçûâà�þòñÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñêîðîñòüäâèæåíèÿ æèäêîñòè è êðèâèçíà åå ïîâåðõíîñòè.Ïîÿâëåíèå áåñêîíå÷íîñòåé â ðåøåíèÿõÝ�Ä-óðàâíåíèé ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçíèêàþùåéíåîáõîäèìîñòè ó÷åòà ýìèññèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñïîâåðõíîñòè æèäêîñòè íà ïîçäíèõ ñòàäèÿõ �îðìè�ðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé � òî÷åê çàîñòðåíèÿ. Â ñëó÷àåýêñïåðèìåíòîâ [6, 7℄ ðå÷ü èäåò î ðîæäåíèè íàîñòðèÿõ ïóçûðüêîâ, óíîñÿùèõ çàðÿä ñ ïîâåðõíîñòèãåëèÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ ïëàñòèíó êîíäåíñàòîðà.Â ñëó÷àå óïîìèíàâøèõñÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ æèä�êèì âîäîðîäîì [12℄ èìååòñÿ â âèäó �îðìèðîâàíèåãåéçåðîâ � ãîðáîâ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ñçàîñòðåííîé âåðøèíû êîòîðûõ ëåòèò ïîòîê èîíîâ.Äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ìåòàë�ëà ýòî � ëèáî ïîëåâîå èñïàðåíèå èîíîâ [8, 22℄,ëèáî âçðûâíàÿ ýëåêòðîííàÿ ýìèññèÿ [9℄. Îöåíêîéíàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âáëèçè �îðìè�ðóþùåéñÿ òî÷êè çàîñòðåíèÿ, ïðè êîòîðîé íóæíîó÷èòûâàòü ýìèññèîííûå ïðîöåññû, äëÿ æèäêîãîìåòàëëà ìîæåò ñëóæèòü âåëè÷èíà 1�10 Â/íì. Äëÿæèäêèõ ãåëèÿ è âîäîðîäà ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ïîëÿáóäåò íèæå âñëåäñòâèå îòíîñèòåëüíîé ñëàáîñòè ñèëýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ. Ïðèìåíèòåëüíîê ýìèññèîííûì ïðîöåññàì ðîëü ñèíãóëÿðíûõ ðåøå�íèé â Ý�Ä-ìîäåëÿõ çàêëþ÷àåòñÿ â �îðìèðîâàíèèóñëîâèé äëÿ èõ èíèöèèðîâàíèÿ.Â ðàçä. 2 âûïèñàíû óðàâíåíèÿ áåçâèõðåâîãî äâè�æåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ,çàðÿæåííîé ëîêàëèçîâàííûìè íàä íåé ýëåêòðîíàìè.Â ðàçä. 3, ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè [16, 17℄, äëÿ äâó�ìåðíîé ãåîìåòðèè âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âêîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçîâàíèå êîí�îðì�íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó íàõî�æäåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñêîðîñòè è ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ ñ óñëîâèÿìè íà íåèçâåñòíîé ãðàíèöå ê àíàëîãè÷�íîé çàäà÷å íà ïîëîñå. Â òåðìèíàõ íàñòîÿùåé ðàáîòûïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâà�íèþ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïîòåíöèà�ëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â æèäêîñòè è ãàðìîíè÷åñêèñîïðÿæåííîé åìó �óíêöèè. �àçäåëû 4�6 ïîñâÿùå�

íû ðàçðàáîòêå è àíàëèçó ìîäåëè ýâîëþöèè óåäèíåí�íîãî âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ïðèâîäÿùåé ê �îð�ìèðîâàíèþ çàîñòðåííûõ óãëóáëåíèé íà ïîâåðõíîñòèãåëèÿ. Â ðàçä. 7 ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíè�ìîñòè ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Ïîêàçû�âàåòñÿ, ÷òî îíè àäåêâàòíî îïèñûâàþò ñàìóþ âàæ�íóþ è èíòåðåñíóþ ñòàäèþ íåóñòîé÷èâîñòè � ñòà�äèþ �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé. Â ðàçä. 8 èññëå�äóåòñÿ ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñëîÿ æèäêîãî ãåëèÿ áåñ�êîíå÷íîé ãëóáèíû, äëÿ êîòîðîãî ðàíåå áûëà îáíà�ðóæåíà âîçìîæíîñòü ðåäóêöèè èñõîäíûõ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ ê óðàâíåíèÿì ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà, îïè�ñûâàþùèì ýâîëþöèþ íàðàñòàþùèõ ñî âðåìåíåì âîç�ìóùåíèé ïîâåðõíîñòè [14, 15℄. Ïðèâîäèòñÿ äîêàçà�òåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè ðåæèìà òå÷åíèÿ æèäêîñòè,ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåäóöèðîâàííûì óðàâíåíèÿì, ïîîòíîøåíèþ ê ìàëûì ìåëêîìàñøòàáíûì âîçìóùåíè�ÿì. Íàêîíåö, ðàçä. 9 ñîäåðæèò íàøè çàêëþ÷èòåëü�íûå çàìå÷àíèÿ.2. ÈÑÕÎÄÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß�àññìîòðèì ïëîñêîå ïîòåíöèàëüíîå äâèæåíèå ïî�ìåùåííîé â ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èäåàëüíîé äèýëåê�òðè÷åñêîé æèäêîñòè (æèäêîãî ãåëèÿ) ñî ñâîáîäíîéçàðÿæåííîé ýëåêòðîíàìè ïîâåðõíîñòüþ. Â íåâîçìó�ùåííîì ñîñòîÿíèè ãðàíèöà æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïëîñêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü y = 0(îñü y äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâëåíà ïîíîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè). Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íàïðàâëåí ïî îñèy, à �óíêöèÿ �(x; t) çàäàåò îòêëîíåíèå ãðàíèöû îòïëîñêîé, ò. å. çàíèìàåìàÿ æèäêîñòüþ îáëàñòü îãðà�íè÷åíà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ y = �(x; t) ñ îäíîéñòîðîíû è äíîì y = �h ñ äðóãîé. Ïîëîæèì, ÷òîâîçìóùåíèå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåí�íî-ëîêàëèçîâàííûì, ò. å. � ! 0 ïðè x! �1.Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè � äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêî�ñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñàr2� = 0ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:�t + (r�)2=2 = �(PE + P0)=�; y = �(x; t); (4)�y = 0; y = �h;�! 0; x! �1;ãäå PE � ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, P0 � ïîñòî�ÿííàÿ ðàçíîñòü äàâëåíèé âíóòðè è ñíàðóæè æèä�êîñòè. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèîïðåäåëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì�t = �y � �x �x; y = �(x; t):781



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â ñèòóàöèè, êîãäàïîëå íàä ïîâåðõíîñòüþ ïîëíîñòüþ ýêðàíèðóåòñÿ ïî�âåðõíîñòíûì çàðÿäîì, çàäàåòñÿ âûðàæåíèåìPE = (r')2=8�:Âõîäÿùèé ñþäà ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âæèäêîñòè, ', óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñàr2' = 0;êîòîðîå ñëåäóåò ðåøàòü ñîâìåñòíî ñ óñëîâèÿìè ýê�âèïîòåíöèàëüíîñòè ãðàíèöû æèäêîãî ãåëèÿ, y = �,è ïîëîæèòåëüíîé ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðà, y = �h:' = 0; y = �(x; t);' = Eh; y = �h:Îòìåòèì, ÷òî ïðè íåâîçìóùåííîé ãðàíèöå æèäêî�ñòè (� = 0) ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ' = �Ey. Ó÷è�òûâàÿ, ÷òî ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò � = 0, íàõî�äèì äëÿ âõîäÿùåé â ïðàâóþ ÷àñòü íåñòàöèîíàðíîãîóðàâíåíèÿ Áåðíóëëè (4) êîíñòàíòû P0 = �E2=8�.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùå�íèé ïîâåðõíîñòè çíà÷åíèå P0 ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îòýòîãî âûðàæåíèÿ.Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì îáîçíà÷åíèÿì ïðè ïî�ìîùè çàìåí�! lEp4�� �; t! lp4��E t; '! lE ';� ! l �; y ! l y; x! l x; h! l h;ãäå l � õàðàêòåðíûé ïðîäîëüíûé ìàñøòàá âîçìóùå�íèÿ.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïî�âåðõíîñòüþ îáëàäàþò ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðîé,ïðè÷åì �óíêöèè �(x; t) è  (x; t) � �jy=� ÿâëÿþòñÿêàíîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííûìè âåëè÷èíàìè [23�25℄: t = �ÆHÆ� ; �t = ÆHÆ ; (5)ãäå ãàìèëüòîíèàí H ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò ñîâïà�äàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû:H = Hkin +Hpot;Hkin = 12 Z�h<y<� (r�)2 dx dy;Hpot = 12 Z�h<y<��1� (r')2� dx dy +H0; (6)

ãäå H0 � êîíñòàíòà. Óðàâíåíèÿ (5) ðåàëèçóþò ýêñ�òðåìóì �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ S = R Ldt ñ ëàãðàí�æèàíîì L = Z  �t dx�H:Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [17℄,ïåðåïèøåì ëàãðàíæèàí â êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ,ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèþ çàíèìàåìîé æèäêî�ñòüþ îáëàñòè â ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó. Óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïðè ýòîì âîçíèê�íóò êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà �Ëàãðàíæà.3. ÊÎÍÔÎ�ÌÍÛÅ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÅÎñóùåñòâèì êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáëà�ñòè, çàíèìàåìîé æèäêîñòüþ, â ïîëîñó �h < v < 0 è�1 < u <1 (äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ âîçìóùåíèé ãëó�áèíà æèäêîñòè è øèðèíà ïîëîñû ñîâïàäàþò; ýòè âå�ëè÷èíû ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí[17℄). Äëÿ íàøåé çàäà÷è âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåí�íûå u è v èìåþò êîíêðåòíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë: vñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîì ïîëÿ', à u � ñ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîé ïîòåíöèàëó�óíêöèåé, îïðåäåëÿþùåé ñèëîâûå ëèíèè ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ. Ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè â íîâûõ ïåðåìåí�íûõ çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìèy = Y (u; t); x = X(u; t) = u+ T̂ Y (u; t); (7)ãäå T̂ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, èìåþùèé â �ó�ðüå-ïðåäñòàâëåíèè âèäRk = i th(kh):Ââåäåì òàêæå îáðàòíûé îïåðàòîð R̂ � T̂�1, äëÿ êî�òîðîãî Tk = �i 
th(kh):Â êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ ëàãðàíæèàí ïðèíè�ìàåò ñëåäóþùóþ �îðìó:L = Z 	(Yt + YtT̂ Yu � YuT̂ Yt) du++ 12 Z 	R̂	u du+ 12 Z Y T̂Yu du; (8)ãäå �óíêöèÿ 	(u; t) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ïîòåíöèà�ëà ñêîðîñòè íà ãðàíèöå v = 0. Ñâÿçü ìåæäó êàíîíè�÷åñêèìè ïåðåìåííûìè  (x; t) è �(x; t) è ñîîòâåòñòâó�þùèìè èì â êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèÿìè	(u; t) è Y (u; t) îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíûìè âûðàæåíè�ÿìè 	(u; t) =  (u+ T̂ Y; t);782



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé : : :Y (u; t) = �(u+ T̂ Y; t):Ëàãðàíæèàí (8) ñîâïàäàåò ñ âûâåäåííûì â ðàáî�òå [17℄ çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, êî�òîðîå ó÷èòûâàåò ýíåðãèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàè�ìîäåéñòâèÿ. Íå ïîâòîðÿÿ âûâîä âûðàæåíèÿ äëÿ âñå�ãî ëàãðàíæèàíà, ïîêàæåì, îòêóäà áåðåòñÿ ýòî ñëàãà�åìîå. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïåðåïèñàòü �óíêöèîíàë(6) ÷åðåç êîí�îðìíûå ïåðåìåííûå.Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàë ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ êàê ñóììó íåâîçìóùåííîãî ïîòåí�öèàëà è âîçìóùåíèÿ:'(x; y; t) = �y + �(x; y; t):Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (6) è èíòåãðèðóÿ ïî÷àñòÿì, ïîëó÷èìHpot �H0 = 12 Z�h<y<� �2�y � (r�)2� dx dy == Z � dx� 12 Z�h<y<�(r�)2 dx dy:Ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ òåîðåìó �ðèíà, íàõîäèì äëÿ�óíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèHpot = �12 Z p1 + �2x (� �n�)jy=� dx;ãäå �n � ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè íîðìàëèê ïîâåðõíîñòè y = �(x; t). Çäåñü ìû ïîëîæèëèH0 = �M = � R � dx (ýòà âåëè÷èíà íå ìåíÿåòñÿñî âðåìåíåì âñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû).Ôóíêöèÿ � îñòàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ïðè ïåðåõîäå êïåðåìåííûì u è v. Îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäó�þùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:�jv=0 = Y; �jv=�h = 0:Êàê ñëåäñòâèå, íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå ñïðàâåäëèâî�v jv=0 = T̂ Yu. Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, îêîí÷à�òåëüíî íàõîäèìHpot = �12 Z Y T̂Yu du;÷òî è îïðåäåëÿåò âèä ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ëà�ãðàíæèàíå (8).Óñëîâèÿ ÆSÆY = 0; ÆSÆ	 = 0äàþò èñêîìûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êîí�îðìíûõïåðåìåííûõ:	t �1+T̂ Yu��	uT̂ Yt�T̂ (Yt	u�Yu	t) = T̂ Yu; (9)

Yt �1 + T̂ Yu�� YuT̂ Yt = �R̂	u: (10)Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ýâîëþöèþ ïî�âåðõíîñòíûõ âîëí ïðîèçâîëüíîé àìïëèòóäû.4. ÌÎÄÅËÜÍÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄËßÝÂÎËÞÖÈÈ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÍà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ Ý�Ä-íåóñòîé÷è-âîñòè ýâîëþöèþ ïîâåðõíîñòè ìîæíî îïèñûâàòü ëè�íåéíûìè óðàâíåíèÿìè	t = T̂ Yu; (11)Yt = �R̂	u; (12)ïîëó÷àþùèìèñÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè óðàâíå�íèé äâèæåíèÿ (9) è (10). Èñêëþ÷àÿ èç (11) è (12)�óíêöèþ 	, ïîëó÷èì ïðîñòåéøåå ýëëèïòè÷åñêîåóðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:Ytt = �Yuu:Åìó (â ðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ) ñîîòâåòñòâóåò äèñ�ïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (2), êîòîðîå ìîæåò áûòüðàçäåëåíî íà âåòâè (3). Ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìåóðàâíåíèé (11) è (12) ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ååðàñöåïëåíèÿ íà äâå íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåìû:	 = �ĤT̂Y; (13)Yt = �ĤYu; (14)ãäå Ĥ � îïåðàòîð �èëüáåðòà:Ĥf(u) = 1� Z f(u0)u0 � u du0:Óðàâíåíèÿ ñ âåðõíèìè çíàêàìè ñîîòâåòñòâóþò íà�ðàñòàþùèì ñî âðåìåíåì ðåøåíèÿì, à ñ íèæíèìè çíà�êàìè � çàòóõàþùèì.Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé æèä�êîñòè (h!1) îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ðàçäåëåíèÿ ðå�øåíèé íà âåòâè îáîáùàåòñÿ íà èñõîäíûå íåëèíåéíûåóðàâíåíèÿ (9) è (10). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ïðåäåëåR̂! Ĥ; T̂ ! �Ĥ:Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) è (10) ïåðåïèøåòñÿ ââèäå	t �1� ĤYu�+	uĤYt + Ĥ (Yt	u � Yu	t) == �ĤYu; (15)783



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008Yt �1� ĤYu�+ YuĤYt = �Ĥ	u: (16)Ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ñëåäóþùèå ðåäóêöèè:	 = �Y; (17)Yt � YtĤYu + YuĤYt = �ĤYu; (18)êîòîðûå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêîéæèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûì îáîáùåíèåì ðåäóê�öèè (13) è (14) ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (11) è (12). Îò�ìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â êîì�ïàêòíîì âèäå:Im( �ZtZu) = �1; Z = u� ĤY + iY � it;÷òî ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà(âåðõíèå çíàêè) è òîìó æå óðàâíåíèþ ñ îáðàùåííûìâðåìåíåì (íèæíèå çíàêè). Âàæíî, ÷òî óðàâíåíèå ëà�ïëàñîâñêîãî ðîñòà äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñò�íûõ ðåøåíèé, âûðàæåííûõ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöè�ÿõ (ñì. ðàáîòû [26�29℄ è ññûëêè â íèõ). Ýòè ðåøåíèÿìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèèçàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ [14, 15℄.Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáè�íû. Íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõíàðàñòàåò ñî âðåìåíåì. Èìåííî îíè îòâåòñòâåííûçà �îðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõ�íîñòè æèäêîñòè. Íà ëèíåéíûõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿíåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ïîäîáíûõ ðåøåíèé, â ñîîòâåò�ñòâèè ñ (13), �óíêöèè 	 è Y äîëæíû áûòü ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì 	 = ĤT̂Y: (19)Äàííîå ñîîòíîøåíèå, êàê ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè,ñîâìåñòíî ñ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿäëÿ ïðåäåëà ãëóáîêîé æèäêîñòè (òîãäà îíî óïðîùà�åòñÿ äî âèäà 	 = Y ). Ýòî äàåò íàì îñíîâàíèå èñ�ïîëüçîâàòü ñâÿçü (19) ìåæäó 	 è Y äëÿ ïîñòðîåíèÿïðèáëèæåííîé ìîäåëè íåëèíåéíîé ýâîëþöèè çàðÿ�æåííîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ æèäêîãî ãåëèÿ êîíå÷íîéòîëùèíû. Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (19) ïîëó÷èìèç (10) ñëåäóþùåå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâ�íåíèå: Yt �1 + T̂ Yu�� YuT̂ Yt = �ĤYu; (20)êîòîðîå áóäåò ïðåäìåòîì íàøåãî äàëüíåéøåãî îáñó�æäåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýâîëþöèè óåäèíåííîãî âîçìó�ùåíèÿ ïîâåðõíîñòè õàðàêòåðíûé ïðîäîëüíûé ìàñ�øòàá âîçìóùåíèÿ (�) óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì

(âîçìóùåíèå ¾çàîñòðÿåòñÿ¿) è íà ðàçâèòûõ ñòàäè�ÿõ íåóñòîé÷èâîñòè âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ óñëîâèÿ� � h. Ýòî îçíà÷àåò ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåíèÿãëóáîêîé æèäêîñòè ïî êðàéíåé ìåðå â îêðåñòíî�ñòè �îðìèðóþùåéñÿ îñîáåííîñòè, ÷òî äàåò äîïîë�íèòåëüíûå îñíîâàíèÿ â ïîëüçó èñïîëüçîâàíèÿ ìîäå�ëè (19) è (20) äëÿ îïèñàíèÿ ðàçâèòèÿ Ý�Ä-íåóñòîé-÷èâîñòè.Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé (19) è (20) îáåñïå÷èâà�åò ñîõðàíåíèå ðÿäà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ èñõîäíûõóðàâíåíèé (9) è (10). Òàê, èíòåãðèðîâàíèå óðàâíå�íèÿ (20) ïî u äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:ddt M = 0; M � 1Z�1 Y (1 + T̂ Yu) � 1Z�1 � dx:Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿ�ìè H = Hkin +Hpot;Hkin = �12 Z 	R̂	u du; Hpot = �12 Z Y T̂Yu du:Ïîäñòàâëÿÿ (19) â âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè, íàõîäèìHkin = �12 Z ĤT̂Y �ĤYu du = 12 Z Y T̂Yu du = �Hpot:Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ íàøåé ìîäåëè âñåãäà H = 0, òàê÷òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ.5. ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈÉ ÄËßÝÂÎËÞÖÈÈ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÍàéäåì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðàçâèòèÿ Ý�Ä-íåóñòîé-÷èâîñòè çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ æèäêîãîãåëèÿ êîíå÷íîé òîëùèíû. Äëÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêîéæèäêîñòè ðàññìîòðåíèå ýâîëþöèè óåäèíåííûõâîçìóùåíèé èñõîäíî ïëîñêîé ãðàíèöû ñâîäèòñÿê àíàëèçó äâèæåíèÿ îñîáåííîñòåé ïîòåíöèàëîâñêîðîñòè è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âåðõíåé ïîëó�ïëîñêîñòè v > 0 [14, 15℄. Ïðèìåíèì ýòîò ïîäõîääëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîé ãëóáèíû h, êîãäà îñîáåííîñòèêîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåùàþòñÿ çàïðåäåëàìè ïîëîñû 0 < v < �h.�àñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè � è âîçìó�ùåíèÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ � â êîí��îðìíûõ ïåðåìåííûõ u è v îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò�ñÿ ïî �óíêöèÿì ñîîòâåòñòâåííî 	 è Y ïðè ïîìîùèêðàåâûõ çàäà÷:�uu + �vv = 0; �uu + �vv = 0; �h < v < 0;784



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé : : :� = 	(u; t); � = Y (u; t); v = 0;�v = 0; � = 0; v = �h;�! 0; � ! 0; u! �1:Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ �óíê�öèé 	 è Y îïðåäåëÿåòñÿ ìîäåëüíûìè óðàâíåíèÿ�ìè (19) è (20).Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ � è �,îñîáåííîñòè ñóùåñòâóþò ïàðàìè � ñîîòâåòñòâåííîñèììåòðè÷íî è àíòèñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äíàv = �h. Òàê, ïóñòü èìååòñÿ ïàðà ëîãàðè�ìè÷åñêèõîñîáåííîñòåé ïîòåíöèàëîâ â òî÷êàõ fu; vg = f0; a(t)gè fu; vg = f0;�b(t)g:�(u; v; t) = q2 ln �u2 + (v � a)2�++ q2 ln �u2 + (v + b)2� ; (21)�(u; v; t) = q2 ln �u2 + (v � a)2��� q2 ln �u2 + (v + b)2� ; (22)ãäå a > 0, èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè b = 2h + a, àq � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âûðàæåíèÿ (21) è (22) ñî�îòâåòñòâóþò ñëåäóþùåé �îðìå, â êîòîðîé ìû èùåìâåëè÷èíû Y è 	:	(u; t) = q2 ln (u2 + a2)(u2 + b2); (23)Y (u; t) = q2 ln u2 + a2u2 + b2 : (24)Îòìåòèì, ÷òî äàííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèé 	è Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (19).Ôîðìà ïîâåðõíîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ (7), îïèñû�âàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè y = Y (u; t)è x = X(u; t) (ðîëü ïàðàìåòðà èãðàåò u). Ïðè ýòîì�óíêöèÿ Y çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (24), à äëÿ �óíê�öèè X èìååìX(u; t) = u� q ar
tg ua � q ar
tg ub : (25)Âîçìóùåíèå ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæå�íèÿì (24) è (25), ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëè-çîâàííûì. Ïðè u! �1 ïîëó÷èì â îñíîâíîì ïîðÿä�êå y ! �2qh(a+ h)=u2; x! u;òàê ÷òî � ! �2qh(a+ h)=x2; x! �1:

Êàê ñëåäñòâèå ïîäîáíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå�íèÿ �óíêöèè �, èíòåãðàë M = R � dx (îí õàðàêòå�ðèçóåò îáúåì æèäêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëèçî�âàííîìó âîçìóùåíèþ ïîâåðõíîñòè) îêàçûâàåòñÿ �è�íèòíûì.Ïîëàãàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ (21)è (22) ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûìè, ðàññìîòðèì äâè�æåíèå îñîáåííîñòåé â ïëîñêîñòè fu; vg. Ïîäñòàâëÿÿ(24) â óðàâíåíèå (20) äëÿ ýâîëþöèè ãðàíèöû, ïîëó�÷èì ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé� 1at + 1��1� u2ab� = qa + qb : (26)�àññìîòðåâ ïðåäåë h ! 1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùå�ìó íåëèíåéíîìó îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíî�ìó óðàâíåíèþ: at(1� q=a) = �1:Ýòî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå îòäåëüíîéëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòè äëÿ áåñêîíå÷íî ãëó�áîêîé æèäêîñòè, ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì [14, 15℄.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ jqj � a âûðàæåíèå (26)äàåò at = �1. Êàê ñëåäñòâèå, îñîáåííîñòè âíå çàâè�ñèìîñòè îò ãëóáèíû ñëîÿ æèäêîñòè äâèãàþòñÿ ñ ïî�ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî íàïðàâëåíèþ ê ïîâåðõíîñòè.Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ ïðè ðàñ�ñìîòðåíèè ýâîëþöèè âîçìóùåíèé ïëîñêîé ïîâåðõíî�ñòè. Àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ ïðè ýòîì áóäåò íàðàñ�òàòü. Ýòî íåèçáåæíî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî, êîãäà a èjqj ñòàíóò ñðàâíèìûìè, ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ïîòå�ðÿåò ñâîþ ïðèìåíèìîñòü è âîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòüó÷åòà âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè.Äëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ ñòàäèé ðàçâèòèÿíåóñòîé÷èâîñòè ïîâåðõíîñòè ïðè êîíå÷íîì h ïîëî�æèì â âûðàæåíèè (26) u = 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåòðàññìîòðåíèþ äâèæåíèÿ ãðàíèöû æèäêîãî ãå�ëèÿ â îêðåñòíîñòè ýêñòðåìóìà �x = 0. Â èòîãåïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ�íåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ïàðû ñèììåòðè÷íîðàñïîëîæåííûõ îòíîñèòåëüíî äíà îñîáåííîñòåé:1at = qa + qb � 1: (27)Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Åãî ðåøåíèåèìååò âèäa�q ln(a2+2ha) = a0�q ln(a20+2ha0)+t0�t; (28)ãäå a0 � êîîðäèíàòà îñîáåííîñòè â íà÷àëüíûé ìî�ìåíò âðåìåíè t = t0.Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (27) è (26), íåñëîæíîóêàçàòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ýâîëþöèè11 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 785



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008óåäèíåííîãî âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè, îñíîâàííîéíà âûðàæåíèÿõ (24) è (25) äëÿ �îðìû ïîâåðõíîñòèè óðàâíåíèÿ (28) äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ îñîáåííî�ñòè. Íà íåëèíåéíûõ ñòàäèÿõ íåóñòîé÷èâîñòè, êîãäàóñëîâèå jqj � a íå âûïîëíÿåòñÿ, îáëàñòüþ ïðèìåíè�ìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé áóäåòu2 � amax(a; h): (29)Â ðàçä. 7 ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ïðè �îðìèðî�âàíèè òî÷êè çàîñòðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòèîïðåäåëÿåìûé äàííûì íåðàâåíñòâîì äèàïàçîí èçìå�íåíèÿ ïåðåìåííîé u îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðî�êèì. Êàê ñëåäñòâèå, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ (24),(25) è (28) àäåêâàòíî îïèñûâàþò ýâîëþöèþ óåäè�íåííîãî âîçìóùåíèÿ çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿæèäêîãî ãåëèÿ êîíå÷íîé òîëùèíû.6. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈßÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈÑ÷èòàåì, ÷òî ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè æèäêîñòèîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (24), (25) è (27). �àññìîò�ðèì ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòè âáëèçè îñè ñèììåòðèèu = 0 äëÿ âîçìóùåíèÿ. �àçëàãàÿ óðàâíåíèÿ (24)è (25) äëÿ �îðìû ãðàíèöû â ñòåïåííîé ðÿä ïî u,íàõîäèìY (u; t) = q ln ab + q2 � 1a2 � 1b2�u2 + : : : ; (30)X(u; t) = �1�qa�qb�u+q3 � 1a3+ 1b3�u3+ : : : (31)Êàê ñëåäóåò èç ýòèõ âûðàæåíèé, êðèòåðèåì �îðìè�ðîâàíèÿ îñîáåííîñòè íà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáðà�ùåíèå â íóëü êîý��èöèåíòà ïðè ëèíåéíîì ÷ëåíå âðàçëîæåíèè X ïî u: qa + qb = 1: (32)Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èìy � Y0 � u2; x � u3;ãäå ìû îáîçíà÷èëè Y0 = Y (0; t
), à t
 � ìîìåíò �îð�ìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè. Èñêëþ÷àÿ îòñþäà ïàðàìåòðu, äëÿ �îðìû ïîâåðõíîñòè íàõîäèìy � Y0 � jxj2=3;÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå çàîñòðåíèÿ (ðèñ. 2). Ïîäîá�íûå îñîáåííîñòè àíàëîãè÷íû �îðìèðóþùèìñÿ íà
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�èñ. 2. Ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè íà ñòàäèè �îðìè-ðîâàíèÿ çàîñòðåííîé ëóíêè äëÿ h = 1 è q = 1.Ñïëîøíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé èçîáðàæåíî äíî(y = �h), à øòðèõîâîé � ïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòè âíåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû (y = 0). Ôîðìàïîâåðõíîñòè ïðèâåäåíà â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåí-òû âðåìåíè t � t
 � 10:497 (a = 16), t � t
 � 3:017(a = 7), t � t
 � 0:982 (a = 4) è t = t
 (a = p2)ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîéãëóáèíû [14, 15℄.Óñëîâèå (32), î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíîòîëüêî ïðè q > 0 (â ýòîì ñëó÷àåM < 0; âîçìóùåíèåïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíî ¾âíèç¿). Ñðàâíèâàÿ (32) èïðàâóþ ÷àñòü îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ (27), îáíàðóæèâàåì, ÷òî â ìîìåíò �îð�ìèðîâàíèÿ òî÷êè çàîñòðåíèÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ëî�ãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòè â ïëîñêîñòè fu; vg îáðà�ùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.Èç óñëîâèÿ (32) ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ a èb, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòó �îðìèðîâàíèÿ îñîáåí�íîñòè: a
 � a(t
) = q � h+pq2 + h2;b
 � b(t
) = q + h+pq2 + h2:Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ h ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîq � a
 � 2q; (33)êîòîðûì ìû âîñïîëüçóåìñÿ íèæå.Îïðåäåëèì òåïåðü õàðàêòåð ñèíãóëÿðíîãî ïîâå�äåíèÿ �óíêöèè a(t) è, ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèèb(t) = 2h+ a(t) ïðè t! t
. Ïîëîæèìa(t) = a
 + Æ(t); b(t) = b
 + Æ(t); (34)ãäå jÆj � a
. Ïîäñòàâèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíå�íèå (27), â îñíîâíîì ïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿ ïî Æ ïîëó�÷èì786



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé : : :� qa2
 + qb2
� ÆÆt � �1:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòü �óíêöèè Æ îò âðå�ìåíè èìååò êîðíåâóþ îñîáåííîñòü:Æ � p� ; � = 2a
b
(a
 + b
)a2
 + b2
 (t
 � t): (35)Ñàì ìîìåíò �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè t
 ìîæíîîïðåäåëèòü èç óðàâíåíèÿ (28), ïîëîæèâ â íåì a = a
:t
 = a0 � a
 � q ln a20 + 2ha0a2
 + 2ha
 + t0:Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (34) è (35) â (30) è (31),äëÿ ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòè íà ñòàäèè �îðìèðîâàíèÿòî÷êè çàîñòðåíèÿ â îñíîâíîì ïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿïî u è ïî � ïîëó÷èìY (u; t) � Y0+� qa
� qb
�p�+� qa2
� qb2
� u22 ; (36)X(u; t) � � qa2
 + qb2
�up� +� qa3
 + qb3
� u33 : (37)Îïðåäåëèì àìïëèòóäó âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòèêàê A(t) � �jx=0 � Y ju=0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (36) èìå�åì ïðè t! t
A� Y0 � pt
 � t; Y0 = q ln(a
=b
):Êàê ñëåäñòâèå, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè âîñîáîé òî÷êå ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé:At � �(t
 � t)�1=2:Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåäåò ñåáÿ ïðè t ! t
 è íà�ïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:jr'j = X�1u ��u=0 � (t
 � t)�1=2:Îíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿâ òî÷êå u = 0.Ìàêñèìàëüíàÿ (ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ) àì�ïëèòóäà ðåøåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ â ìîìåíò �îðìèðîâà�íèÿ îñîáåííîñòè:A
 � jY0j = q ln q + h+pq2 + h2q � h+pq2 + h2 : (38)Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàí�íîì q àìïëèòóäà A
 ìîíîòîííî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíè�åì ãëóáèíû h. Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåííóþ àì�ïëèòóäó ~A
 � A
=h. Âûðàæåíèå (38) ïåðåïèøåòñÿ ââèäå ~A
 = ~q ln ~q + 1 +p~q2 + 1~q � 1 +p~q2 + 1 ;

ãäå ~q = q=h. Èç ýòîé çàâèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî~A
 � �~q ln ~q; 0 < ~q � 1;~A
 � 1� 1=6~q2; ~q � 1:Òàêèì îáðàçîì, ~A
 ! 0 ïðè ~q ! 0 è ~A
 ! 1 ïðè~q ! 1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìåëêîé âîäû(h � q) �îðìèðîâàíèå îñîáåííîñòè ïðîèñõîäèò âìîìåíò, êîãäà ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ïî÷òè êàñàåò�ñÿ äíà. Îñòàþùååñÿ äî äíà ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèåì h�A
 � h3=6q2.Îáñóäèì òåïåðü äèíàìèêó ïîâåðõíîñòè äëÿ ñëó�÷àÿ q < 0, êîãäà �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè çà êî�íå÷íîå âðåìÿ íå ïðîèñõîäèò (M > 0, âîçìóùåíèåíàïðàâëåíî ¾ââåðõ¿). Èç óðàâíåíèÿ (28) âèäíî, ÷òîa ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ, ñòðåìÿñü ïðè t!1 ê íó�ëþ êàê exp(�t=jqj). Àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ ïîâåðõ�íîñòè ïðè ýòîì ðàñòåò ëèíåéíî, A / t.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå îáñóäèì, êàêèì îáðàçîìðåøåíèÿ äëÿ ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòè ñîãëàñóþòñÿ ñóñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè íàøåé ìîäåëè.7. ÓÑËÎÂÈß Ï�ÈÌÅÍÈÌÎÑÒÈ �ÅØÅÍÈÉÍà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòèïîâåðõíîñòè æèäêîãî ãåëèÿ, îïèñûâàåìîé ëèíåé�íûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (11) è (12), âûðàæå�íèÿ (24), (25) è (28) äàþò òî÷íîå ÷àñòíîå ðåøåíèåäëÿ ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòè. Êðèòåðèåì ïðèìåíèìî�ñòè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â òåðìèíàõ âõîäÿùèõâ ýòî ðåøåíèå ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ jqj � a(t). Íàñòàäèÿõ ðàçâèòîé íåóñòîé÷èâîñòè, êîãäà ýòî óñëî�âèå íàðóøàåòñÿ, äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïîâåðõíî�ñòè ìû èñïîëüçóåì íåëèíåéíîå ìîäåëüíîå óðàâíå�íèå (20). Îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííîé u, â êîòî�ðîé âûðàæåíèÿ (24), (25) è (28) ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íî�ñòüþ àïïðîêñèìèðóþò ðåøåíèÿ (20), çàäàåòñÿ íåðà�âåíñòâîì (29).Äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ýâîëþöèè óåäèíåí�íûõ âîçìóùåíèé ïîâåðõíîñòè óäîáíî ââåñòè ïàðà�ìåòð �(t), õàðàêòåðèçóþùèé ïðîäîëüíûé ìàñøòàáâîçìóùåíèÿ. Îïðåäåëèì åãî êàê çíà÷åíèå ïåðåìåí�íîé u, ïðè êîòîðîì íàêëîí ïîâåðõíîñòè �x � Yu=Xuáóäåò ýêñòðåìàëüíûì. Ââîäèìûé ïîäîáíûì îáðàçîììàñøòàá çàäàåò íàèáîëåå èíòåðåñíóþ äëÿ íàñ îá�ëàñòü ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, juj < �, â êîòîðîé, â÷àñòíîñòè, ïðîèñõîäèò �îðìèðîâàíèå îñîáåííîñòè.Íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ïîëó÷åííûõ íàìè ðåøåíèé787 11*



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008óñëîâèå (29) âûïîëíÿëîñü èìåííî â ýòîé îáëàñòè. Âòàêîì ñëó÷àå îíî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå�2 � amax(a; h): (39)Ïðîâåðèì, ñïðàâåäëèâî ëè ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ âû�ðàæåíèé (24), (25) è (28).Ïðè q > 0 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèìîñòè íà�øèõ ðåøåíèé íà ñòàäèè �îðìèðîâàíèÿ ñèíãóëÿðíî�ñòè ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò òî îáñòîÿòåëü�ñòâî, ÷òî ïîÿâëåíèå òî÷êè çàîñòðåíèÿ íå ñâÿçàíîñ âûõîäîì îñîáåííîñòè ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè íà ïî�âåðõíîñòü æèäêîñòè. Ïàðàìåòð a ìîäåëè (ðàññòî�ÿíèå ëîãàðè�ìè÷åñêîé îñîáåííîñòè ïîòåíöèàëà äîïîâåðõíîñòè â êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ), âõîäÿùèéâ ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (39), íå îáðàùàåòñÿ âíóëü; â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé (33) îí îñòàåòñÿ êî�íå÷íûì. Â òàêîì ñëó÷àå èç (39) ïðè t! t
 ïîëó÷èì�2 � qmax(q; h): (40)Äëÿ íàõîæäåíèÿ � âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèÿìè(36) è (37) âáëèçè îñîáîé òî÷êè. ÍàõîäèìYuXu � (a�2
 � b�2
 )uÆ(a�2
 + b�2
 ) + (a�3
 + b�3
 )u2 :Íàêëîí ïîâåðõíîñòè ýêñòðåìàëåí, ò. å. âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå (Yu=Xu)u = 0, ïðèu2 = Æ a�2
 + b�2
a�3
 + b�3
 � �2:Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ �2 â íåðà�âåíñòâî (40), à òàêæå ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (35)äëÿ âðåìåííîé äèíàìèêè �óíêöèè Æ, äëÿ êðèòåðèÿïðèìåíèìîñòè íàøèõ ðåøåíèé íàõîäèì îêîí÷àòåëü�íî pq(t
 � t)� max(q; h):Âèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ îáðàùà�åòñÿ â íóëü ïðè t! t
, à ïðàâàÿ îñòàåòñÿ êîíå÷íîé.Êàê ñëåäñòâèå, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþ�áûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ q > 0 è h, à íàøà ìîäåëüàäåêâàòíî îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ïîâåðõíîñòè íà ñòà�äèè �îðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè ïðè ïðîèçâîëüíîéãëóáèíå æèäêîñòè.Ïðè q < 0, êîãäà ýâîëþöèÿ ïîâåðõíîñòè íå ïðè�âîäèò ê �îðìèðîâàíèþ îñîáåííîñòè çà êîíå÷íîå âðå�ìÿ, ïîëó÷èì íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèé (24)è (25), ÷òî ïðè t ! 1 (ïðè ýòîì a ! 0) ñïðàâåä�ëèâî �2 � 2ahjqj2h+ jqj :Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â íåðàâåíñòâî (39), íà�õîäèì jqj � h, ÷òî èìååò ñìûñë óñëîâèÿ ãëóáîêîé

æèäêîñòè. Ýòîò ïðåäåë íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ èí�òåðåñà â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû; òî÷íûå ðåøåíèÿñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áûëè ïîëó÷å�íû íàìè ðàíåå [14, 15℄.8. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÍÀ�ÀÑÒÀÞÙÅÉÂÅÒÂÈÄëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè çàðÿæåííîé ïîâåðõíî�ñòè ñëîÿ æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû ìû âîñïîëüçî�âàëèñü ìîäåëüþ (19) è (20), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñ�ñìîòðåíèþ òîëüêî ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì âîçìóùå�íèé. Âîçìîæíîñòü îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ðàñòó�ùèõ è çàòóõàþùèõ ñî âðåìåíåì âîçìóùåíèé â ðàì�êàõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ áåñêîíå÷�íî ãëóáîêîé æèäêîñòè áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âðàáîòàõ [14, 15℄. Áîëåå òîãî, óäàëîñü äîêàçàòü [15,21℄, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå íàðàñòàþùèì ðåøåíèÿìðåäóöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ (èìè îêàçûâàþòñÿ òðåõ�ìåðíûå óðàâíåíèÿ ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà) îïèñûâàþòàñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Èíûìè ñëîâà�ìè, ýòà âåòâü ðåøåíèé îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïîîòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì. Ïðè äîêàçàòåëü�ñòâå óñòîé÷èâîñòè íàìè ââîäèëñÿ ðÿä îãðàíè÷åíèéíà ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòè. Òàê, â ÷àñòíîñòè, ñ÷èòà�ëîñü, ÷òî �óíêöèÿ �, çàäàþùàÿ îòêëîíåíèå ïîâåðõ�íîñòè îò ïëîñêîé, äîëæíà áûòü îäíîçíà÷íîé �óíê�öèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Â íàñòîÿùåìðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî â äâóìåðíîé ãåîìåòðèèèñïîëüçîâàíèå êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåòñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå.�àññìîòðèì ýâîëþöèþ çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòèñëîÿ æèäêîãî ãåëèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãëóáèíà ñëîÿæèäêîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò õàðàêòåðíóþ äëè�íó âîëíû. Â ýòîì ïðåäåëå, êàê áûëî ïîêàçàíî âðàçä. 4, óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ â êîí�îðìíûõ ïå�ðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ (15) è (16). Ïðîâåäåì àíàëèçóñòîé÷èâîñòè ðåäóêöèé (17) è (18) ýòèõ óðàâíåíèé.�àññìîòðèì â ïåðâóþ î÷åðåäü íàðàñòàþùóþ âåòâü	 = Y . Ïîëîæèì 	 = Y + Æ;ãäå Æ � íåêîòîðîå âîçìóùåíèå. Óðàâíåíèÿ (15)è (16) ïðè ïåðåõîäå îò �óíêöèè 	 ê íîâîé �óíêöèèÆ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:Yt � YtĤYu + YuĤYt + ĤYu = �ĤÆu; (41)Æt�ÆtĤYu+ÆuĤYt+Ĥ (YtÆu�YuÆt)�ĤÆu = 0; (42)ãäå âòîðîå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî âû÷èòàíèåì (16)èç (15).788



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòåé : : :Ëèíåéíîå ïî Æ óðàâíåíèå (42) îïèñûâàåò ýâîëþ�öèþ âîçìóùåíèÿ Æ íà �îíå ýâîëþöèè Y . Ïóñòü õà�ðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ�óíêöèè Æ ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáàäëÿ Y . Òîãäà ïðè àíàëèçå ýâîëþöèè âîçìóùåíèÿìîæíî ñ÷èòàòü �óíêöèþ Y è åå ïðîèçâîäíûå êîí�ñòàíòàìè. Èç óðàâíåíèÿ (42) ïîëó÷àåìÆt � ÆtĤYu + ÆuĤYt + YtĤÆu � YuĤÆt � ĤÆu = 0:Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîä�ñòàâèì ñþäà Æ â âèäå Æ / exp(iku � i!t). Â èòîãåíàõîäèì ! = ipk; p = � 1� Yt + iĤYt1� ĤYu � iYu :Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ âîçìóùåíèÿ Æ ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p. Àìïëèòóäàâîçìóùåíèÿ áóäåò çàòóõàòü ïðè 
 � Re p < 0 è íà�ðàñòàòü ïðè 
 > 0 êàê exp(
kt). Äëÿ 
 èìååì
 = �1� Yt + YtĤYu � YuĤYt � ĤYu(1� ĤYu)2 + Y 2u :Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëèòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿáëèçîê ïî ñòðóêòóðå ê óðàâíåíèþ (41). Ñ åãî ïîìî�ùüþ íàõîäèì 
 = � 1 + ĤÆu(1� ĤYu)2 + Y 2u :Ïîëàãàÿ, ÷òî àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ äîñòàòî÷íî ìà�ëà, jĤÆuj � 1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îòðèöàòåëüíîîïðåäåëåííîå âûðàæåíèå äëÿ 
:
 = �J�1 < 0; J = X2u + Y 2u ; (43)ãäå J � ÿêîáèàí êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ íà ñâî�áîäíîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî è äîêàçûâàåò óñòîé÷èâîñòüðåäóêöèè Y = 	 ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùå�íèÿì.Ïîñêîëüêó äëÿ íàøåé çàäà÷è ïåðåìåííàÿ v ñîâïà�äàåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñ ïîòåíöèàëîì ýëåêòðè�÷åñêîãî ïîëÿ ', äëÿ ÿêîáèàíà ñïðàâåäëèâî J�1 == (r')2. Ñëåäîâàòåëüíî, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå 
ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñò�íîãî çàðÿäà. Ïîñêîëüêó ïðè äå�îðìàöèè ïîâåðõíî�ñòè çàðÿä ñòåêàåò ñ âûñòóïîâ è ñêàïëèâàåòñÿ â ëóí�êàõ, õàðàêòåðíûå âðåìåíà ðåëàêñàöèè âîçìóùåíèéíà âûñòóïàõ áóäóò áîëüøå, ÷åì â ëóíêàõ.Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè çàòóõàþùåé âåòâè 	 = �Yïðèâîäèò ê äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ! = ipk; p = 1 + Yt � iĤYt1� ĤYu � iYu :

Ïî àíàëîãèè ñ (43), ïîëó÷èì 
 = J�1 > 0. Êàê ñëåä�ñòâèå, áóäåò ïðîèñõîäèòü ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñòâîçìóùåíèé Æ � 	+ Y .Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè óñòîé�÷èâîñòü ïðèâîäÿùåé ê óðàâíåíèþ ëàïëàñîâñêîãî ðî�ñòà ðåäóêöèè Y = 	 èñõîäíûõ óðàâíåíèé äâèæå�íèÿ (15) è (16) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ìåëêîìàñ�øòàáíûì âîçìóùåíèÿì Æ = 	� Y . Ïðè äîêàçàòåëü�ñòâå ìû íå èñïîëüçîâàëè êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõîãðàíè÷åíèé íà âèä �óíêöèè Y . Òàê, ìû íå òðåáî�âàëè, ÷òîáû � ÿâëÿëàñü îäíîçíà÷íîé �óíêöèåé ïå�ðåìåííîé x. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ ëàïëàñîâ�ñêîãî ðîñòà èçâåñòíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷íûõ ÷àñò�íûõ ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå îäíîçíà÷íîñòè�óíêöèè � íå âûïîëíÿåòñÿ [26, 28, 29℄.Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âûâîäû, êàñàþùèåñÿ óñòîé÷èâî�ñòè ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áåñêîíå÷�íî ãëóáîêîé æèäêîñòè, ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíûíà ðàçâèâàåìóþ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìîäåëü ýâî�ëþöèè íàðàñòàþùèõ ñî âðåìåíåì âîçìóùåíèé çàðÿ�æåííîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ æèäêîãî ãåëèÿ êîíå÷íîéãëóáèíû. 9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè,÷òî ýâîëþöèþ ñâîáîäíîé çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòèñëîÿ æèäêîãî ãåëèÿ êîíå÷íîé ãëóáèíû ìîæíî ý���åêòèâíî èññëåäîâàòü â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ. Íåîáõîäè�ìîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ïîäîáíîãî ïîäõîäà � ïîë�íàÿ ýêðàíèðîâêà ïîëÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè.Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èïîëÿ ñêîðîñòè èìåþò îäèíàêîâóþ îáëàñòü îïðåäå�ëåíèÿ, êîòîðóþ ìîæíî êîí�îðìíî îòîáðàçèòü â ãî�ðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòüýâîëþöèþ ïîâåðõíîñòè çà ðàìêàìè òðàäèöèîííî èñ�ïîëüçóåìîãî ïðè àíàëèçå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðè�áëèæåíèÿ ìàëîñòè óãëîâ íàêëîíà ïîâåðõíîñòè. Òàê,íàì óäàëîñü îïèñàòü ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè ïî�âåðõíîñòè âïëîòü äî �îðìèðîâàíèÿ íà íåé îñîáåí�íîñòåé � òî÷åê çàîñòðåíèÿ, â êîòîðûõ êðèâèçíà ïî�âåðõíîñòè ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé çà êîíå÷íîå âðå�ìÿ êàê (t
 � t)�1, à ñêîðîñòü æèäêîñòè è íàïðÿæåí�íîñòü ïîëÿ � êàê (t
 � t)�1=2.Âàæíûì ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî,÷òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû íà ñòàäèè �îðìèðîâàíèÿ îñî�áåííîñòè ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì � êîíå÷íîñòü híå âëèÿåò ñóùåñòâåííî íà õàðàêòåð äèíàìèêè ïî�âåðõíîñòè âáëèçè îñîáîé òî÷êè. Ýòî ìîæåò áûòü789



Í. Ì. Çóáàðåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008îáúÿñíåíî òåì, ÷òî íà ñòàäèÿõ ðàçâèòîé íåóñòîé÷è�âîñòè, êîãäà íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ èíäóöèðîâàííûõâáëèçè �îðìèðóþùåéñÿ îñîáåííîñòè çàðÿäîâ çíà÷è�òåëüíî ïðåâûøàåò íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ïîëÿ,à õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ïîâåðõ�íîñòè, îöåíèâàåìûé, íàïðèìåð, ïî ðàäèóñó êðèâèç�íû ïîâåðõíîñòè, ñòàíîâèòñÿ ìíîãî ìåíüøå ãëóáèíûñëîÿ æèäêîñòè, ìû ëîêàëüíî ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ,àíàëîãè÷íóþ ïðåäåëó áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé æèäêî�ñòè. Â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè âëèÿíèå äíà ñòàíî�âèòñÿ íåñóùåñòâåííûì, ÷òî è îáóñëîâëèâàåò óíèâåð�ñàëüíîñòü ïîâåäåíèÿ æèäêîñòè.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðåíèå äèíàìèêè �îðìè�ðîâàíèÿ òî÷åê çàîñòðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòèïîêàçûâàåò, ÷òî êàê äëÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé æèä�êîñòè (òî÷íûå ðåøåíèÿ ðàáîò [14, 15℄), òàê è äëÿñëîÿ æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû (ðàçä. 6) ìû ïî�ëó÷àåì îñîáåííîñòè îäíîãî è òîãî æå âèäà: y3 / x2.Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ ðàáîò [26, 30℄, ïîäîáíûå îñîáåí�íîñòè ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿäëÿ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ëàïëà�ñîâñêîãî ðîñòà. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,ïîÿâëåíèå îñîáåííîñòåé íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòèñâÿçàíî ñ îáðàùåíèåì â íóëü ÿêîáèàíà êîí�îðìíîãîîòîáðàæåíèÿ fx; yg ! fu; vg. Ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿóðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ ñ çàðÿæåííîéãðàíèöåé îòðàæàþò íàáëþäàâøóþñÿ â ýêñïåðèìåí�òàõ òåíäåíöèþ ê ïîÿâëåíèþ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòè óãëóáëåíèé, çàîñòðÿþùèõñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ[6, 7℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ-Óðàë(ãðàíò �07-02-96035), Ñîâåòà ïî ãðàíòàì ïðè Ïðå�çèäåíòå �Ô (ïðîåêò ÌÄ-2553.2007.2) è Ôîíäà ¾Äè�íàñòèÿ¿ â ðàìêàõ Öåëåâîé ïðîãðàììû ïîääåðæêèìåæäèñöèïëèíàðíûõ ïðîåêòîâ ÓðÎ �ÀÍ è ÑÎ �ÀÍè Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Ôóíäàìåíòàëüíûåïðîáëåìû íåëèíåéíîé äèíàìèêè¿.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. M. W. Cole and M. H. Cohen, Phys. Rev. Lett. 23,1238 (1969).2. Â. Á. Øèêèí, ÆÝÒÔ 58, 1748 (1970).3. Â. È. Ìåëüíèêîâ, Ñ. Â. Ìåøêîâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ33, 222 (1981).4. Â. Á. Øèêèí, Þ. Ï. Ìîíàðõà, Äâóìåðíûå çàðÿæåí�íûå ñèñòåìû â ãåëèè, Íàóêà, Ìîñêâà (1989).5. Â. Á. Øèêèí, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 78, 930 (2003).
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