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ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÎÍÍÛÕÒÅ×ÅÍÈÉ Ñ ÔÀÇÎÂÛÌ ÏÅ�ÅÕÎÄÎÌÀ. Ò. Èëüè÷åâ a*, �. �. Öûïêèí baÌàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. À. Ñòåêëîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿbÈíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119526, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11 àïðåëÿ 2008 ã.�àññìàòðèâàþòñÿ íîâûå ìåõàíèçìû ïåðåõîäîâ ê íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ âåðòèêàëüíûõ òå÷åíèé ñ �àçîâûìïåðåõîäîì, âîçíèêàþùèõ â ãîðèçîíòàëüíî ïðîòÿæåííûõ äâóìåðíûõ îáëàñòÿõ ïîðèñòîé ñðåäû. Äåñòà-áèëèçàöèÿ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà ïðîèñõîäèò ïðè áåñêîíå÷íîì âîëíîâîì ÷èñëå è ïðèíóëåâîì âîëíîâîì ÷èñëå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ñîïðîâîæäàåòñÿ îáðàòèìûìè áè-�óðêàöèÿìè â äîêðèòè÷åñêîé îêðåñòíîñòè ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè è îáðàçîâàíèåì âòîðè÷íûõ (íå îáÿçà-òåëüíî ãîðèçîíòàëüíî-îäíîðîäíûõ) òå÷åíèé. Äîêðèòè÷åñêèå ñòðóêòóðû â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà ê íåóñòîé-÷èâîñòè ïîä÷èíÿþòñÿ íåëèíåéíîìó äè��óçèîííîìó óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà �Ïåòðîâñêîãî �Ïèñêóíîâà.�àññìàòðèâàåòñÿ äâà ïðèìåðà äâèæåíèé â ïîðèñòîé ñðåäå: ïåðâûé îòíîñèòñÿ ê íåóñòîé÷èâîñòè ñëîÿ âî-äû, ðàñïîëîæåííîãî íàä ñëîåì ñìåñè âîçäóõà è ïàðà â ïîðèñòîé ñðåäå ïðè èçîòåðìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ âïðèñóòñòâèè êàïèëëÿðíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïîâåðõíîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà. Âòîðîé ïðèìåð îïèñû-âàåò âåðòèêàëüíûå òå÷åíèÿ ñ �àçîâûìè ïåðåõîäàìè â âûñîêîòåìïåðàòóðíîì ãåîòåðìàëüíîì ðåçåðâóàðå,ñîñòîÿùåì èç äâóõ âûñîêîïðîíèöàåìûõ ñëîåâ, ðàçäåëåííûõ íèçêîïðîíèöàåìûì ñëîåì.PACS: 61.43.Gt 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒèïè÷íûì äëÿ çàäà÷ òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷å�ñêîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèå, êîãäà êðè�òè÷åñêîå âîëíîâîå ÷èñëî k, ïðè êîòîðîì ïðîèñ�õîäèò ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ òå÷å�íèé, îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïðè óñëîâèè îáðàòèìîñòè èñ�õîäíîé çàäà÷è (èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îòðà�æåíèé íåîãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî íàïðàâ�ëåíèÿ x ! �x), à òàêæå ïðîñòðàíñòâåííîé îä�íîðîäíîñòè (èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâx ! x + l) ñëàáîíåëèíåéíûå ìîäóëÿöèè íàèáîëååíåóñòîé÷èâîé ìîäû óäîâëåòâîðÿþò àìïëèòóäíîìóóðàâíåíèþ �èíçáóðãà �Ëàíäàó ñ êóáè÷íîé íåëèíåé�íîñòüþ (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ýòî óðàâíåíèå ïðèáëè�æåííî îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ïàêåòà ñëàáîíåóñòîé÷è�âûõ ìîä â îêðåñòíîñòè ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè â òå�îðèè âÿçêîé æèäêîñòè (ñì., íàïðèìåð, [2�6℄).*E-mail: ilihev�mi.ras.ru

Òåì íå ìåíåå èçâåñòíû ñëó÷àè, êîãäà k = 0;íàïðèìåð, ïðè õèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ [7℄, êîíâåê�öèè ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ [8℄, â ðÿäå áèî�ëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé [9℄. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïå�ðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðîèñõîäèò ïðè íåíóëåâîéâåùåñòâåííîé ÷àñòîòå âîçìóùåíèé íà íåéòðàëüíîéêðèâîé. Â ðàáîòå [10℄ ïîêàçàíî, ÷òî âñå ïåðèîäè÷å�ñêèå ïî âðåìåíè ñëàáîíåëèíåéíûå ìîäóëÿöèè íàèáî�ëåå íåóñòîé÷èâîé ìîäû óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåííî�ìó óðàâíåíèþ �èíçáóðãà �Ëàíäàó, ãäå â êóáè÷íóþíåëèíåéíîñòü äàþò âêëàä ñëàãàåìûå ñ ïðîèçâîäíû�ìè îò ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäû. Âîçìîæ�íîñòü ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé òðàêòîâêè, ïðåäñòàâ�ëåííîé â ðàáîòå [10℄, ñâÿçàíà èìåííî ñ íåðàâåíñòâîìíóëþ âåùåñòâåííîé ÷àñòîòû íà êðèòè÷åñêîé êðèâîé.Âñå óïîìÿíóòûå ïðîöåññû ñ ïåðåõîäîì, îòâå�÷àþùåì äåñòàáèëèçàöèè óçêîé ïîëîñû äëèííûõâîëí, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äè��óçèîííîãî òè�ïà. Ñëó÷àè âûðîæäåíèÿ â ýòîì êëàññå çàäà÷, êî�ãäà ïðè ïåðåõîäå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðèíöèï îáìå�íà óñòîé÷èâîñòè (ðàâåíñòâî íóëþ âåùåñòâåííîé ÷àñ�815



À. Ò. Èëüè÷åâ, �. �. Öûïêèí ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008òîòû â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé êðèâîé) áûëè,ïî-âèäèìîìó, íåèçâåñòíû â òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷å�ñêîé óñòîé÷èâîñòè.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþêëàññà òå÷åíèé, êîòîðûå ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòèïîäâåðãàþòñÿ èìåííî âûðîæäåííîìó òèïó ïåðåõîäà íóëåâûì êðèòè÷åñêèì âîëíîâûì ÷èñëîì. Ýòî�èëüòðàöèîííûå òå÷åíèÿ â ãîðèçîíòàëüíî-ïðîòÿ-æåííûõ îáëàñòÿõ ïîðèñòûõ ñðåä, �àçîâûé ïåðåõîäâ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòèâ îáëàñòè òå÷åíèÿ. Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ¾äîïîëíèòåëüíîñòè¿: íàðÿäóñ óêàçàííûì ïåðåõîäîì âîçìîæåí ïåðåõîä, ïðèêîòîðîì íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé ìîäå ñîîòâåòñòâóåòáåñêîíå÷íîå âîëíîâîå ÷èñëî, ò. å. â îêðåñòíîñòèïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîéÿâëÿåòñÿ ïîëîñà î÷åíü êîðîòêèõ ìîä. Âîïðîñ î òîì,íàñêîëüêî ñîñóùåñòâîâàíèå ýòèõ âçàèìíî äîïîëíÿ�þùèõ äðóã äðóãà òèïîâ ïåðåõîäà ÿâëÿåòñÿ îáùèì,îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Äëÿ ïåðåõîäà ñ k = 0, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ ïðèí�öèïó îáìåíà óñòîé÷èâîñòè, ýâîëþöèÿ óçêîé ïîëîñûñëàáîíåóñòîé÷èâûõ ìîä îïèñûâàåòñÿ âåùåñòâåííûìäè��óçèîííûì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà �Ïåòðîâ-ñêîãî �Ïèñêóíîâà (ÊÏÏ) ñ íåâûðîæäåííîé êâàäðà�òè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.Ýòî óðàâíåíèå âïåðâûå ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáî�òå [11℄ äëÿ îïèñàíèÿ âîçðàñòàíèÿ êîëè÷åñòâà âåùå�ñòâà â ïðèìåíåíèè ê îäíîé áèîëîãè÷åñêîé ïðîáëå�ìå. Îíî îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, îá�ñóæäåíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíà ìíîãî÷èñëåííàÿ ëè�òåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, [12, 13℄).Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ âîç�íèêàþò îáñóæäàåìûå ïåðåõîäû ñ êðèòè÷åñêèìè ÷èñ�ëàìè k = 0 è k = 1, ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è,îïèñûâàþùèå ñëåäóþùèå ÿâëåíèÿ.1. Çàäà÷à îá èñïàðåíèè âîäû è äè��óçèè ïàðà,îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññû ïåðåíîñà â øàõòàõ, òóííå�ëÿõ è äðóãèõ êîíñòðóêöèÿõ, íàõîäÿùèõñÿ â êîíòàê�òå ñ ãîðíûìè ïîðîäàìè. Ôóíêöèîíèðîâàíèå òàêèõñèñòåì ñîïðîâîæäàåòñÿ òåïëî- è ìàññîîáìåíîì ìåæ�äó êîíñòðóêöèåé è îêðóæàþùåé ïîðîäîé [14℄. Èñêóñ�ñòâåííàÿ âåíòèëÿöèÿ ïîçâîëÿåò ïîääåðæèâàòü ìè�êðîêëèìàò, íåîáõîäèìûé äëÿ ýêñïëóàòàöèè. Âåíòè�ëÿöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ èñïàðåíèåì ñ êðîâëè ñîîðó�æåíèÿ, à âîäà èç âîäîíîñíûõ ãîðèçîíòîâ, ðàñïîëî�æåííûõ íàä ãîðíûìè âûðàáîòêàìè, äâèãàåòñÿ âíèçïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííûõ ñèë èëè äàâëåíèÿ ââîäîíîñíîì ãîðèçîíòå. Â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé âî�äà ìîæåò ïîñòóïàòü â ïîäçåìíûå ñîîðóæåíèÿ êàê âæèäêîì, òàê è â ïàðîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè. Åñëè îêðó�æàþùèå ïîðîäû èìåþò îòíîñèòåëüíî íèçêóþ ïðî�

íèöàåìîñòü, òî ïîäçåìíûå âîäû, äâèãàÿñü ê êðîâëåãîðíîé âûðàáîòêè ìîãóò èñïàðÿòüñÿ â ïàðîâîì ïðî�ñòðàíñòâå ãîðíûõ ïîðîä, è èõ ïîñòóïëåíèå â ïîäçåì�íîå ñîîðóæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â âèäå ïàðà. Â ýòîìñëó÷àå â ïîðîäàõ îáðàçóåòñÿ îáëàñòü, íàñûùåííàÿñìåñüþ ïàðà è âîçäóõà è ðàñïîëîæåííàÿ íèæå âî�äîíàñûùåííîé îáëàñòè. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ïî�âåðõíîñòü èñïàðåíèÿ, ðàçäåëÿþùàÿ ýòè äâå îáëàñòè,ìîæåò áûòü êàê óñòîé÷èâîé, òàê è íåóñòîé÷èâîé [15℄.2. Äâèæåíèÿ �àç â âûñîêîòåìïåðàòóðíîì ãåîòåð�ìàëüíîì ðåçåðâóàðå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ âûñîêîïðî�íèöàåìûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ, ðàçäåëåííûõ ñëî�åì íèçêîïðîíèöàåìîé ïîðîäû. Âåðõíèé è íèæíèéâûñîêîïðîíèöàåìûå ñëîè çàïîëíåíû ñîîòâåòñòâåí�íî âîäîé è ïàðîì. Âíóòðè ñëîÿ íèçêîïðîíèöàåìîéïîðîäû íàõîäèòñÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà �àç, ðàçäå�ëÿþùàÿ îáëàñòè, çàíÿòûå âîäîé è ïàðîì. Ýòà ïî�âåðõíîñòü òàêæå ìîæåò áûòü êàê óñòîé÷èâîé, òàê èíåóñòîé÷èâîé [16, 17℄.Ïåðâàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîé ïðè�ìåð òå÷åíèÿ â ïîðèñòîé ñðåäå ïðè íàëè÷èè ïîâåðõ�íîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà, â êîòîðîì áîëåå òÿæåëàÿ�àçà (âîäà) ðàñïîëîæåíà íàä áîëåå ëåãêîé �àçîé(ñìåñüþ âîçäóõà ñ âîäÿíûì ïàðîì). Öåëüþ èññëå�äîâàíèÿ ïðîñòîé ìîäåëè äàííîãî ÿâëåíèÿ ñëóæèòâîçìîæíîñòü îáíàðóæåíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ �èçè�÷åñêèõ ý��åêòîâ, âîçíèêàþùèõ â ïîäîáíûõ ïðîöåñ�ñàõ è õàðàêòåðèçóþùèõ èçó÷àåìûå òèïû ïåðåõîäîâê íåóñòîé÷èâîñòè.Âòîðàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð áîëååñëîæíîãî ÿâëåíèÿ, ó÷èòûâàþùåãî âëèÿíèå òåìïåðà�òóðû, è õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì �èçè÷å�ñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äåòàëüíûé òåî�ðåòè÷åñêèé àíàëèç ïåðåõîäîâ, âîçìîæíûé â ïåðâîìïðèìåðå, â ýòîì ñëó÷àå çàòðóäíåí è ìû îãðàíè÷èâà�åìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïåðåõîäà ê íåóñòîé÷èâîñòè ïðèèçìåíåíèè ïðîíèöàåìîñòè è íàáîðà çàäàííûõ çíà÷å�íèé îñòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îá�ðàçîì. Â ðàçä. 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ óïîìÿíóòûå çà�äà÷è. Äàíà �îðìóëèðîâêà è ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûåñòàöèîíàðíûå âåðòèêàëüíûå òå÷åíèÿ, ïîäëåæàùèåèññëåäîâàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü. �àçäåë 3 ïîñâÿùåíèçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà íîðìàëüíîé óñòîé�÷èâîñòè ýòèõ òå÷åíèé. Â ðàçä. 4 äàíî îïèñàíèå êî�ðîòêîâîëíîâîé íåóñòîé÷èâîñòè, à â ðàçä. 5 � äëèí�íîâîëíîâîé íåóñòîé÷èâîñòè. �àçäåë 6 ïîñâÿùåí îá�ñóæäåíèþ õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé äèíàìèêè ñè�ñòåìû â îêðåñòíîñòè ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàñ�ñìàòðèâàåìûõ òèïîâ ïåðåõîäà.816



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Íåóñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ �èëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé : : :
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z = h + η(x, t)�èñ. 1. �åîìåòðèÿ çàäà÷è: I � âûñîêîïðîíèöàå-ìàÿ îáëàñòü {z < 0, �1 < x < 1}, 1 �íèçêîïðîíèöàåìàÿ îáëàñòü {0 < z < h + �,�1 < x < 1}, 2 � íèçêîïðîíèöàåìàÿ îáëàñòü{h + � < z < L, �1 < x < 1}, II � îáëàñòü{z > L, �1 < x <1}; îñòàëüíûå îáúÿñíåíèÿ ñì.â òåêñòå2. ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅ×ÅÍÈß ÑÔÀÇÎÂÛÌ ÏÅ�ÅÕÎÄÎÌ�àññìàòðèâàþòñÿ òå÷åíèÿ ñ �àçîâûì ïåðåõî�äîì â ãîðèçîíòàëüíî-íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ïî�ðèñòîé ñðåäû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íèçêîïðîíèöà�åìûé ñëîé ðàñïîëîæåí ìåæäó âûñîêîïðîíèöàåìû�ìè ñëîÿìè (âûñîêîïðîíèöàåìûì ñëîåì è ïðîñòðàí�ñòâîì ïîäçåìíîãî ñîîðóæåíèÿ â ïåðâîé çàäà÷å),äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà â êîòîðûõ âûðàâíèâàþòñÿâñëåäñòâèå âûñîêîé ïðîíèöàåìîñòè. Îáëàñòü èçó÷àå�ìîãî òå÷åíèÿ � íèçêîïðîíèöàåìûé ñëîé � ïðåäñòàâ�ëÿåò èç ñåáÿ ïîëîñó 0 � z � L, �1 < x <1 â äåêàð�òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xyz ñ îñüþ z, íàïðàâëåííîéâíèç. Îáëàñòè I è 1 íà ðèñ. 1 îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâåí�íî âåðõíèì âûñîêîïðîíèöàåìîìó è íèçêîïðîíèöàå�ìîìó ñëîÿì, çàïîëíåííûì æèäêîé �àçîé. Îáëàñòü2 îòâå÷àåò íèæíåìó íèçêîïðîíèöàåìîìó ñëîþ, çà�ïîëíåííîìó ïàðîì èëè ñìåñüþ âîçäóõà ñ ïàðîì. Îá�ëàñòü II ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó ïîäçåìíîãî ñî�îðóæåíèÿ â ïåðâîé çàäà÷å è âûñîêîïðîíèöàåìîìóñëîþ âî âòîðîé çàäà÷å.Âíóòðè íèçêîïðîíèöàåìûõ ñëîåâ âûïîëíÿþòñÿóðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå çàêîí Äàðñè, ñâÿçûâàþ�ùèé ñêîðîñòè æèäêîñòè w è ãðàäèåíò äàâëåíèÿ P , àòàêæå óðàâíåíèÿ äè��óçèè äëÿ òåìïåðàòóðû T èëèâëàæíîñòè �. Íà ïîâåðõíîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäàz = h + � âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêî�ãî ðàâíîâåñèÿ, óðàâíåíèå Êëàéïåðîíà �Êëàóçèóñà, àòàêæå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû:�1(w1n �Vn) = �2w2n; (2.1)

ãäå Vn � íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïîâåðõ�íîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà, è óñëîâèå áàëàíñà òåïëà:��gradT2 � gradT1� � n = q�1(w2n �Vn); (2.2)ãäå � � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ïîðèñòîéñðåäû, à q � óäåëüíàÿ òåïëîòà �àçîâîãî ïåðåõîäà.2.1. Âåðòèêàëüíûå òå÷åíèÿ ñ äè��óçèåéïàðà2.1.1. ÔîðìóëèðîâêàÎáëàñòü I íà ðèñ. 1 îòâå÷àåò âîäîíîñíîìó ñëîþ.Íà ãðàíèöå z = 0 îáëàñòè I äàâëåíèå âîäû ïîñòîÿí�íî. Íèçêîïðîíèöàåìàÿ ñðåäà ñîäåðæèò ñëîé âîäû 1è ñëîé 2, íàñûùåííûé ñìåñüþ âîçäóõà è ïàðîâ âî�äû. �ðàíèöà z = L íèçêîïðîíèöàåìîãî ñëîÿ, ïðè�ìûêàþùàÿ ê ñâîáîäíîìó ïðîñòðàíñòâó âûðàáîòêèII, îáäóâàåòñÿ âîçäóõîì ïîñòîÿííîé âëàæíîñòè �a,êîòîðàÿ ìåíüøå, ÷åì âëàæíîñòü íàñûùåíèÿ ��, ò. å.ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå ïàðà â âîçäóõå ìåíüøå, ÷åìäàâëåíèå íàñûùåíèÿ ïàðà â âîçäóõå ïðè çàäàííîìçíà÷åíèè òåìïåðàòóðû T . Ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòî�ÿíñòâå òåìïåðàòóðû îïðàâäàíî ìåäëåííîñòüþ ïðî�òåêàþùèõ ïðîöåññîâ.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âíóòðè íèçêîïðîíèöà�åìîé îáëàñòè íàõîäèòñÿ ïîâåðõíîñòü �àçîâîãî ïå�ðåõîäà, êîòîðàÿ â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî âåðòèêàëü�íîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè âíèç ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè æèäêîé �àçû îñóùåñòâëÿåò�ñÿ ïîäòîê âîäû èç âûñîêîïðîíèöàåìîãî ñëîÿ ê ýòîéïîâåðõíîñòè, ãäå ïðîèñõîäèò èñïàðåíèå. Îáðàçîâàâ�øèéñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïàð äè��óíäèðóåò ÷åðåçîáëàñòü ñìåñè âîçäóõ�ïàð 2 ê ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòè z = L, êîòîðàÿ îáäóâàåòñÿ âîçäóõîì. Äè��óçèÿïàðà ïðîèñõîäèò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðöèàëüíîåäàâëåíèå ïàðà âáëèçè ïîâåðõíîñòè èñïàðåíèÿ áîëü�øå ïàðöèàëüíîãî äàâëåíèÿ íà êîíòàêòå ñî ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòüþ.Äâèæåíèå âîäû â îáëàñòè 1 îïèñûâàåòñÿ óðàâíå�íèåì íåðàçðûâíîñòè è çàêîíîì Äàðñè ñ ó÷åòîì ìàñ�ñîâîé ñèëû:div vw = 0; vw = � k�w grad (P � �wgz): (2.3)Óðàâíåíèå â îáëàñòè 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâ�íåíèå äè��óçèè ïàðà, à äëÿ ãàçîâ ñïðàâåäëèâî óðàâ�íåíèå Êëàéïåðîíà��v�t = divD grad�v ;Pv = �vRvT; Pa = �aRaT: (2.4)13 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 817



À. Ò. Èëüè÷åâ, �. �. Öûïêèí ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008Çäåñü v � ñêîðîñòü �èëüòðàöèè, v = mw, m � ïî�ðèñòîñòü, k � ïðîíèöàåìîñòü, � � âÿçêîñòü, g �óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, � � ïëîòíîñòü, D �êîý��èöèåíò äè��óçèè. Èíäåêñû ¾v¿, ¾w¿, ¾a¿ îò�âå÷àþò âåëè÷èíàì ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïàðà, âîäû,âîçäóõà. Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ �èçè÷åñêèõ ïî�ñòîÿííûõ: D = 2:4 � 10�5 ì2 � ñ�1, Pa = 105 Ïà,Ra = 287 Äæ�êã�1 �K�1, Rv = 461 Äæ�êã�1 �K�1 [18℄.Âìåñòî óðàâíåíèÿ äè��óçèè äëÿ ïëîòíîñòè ïà�ðà óäîáíî èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ�óíêöèè âëàæíîñòè � = �v=(�a+�v). Ýòî óðàâíåíèåñëåäóåò èç (2.4) è ïðè óñëîâèè ìàëîñòè ïàðöèàëüíî�ãî äàâëåíèÿ ïàðà ïî ñðàâíåíèþ ñ àòìîñ�åðíûì äàâ�ëåíèåì èìååò âèä ���t = D��: (2.5)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.3) ýêâèâàëåíòíà óðàâíå�íèþ Ëàïëàñà äëÿ äàâëåíèÿ:�P = 0: (2.6)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëíîå äàâëåíèå â îáëà�ñòè 2 ñìåñè âîçäóõà ñ ïàðîì ñîâïàäàåò ñ äàâëåíèåìâ îáëàñòè II ïîäçåìíîãî ñîîðóæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî �èëüòðàöèè ãàçà â îáëàñòè 2 íå ïðîèñõîäèò. Íàïîâåðõíîñòè èñïàðåíèÿ ðàçíèöà ìåæäó äàâëåíèåì âîáëàñòÿõ 1 è 2 çàâèñèò îò �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîðî�äû è ðàâíà êàïèëëÿðíîìó äàâëåíèþ. Äèíàìè÷åñêîåóñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè èñïàðåíèÿ z = h + �(x; t)èìååò, òàêèì îáðàçîì, âèäP1 = P2 + P � Pa + P: (2.7)Êàïèëëÿðíîå äàâëåíèå P îòðèöàòåëüíî, êîãäà ïîðî�äà ñìà÷èâàåìà, è ïîëîæèòåëüíî â ñëó÷àå íåñìà÷èâà�åìîé ïîðîäû.�ðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ âëàæíîñòè íà ãðàíèöåz = h+�(x; t) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè âëàæ�íîñòè è óðàâíåíèé Êëàéïåðîíà äëÿ âîçäóõà è ïàðà:� = �� = RaRv Pv�Pa : (2.8)Çàâèñèìîñòü ïàðöèàëüíîãî äàâëåíèÿ íàñûùåíèÿìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [19℄Pv� = F (T ) èëè �� = RaRv F (T )Pa ;F (y) = 105 exp ��7226:6�1y � 1373:16� ++ 8:2 ln 373:16y � 0:0057(373:16� y)� :

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ îá èçîòåðìè÷íîñòè èçó÷àåìûõïðîöåññîâ ñëåäóåò, ÷òî íàñûùåííîñòü íà ïîâåðõíî�ñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà z = h+�(x; t), ÿâëÿÿñü �óíê�öèåé òåìïåðàòóðû, ïîñòîÿííà â ðàìêàõ ðàññìàòðè�âàåìîé ìîäåëè.Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû (2.1) íà ãðàíèöåz = h+ �(x; t) â êîìáèíàöèè ñ çàêîíîì Äàðñè èìååòâèä�1� �v�w�Vn = � km�w �� [grad (P � �wgz)℄n1 +D �a�w (grad�)n2 : (2.9)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå z = 0 èíà íèæíåé ãðàíèöå z = L, ñîâïàäàþùåé ñ êðîâëåéêîíñòðóêöèè, çàïèñûâàþòñÿ â âèäåz = 0 : P = P0; z = L : � = �a: (2.10)�àññìàòðèâàåìûå ïðîöåññû õàðàêòåðèçóþòñÿ�èçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòäâå áåçðàçìåðíûå êîìáèíàöèè� = P + Pa � P0�wgL ;� = Dk �a�w (�� � �a) m�w�wgL; (2.11)èãðàþùèå êëþ÷åâóþ ðîëü â äàëüíåéøåì ðàññìîòðå�íèè. Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð � â �îðìóëå (2.11) ÿâ�ëÿåòñÿ ìåðîé îòêëîíåíèÿ äàâëåíèÿ â âîäîíîñíîì ãî�ðèçîíòå P0 îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ïðè çàäàííîì êà�ïèëëÿðíîì äàâëåíèè, â òî âðåìÿ êàê ïàðàìåòð �õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå äè��óçèîííîãî ïåðåíîñàïàðà ê ïîòîêó âîäû, âûçâàííîãî ãèäðîñòàòè÷åñêèìäàâëåíèåì. 2.1.2. Îñíîâíîå òå÷åíèåÏðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîâåðõ�íîñòü �àçîâîãî ïåðåõîäà çàíèìàåò íåêîòîðîå ðàâíî�âåñíîå ïîëîæåíèå z = h. Ýòî ïîëîæåíèå îïðåäåëÿåò�ñÿ èç ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (2.5), (2.6):d2P (z)dz2 = 0; d2�(z)dz2 = 0:Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû íà ïîâåðõíîñòè z = hèìååò âèä (ñì. (2.9))d2P (z)dz2 = 0; d2�(z)dz2 = 0;km�w ��dPdz �1 � �wg� = D �a�w �d�dz�2 : (2.12)818



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Íåóñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ �èëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé : : :Èç �îðìóë (2.7), (2.8), (2.10), (2.12) ñëåäóþò âû�ðàæåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé äàâëåíèÿ è âëàæíîñòèâ ñëîÿõ ñîîòâåòñòâåííî 0 < z < h è h < z < L:Pst = P0 + Pa + P � P0h z;�st = �a � ��L� h z + L�� � h�aL� h ; (2.13)à òàêæå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ïî�âåðõíîñòè èñïàðåíèÿ:�H � 1 + �1�H = 0; H = hL: (2.14)Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (2.14) èìååò êîðíèHg;s = �12 (����1)� 12q(����1)2�4�;Hg � Hs: (2.15)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ íåéòðàëüíîé (P = 0) èëèñìà÷èâàåìîé (P < 0) ïîðèñòîé ñðåäû, êîãäà � < 0,îäèí êîðåíü (2.15) ïîëîæèòåëåí, à äðóãîé � îòðèöà�òåëåí. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò òîëüêî ïîëîæèòåëü�íûé êîðåíü, îòâå÷àþùèé çíàêó ¾+¿ ïåðåä ðàäèêà�ëîì â (2.15).Äëÿ íåñìà÷èâàåìîé ñðåäû ïðè P > 0 ìåíüøèéêîðåíü ìîæåò ñòàòü ïîëîæèòåëüíûì, êîãäà äàâëå�íèå P0 â âîäîíîñíîì ñëîå óìåíüøàåòñÿ íàñòîëüêî,÷òî � ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ïðè äàëüíåéøåìóìåíüøåíèè P0 ïàðàìåòð � äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãîçíà÷åíèÿ � = �1�p� �2; (2.16)ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå êîðíåé (2.15). Ñòà�öèîíàðíîå ðåøåíèå (2.13) ïåðåñòàåò ñóùåñòâîâàòü,êîãäà � ïðåâîñõîäèò ýòî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå.�àññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå (2.13) îïèñûâàåò ñòà�öèîíàðíûé ïðîöåññ èñïàðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè �àçî�âîãî ïåðåõîäà áîëåå òÿæåëîé æèäêîñòè (âîäû), ëå�æàùåé íàä áîëåå ëåãêîé æèäêîñòüþ (ñìåñüþ ïàðàñ âîçäóõîì). Â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí�íîå ïîëîæåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîé ïîâåðõíîñòè �àçî�âîãî ïåðåõîäà, ýòî ðåøåíèå, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòïðîíèêíîâåíèå âëàãè â ïîäçåìíóþ êîíñòðóêöèþ âðåçóëüòàòå äè��óçèè ïàðà ÷åðåç ïîðîäó. Åñëè âîç�ìîæíû äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîâåðõíîñòè �à�çîâîãî ïåðåõîäà, ò. å. îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ (2.14) ïî�ëîæèòåëüíû, òî îäèí èç ýòèõ êîðíåé îêàçûâàåòñÿäèíàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì.Îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (�; �), ãäåîáà êîðíÿ (2.15) ïîëîæèòåëüíû, èìååò âèäD = �(�; �)j; 0 < � < 1;p�+p� < 1	:

ÊîðíèHg èHs ñîâïàäàþò íà ãðàíèöå �D îáëàñòèD:�D = �(�; �)j; 0 < � < 1;p�+p� = 1	:2.2. Âåðòèêàëüíûå òå÷åíèÿ â ãåîòåðìàëüíûõñèñòåìàõ2.2.1. Ôîðìóëèðîâêà�àññìîòðèì òå÷åíèÿ, ðåàëèçóþùèåñÿ â âûñîêî�òåìïåðàòóðíûõ ãåîòåðìàëüíûõ ðåçåðâóàðàõ. Ïóñòüðåçåðâóàð ñîñòîèò èç äâóõ âûñîêîïðîíèöàåìûõ ãî�ðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ, ðàçäåëåííûõ ñëîåì íèçêîïðî�íèöàåìîé ïîðîäû. Ñëîé íèçêîïðîíèöàåìîé ïîðîäûïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó áåñêî�íå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè: �1 < x < 1, 0 < z < L,ñ îñüþ z, íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî âíèç. Âåðõíèéè íèæíèé âûñîêîïðîíèöàåìûå ñëîè ñîîòâåòñòâåííîçàïîëíåíû âîäîé è ïàðîì. Âíóòðè ñëîÿ íèçêîïðî�íèöàåìîé ïîðîäû íàõîäèòñÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà�àç, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè, çàíÿòûå âîäîé è ïàðîì(ðèñ. 1).Ïðîöåññû òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â ãåîòåðìàëü�íûõ ñèñòåìàõ îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ ðàâíîâåñíîéòåðìîäèíàìèêè è ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿìàññû è ýíåðãèè, çàêîíó Äàðñè äëÿ âîäû è ïàðàè óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîäàè ïàð íåñæèìàåìû. Ñèñòåìà îñíîâíûõ óðàâíåíèé âäâóõ îáëàñòÿõ íèçêîïðîíèöàåìîé ïîðîäû, ðàçäåëåí�íûõ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà, èìååò âèädiv vj = 0; vj = � k�j ( grad P � �jgez);(�C)2;1 �T�t + �jCjvj � grad T == div (�j grad T );�2;1 = m�j + (1�m)�s;(�C)2;1 = m�jCj + (1�m)�sCs; j = v; w: (2.17)
Çäåñü C � òåïëîåìêîñòü, � � òåïëîïðîâîäíîñòü.Èíäåêñ ¾s¿ ñîîòâåòñòâóåò ñêåëåòó ïîðèñòîé ñðåäû,¾1¿ � îáëàñòè âîäû, ¾2¿ � îáëàñòè ïàðà.Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìåæäó îáëàñòÿìè âî�äû è ïàðà �îðìóëèðóþòñÿ êàê óñëîâèÿ íà ïîâåðõíî�ñòè òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî �àçîâîãî ïåðå�õîäà z = h+� (� = �(x; t) � îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòèðàçäåëà �àç) è èìåþò âèä (ñì. (2.1), (2.2) è çàêîíÄàðñè (2.17))819 13*



À. Ò. Èëüè÷åâ, �. �. Öûïêèí ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008m�1� �v�w�Vn = k�v �v�w (grad P )n+�� k�w (grad P )n� ++ k�w �wg�1� �w�v �2v�2w��ez�n;mq�wVn = ��(grad T )n���+(grad T )n+�� kq�w�w ((grad P )n���wg�ez)n�;T+ = T�; P+ = P�; ln P�Pa = A+ BT� ;A = 12:512; B = �4611:73 K:
(2.18)

Çäåñü èíäåêñû ¾+¿ è ¾�¿ îáîçíà÷àþò âåëè÷èíû, îò�íîñÿùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê îáëàñòè ïàðà è æèäêîñ-òè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïëîñêèõ ãðàíèöàõ ìåæäóíèçêîïðîíèöàåìûì è âûñîêîïðîíèöàåìûìè ñëîÿìèèìåþò âèä z = 0: P = P0; T = T0;z = L : P = P 0; T = T 0: (2.19)Ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïðîíèöàåìî�ñòè â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî ïðåíåá-ðå÷ü êîíâåêòèâíûì ïåðåíîñîì òåïëà ïî ñðàâíåíèþñ êîíäóêòèâíûì [16, 17℄. Ïîýòîìó áóäåì ïîëàãàòüñîîòâåòñòâóþùèå êîíâåêòèâíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèèòåïëîïðîâîäíîñòè ðàâíûìè íóëþ. Ó÷èòûâàÿ ýòîïðåäïîëîæåíèå, ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (2.17) â âèäå�P = 0; �T�t = a1;2�T;0 < z < h [ h < z < L;a1;2 = �1;2(�C)1;2 ; � = �2�x2 + �2�y2 : (2.20)Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ý��åêòèâíûå òåï�ëîåìêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü îïðåäåëÿþòñÿòîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè ïîðîä, ò. å.�1;2 = �, a1;2 = a.2.2.2. Îñíîâíîå òå÷åíèåÏðè óñëîâèè ïðåíåáðåæåíèÿ êîíâåêòèâíûì ïåðå�íîñîì òåïëà èç �îðìóë (2.18), (2.19), (2.20) ñëåäóåò,÷òî ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïå�ðàòóðû èìåþò âèä [16℄

P s� = P0 + P� � P0h z;T s� = T0 + T� � T0h z;P s+ = P 0 � P�L� h z+LP� � hP 0L� h ;T s+ = T 0�T�L� h z+LT� � hT 0L� h ; (2.21)
ãäå èíäåêñ ¾�¿ îçíà÷àåò çíà÷åíèå âåëè÷èí íà �ðîí�òå. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (2.21) â óñëîâèÿ (2.18),ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíûõäàâëåíèÿ P�, òåìïåðàòóðû T� è ïîëîæåíèÿ ïîâåðõ�íîñòè h:�w�v �v�w P 0 � P�L� h � P� � P0h + �wg �1� �w�v �2v�2w � = 0;�T 0 � T�L� h � �T� � T0h + kq�w�w �P� � P0h � �wg� = 0;P� = f(T�) = Pa exp�A+ BT�� :Âûðàæàÿ èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ðàâíîâåñíûåäàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðó è ïîäñòàâëÿÿ èõ â òðåòüåóðàâíåíèå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî�ëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà â âèäåG(H) = 0; H = h=L; (2.22)ãäå G(y) � òðàíñöåíäåíòíàÿ �óíêöèÿ, âèä êîòîðîéïðèâåäåí, íàïðèìåð, â ðàáîòå [16℄. �åøåíèÿ (2.21)îïèñûâàþò ñòàöèîíàðíûå âåðòèêàëüíûå òå÷åíèÿ ñ�àçîâûì ïåðåõîäîì, êîòîðûå è ïîäëåæàò èññëåäî�âàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü.3. ÄÅÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß ÂÅ�ÒÈÊÀËÜÍÛÕÒÅ×ÅÍÈÉ3.1. Òå÷åíèÿ ñ äè��óçèåé ïàðàÄåñòàáèëèçàöèÿ îñíîâíîãî ðåæèìà âîçìîæíàòîëüêî â ñëó÷àå íåñìà÷èâàåìîé ïîðèñòîé ñðåäû(� > 0), ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðèì òîëüêî ýòîòñëó÷àé. Óðàâíåíèÿ (2.5) è (2.6) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû�ìè, çíà÷èò äîëæíà áûòü ïðîâåäåíà ëèíåàðèçàöèÿâîêðóã ðåøåíèÿ (2.21) òîëüêî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Ïóñòü P 0, �0, � îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî âîçìó�ùåíèå îñíîâíîãî äàâëåíèÿ, âëàæíîñòè è ïîëîæåíèÿïîâåðõíîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà. Ëèíåàðèçîâàííàÿ�îðìà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (2.9) èìååò âèä���t = � km�w ��P 0�z �� +D �a�w ���0�z �+ : (3.1)820



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Íåóñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ �èëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé : : :Óñëîâèå ñêà÷êà äàâëåíèÿ (2.7) è óñëîâèå ïîñòîÿíñòâàâëàæíîñòè (2.8) íà ïîâåðõíîñòè ïåðåõîäà ïðèíèìà�þò âèäP 0+dPstdz � = 0; �0+d�stdz � = 0; z(t; y) = h: (3.2)Èùåì ðåøåíèå (3.1), (3.2) â âèäåfP 0; �0; �g = fP̂ (z); �̂(z); �̂g exp(�t+ i�y):Âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä èìåþò âèäP̂ (z) = P̂� sh(�z)sh(�h) ; (3.3)�̂(z) = �̂+ sh[d(L� z)℄sh[d(L� z)℄ ; (3.4)ãäå d2 = �=D + �2. Èç �îðìóë (3.3), (3.4) ñëåäóåò,÷òî  dP̂ (z)dz !z=h = �P̂� th(�h);�d�̂(z)dz �z=h = �d�̂+ th[d(L� h)℄: (3.5)Ïîäñòàâëÿÿ (3.5) â (3.1), (3.2) ïîëó÷èì, ÷òî íåòðè�âèàëüíîå ðåøåíèå �̂; P̂�; �̂+ ñóùåñòâóåò ïðè âûïîë�íåíèè ñëåäóþùåãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ:�� �K th(KH)H ++ �p� +K2 th �(1�H)p� +K2 �1�H = 0; (3.6)ãäå K = �L; � = �L2D ;  = Dm�wk�wgL :�àññìîòðèì ìåõàíèçì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, óäî�âëåòâîðÿþùèé ïðèíöèïó îáìåíà óñòîé÷èâîñòåé, ò. å.êîãäà � = 0 íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè. Óðàâíåíèåìàðãèíàëüíîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé� = 0 â âûðàæåíèå (3.6). Èìååìf(K) � thK[(1�H)℄th(KH) = �� 1�HH � �: (3.7)Èç �îðìóëû (3.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿK !1 âåëè÷èíà�! �0K, ãäå �0 = � 1H � � 11�H :Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.7) è �àêòà, ÷òî íåðàâåíñòâî�0 > 0 î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîäðàçóìåâàåò íåóñòîé�÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ðåæèìà, ñëåäóåò, ÷òî ñó�ùåñòâóþò äâà ñöåíàðèÿ â ñëó÷àå íåñìà÷èâàåìîé ïî�ðèñòîé ñðåäû.

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî, åñëè çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (3.7) äëÿ êàêîãî-ëèáî çíà÷åíèÿ K ìåíü�øå çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè, òîãäà îñíîâíîå ðåøåíèåíåóñòîé÷èâî, ò. å. � > 0 äëÿ ýòèõ K. Ïðåäïîëîæèì,÷òî th[K(1�H)℄th(KH) < � (3.8)è ðåøåíèå óñòîé÷èâî, ò. å. � < 0 äëÿ ëþáîãîK. Åñëè� < 0, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîp� +K2 th �p� +K2(1�H)�K th(KH) << th[K(1�H)℄th(KH) : (3.9)Îäíîâðåìåííî èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøå�íèÿ (3.6) ñëåäóåò, ÷òî, åñëè � < 0, òî âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî��K th(KH)+p�+K2 th hp�+K2(1�H)i > 0èëè p� +K2 th �p�+K2(1�H)�K th(KH) > �;÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâàì (3.8) è (3.9). Ñëåäî�âàòåëüíî, åñëè ñïðàâåäëèâî (3.8), òî äîëæíî âûïîë�íÿòüñÿ � > 0.Äëÿ ÿñíîñòè èñïîëüçóåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåð�ïðåòàöèþ óðàâíåíèÿ (3.7). Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ, êîòîðàÿ çàâèñèò îòK è ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè K ! 1. Ýòà �óíê�öèÿ èìååò ìèíèìóì ïðè H < 1=2 èëè ìàêñèìóì ïðèH > 1=2 äëÿ K = 0. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.7)íå çàâèñèò îò K è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ, ïà�ðàëëåëüíóþ îñè K.3.2. Òå÷åíèÿ â ãåîòåðìàëüíûõ ñèñòåìàõÏðåäïîëàãàÿ, ÷òî íåèçâåñòíûå �óíêöèè ïðåäñòà�âèìû â âèäåfP 0(x; y; t); T 0(x; y; t); �(y; t)g == fP̂ (x); T̂ (x); �̂g exp(�t+ i�x);ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå821



À. Ò. Èëüè÷åâ, �. �. Öûïêèí ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008F (�;K) � �̂ th[�̂(1�H)℄�� n!wa �3K th(KH)� (1�R)� ++ !va �4RK th[K(1�H)℄o+ �̂ th(�̂H)�� n!va �5RK th[K(1�H)℄ ++ !wa �0K th(KH)� (1�R)�o++!vBT0 mq�wR�T0 �Kn�th[K(1�H)℄+� �v�w th(�H)++ �1K!wa th(KH) th[K(1�H)℄o = 0: (3.10)Çäåñü � = PfT 2f ; �0 = BT0�Tf � 1H + Pf � 1H ;�1 = 1H + P1H � PfH(1�H) ; �2 = 1H + T1H � TfH(1�H) ;�3 = BT0�T1 � Tf1�H + Pf � 1H ;�4 = BT0�T1 � Tf1�H + P1 � Pf1�H ;�5 = BT0�Tf � 1H + P1 � Pf1�H ;�̂ =pK2 +�; K = �L; � = a�L2 ;!w = P0km�w ; !v = P0km�v ; R = �v�w ; Tf = T�T0 ;T1 = T 0T0 ; Pf = P�P0 ; P1 = P 0P0 ; H = hL:Èç (3.10) ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó íà áåñêîíå÷íîñòè� = �0jKj, K ! �1,�0 = h!va R(�4 + �5) + !wa (�0 + �3) ++ !w!va BT0 mq�wR�T0 ��1��� �2(1�R)� !va BT0 mq�wR�T0 �1 + �v�w����1 :Â ýòîì ñëó÷àå f(K)1;2 = �; (3.11)ãäå êîíñòàíòà �, çàâèñÿùàÿ îò �èçè÷åñêèõ ïàðàìåò�ðîâ çàäà÷è äàíà â ðàáîòå [17℄. Â îòñóòñòâèå âåùå�ñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.11) íåóñòîé÷èâîñòüìîæåò âîçíèêíóòü â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ [17℄:1f(K)2 > 1f(K)1 = min �1�HH ; 1� ;1f(K)1 < 1f(K)2 = max�1�HH ; 1� :

4. ÊÎ�ÎÒÊÎÂÎËÍÎÂÀßÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ4.1. Òå÷åíèÿ ñ äè��óçèåé ïàðàÏåðâûé ñöåíàðèé ïåðåõîäà ðåàëèçóåòñÿ ïðèH > 1=2. �èñóíîê 2a èëëþñòðèðóåò óñòîé÷èâîñòüîñíîâíîãî òå÷åíèÿ. Óìåíüøåíèå äàâëåíèÿ P0 âëå÷åòçà ñîáîé óâåëè÷åíèå � è ëèíèÿ � = � ñòàíîâèòñÿàñèìïòîòè÷åñêîé ê ãðà�èêó �óíêöèè� = f(K) = th[K(1�H)℄ th�1(KH)â ïëîñêîñòè (K; �), êîãäà � = 0. Äàëüíåéøåå óìåíü�øåíèå P0 îçíà÷àåò, ÷òî � ñòàíîâèòñÿ áîëüøå åäè�íèöû è ëèíèÿ � = � ïåðåñåêàåò ãðà�èê f(K) âäâóõ òî÷êàõ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Èí�êðåìåíò � > 0 íà äâóõ áåñêîíå÷íûõ ñèììåòðè÷�íûõ îòíîñèòåëüíî íóëÿ ïîëóáåñêîíå÷íûõ èíòåðâà�ëàõ (ðèñ. 2á ). Ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåõîä ê íåóñòîé�÷èâîñòè â ïëîñêîñòè (K;�) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2â.Ïðè ýòîì êîðåíü Hs, ñîîòâåòñòâóþùèé áîëåå âû�ñîêîìó ïîëîæåíèþ �ðîíòà (íàïîìíèì, ÷òî îñü z íà�ïðàâëåíà âíèç), íåóñòîé÷èâ äëÿ âñåõ (�; �) 2 D.Êîðåíü Hg ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâ ÷åðåç ïåðåõîäK =1 íà �1,�1 = f(�; �)j 1=4 < � < 1=2; �+ � = 1=2g:4.2. Òå÷åíèÿ â ãåîòåðìàëüíûõ ñèñòåìàõÏóñòü H < 1=2, ò. å. min[(1 � H)=H; 1℄ = 1. Âýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòîïðè f(K)1 = 1. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿïðè � = �1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íà÷à�ëó íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîå âîë�íîâîå ÷èñëî. Êîãäà äàëüíåéøåå èçìåíåíèå ïàðàìåò�ðîâ ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè, èíòåðâàëíåóñòîé÷èâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàñøèðÿåòñÿ ñ áåñ�êîíå÷íîñòè.Åñëè H > 1=2, ò. å. max[(1 � H)=H; 1℄ = 1, íà�÷àëî íåóñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íî ïðå�äûäóùåìó ñëó÷àþ. Ïðè ýòîì f(K)2 = 1, ðàçâèòèåíåóñòîé÷èâîñòè ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2(äëÿ f(K)2) è êîíöû èíòåðâàëà âîëíîâûõ ÷èñåë, õà�ðàêòåðèçóþùèõ óáûâàíèå íîðìàëüíûõ ìîä, ïðèõî�äÿò ñ áåñêîíå÷íîñòè [17℄.5. ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÀßÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ�àññìîòðèì îäíîðîäíîå òå÷åíèå âÿçêîé æèäêî�ñòè â ñëó÷àå îäíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî èçìåðåíèÿ,822
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1

à á â� � �� = f(K) � = �K K KIIIIII� = ��èñ. 2. Ñëó÷àé H > 1=2. Ñðàâíèòåëüíûå ïîëîæåíèÿ ëèíèè � = � è ãðà�èêà � = f(K) äëÿ óñòîé÷èâîãî (a) èíåóñòîé÷èâîãî (á ) �ðîíòîâ. Ýñêèçû äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ � = �(K) (â) äëÿ óñòîé÷èâîãî (I), ìàðãèíàëüíîãî (II) èíåóñòîé÷èâîãî (III) �ðîíòîâêîãäà íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ x è t(îáîáùåíèå àíàëèçà íà ñëó÷àé áîëåå âûñîêèõ ðàç�ìåðíîñòåé ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî äîñòàòî÷íî ëåã�êî) [20℄. Ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåàðèçîâàííàÿãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò ðåøåíèå â âè�äå íîðìàëüíûõ ìîä A exp(i�x + �t) ñ âåùåñòâåííû�ìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè � è äèñïåðñèîííûì ñîîò�íîøåíèåì D(�; �; R̂) = 0, ãäå R̂ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåò�ðîì çàäà÷è, èçìåíåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê ïîòå�ðå óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ. Áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü�íî ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ x ! �x, à òàêæå,÷òî èìååò ìåñòî ïðèíöèï ñìåíû óñòîé÷èâîñòè, ò. å.Im� = 0 ïðè âîçíèêíîâåíèè íåóñòîé÷èâîñòè è ìàð�ãèíàëüíîé ìîäå ñîîòâåòñòâóåò � = 0.Èç ïðîñòðàíñòâåííîé îáðàòèìîñòè ñëåäóåò, ÷òîâûðàæåíèå A exp(�i�x + �t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðå�øåíèåì ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è, ò. å. D(�; �; R̂) == D(��; �; R̂) äëÿ ëþáîãî �. Ïðåäïîëîæèì äàëåå,÷òî ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé(íàèìåíåå óñòîé÷èâîé) ìîäîé, ÿâëÿåòñÿ ìîäà ñ âîë�íîâûì ÷èñëîì �(R) = 0, ãäå R � êðèòè÷åñêîå çíà�÷åíèå ïàðàìåòðà. Òîãäà â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿàëãåáðàè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äèñïåðñèîííîãî ñî�îòíîøåíèÿ äëÿ jR̂ � Rj � 1, îïèñûâàþùàÿ óçêóþïîëîñó ñëàáî íåóñòîé÷èâûõ ìîä, èìååò âèä� = â� b̂�2 +O(�4); �! 0; (5.1)ãäå â = r(R̂ � R), r > 0, 0 < b̂ ! b ïðè R̂ ! R.Êðèâàÿ íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàññìàòðè�âàåìîãî ñëó÷àÿ ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.Øèðèíà ïîëîñû íåóñòîé÷èâûõ ìîä èìååò ïîðÿäîêO�"1=2�, ãäå " = jR̂�Rj (ðèñ. 4).Ïðè ìàëûõ " çàäà÷à äîïóñêàåò â êà÷åñòâå ïðè�áëèæåííûõ ðåøåíèé ìîäû âèäà "A(X;T ), ãäå A �âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, X , T � ìåäëåííî ìåíÿþùè�åñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòà è âðåìÿ. Â ñëó÷àå

R

κ

Rc

σ = 0Óñòîé÷èâîñòüÍåóñòîé÷èâîñòü
�èñ. 3. Êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ � = 0 â ïëîñêîñòè(�; R̂)

σ

√
ε

κ�èñ. 4. Âèä çàâèñèìîñòè �(�; R̂) ïðè �èêñèðîâàí-íûõ R̂, 0 < " = R̂�R � 1íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè èìååìX = p"x, T = "t. Àìïëèòóäà íàèáîëåå íåóñòîé÷è�âîé ìîäû, â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.1), ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâ�íåíèþ �A�T = â"A+ b �2A�X2 + d̂A2; (5.2)ãäå d̂ 6= 0 � êîý��èöèåíò íåëèíåéíîñòè. Óðàâíå�íèå (5.2) îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ïàêåòà ñëàáîíåóñòîé�÷èâûõ äëèííûõ âîëí â îêðåñòíîñòè ïîðîãà íåóñòîé�823
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dx
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ηà á�èñ. 5. Ôàçîâûå ïîðòðåòû (îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ)óðàâíåíèÿ (5.4), (5.14): äîêðèòè÷åñêèé (à) è íàä-êðèòè÷åñêèé (á ) ñëó÷àè÷èâîñòè. Ìàñøòàáíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ýòî óðàâ�íåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó�u�� = ̂u� u2 + �2u��2 ; ̂ = �1: (5.3)Â íàäêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå (̂ = 1) óðàâíåíèå (5.3)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øèðîêî èçâåñòíîå óðàâíåíèåÊÏÏ [11℄. Â äîêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå (̂ = �1) óðàâ�íåíèå (5.3) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ÊÏÏ ïðåîáðàçî�âàíèåì u! u� 1.Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû �àçîâûå ïîðòðåòû óðàâíå�íèÿ �u = �̂u+ u2; (5.4)îïèñûâàþùåãî ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû â îêðåñòíîñòèïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè, ñîîòâåòñòâåííî ïðè ̂ = �1(òî÷êà îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî �).Èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ïîðîãàíåóñòîé÷èâîñòè èìåþòñÿ äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ äè�íàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ýêâèâàëåíòíîé (5.4), êîòîðûåîòâå÷àþò îäíîðîäíûì òå÷åíèÿì. Â äîêðèòè÷åñêîéîáëàñòè (̂ = �1) ðåøåíèå u = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé�÷èâûì, à ðåøåíèå u = �1 � íåóñòîé÷èâûì. Â íàä�êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ðåøåíèå u = 0 íåóñòîé÷èâî, àðåøåíèå u = 1 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Òàêèì îáðà�çîì, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîðîã íåóñòîé÷èâîñòè ïðî�èñõîäèò îáùèé ñäâèã ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, îïèñû�âàþùèõ îäíîðîäíûå òå÷åíèÿ, íà ïîñòîÿííóþ âåëè�÷èíó, ðàâíóþ åäèíèöå äëÿ áåçðàçìåðíîãî óðàâíåíèÿ(5.3). Ïðè ýòîì ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ïîëîæèòåëü�íîãî âîçìóùåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî îäíîðîäíîãî ñîñòî�ÿíèÿ ïîäàâëÿåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ, â ðåçóëüòàòå ÷å�ãî âîçìóùåííîå äèíàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâîå ïîëîæå�íèå ðàâíîâåñèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê ïî�ëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, îòâå÷àþùåìó óñòîé÷èâîìó îä�íîðîäíîìó òå÷åíèþ. Åñëè íåóñòîé÷èâîå îäíîðîäíîåñîñòîÿíèå ïîäâåðãàåòñÿ íåïîëîæèòåëüíûì âîçìóùå�íèÿì, òî ýòè âîçìóùåíèÿ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè â îáëàñòü ñëåâà îò íåóñòîé÷èâîéòî÷êè ðàâíîâåñèÿ.5.1. Òå÷åíèÿ ñ äè��óçèåé ïàðàÄëÿ H < 1=2 ðåàëèçóåòñÿ äðóãîé ñöåíàðèé âîç�íèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè. �èñóíîê 6a èëëþñòðè�ðóåò óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå, êîãäà ìàðãèíàëüíîå ñî�ñòîÿíèå (3.7) ïóñòî, ò. å. êðèâàÿ � = f(K) íå ïåðå�ñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé � = �. Åñëè äàâëåíèå P0 óìåíü�øàåòñÿ, ïðÿìàÿ � = � ñäâèãàåòñÿ ââåðõ, â òî âðåìÿêàê ìèíèìóì êðèâîé � = f(K) � âíèç. Ìàðãèíàëü�íàÿ óñòîé÷èâîñòü äîñòèãàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà èìå�åòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðè K = 0. Âòîðîé êîðåíüóðàâíåíèÿ (2.14) íåóñòîé÷èâ (ðèñ. 6á ), íî, êîãäà P0óìåíüøàåòñÿ, ïðÿìàÿ äâèæåòñÿ âíèç, â òî âðåìÿ êàêêðèâàÿ � ââåðõ. Â ðåçóëüòàòå, âòîðîé êîðåíü äîñòè�ãàåò ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè îäíîâðåìåííî ñ ïåðâûìêîðíåì è îíè ñîâïàäàþò íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè.Ìîìåíò ìàðãèíàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (êîãäà ïðÿìàÿ� = � êàñàåòñÿ ãðà�èêà �óíêöèè � = f(K) â ïëîñ�êîñòè (K; �) ïðè K = 0) â ïëîñêîñòè (K;�) ïðîèë�ëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 6â.�àñêëàäûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.7) âîêðåñòíîñòè íóëÿ è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âûñøåãîïîðÿäêà, ïîëó÷èì êðèòåðèé ïåðåõîäà ïðè K = 0:H2(1�H)2 = �� : (5.5)Óðàâíåíèå (5.5) ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (2.16) ñëèÿ�íèÿ êîðíåé ðåøåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ è êðàò�íûé êîðåíü îòâå÷àåò ìàðãèíàëüíîìó ìíîæåñòâó âïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Êîãäà âåëè÷èíà � äàëååóâåëè÷èâàåòñÿ, âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãîóðàâíåíèÿ (2.14) èñ÷åçàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñó�ùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûõ îñíîâíûõ ðåæèìîâ ñ ïîâåðõ�íîñòüþ �àçîâîãî ïåðåõîäà â ðàññìàòðèâàåìîé îáëà�ñòè ïàðàìåòðîâ.Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä âîçìîæåí äëÿ ïîëîæå�íèé �ðîíòîâ H < 1=2. Èç óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè� < 1 (f(0) > �) ñëåäóåò, ÷òî êîðåíü Hs, îòâå�÷àþùèé âåðõíåìó ïîëîæåíèþ �ðîíòà (íàïîìíèì,÷òî îñü z íàïðàâëåíà âíèç), íåóñòîé÷èâ äëÿ âñåõ(�; �) 2 D. Êîðåíü Hl, êîòîðûé îòâå÷àåò íèæíå�ìó ïîëîæåíèþ �ðîíòà, ëèíåéíî óñòîé÷èâ â îáëàñòèD0 = D1 [ D2, ãäåD1 = f(�; �) 2 D j 0 < � < 1=4g;D2 = f(�; �) 2 D j 1=4 < � < 1=2 \ 0 < � < 1=2� �g:Êîðåíü Hl ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì çà ñ÷åò ðàñ�ñìàòðèâàåìîãî ïåðåõîäà íà ãðàíèöå �2,�2 = f(�; �)j 0 < � < 1=4; p�+p� = 1g:824
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ζ = ∆

ζ = f(K)

KK

ζ = ∆

KI IIIII
Σζζ

1

�èñ. 6. Ñëó÷àé H < 1=2. Ñðàâíèòåëüíîå ïîëîæåíèå ïðÿìîé � = � è ãðà�èêà � = f(K) äëÿ óñòîé÷èâîãî H = Hl (a)è íåóñòîé÷èâîãî H = Hs (á ) �ðîíòîâ. Ýñêèçû äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ � = �(K) (â) äëÿ óñòîé÷èâîãî H = Hl (I),ìàðãèíàëüíîãî (II) è íåóñòîé÷èâîãî H = Hs (III) �ðîíòîâ. Âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè îáîçíà÷àþò òåíäåíöèþ ñòðåìëåíèÿê ìàðãèíàëüíîìó ñîñòîÿíèþ íà ïóòè ê íåóñòîé÷èâîñòè5.1.1. Âûâîä óðàâíåíèÿÊîëìîãîðîâà �Ïåòðîâñêîãî �ÏèñêóíîâàÂ ýòîì ïóíêòå ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå äëèí�íîâîëíîâîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè K = 0, ò. å. äëÿ(�; �) 2 D2 âáëèçè ãðàíèöû �2. Âûâîäèòñÿ óðàâ�íåíèå, îïèñûâàþùåå âòîðè÷íûå ñòðóêòóðû, êîòî�ðûå ÿâëÿþòñÿ áè�óðêàöèÿìè èç îñíîâíîãî ñîñòîÿ�íèÿ (2.13) â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîðîãà íåóñòîé÷è�âîñòè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äëèííîâîëíîâóþ ïðè�ðîäó íåóñòîé÷èâîñòè, îïðåäåëèì äâà áåçðàçìåðíûõïàðàìåòðà � è ":� = L2=�̂2; " = �̂a=L;ãäå �̂ è �̂a � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëèíûâîëíû è àìïëèòóäû. Îïðåäåëèì áåçðàçìåðíûå ïåðå�ìåííûå (ñîõðàíÿÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ) êàêx! �̂x; t! L2D t; � ! �̂a�; z ! Lz:Óðàâíåíèÿ (2.5), (2.6) òåïåðü ïåðåïèñûâàþòñÿ âñëåäóþùåì áåçðàçìåðíîì âèäå (�x = �=�x, �2xx == �2=�x2 è ò. ä.):���2xx + �2zz�P = 0; �t� = ���2xx + �2zz��: (5.6)Â äàëüíåéøåì ïîëîæèìP = Pst + P 0; � = �sst + �0;ãäå P 0, �0 � ñîîòâåòñòâåííî âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿè âëàæíîñòè â îáëàñòÿõ ñ íèçêîé ïðîíèöàåìîñòüþ,íàñûùåííûõ âîäîé è ñìåñüþ âîçäóõà ñ ïàðîì.Çàïèøåì â âèäå ðÿäà âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ è

âëàæíîñòè ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå z â îêðåñò�íîñòè z = H â îáåèõ îáëàñòÿõ:P = Pa + P + P 0 ++�Pa + P � P0H + �zP 0� (z �H) ++ 12�2zzP 0(z �H)2 + 16�3zzzP 0(z �H)3 + : : : ;� = �� + �0 +��a � ��1�H + �z�0� (z �H) ++ 12�2zz�0(z �H)2 + 16�3zzz�0(z �H)3 + : : : (5.7)
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (5.7) äëÿ äàâëåíèÿ â ãðàíè÷�íûå óñëîâèÿ (2.10) ïðè z = 0 è âûðàæåíèÿ äëÿ âëàæ�íîñòè â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå z = 1. Ïîëó�÷èì�zP 0 = P 0H + 12�2zzP 0H � 16�3zzzP 0H2 + : : : ;�z�0 = � �01�H � 12�2zz�0(1�H)�� 16�3zzz�0(1�H)2 � : : : (5.8)Äàëåå âûðàçèì ïðîèçâîäíûå ïî z ÷åðåç ïðîèçâîäíûåïî x èç óðàâíåíèé (5.6):�2zzP 0 = ���2xxP 0;�3zzzP 0 = ���xx��zP 0�; : : : ;�2zz�0 = ��t � ��2xx��0;�3zzz�0 = ��t � ��2xx��z�0; : : : (5.9)Ïîäñòàâëÿÿ (5.9) â (5.8) è ðàçðåøàÿ ïîëó÷èâøèåñÿóðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî �, ïîëó÷èì�zP 0 = P 0H � �H3 �2xxP 0 � : : : ;�z�0 = � �01�H � 1�H3 ��t � ��2xx��0 � : : : (5.10)825



À. Ò. Èëüè÷åâ, �. �. Öûïêèí ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.7), (2.8), èñïîëüçóÿ�îðìóëó (5.10), ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæå�íèÿ äëÿ ïðèðàùåíèé äàâëåíèÿ è âëàæíîñòè íà âîç�ìóùåííîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà:P 0 = �Pa + P � P0H "� ++ Pa + P � P0H2 "2�2 � : : : ;�0 = ��a � ��1�H "� � �1 � ��(1�H)2 "2�2 � : : : (5.11)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5.10), (5.11) â ïðèâåäåí�íûé ê áåçðàçìåðíîìó âèäó çàêîí ñîõðàíåíèÿ (2.9)è ïîëàãàÿ � = ", ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî óðàâíå�íèå (2.14) ïðè "0, íóëü ïðè ", è óðàâíåíèå0��� = 1� + 2�xx� + 3�2; � = "t (5.12)ïðè "2. Çäåñü 0 = 1� �a�w �a � ��3 > 0;1 = "�1� kD�wm Pa + P � P0H2 + �a�w �a � ��(1�H)2� ;2 = �13 � kD�wm (Pa+P � P0)+ �a�w (�a���)�>0;3 = �� kD�wm Pa+P � P0H3 + �a�w ����a(1�H)3�<0:Êîý��èöèåíò 1 � 1 â îêðåñòíîñòè ìàðãèíàëüíîéóñòîé÷èâîñòè: óñëîâèå " = 0 îòâå÷àåò óñëîâèþ ìàð�ãèíàëüíîé óñòîé÷èâîñòè îáñóæäàåìîãî ïåðåõîäà, êî�òîðîå ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì (5.5).5.1.2. Ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé�àññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå (5.12) ìîæåò áûòüñâåäåíî ê �îðìå óðàâíåíèÿ ÊÏÏ (5.2) ïðè ïîìîùèèñïîëüçîâàíèÿ ïîäõîäÿùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïðåæ�íèå îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ ìàñøòàáèðîâàí�íûõ ïåðåìåííûõ):��� = ̂� � �2 + �2xx�; (5.13)ãäå ̂ = sign (1).Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû �àçîâûå ïîðòðåòû ñòà�öèîíàðíîãî óðàâíåíèÿd2�dx2 = �̂� + �2: (5.14)Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû (íåîáÿçàòåëüíî ãîðèçîíòàëüíî-îäíîðîäíûå) â íåêîòî�ðîé îêðåñòíîñòè ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ̂ = �1.

Èç ðèñ. 5 ìîæíî âèäåòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè ïîðî�ãà íåóñòîé÷èâîñòè èìåþòñÿ äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ äè�íàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ýêâèâàëåíòíîé (5.14). Ýòè òî÷�êè îòâå÷àþò îñíîâíûì ðåæèìàì, ïðåäñòàâëÿþùèìñîáîé ãîðèçîíòàëüíî-îäíîðîäíûå òå÷åíèÿ. Â äîêðè�òè÷åñêîé îáëàñòè (̂ = �1) ðåøåíèå � = 0 ÿâëÿåò�ñÿ óñòîé÷èâûì, â òî âðåìÿ êàê ðåøåíèå � = �1 �íåóñòîé÷èâî. Â íàäêðèòè÷åñêîé îáëàñòè ðåøåíèå� = 0 íåóñòîé÷èâî, â òî âðåìÿ êàê ðåøåíèå � = 1óñòîé÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä ñîïðîâîæäàåò�ñÿ ñäâèãîì óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé, îïèñûâàþùèõîñíîâíûå ðåæèìû, íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþåäèíèöå äëÿ áåçðàçìåðíîãî óðàâíåíèÿ (5.13). ßñíî,÷òî äëÿ íàøåé çàäà÷è ñëó÷àé ̂ = 1 ñâîäèòñÿ ê ðàñ�ñìîòðåíèþ �ðîíòà H = Hs êàê îñíîâíîãî ðåøåíèÿ,ðàññìàòðèâàåìîãî íà ïðåäìåò óñòîé÷èâîñòè, ò. å. êâîçìóùåíèþ åãî â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, äîêðèòè÷å�ñêîé äëÿ óñòîé÷èâîãî �ðîíòà Hl.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â óðàâíåíèè (5.13) ýêñïîíåíöè�àëüíûé ðîñò ïîëîæèòåëüíîãî âîçìóùåíèÿ íåóñòîé�÷èâîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîäàâëÿåòñÿ íåëèíåé�íîñòüþ. Â ðåçóëüòàòå âîçìóùåííîå äèíàìè÷åñêèíåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ýâîëþöèîíè�ðóåò ê óñòîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Åñëèíåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïîäâåðãàåòñÿíåïîëîæèòåëüíîìó âîçìóùåíèþ, äëÿ êîòîðîãî1Z�1 � dx < 0; (5.15)ýòè âîçìóùåíèÿ ðàñòóò ñî âðåìåíåì. Ýòî ñëåäóåò èçðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ ëåììû �ðîíóîëëà �Áåëëìà-íà ê íåðàâåíñòâó��� 1Z�1 � dx < 1Z�1 � dx;êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò èç îäíîêðàòíîãîèíòåãðèðîâàíèÿ (5.13) äëÿ ̂ = 1.Ïîñêîëüêó ìåíüøèé êîðåíü (2.14) Hs íåóñòîé÷èâè áîëüøèé êîðåíüHl óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî äëèííî�âîëíîâûõ âîçìóùåíèé, èìååò ìåñòî êîí�èãóðàöèÿïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà, èçîáðàæåííàÿ íàðèñ. 7. Ïîëîæèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ íåóñòîé÷èâîéâåðõíåé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà (íàïîìíèì, ÷òî îñü zíàïðàâëåíà âíèç, êàê íà ðèñ. 1), ýâîëþöèîíèðóþòâ óñòîé÷èâóþ íèæíþþ ïîâåðõíîñòü. Âîçìóùåíèÿ,óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (5.15), ðàñòóò â îáëàñòüâûøå íåóñòîé÷èâîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà (ðèñ. 7).Ïîâåäåíèå ýòèõ âîçìóùåíèé ïîêàçûâàåò ëèáî ñòàáè�ëèçàöèþ ñèñòåìû íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà,ëèáî òåíäåíöèþ ïðîíèêíîâåíèÿ ñìåñè âîçäóõ�ïàð â826
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�èñ. 7. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðàçâèòèÿ âîç-ìóùåíèé íåóñòîé÷èâîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà (I) âîêðåñòíîñòè ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè. A � íà÷àëü-íîå âîçìóùåíèå, ñêîíöåíòðèðîâàííîå ìåæäó óñòîé-÷èâîé (II) è íåóñòîé÷èâîé ïîâåðõíîñòÿìè ðàçäåëà,B � ýâîëþöèÿ A ïî ïðîøåñòâèè íåêîòîðîãî âðåìå-íè; A0 � íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, óäîâëåòâîðÿþùååóñëîâèþ (5.15), B0 � åãî ýâîëþöèÿîáëàñòü, çàíÿòóþ âîäîé, êîãäà ïàðàìåòðû ñèñòåìûèçìåíÿþòñÿ îêîëî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïåðåä ïî�ðîãîì íåóñòîé÷èâîñòè �ðîíòà H = Hl.5.2. Òå÷åíèÿ â ãåîòåðìàëüíûõ ñèñòåìàõÄëÿ ðåæèìîâ ñ H > 1=2, ò. å. min[(1�H)=H; 1℄ == (1�H)=H , ïåðåõîä ê íåóñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòîïðè 1=f(K)1 = (1�H)=H èëè ïðè�2 = �1�1� 2HH � !vH1�H �4R� !w�0� = 0;�1 = !vR(�4 + �5) + !w(�0 + �3) ++ !w!v BT0 mq�wR�T0 ��1;(�1 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê íåóñòîé÷èâî�ñòè ïðè áåñêîíå÷íûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ) [17℄. Ýòîðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè íóëåâûõ âîëíîâûõ ÷èñ�ëàõ �. Äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿíåóñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ � = �(�), èçîáðàæåíà íàðèñ. 4 [17℄.Âîçíèêíîâåíèå íåóñòîé÷èâîñòè ðåæèìîâ ñH < 1=2, ò. å. max[(1 � H)=H; 1℄ = (1 � H)=H ,èìååò ìåñòî ïðè 1=f(K)2 = (1 � H)=H . Ïîñëåäíååðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî �2 = 0. Ýòîò ïåðåõîä èëëþ�ñòðèðóåòñÿ ðèñ. 6. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ðàññìîòðèìåãî ïîäðîáíåå.

5.2.1. ÓðàâíåíèåÊîëìîãîðîâà �Ïåòðîâñêîãî �ÏèñêóíîâàÂ ðàáîòå [21℄ âûâåäåíî óðàâíåíèå ÊÏÏ äëÿ ñëó�÷àÿ òå÷åíèé â ãåîòåðìàëüíîé ñèñòåìå:Æ��� = e�� + e��xx� + e�2; � = "t; (5.16)e� = ��wm�wD �2" ;e = �P � P0B�T 20 T ; Æ = ÆP + P0B�T 20 ÆT ;e� = ��P � P0B�T 20 �T � P�BT 2�H�T��PH ++ BP�T� ��TT� +T��T0HT� �2+ 12P���PP� + P� � P0HP� �2 ;�P = k�w�v �vP0�1(1�H)D;�P = �k�w�v �vP0�1(1�H)2 �k�w�v �vH(1�H) � 1� ;P = k�w�v �vP0�13D �� (1�H) ++ 1D �k�w�v �v(1�H) + k�wH� 11�H� ;�T = k q�w�P��w �1�H�+ T0�2H;�T = T0�2H1�H + k q�w�w��P (1�H)� �T1�H ;T = �T3 H(1�H)� H(1�H)23 T0�2 ++ k q�w�w� (1�H)P � k q�w�w�H2(1�H)�P3 ;ÆT = maq�w� H(1�H)� H(1�H)3 �T ++ H(1�H)23 T0�2 + k q�w�w� (1�H)ÆP ;ÆP = �ma�w�w �vD; D = k�w�v �v1�H + k �wH :Êîý��èöèåíò �2 ïðîïîðöèîíàëåí " â îêðåñòíîñòèïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè, òàê êàê óñëîâèå �2 = 0 îò�âå÷àåò íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàññìàòðèâà�åìîãî òèïà ïåðåõîäà [17℄.827



À. Ò. Èëüè÷åâ, �. �. Öûïêèí ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 20085.2.2. ÏðèìåðÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãåîòåðìàëüíóþñèñòåìó ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ �èçè÷åñêèõ ïà�ðàìåòðîâ: m = 0:2, �w = 1:48 � 10�4 Ïà�ñ, �v == 1:59�10�5 Ïà�ñ, �w = 888:66 êã/ì3, �v = 4:82 êã/ì3,q = 2�106 Äæ/êã, C = 2�103 Äæ/êã�K, � = 2 Âò/ì�K,g = 9:8 ì/ñ2, L = 300 ì, T0 = 450 K, T 0 = 500 K,Pa = 105 Ïà, P0 = 106 Ïà, P 0 = 2 � 106 Ïà. Áó�äåì ìåíÿòü çíà÷åíèå ïðîíèöàåìîñòè k íà èíòåðâàëåI = f3:2 � 10�16 ì2, 3:5 � 10�16 ì2}.Â ïðàâîé ãðàíè÷íîé òî÷êå èíòåðâàëà I óðàâíå�íèå (2.22) èìååò òðè êîðíÿ, îäèí èç íèõ íàõîäèòñÿ âîêðåñòíîñòè åäèíèöû, à äâà îñòàëüíûõ � â îêðåñò�íîñòè òî÷êè 0.1 (ðèñ. 8). �àññòîÿíèå ìåæäó ìåíü�øèìè êîðíÿìè óìåíüøàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè çíà÷å�íèÿ ïðîíèöàåìîñòè k. Ïðè k = k0 � 3:368 � 10�16 ì2ýòè êîðíè ñîâïàäàþò è ïåðåñòàþò ñóùåñòâîâàòü ïðèk > k0. Óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ êîðíåé î÷åâèäíûì îá�ðàçîì òîæäåñòâåííî óñëîâèþ ïåðåõîäà ê íåóñòîé�÷èâîñòè, êîòîðîå èìååò âèä e� = 0 â (5.16) (èëè,÷òî òî æå ñàìîå, �2 = 0). Äðóãèå êîý��èöèåíòûóðàâíåíèÿ (5.16) ïðè k = k0 ðàâíû e�=Æ � 6:93,e=Æ � �200:04:Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå òå÷åíèÿ, îïèñûâàåìî�ãî äàííûì ïðèìåðîì, ìåíüøèé êîðåíü Hs óðàâíå�íèÿ (2.22) íåóñòîé÷èâ, â òî âðåìÿ êàê ñðåäíèé êî�ðåíü Hl óñòîé÷èâ è ïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòåé �àçî�âîãî ïåðåõîäà èìåííî òàêîå, êàêîå èçîáðàæåíî íàðèñ. 5. Ïîëîæèòåëüíîå âîçìóùåíèå ïîëîæåíèÿ âåðõ�íåé íåóñòîé÷èâîé ïîâåðõíîñòè (íàïîìíèì, ÷òî îñü zíàïðàâëåíà âíèç, ðèñ. 1) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðå�ìèòñÿ ê ïîëîæåíèþ íèæíåé óñòîé÷èâîé ïîâåðõíî�
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H0:1�èñ. 8. Âîçíèêíîâåíèå (èñ÷åçíîâåíèå) ïàðû ìåíü-øèõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.22) ïðè èçìåíåíèè ïðî-íèöàåìîñòè k: k = k0 � 3:368003234 � 10�16 ì2(êðèâàÿ I), k = 3:2 � 10�16 ì2 (êðèâàÿ III), k == 3:5 � 10�16 ì2 (êðèâàÿ II)

ñòè. Âîçìóùåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5.15),ðàñòåò â îáëàñòü âûøå íåóñòîé÷èâîé ïîâåðõíîñòèðàçäåëà (ðèñ. 7). Ïîâåäåíèå ýòèõ âîçìóùåíèé äåìîí�ñòðèðóåò òåíäåíöèþ ïðîíèêíîâåíèÿ ïàðà â îáëàñòü,çàíÿòóþ âîäîé, êîãäà ïàðàìåòðû èçìåíÿþòñÿ âáëè�çè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòèíèæíåé ïîâåðõíîñòè.Çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèè (5.16) äëÿíåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïðîíèöàåìîñòè k, áëèçêèõ êk0, ïðèâåäåíû â òàáëèöå (ñëåâà îò ñîîòâåòñòâóþùå�ãî çíà÷åíèÿ k äàíû âåëè÷èíû äëÿ óñòîé÷èâîãî êîð�íÿ (2.22), ñïðàâà � äëÿ íåóñòîé÷èâîãî). Èç òàáëèöûâèäíî, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè �2xx� è �2 ìåíÿþòñÿíåçíà÷èòåëüíî è ìîãóò áûòü ïðèíÿòû ðàâíûìè êðè�òè÷åñêèì ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ äàííîãî äèàïàçîíàèçìåíåíèÿ ïðîíèöàåìîñòè.Ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè ïðîíèöàåìîñòè k,ïðèâåäåííîì â òàáëèöå, íàïðèìåð, èìååì Hl�Hs �� 0:00692. Òî æå çíà÷åíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ïÿòîãîçíàêà ïîëó÷àåì äëÿ ðàçíîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿèç óðàâíåíèÿ (5.16). Ïðè ïåðåõîäå ê ðàçìåðíûì ïå�ðåìåííûì èìååì hl � hs � 2:07 ì äëÿ äàííîãî çíà�÷åíèÿ ïðîíèöàåìîñòè.6. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÏðåäìåòîì îáñóæäåíèÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ÿâëÿ�þòñÿ íîâûå òèïû ïåðåõîäà ê íåóñòîé÷èâîñòè, êîòî�ðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé ìîäîé,ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íî áîëüøîìó è íóëåâîìóâîëíîâîìó ÷èñëó. Îáñóæäàåìûå ïåðåõîäû ïðîèëëþ�ñòðèðîâàíû ïðè ïîìîùè äâóõ ïðèìåðîâ òå÷åíèé ñïîâåðõíîñòüþ �àçîâîãî ïåðåõîäà â ïîðèñòîé ñðåäå,êîãäà áîëåå òÿæåëàÿ �àçà (âîäà) íàõîäèòñÿ íàä áî�ëåå ëåãêîé (ñìåñüþ âîçäóõà ñ ïàðîì èëè ïàðîì).Êîðîòêîâîëíîâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ïî-âèäèìîìó,íîñèò èñêóññòâåííûé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü èñ�êëþ÷åíà èç ðàññìîòðåíèÿ ìîäåëè. Îäíèì èç ïðåä�ïîëîæåíèé, ïî÷åìó îíà èìååò ìåñòî, ñëóæèò òîò�àêò, ÷òî äëÿ î÷åíü êîðîòêèõ âîëí ïîâåðõíîñòü ðàç�äåëà ìåæäó æèäêîñòüþ è ïàðîì íåëüçÿ ðàññìàò�ðèâàòü, êàê ñîáñòâåííî ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ìåæ�äó âîäîé è ïàðîì. Êàê è â ñòðàòè�èöèðîâàííîéæèäêîñòè ñî ñäâèãîì ñêîðîñòåé, êîãäà âñåãäà ïðè�ñóòñòâóåò êîðîòêîâîëíîâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü Êåëüâè�íà � �åëüìãîëüöà, ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà ïðåâðàùà�þò â çîíó ñìåñè äâóõ æèäêîñòåé [22℄. Â íàøåì ñëó�÷àå, çîíîé êîíòàêòà ÿâëÿåòñÿ çîíà ñìåñè âîäû è ïàðàñ ÿðêî âûðàæåííûì êîíâåêòèâíûì ïåðåíîñîì òåïëà(ñì., íàïðèìåð, [23℄).Äàííûå òèïû ïåðåõîäîâ ê íåóñòîé÷èâîñòè âïåð�âûå îáñóæäàëèñü äëÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ìíîãîïà�828



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008 Íåóñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ �èëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé : : :Òàáëèöà� �=Æ �=Æ =Æ Hl k � 1016, ì2 Hs =Æ �=Æ �=Æ1 �0:114 �200:64 6.97 1.004 3.37801 0.0996 6.90 �199:47 0.1142 �0:436 �202:34 7.05 0.101 3.3681 0.099 6.82 �197:9 0.4273 �0:771 �204:2 7.2 0.102 3.3683 0.098 6.73 �196:4 0.7424 �1:44 �207 7.3 0.104 3.369 0.097 6.58 �193:60 1.34
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α�èñ. 9. Îáëàñòü D ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíåé Hs, Hläëÿ � > 0. Êîðåíü Hl óñòîé÷èâ â çàøòðèõîâàííîéîáëàñòè D0; îí ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì íà ãðàíè-öå �0 = �1 [�2: íà �1 ÷åðåç ïåðåõîä K =1, íà �2÷åðåç ïåðåõîä K = 0ðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ãåîòåðìàëüíûõ ñèñòåì, êî�òîðûå â òîé èëè èíîé ìåðå ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàí�íîé ñòàòüå [16, 17℄. Ïîýòîìó �îðìóëèðóåòñÿ ïðîñòàÿ�èçè÷åñêàÿ ìîäåëü (ïåðâûé ïðèìåð), äîïóñêàþùàÿïîëíûé àíàëèç â çàìêíóòîé àíàëèòè÷åñêîé �îðìå.×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ, òî íàø ïîäõîä ïîç�âîëÿåò äàòü ïðîñòîå, íî èí�îðìàòèâíîå îïèñàíèå ÿâ�ëåíèÿ, êîòîðîå îòðàæàåò åñòåñòâåííóþ �èçèêó ïðî�öåññà.Ïîêàçàíî, ÷òî èñ÷åçíîâåíèå îñíîâíîãî ðåæèìà,ïîäëåæàùåãî àíàëèçó íà óñòîé÷èâîñòü, ñîâïàäàåò ñåãî ìàðãèíàëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ. Ýòîò �àêò âëå÷åòçà ñîáîé ¾êàòàñòðî�è÷åñêóþ¿ ïåðåñòðîéêó ñèñòåìûâ öåëîì, ðàññìàòðèâàåìîå îñíîâíîå òå÷åíèå íèêóäàíå ïåðåõîäèò â îêðåñòíîñòè ñàìîãî ñåáÿ è, ñëåäîâà�òåëüíî, èçìåíÿåòñÿ ñóùåñòâåííî, áûñòðî ðàçâèâàÿñüâ íåñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì,ðàññìàòðèâàåìûé ïåðåõîä èìååò ìåñòî ïîä äåéñòâè�åì ìåõàíèçìà, îòëè÷íîãî îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðî�ñòà íîðìàëüíûõ ìîä è ñîîòâåòñòâóåò êàòàñòðî�è�

H

O

H = Hs

(1 −
√

β)2
α

1 − β

1 −
√

β

H = Hl

�èñ. 10. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà çàâèñèìîñòèH îò � ïðè �èêñèðîâàííîì � â (2.11); H = Hl �óñòîé÷èâàÿ âåòâü, H = Hs � íåóñòîé÷èâàÿ âåòâü,O � òî÷êà ïîâîðîòà÷åñêîìó ñöåíàðèþ ðàçâèòèþ íåóñòîé÷èâîñòè, êîãäàîñíîâíîé ðåæèì èñ÷åçàåò.Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè (3.7) äà�åò äâà âîçìîæíûõ ïóòè ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè.Ïåðâûé èìååò ìåñòî ïðè áåñêîíå÷íûõ âîëíîâûõ ÷èñ�ëàõ, îòâå÷àåò óñëîâèþ � = 1 è âîçìîæåí òîëüêîäëÿ ïîëîæåíèé �ðîíòîâ H > 1=2. Âòîðîé ïåðåõîäèìååò ìåñòî ïðè íóëåâûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ, ñîîòâåò�ñòâóåò êðèòåðèþ f(0) = � è âîçìîæåí äëÿ ïîëî�æåíèÿ �ðîíòîâ H < 1=2. Èç óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè� < 1, f(0) > � (ñì. ðèñ. 2à,á è 6à,á ) ñëåäóåò, ÷òî êî�ðåíü Hs, îòâå÷àþùèé âåðõíåìó ïîëîæåíèþ �ðîíòà,íåóñòîé÷èâ äëÿ (�; �) 2 D. Êîðåíü Hl, êîòîðûé îò�âå÷àåò íèæíåìó ïîëîæåíèþ �ðîíòà, ëèíåéíî óñòîé�÷èâ â îáëàñòè D0 = D1 [ D2, ãäåD1 = f(�; �) 2 D j 0 < � < 1=4g;D2 = f(�; �) 2 D j 1=4 < � < 1=2 \ 0 < � < 1=2� �g:Îäíàêî ýòîò êîðåíü ëèíåéíî íåóñòîé÷èâ â îáëà�ñòè D3 = D n D0 (ðèñ. 9). Êîìïîíåíòû ãðàíèöû�0 = �1 [ �2, ãäå Hl ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, âû�ðàæàþòñÿ �îðìóëàìè829



À. Ò. Èëüè÷åâ, �. �. Öûïêèí ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 4 (10), 2008�1 = f(�; �) j 1=4 < � < 1=2; �+ � = 1=2g;�2 = f(�; �) j 0 < � < 1=4; p�+p� = 1g:Êîðåíü Hl ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ÷åðåç ïåðåõîäK =1 íà �1, â òî âðåìÿ êàê îí ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé�÷èâûì ÷åðåç ïåðåõîä K = 0 íà ãðàíèöå �2 (ðèñ. 9).Óñòàíîâëåíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ïîðîãà íåóñòîé�÷èâîñòè äëÿ ïåðåõîäà ÷åðåç K = 0, ñóùåñòâóþò âòî÷íîñòè äâà îñíîâíûõ òå÷åíèÿ, îòâå÷àþùèõ ðàç�ëè÷íûì ðàñïîëîæåíèÿì ïîâåðõíîñòåé �àçîâîãî ïå�ðåõîäà. Îäèí èç ýòèõ ðåæèìîâ óñòîé÷èâ, â òî âðå�ìÿ êàê äðóãîé íåóñòîé÷èâ. Íà ïîðîãå íåóñòîé÷èâî�ñòè èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ýòèõ äâóõ �ðîíòîâ. Áè��óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäå�íà íà ðèñ. 10. Âèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî ïîâîðîò, ýòîòèïè÷íî äëÿ äîêðèòè÷åñêèõ áè�óðêàöèé, ñëåäîâà�òåëüíî, îäíà âåòâü ðåøåíèÿ óñòîé÷èâà, à äðóãàÿ �äîêðèòè÷åñêè íåóñòîé÷èâà. Òåì íå ìåíåå, â àíàëè�çèðóåìîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ïðîäîëæèòü ðåøåíèå,òåðÿþùåå óñòîé÷èâîñòü (âåòâü H = Hl) ÷åðåç òî÷êóïîâîðîòà O (ðèñ. 10).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ô. Äðàçèí, Ââåäåíèå â òåîðèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè, Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà (2005).2. A. C. Newell and J. A. Whitehead, J. Fluid. Meh.,38, 279 (1969).3. R. C. DiPrima, W. Ehaus, and L. A. Segel, J. FluidMeh. 49, 705 (1971).4. W. Ekhaus, in Pro. 2nd Int. Conf. Industrial andAppl. Math., ICIAM-91, Washington (1991).5. K. Stewartson and J. T. Stuart, J. Fluid Meh. 48, 529(1971).6. G. Iooss and A. Mielke, J. Nonlinear Si. 1, 107 (1991).7. M. Renardy, Adv. Math. 3, 384 (1982).
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