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ÌÎÄÅËÜ ÑÓÏÅ�ÄÈÔÔÓÇÈÈÂ. Ï. Øêèëåâ *Èíñòèòóò õèìèè ïîâåðõíîñòè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03164, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 îêòÿáðÿ 2007 ã.,ïîñëå ïåðåðàáîòêè 7 èþëÿ 2008 ã.Ïðåäëîæåíà ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü ñóïåðäè��óçèè, îñíîâàííàÿ íà ðàçáèåíèè ñîâîêóïíîñòèäè��óíäèðóþùèõ ÷àñòèö íà ãðóïïû â ñîîòâåòñòâèè ñ äëèíîé ñîâåðøàåìûõ èìè ïîëåòîâ. Äè��óçèîí-íûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðöèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé ÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ ê ðàçëè÷íûìãðóïïàì. Èç ìîäåëè â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèç-âîäíîé ïî âðåìåíè è òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå ïîðèñòîé ñðåäû. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè ÿâëÿþòñÿìàðêîâñêèìè, ïîýòîìó â íèõ ëåãêî âêëþ÷àþòñÿ ðåàêöèîííûå ÷ëåíû. Ìîäåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿîïèñàíèÿ òàêèõ âèäîâ äè��óçèè, ïðè êîòîðûõ äè��óíäèðóþùèå ÷àñòèöû îñíîâíóþ ÷àñòü âðåìåíè ïðî-âîäÿò â ñâîáîäíîì ïîëåòå.PACS: 02.50.-r, 05.40.Fb1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÀíîìàëüíûå äè��óçèîííûå ïðîöåññû èãðàþòâàæíóþ ðîëü â �èçèêå, õèìèè è áèîëîãèè [1�4℄. Àíî�ìàëüíàÿ äè��óçèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåëèíåéíîé çà�âèñèìîñòüþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ñìåùåíèÿ ÷àñòèöîò âðåìåíè. Åñëè ñêîðîñòü ðîñòà ñðåäíåêâàäðàòè÷�íîãî ñìåùåíèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò ñî âðåìåíåì, òîãîâîðÿò î ñóáäè��óçèè, à åñëè ìîíîòîííî âîçðàñ�òàåò, òî î ñóïåðäè��óçèè. Ïðè÷èíû, ïðèâîäÿùèåê àíîìàëüíîé äè��óçèè, ìîãóò áûòü ðàçíûìè, íîâ áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îíà îáóñëîâëåíà ñëîæíûìñòðîåíèåì ñðåäû, â êîòîðîé èäåò äè��óçèÿ. Äëÿîïèñàíèÿ àíîìàëüíîé äè��óçèè îáû÷íî èñïîëüçó�þòñÿ ëèáî óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè, ëè�áî íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ [1; 5℄. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõïðèìåíåíèå ýòèõ óðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ óñïåøíûì,íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ òàêæå ñèòóàöèè, êîãäà óäîâëå�òâîðèòåëüíî îïèñàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñèõ ïîìîùüþ íå óäàåòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàñòîÿùååâðåìÿ ïðîäîëæàåòñÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèå èçâåñòíûõóðàâíåíèé è ïîèñê íîâûõ [6�10℄.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü, ïðåäíà�çíà÷åííàÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñóïåðäè��óçèè. Îñíîâíû�ìè îñîáåííîñòÿìè ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïðåäïîëî�æåíèÿ î ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîì õàðàêòåðå äè��ó�*E-mail: shkilevv�ukr.net

çèè â íåîäíîðîäíîé ñðåäå è ñóùåñòâåííîé ðîëè ìåæ�÷àñòè÷íûõ ñòîëêíîâåíèé äàæå ïðè ñàìûõ ìàëûõêîíöåíòðàöèÿõ. Àíàëîãè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ ðàíååèñïîëüçîâàëèñü ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñóáäè��ó�çèè â íåîäíîðîäíîé ñðåäå [11℄. Â ðåçóëüòàòå áûëèïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïåðåõîä îò ðå�æèìà äè��óçèè, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì ñ äðîá�íîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, ê ðåæèìó, îïèñûâàå�ìîìó íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì. Ïåðâûé ðåæèì ðå�àëèçóåòñÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ äè��óçè�îííîãî ïðîöåññà è õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ëî�êàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è ïðåíåáðåæèìîé ðîëüþ ìåæ�÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé. Âòîðîé ðåæèì ðåàëèçó�åòñÿ íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå è õàðàêòåðèçóåòñÿ íà�ëè÷èåì ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è ñóùåñòâåííîé ðî�ëüþ ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé. Òàêàÿ êàðòèíàñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûì ðåàëüíûì ýêñïåðèìåíòàëü�íûì äàííûì, â ÷àñòíîñòè, äàííûì ïî ïåðåíîñó çàðÿ�äà â íåóïîðÿäî÷åííîé ñðåäå [12; 13℄.Â ìîäåëè ñóáäè��óçèè íåðàâíîâåñíîñòü îòíî�ñèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ äè��óíäèðóþùèõ ÷àñòèöïî óçëàì ðàçíîãî òèïà, à âàæíàÿ ðîëü ìåæ÷àñòè÷�íûõ âçàèìîäåéñòâèé ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ ñâÿ�çàíà ñ òåì �àêòîì, ÷òî â óçëàõ ðàçíûõ òèïîâ ÷àñ�òèöû çàäåðæèâàþòñÿ íà ðàçíîå âðåìÿ [11℄. Â ðàñ�ñìàòðèâàåìîé â äàííîé ðàáîòå ìîäåëè ñóïåðäè��ó�çèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåðàâíîâåñíîñòü îòíîñèòñÿ1040



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Ìîäåëü ñóïåðäè��óçèèê ðàñïðåäåëåíèþ ÷àñòèö ïî äëèíàì ñîâåðøàåìûõèìè ïðîáåãîâ, à âàæíàÿ ðîëü ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàè�ìîäåéñòâèé îáóñëîâëåíà øèðîêèì ðàñïðåäåëåíèåì÷àñòèö ïî äëèíàì ñîâåðøàåìûõ èìè ïðîáåãîâ. Íà êà�÷åñòâåííîì óðîâíå íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ìåæ÷àñòè÷�íûõ ñòîëêíîâåíèé ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ ìîæ�íî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �îëü ìåæ÷àñòè÷�íûõ ñòîëêíîâåíèé çàâèñèò îò âåëè÷èíû ÷èñëà Êíóä�ñåíà, ò. å. îò îòíîøåíèÿ ñðåäíåãî ïðîáåãà ÷àñòèöûìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìèñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè ê ñðåäíåìó ïðîáåãó ÷àñòèöûìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìèñî ñðåäîé, â êîòîðîé èäåò äè��óçèÿ. ×åì ìåíüøå÷èñëî Êíóäñåíà, òåì áîëüøå ðîëü ìåæ÷àñòè÷íûõñòîëêíîâåíèé. Åñëè ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ïåðåõîäàê óñðåäíåííûì âåëè÷èíàì, à îòäåëüíî ðàññìàòðè�âàåì ãðóïïû ÷àñòèö ñ ðàçíûìè äëèíàìè ïðîáåãîâìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè ñ îêðó�æàþùåé ñðåäîé, òî äëÿ ðàçíûõ ãðóïï ìû ïîëó÷èìðàçíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà Êíóäñåíà. Äëÿ ãðóïï ñ áîëü�øèìè äëèíàìè ïðîáåãîâ ÷èñëà Êíóäñåíà áóäóò ìà�ëûìè äàæå ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ, ïîýòîìó ïðèðàññìîòðåíèè òàêèõ ãðóïï ìåæ÷àñòè÷íûå ñòîëêíî�âåíèÿ äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àåâêëàä òàêèõ ãðóïï â äè��óçèîííûé ïðîöåññ ïðåíå�áðåæèìî ìàë, îäíàêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàñïðåäå�ëåíèå ïî äëèíàì ïðîáåãîâ èìååò ¾òÿæåëûé õâîñò¿,ýòî íå òàê. 2. ÎÁÙÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÏðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû ïðàêòè÷åñêè âñå âðå�ìÿ ïðîâîäÿò â ñâîáîäíîì ïîëåòå, âðåìÿ îò âðåìå�íè èñïûòûâàÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ ìîëåêóëàìè ñðåäû,â êîòîðîé èäåò äè��óçèÿ. �àññòîÿíèå, ïðîëåòàåìîå÷àñòèöåé ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíî�âåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîäåëèìíåêîòîðûì îáðàçîì âñþ îáëàñòü çíà÷åíèé ýòîé âå�ëè÷èíû íà ïîäîáëàñòè è ïðîíóìåðóåì ýòè ïîäîáëà�ñòè (âèä ïîëó÷àþùèõñÿ óðàâíåíèé íå çàâèñèò îòêîíêðåòíîãî ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ). ×àñòèöó, ñîâåðøà�þùóþ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëåò, äëèíà êîòî�ðîãî ïîïàäàåò â i-þ ïîäîáëàñòü, áóäåì ñ÷èòàòü ïðè�íàäëåæàùåé ê i-é ãðóïïå.Äëÿ ÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ i-é ãðóïïå, ìîæåìîïðåäåëèòü ñðåäíþþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà li,ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ýòîé ãðóïïå �i, êîý���èöèåíò äè��óçèè Di. Âåêòîð äè��óçèîííîãî ïî�òîêà, ñîçäàâàåìûé ÷àñòèöàìè, ïðèíàäëåæàùèìè êi-é ãðóïïå, áóäåò èìåòü âèäJi = �Dir�i; (1)

ãäå �i � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ êi-é ãðóïïå. Îáùèé äè��óçèîííûé ïîòîê áóäåò ðà�âåí ñóììå ïàðöèàëüíûõ ïîòîêîâ, ïîýòîìó óðàâíåíèåíåïðåðûâíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå���t = �r NXi=1 Ji = NXi=1Dir2�i; (2)ãäå � � îáùàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö, ðàâíàÿ ñóì�ìå ïàðöèàëüíûõ êîíöåíòðàöèé; N � îáùåå ÷èñëîãðóïï.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöàïîïàäàåò â i-þ ãðóïïó ñ âåðîÿòíîñòüþ �i, íå çàâè�ñÿùåé îò òîãî, ê êàêîé ãðóïïå îíà ïðèíàäëåæàëàäî ñòîëêíîâåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå áàëàíñà÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ ê i-é ãðóïïå, ìîæíî çàïè�ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:��i�t = ��i�i + �iF; (3)ãäå �i = 1=�i. Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ�íåíèÿ (3) ìîäåëèðóåò îòòîê ÷àñòèö èç i-é ãðóïïû.Êîý��èöèåíò �i, îïðåäåëÿþùèé ñêîðîñòü îòòîêà,çàäàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáû�âàíèÿ â i-é ãðóïïå, íàéäåííîå èç ýòîãî óðàâíåíèÿïðè íóëåâîì ïðèòîêå ÷àñòèö, ñîâïàäàëî ñ ðåàëüíûìâðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ. Âòîðîé ÷ëåí îïðåäåëÿåò ïðè�òîê ÷àñòèö â i-þ ãðóïïó. Ïåðåìåííàÿ F ðàâíà îáùå�ìó ÷èñëó ñòîëêíîâåíèé äè��óíäèðóþùèõ ÷àñòèö ñîñðåäîé â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè. Ñóì�ìèðîâàíèå óðàâíåíèé (3) ïî âñåì i è ñðàâíåíèå ñóðàâíåíèåì (2) ïîêàçûâàåò, ÷òîF = NXi=1(�i�i +Dir2�i): (4)Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîä�íîãî ïðîáåãà li è ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ �i ñâÿ�çàíû ñîîòíîøåíèåì �i = li=V; (5)ãäå V � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè. Ýòîïðåäïîëîæåíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, â ÷àñòíîñòè, âòîì ñëó÷àå, êîãäà â õîäå äè��óçèè ñîõðàíÿåòñÿ ðàâ�íîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì, è ïðèýòîì ñêîðîñòü ÷àñòèöû è äëèíà ñîâåðøàåìîãî åþïðîáåãà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè�÷èíàìè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ïî�ëåòà èìååì �� = l�=V �; (6)ãäå l�, V �, �� � äëèíà, ñêîðîñòü è ïðîäîëæèòåëü�íîñòü äàííîãî ïîëåòà. Â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ñî�îòíîøåíèÿ (6) ïî âñåì ïîëåòàì, ïðèíàäëåæàùèì ê13 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 1041



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008i-é ãðóïïå, ïîëó÷èì (5). Îòñþäà âèäíî òàêæå, ÷òîV � ýòî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö. Èñïîëüçóÿ ñîîòíî�øåíèå (5), ïàðöèàëüíûå êîý��èöèåíòû äè��óçèèìîæåì çàïèñàòü â âèäåDi = a2=�i; (7)ãäå a2 � êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü [ì2/ñ2℄.Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2), (3) ìîæíî ñâåñòè ê îä�íîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî îáùåé êîíöåíòðàöèè÷àñòèö. Åñëè ïàðöèàëüíûå êîý��èöèåíòû äè��ó�çèè âûðàæàþòñÿ ïî �îðìóëå (7), òî ýòî óðàâíåíèåâ ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé Ëàïëàñà áóäåò âûãëÿ�äåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:s�(s; x)��0(x) = a28>>>><>>>>:1s � (s)�1+�s1� (x) �r2�(s; x) +
+r2 2666640BBBB� NXi=1 �i(x)�i(�i + s) �

� NXi=1 �i�i(�i + s) NXi=1 �i(x)�i + sNXi=1 �i�i + s 1CCCCA �0(x)3777759>>>>=>>>>; ; (8)ãäå  (s) = NXi=1 �i�i�i + s ; � = NXi=1 �i�i ; (9)�i(x) = �i(0; x)=�(0; x) � äîëÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõ�ñÿ â i-é ãðóïïå â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t = 0;÷åðòà íàä ñèìâîëîì �óíêöèè îçíà÷àåò èçîáðàæåíèåËàïëàñà, s � ïåðåìåííàÿ Ëàïëàñà.Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû ðàñ�ïðåäåëåíû ïî ãðóïïàì â ñîîòâåòñòâèè ñ êîý��èöèåí�òàìè �i, ò. å. �i(x) = �i, à �óíêöèÿ  (x) ïðè ìàëûõs ïðåäñòàâèìà â âèäå (x) = 1� �s+As1+n + o(s1+n); (10)òî óðàâíåíèå (8) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ äðîáíîéïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:s�(s; x)� �0(x) = Aa2s1�n�r2�(s; x): (11)Â ñîîòíîøåíèè (10) n � ïàðàìåòð, çàêëþ÷åííûé âïðåäåëàõ (0,1), à ñèìâîë o(x) îçíà÷àåò ìàëóþ áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì x. Íèæå áóäåò ïîêàçàíà ñâÿçüïðåäïîëîæåíèÿ (10) ñ àíàëîãè÷íûìè ïðåäïîëîæå�íèÿìè, ïðèíèìàåìûìè â ðàìêàõ ìîäåëè ñëó÷àéíûõáëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, à òàêæå áóäåòóñòàíîâëåíî, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàåò ýòîïðåäïîëîæåíèå íà êîý��èöèåíòû �i. Êàê èçâåñòíî,óðàâíåíèå (11) îïèñûâàåò ñóïåðäè��óçèþ [14℄. Àíà�ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [11℄, ïóòåì èí�òåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (3) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñó�ïåðäè��óçèÿ â äàííîì ñëó÷àå âîçíèêàåò âñëåäñòâèåïåðåòåêàíèÿ ÷àñòèö èç ãðóïï ñ ìàëûìè êîý��èöè�åíòàìè äè��óçèè â ãðóïïû ñ áîëüøèìè êîý��èöè�åíòàìè äè��óçèè.Íåäîñòàòîê óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé çà�êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî ïðåäñêàçûâàåò íåîãðàíè�÷åííûé ðîñò êîý��èöèåíòà äè��óçèè. Èç-çà ýòîãîäàííîå óðàâíåíèå íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðàñ�÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ïðî�èëÿ êîíöåíòðàöèé, òàê êàêíàëè÷èå ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ãðàäèåíòà êîíöåíòðà�öèé â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè áóäåò ïðèâîäèòü êáåñêîíå÷íî áîëüøîìó ïîòîêó ÷àñòèö. ×òîáû óñòðà�íèòü ýòîò íåäîñòàòîê, ó÷òåì â óðàâíåíèè (3) ïàðíûåñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó äè��óíäèðóþùèìè ÷àñòèöà�ìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû ïîêèäàþò i-þ ãðóï�ïó íå òîëüêî â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèé ñ ìîëåêóëà�ìè îêðóæàþùåé ñðåäû, íî è èç-çà ìåæ÷àñòè÷íûõñòîëêíîâåíèé. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âåðîÿòíî�ñòè ïîïàäàíèÿ â ðàçëè÷íûå ãðóïïû â ðåçóëüòàòåòàêèõ ñòîëêíîâåíèé ðàâíû ïðåæíèì âåðîÿòíîñòÿì�i. ×èñëî ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ i-éãðóïïå, áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé ãðóïïå, íà îáùåå ÷èñ�ëî ÷àñòèö. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïðàâëåííîå óðàâíåíèå(3), ó÷èòûâàþùåå ïàðíûå ñòîëêíîâåíèÿ äè��óíäè�ðóþùèõ ÷àñòèö, áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:��i�t = �(�i + k�)�i + �iF; (12)ãäå k � êîíñòàíòà. Ïåðåìåííàÿ F òåïåðü áóäåò ðàâíàîáùåìó ÷èñëó ñòîëêíîâåíèé äè��óíäèðóþùèõ ÷àñ�òèö êàê ñ ìîëåêóëàìè ñðåäû, òàê è äðóã ñ äðóãîì:F = NXi=1(�i�i +Dir2�i) + k�2: (13)3. Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÑËÓ×ÀÈÑèñòåìó óðàâíåíèé (2), (12) ìîæíî ñâåñòè (ñì.Ïðèëîæåíèå) ê îäíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî îá�ùåé êîíöåíòðàöèè �(t; x):1042



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Ìîäåëü ñóïåðäè��óçèè���t = a2 ��x2 8<: tZ0 �(t� t0)�(x; t0) �� exp24� tZt0 k�(x; t00) dt0035 dt09=;++ a2 ��x2 8<:�
�(t; x)� L�1 ��(s)��(s; x)�� �0(x) �� exp0� tZ0 �k�(y; x) dy1A9=; ; (14)ãäå �(t) � �óíêöèÿ, êîòîðàÿ â ïðîñòðàíñòâåèçîáðàæåíèé Ëàïëàñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå�(s) = 
�(s)=��(s);��(t) = NXi=1 �i exp(��it);��(t; x) = NXi=1 �i(x) exp(��it); (15)

�(t) = NXi=1 �i�i exp(��it);
�(t; x) = NXi=1 �i(x)�i exp(��it): (16)Ñèìâîë L�1[f(s)℄ çäåñü îçíà÷àåò îáðàòíîå ïðåîáðà�çîâàíèå Ëàïëàñà �óíêöèè f(s).Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåtZ0 k�(y; x) dy � 1; (17)òî ýêñïîíåíòó â óðàâíåíèè (14) ìîæíî çàìåíèòü åäè�íèöåé, è îíî ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ (8). Òàêîå ïðè�áëèæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî ïðè t, èçìåíÿþùåìñÿîò íóëÿ äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ T , âåëè÷èíà êîòîðî�ãî çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïðîèçâåäåíèÿ k�. Òàêèì îá�ðàçîì, ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ íà íà÷àëüíîì ýòà�ïå ðàçâèòèÿ äè��óçèîííîãî ïðîöåññà ìåæ÷àñòè÷�íûå âçàèìîäåéñòâèÿ íå áóäóò îêàçûâàòü ñóùåñòâåí�íîãî âëèÿíèÿ, è, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè÷àñòèöû ðàñïðåäåëåíû ïî ãðóïïàì â ñîîòâåòñòâèè ñêîý��èöèåíòàìè �i, à �óíêöèÿ  (s) ïðè ìàëûõ sïðåäñòàâèìà â âèäå (10), òî äè��óçèîííûé ïðîöåññáóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì ñ äðîáíîé ïðîèçâîä�íîé ïî âðåìåíè (11).

Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ äè��óçèîí�íîãî ïðîöåññà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ëîêàëü�íî-ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ãðóïïàì,êîòîðîå, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (12), çàïèñûâàåòñÿ ââèäå �i = �i�i + k�NXj=1 �j�j + k� �: (18)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå îá�ùàÿ êîíöåíòðàöèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ��(t; x)�t = a2k r2 (k�)� 1 + �k�1�  (k�) : (19)Åñëè �óíêöèÿ  (s) ïðè ìàëûõ s ïðåäñòàâèìà â âèäå(10), òî ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïîðè�ñòîé ñðåäû [5℄��(t; x)�t = Aa2k1�n�r2�n(t; x): (20)Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êëàññè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ äè��óçèè ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèèðàâíûì nAa2=(k�)1�n�. Ïðè ðàñøèðåíèè îáëàêà ÷àñ�òèö â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå êîíöåíòðàöèÿ÷àñòèö áóäåò ìîíîòîííî óìåíüøàòüñÿ, à êîý��èöè�åíò äè��óçèè � ìîíîòîííî âîçðàñòàòü, âñëåäñòâèå÷åãî áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñóïåðäè��óçèÿ. Îäíàêîïðè êîíå÷íûõ êîíöåíòðàöèÿõ êîý��èöèåíò äè��ó�çèè áóäåò îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííûì, ïîýòîìó äàííîåóðàâíåíèå ìîæåò îïèñûâàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäå�ëåíèå êîíöåíòðàöèé.4. ÂÊËÞ×ÅÍÈÅ �ÅÀÊÖÈÎÍÍÛÕ ×ËÅÍÎÂÏðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü îáîáùåíàïóòåì ó÷åòà õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé. Ïîñêîëüêóîñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêè�ìè, âêëþ÷åíèå â íèõ ðåàêöèîííûõ ÷ëåíîâ íå ïðåä�ñòàâëÿåò îñîáîé ïðîáëåìû ïðè ëþáûõ ìåõàíèçìàõïðåâðàùåíèé. Â ýòîì îòíîøåíèè ðàññìàòðèâàåìàÿìîäåëü âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ìîäåëåé àíî�ìàëüíîé äè��óçèè, â êîòîðûõ âêëþ÷åíèå ðåàêöèîí�íûõ ÷ëåíîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðüåçíóþ ïðîáëåìó.�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.Åñëè êîëè÷åñòâî äè��óíäèðóþùèõ ÷àñòèö óáû�âàåò â ðåçóëüòàòå ñïîíòàííûõ íåîáðàòèìûõ ïðåâðà�ùåíèé, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåñ�ñû äè��óçèè-ðåàêöèè, áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèìîáðàçîì: ���t = NXi=1Dir2�i � ��; (21)1043 13*



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008��i�t = �(�i + k�)�i + �iF � ��i: (22)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ � � k� (ò. å., â ñëó÷àå áû�ñòðîé ðåàêöèè) ÷ëåíîì, îïèñûâàþùèì ìåæ÷àñòè÷�íûå âçàèìîäåéñòâèÿ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è óðàâíå�íèå (22) ñâåäåòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ��i�t = ��i�i + �iF � ��i: (23)Â óðàâíåíèÿõ (21), (22) íå ó÷òåíû îáðàòíàÿ ðå�àêöèÿ è ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó èñõîäíûìè ÷àñòèöàìèè ïðîäóêòîì ðåàêöèè. ×òîáû èõ ó÷åñòü, íóæíî îä�íîâðåìåííî ðåøàòü óðàâíåíèÿ äëÿ îáîèõ ðåàãåíòîâ.Åñëè ïðîäóêò ðåàêöèè èìååò òå æå äè��óçèîííûåñâîéñòâà, ÷òî è èñõîäíîå âåùåñòâî, òî ýòè óðàâíåíèÿáóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:��A�t = NXi=1 Dir2�Ai � �A�A + �B�B ; (24)��Ai�t = � ��i + k(�A + �B)� �Ai ++ �iFA � �A�Ai + �B�Bi ; (25)��B�t = NXi=1 Dir2�Bi + �A�A � �B�B ; (26)��Bi�t = � ��i + k(�A + �B)� �Bi ++ �iFB + �A�Ai � �B�Bi ; (27)ãäå âåðõíèì èíäåêñîì ¾A¿ îòìå÷åíû âåëè÷èíû, îò�íîñÿùèåñÿ ê îäíîìó ðåàãåíòó, à èíäåêñîì ¾B¿ � âå�ëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê äðóãîìó ðåàãåíòó.Åñëè ïðåâðàùåíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ñòîëêíî�âåíèÿ ÷àñòèöû ñ ìîëåêóëîé ñðåäû, òî óðàâíåíèå äëÿïàðöèàëüíîé êîíöåíòðàöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå��i�t = �(�i + k�)�i + �iG; (28)ãäå G = NXi=1(1� 
)(�i�i +Dir2�i) + k�2;
 � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòîëêíîâåíèå ïðèâîäèò êïðåâðàùåíèþ. Ñóììèðóÿ óðàâíåíèÿ (28), ïîëó÷èìóðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè���t = NXi=1(1� 
)Dir2�i � NXi=1 
�i�i: (29)

Óðàâíåíèÿ (28), (29) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó óðàâíå�íèþ îòíîñèòåëüíî îáùåé êîíöåíòðàöèè. Ïðè âûïîë�íåíèè óñëîâèÿ �i(x) = �i îíî áóäåò èìåòü âèä���t = (1� 
)a2 ��x2 8<: tZ0 �(t� t0)�(x; t0) �� exp24� tZt0 k�(x; t00) dt0035 dt09=;� 
 tZ0 �1(t� t0)�� �(x; t0) exp24� tZt0 k�(x; t00) dt0035 dt0; (30)ãäå �1(t) � �óíêöèÿ, êîòîðàÿ â ïðîñòðàíñòâå èçîá�ðàæåíèé Ëàïëàñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå �1(s) ==  (s)=��(s).5. ÑÂßÇÜ Ñ ÌÎÄÅËÜÞ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÁËÓÆÄÀÍÈÉ Ñ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÌÂ�ÅÌÅÍÅÌÓðàâíåíèå (8) ìîæíî ïîëó÷èòü â ðàìêàõ ìîäåëèñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, åñ�ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêà÷�êîâ ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ â ïåðåìåííûõ Ëàï-ëàñà �Ôóðüå èìååò âèä~	(s; q) =  (s)� q2a2 � (s)� 1 + �ss2 � : (31)(Òèëüäà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôó�ðüå.) Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (2), (3) ïðèïàðöèàëüíûõ êîý��èöèåíòàõ äè��óçèè, âûðàæàþ�ùèõñÿ ïî �îðìóëå (7), ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðåä�ñòàâëåíèåì ìîäåëè ñóáäè��óçèè â íåîäíîðîäíîéñðåäå, �óíêöèÿ  ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëå�íèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ, à ïðåäïîëîæåíèå (10) ÿâëÿ�åòñÿ èçâåñòíûì ïðåäïîëîæåíèåì îòíîñèòåëüíî âèäàýòîé �óíêöèè [9; 14℄.Åñëè �óíêöèÿ  (s) ïðè ìàëûõ s ïðåäñòàâëåíà ââèäå (10), òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ (31)íà áîëüøèõ âðåìåíàõ â ïåðåìåííûõ t, q áóäåò èìåòüâèä ~	(t; q) =  (t) �1�Const � q2t2� : (32)Îòñþäà âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè äèñ�ïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí ñêà÷êîâ ïðîïîðöèîíàëü�íà êâàäðàòó âðåìåíè îæèäàíèÿ. Â ýòîì îòíîøåíèèäàííàÿ ìîäåëü àíàëîãè÷íà ìîäåëè ¾Levy walks¿ [9℄.Îäíàêî ìåæäó äâóìÿ ìîäåëÿìè ñóùåñòâóåò è âàæ�íîå îòëè÷èå. Â äàííîé ìîäåëè ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñ1044



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Ìîäåëü ñóïåðäè��óçèèðàçíûìè ñêîðîñòÿìè è ñîîòíîøåíèå (5) âûïîëíÿåò�ñÿ òîëüêî äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí ïî ãðóïïå. Â òî æåâðåìÿ â ìîäåëè ¾Levy walks¿ âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî, êîíå÷íî æå, ÿâëÿ�åòñÿ ñèëüíûì óïðîùåíèåì ðåàëüíîé êàðòèíû.6. �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ��ÓÏÏ ×ÀÑÒÈÖÍàéäåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì �óíêöèÿ  (s) ïðèìàëûõ s áóäåò èìåòü âèä (10). Äëÿ ïðîñòîòû áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ãðóïï ÷àñòèö ïî ÷àñòî�òàì ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé �(�). Òîãäà çà�äà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè óñëîâèé, ïðè êîòî�ðûõ áóäåò ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå1Z0 ��(�)� + s d� = 1� �s+As1+n + o(s1+n): (33)Ïðåîáðàçóåì äàííîå ñîîòíîøåíèå ê ñëåäóþùåìó âè�äó: s 1Z0 �(zs)z(1 + z) dz = As1+n + o(s1+n): (34)Îòñþäà âèäíî, ÷òî �óíêöèÿ �(�) ïðè ìàëûõ � äîëæ�íà áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå�(�) = B�n + o(�n): (35)Êîíñòàíòû A è B ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíè�åì A = B�= sin(n�).�àñïðåäåëåíèå ãðóïï ïî âðåìåíàì ïðåáûâàíèÿñâÿçàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷àñòîòàì ñëåäóþùèìîáðàçîì: 
(�) = 1�2�� 1� � : (36)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèþ 
(�) ïðè áîëüøèõ �ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(�) = B 1�2+n + o� 1�2+n� : (37)Ïîñêîëüêó äëèíû ïðîáåãîâ ïðîïîðöèîíàëüíû âðåìå�íàì ïðåáûâàíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå ïî äëèíàì ïðîáåãîâáóäåò èìåòü àíàëîãè÷íûé âèä.Ïðèâåäåì äâà êîíêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ �(�),óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (35), è òàêèõ, ÷òî ñ èõ ïî�ìîùüþ ìîãóò áûòü íàéäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ. Ïåðâîåðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé èçî�òåðìå àäñîðáöèè Òîòà [15℄ è âûãëÿäèò ñëåäóþùèìîáðàçîì:

�(�) = �� [1 + (��)2n + 2(��)n 
os(n�)℄1=2n �� sin( 1n ar
sin" sin(n�)[1+(��)2n+2(��)n 
os(n�)℄1=2 #) :(38)Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðà�æåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ Ëàïëàñà �óíêöèè  (t): (s) = 1� �s= [1 + (�s)n℄1=n : (39)Âòîðîå ðàñïðåäåëåíèå � ýòî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå�(�) = �1+n�(1 + n) �n exp(���): (40)Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî íàéòè ÿâíûé âèä �óíêöèè (t), à òàêæå ñâÿçàííûõ ñ íåé �óíêöèé ��(t) è
�(t): (t) = (1 + n)�1+n(� + t)2+n ; ��(t) = �1+n(� + t)1+n ;
�(t) = �1+nn(� + t)n : (41)Ïàðàìåòð � ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè � è n ñëåäóþùèìîáðàçîì: � = �n.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÊà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ðàçâèòèÿ äè��óçèîííîãîïðîöåññà â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè àíàëîãè÷íà êàð�òèíå, ïîäðîáíî ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [11℄. Îòëè�÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî â [11℄ ÷àñòèöû ñîâðåìåíåì ïåðåòåêàþò èç ãðóïï, â êîòîðûõ îíè áîëååïîäâèæíû, â ãðóïïû, â êîòîðûõ îíè ìåíåå ïîäâèæ�íû, â òî âðåìÿ êàê çäåñü ïðîèñõîäèò îáðàòíûé ïåðå�õîä. Âñëåäñòâèå ýòîãî â [11℄ èìååò ìåñòî ñóáäè��ó�çèÿ, à â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè � ñóïåðäè��óçèÿ.Ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ: a2 � ïàðàìåòð,õàðàêòåðèçóþùèé âåëè÷èíó ñðåäíåãî êâàäðàòà ñêî�ðîñòè ÷àñòèö, k � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé èí�òåíñèâíîñòü ìåæ÷àñòè÷íûõ ñòîëêíîâåíèé, è �óíê�öèÿ  , õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå äëèí ñêà÷�êîâ. Ýòà �óíêöèÿ áóäåò èìåòü ðàçëè÷íûé âèä â çà�âèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ñðåäû, â êîòîðîé ïðîèñõî�äèò äè��óçèÿ. Âèä, â òî÷íîñòè îïðåäåëÿåìûé óðàâ�íåíèåì (10), îíà áóäåò èìåòü, íàïðèìåð, â ñëó÷àåäè��óçèè ðàçðåæåííîãî ãàçà â íåóïîðÿäî÷åííîé ïî�ðèñòîé ñðåäå. Â ðàáîòàõ [16�18℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðèîïðåäåëåííûõ ñî÷åòàíèÿõ ñòðóêòóðû ïîðèñòîãî ïðî�ñòðàíñòâà è çàêîíà îòðàæåíèÿ ÷àñòèö îò ñòåíîê ïîð1045



Â. Ï. Øêèëåâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008ðàñïðåäåëåíèå äëèí ïðîáåãîâ ïðè áîëüøèõ l áóäåòèìåòü âèä �(l) � 1=l2+n (42)ñ ïàðàìåòðîì n, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì n > 0,n < 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ  (s) ïðè ìàëûõ sáóäåò èìåòü âèä (10), à �óíêöèÿ  (t) ïðè áîëüøèõt � âèä  (t) � 1=t2+n: (43)Åñëè àñèìïòîòèêà (43) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé(ò. å., åñëè �óíêöèÿ  (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (t) � 1=t2+n â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëåâðåìåíè, íî ïðè t!1 óáûâàåò ïî ýêñïîíåíöèàëüíî�ìó çàêîíó [6℄), òî ñóïåðäè��óçèÿ áóäåò íàáëþäàòü�ñÿ â îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè.Åñëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íà êîòîðîì èìååò ìå�ñòî àñèìïòîòèêà (43), ìàë, òî àíîìàëüíîñòü ïðàêòè�÷åñêè íå áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ è äè��óçèÿ ìîæåò îïè�ñûâàòüñÿ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Îäíàêî, åñëèäè��óçèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé, òîè â ýòîì ñëó÷àå äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ íåêëàññè�÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî õèìè�÷åñêàÿ ðåàêöèÿ íàðóøàåò ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ãðóïïàì, âñëåäñòâèå ÷åãî êëàñ�ñè÷åñêîå óðàâíåíèå äè��óçèè-ðåàêöèè îêàçûâàåò�ñÿ íåàäåêâàòíûì. �àñ÷åòû ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðî�ñòè ðåàêöèîííî-äè��óçèîííîãî �ðîíòà ïîêàçûâà�þò, ÷òî â ñëó÷àå ñðåäû, â êîòîðîé ÷èñòûé äè���óçèîííûé ïðîöåññ, íå îñëîæíåííûé õèìè÷åñêîéðåàêöèåé, íå ïðîÿâëÿåò ñóùåñòâåííûõ àíîìàëüíûõñâîéñòâ, ñêîðîñòü �ðîíòà, âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþíåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìîæåò â íåñêîëüêî ðàçîòëè÷àòüñÿ îò ñêîðîñòè, âû÷èñëåííîé ñ ïîìîùüþêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ýòè âîïðîñû ÿâëÿþòñÿïðåäìåòîì äðóãîé ïóáëèêàöèè.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÈíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (12), ñâåäåì ñèñòåìó óðàâ�íåíèé (2), (12) ê äâóì óðàâíåíèÿì:�(t; x) = �0(x)��(t) exp0�� tZ0 k�(y; x) dy1A++ tZ0 ��(t� t0) exp0�� tZt0 k�(y; x) dy1A�� F (t0; x) dt0; (Ï.1)

��(t; x)�t == a2r2 24�0(x)
�(t) exp0�� tZ0 k�(y; x) dy1A ++ tZ0 
�(t� t0) exp0�� tZt0 k�(y; x) dy1A�� F (t0; x) dt035 : (Ï.2)(Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â îñíîâíîìñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìèâ ðàáîòå [19℄.) Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (Ï.1) íàexp(R t0 k�(y; x) dy), ïîëó÷èì�(t; x) exp0� tZ0 k�(y; x) dy1A = �0(x)��(t; x) ++ tZ0 ��(t� t0) exp0� t0Z0 k�(y; x) dy1A�� F (t0; x) dt0: (Ï.3)Ñîâåðøàÿ íàä ýòèì ñîîòíîøåíèåì ïðåîáðàçîâàíèåËàïëàñà ïî ïåðåìåííîé t, ïîëó÷èìL24�(t; x) exp0� tZ0 k�(y; x) dy1A35 = �0(x)��(s; x) ++ ��(s)L24exp0� tZ0 k�(y; x) dy1AF (t; x)35 : (Ï.4)Ñèìâîë L[f(t)℄ çäåñü îçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëà�ïëàñà �óíêöèè f(t). Óìíîæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå íà
�(s), äåëÿ åãî íà ��(s) è ñîâåðøàÿ çàòåì îáðàòíîåïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷èìtZ0 �(t� t0)�(t0; x) exp0� t0Z0 k�(y; x) dy1A dt0 == �0(x)L�1 ��(s)��(s; x)�++ tZ0 
�(t� t0) exp0� t0Z0 k�(y; x) dy1A�� F (t0; x) dt0: (Ï.5)1046
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