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Î ÒÅÍÇÎ�ÍÛÕ ÔÀÇÎÂÛÕ ÏÅ�ÅÕÎÄÀÕÀ. Ì. Ôàðóòèí * **Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 îêòÿáðÿ 2008 ã.Â ðàìêàõ òåîðèè Ëàíäàó ïîëó÷åíû �àçîâûå äèàãðàììû äëÿ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà ñ ïàðàìåòðîì ïî-ðÿäêà â âèäå ñèììåòðè÷íîãî áåññëåäîâîãî òåíçîðà ðàíãà íå áîëüøå øåñòè, ïðåîáðàçóþùåãîñÿ ïî îäíî-ìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ êðèñòàëëè÷åñêîé ãðóïïû. Äëÿ ðàíãà, ðàâíîãî òðåì, èññëåäîâàí òàêæå ñëó÷àéäâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.PACS: 75.10.-b 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑïèíîâûå íåìàòèêè [1℄ è òåíçîðíûå ìàãíåòè�êè [2℄ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåíçîðíûì ïàðàìåòðîì ïî�ðÿäêà S�1�2:::�N : òåíçîðîì ðàíãà N , ïîëíîñòüþ ñèì�ìåòðè÷íûì è îáðàùàþùèìñÿ â íóëü ïðè ñâîðà÷è�âàíèè ïî ïàðå èíäåêñîâ. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿN = 2 áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå [3℄. Çàäà÷à î �àçî�âîì ïåðåõîäå ñ òåíçîðíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà âîç�íèêàåò è â äðóãèõ îáëàñòÿõ �èçèêè, â ÷àñòíîñòè,�àçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ N = 3 áûëà ïîñòðîåíà âðàáîòå [4℄ â ïðèìåíåíèè ê æèäêèì êðèñòàëëàì.Ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé òåí�çîð ðàíãà N çàäàåòñÿ 2N + 1 íåçàâèñèìûìè ïàðà�ìåòðàìè. Â îáùåì ñëó÷àå ëèøü òðè èç íèõ ìîæíîîáðàòèòü â íóëü âûáîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñïè�íîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêîå áîëüøîå ÷èñëî íåçàâèñè�ìûõ ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ñëîæíûì âû�ðàæåíèÿì äëÿ ñâåðòîê, òàê ÷òî èõ âû÷èñëåíèå ÷åðåçêîìïîíåíòû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ñòàíîâèòñÿìàëîý��åêòèâíûì ñ ðîñòîì N .Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû �àçîâûå äèàãðàììû äëÿ3 < N � 6, èçëîæåí ñïîñîá ïðîñòîãî âû÷èñëå�íèÿ ñâåðòîê. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ íàéäå�íû àíàëèòè÷åñêè. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû äîïóñêàþòîáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé á�îëüøèõ N .Îáìåííàÿ èíâàðèàíòíîñòü òðåáóåò, ÷òîáû ðàçëî�æåíèå ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà áûëî*E-mail: farutin�kapitza.ras.ru**Laboratoire de Spetrom�etrie Physique, Universit�e JosephFourier, CNRS, 38402 Saint Martin d'H�eres, Frane

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åãî ñâåðòîê. �àçëîæåíèå äî÷åòâåðòîé ñòåïåíè èìååò âèäE = 12�S2�1�2:::�N + 14Xi �iQi(S�1�2:::�N ); (1)ãäå � � 0, à Qi(S) � âñåâîçìîæíûå ëèíåéíî íåçà�âèñèìûå ñâåðòêè ÷åòûðåõ òåíçîðîâ S. Êàê ïîêàçà�íî â Ïðèëîæåíèè A, âñåãî òàêèõ ñâåðòîê íå áîëåå[N=3℄ + 1, êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,÷òî äëÿ N � 6 ýòî òî÷íàÿ îöåíêà. Â ñëó÷àå ÷åòíî�ãî N íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïàðàìåòð ïîðÿäêà ïðåîá�ðàçîâûâàëñÿ ïî íååäèíè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ êðè�ñòàëëè÷åñêîé ãðóïïû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ðàçëî�æåíèè (1) âîçíèêíóò ñâåðòêè òðåòüåé ñòåïåíè ïî S.2. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÂÅ�ÒÎÊÄëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâåðòîê ðàçëîæèì òåíçîð ïî áà�çèñó 2N + 1 ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé ñ ìîìåíòîì Nè ðàçëè÷íûìè ïðîåêöèÿìè ìîìåíòà íà âûáðàííóþîñü. Îáîçíà÷èì a, b,  áàçèñ â ñïèíîâîì ïðîñòðàí�ñòâå è ââåäåì êîìïëåêñíûå âåêòîðû� = i2(b+ i); � = i2(b� i):Îïðåäåëèì k-é ýëåìåíò áàçèñà ñèììåòðè÷íûõ áåñ�ñëåäîâûõ òåíçîðîâ ðàíãà N SkN ñ èíäåêñàìè �1,�2; : : : ; �N ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëåSkN;�1:::�N = a�NSkN�1;�1:::�N�1 ++ ��NSk�1N�1;�1:::�N�1 + ��NSk+1N�1;�1:::�N�1 ; (2)536



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 3, 2009 Î òåíçîðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõS00 = 1, SkN = 0 ïðè jkj > N . Ñ ïîìîùüþ �îðìó�ëû (2) è èíäóêöèè ïî N ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñåòåíçîðû SkN ñèììåòðè÷íû è îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðèñâîðà÷èâàíèè ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ. Õîòÿ ÿâíûéâèä òåíçîðîâ SkN , jkj � N , äàëåå â ðàáîòå íå èñïîëü�çóåòñÿ, âûïèøåì èõ äëÿ N = 1; 2; 3:S�11;�1 = ��1 ; S01;�1 = a�1 ; S11;�1 = ��1 ;S�22;�1�2 = ��1��2 ; S�12;�1�2 = ��1a�2 + a�1��2 ;S02;�1�2 = a�1a�2 + ��1��2 + ��1��2 ;S12;�1�2 = ��1a�2 + a�1��2 ; S22;�1�2 = ��1��2 ;S�33;�1�2�3 = ��1��2��3 ;S�23;�1�2�3 = a�1��2��3 + ��1a�2��3 + ��1��2a�3 ;S�13;�1�2�3 = a�1a�2��3 + a�1��2a�3 + ��1a�2a�3 ++ ��1��2��3 + ��1��2��3 + ��1��2��3 ;S03;�1�2�3 = a�1a�2a�3 + a�1��2��3 + a�1��2��3 ++ ��1a�2��3 + ��1��2a�3 +��1a�2��3 +��1��2a�3 ;S13;�1�2�3 = a�1a�2��3 + a�1��2a�3 + ��1a�2a�3 ++ ��1��2��3 + ��1��2��3 + ��1��2��3 ;S23;�1�2�3 = a�1��2��3 + ��1a�2��3 + ��1��2a�3 ;S33;�1�2�3 = ��1��2��3 :Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå òåíçîðû SkN , jkj � N , ëè�íåéíî íåçàâèñèìû è èõ 2N+1, îíè îáðàçóþò áàçèñ âïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷íûõ áåññëåäîâûõ òåíçîðîâðàíãà N . Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ýòîãî ïðî�ñòðàíñòâà ìîæíî íàïèñàòü ðàçëîæåíèåS�1�2:::�N = NXk=�N AkSkN ; (3)ãäå Ak � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ñ ïîìîùüþèíäóêöèè ïî N ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî(SkN )� = (�1)kS�kN ;òàê ÷òî íà êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (3) äëÿ äåé�ñòâèòåëüíîãî òåíçîðà S íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíè�òåëüíîå óñëîâèå A�k = (�1)kA�k.Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2), ïîëó÷àåì, ÷òî ñâåðòêàSkNSlM ïî ïàðå èíäåêñîâ áóäåò ðàâíàSkN�1SlM�1 � 12 �Sk+1N�1Sl�1M�1 + Sk�1N�1Sl+1M�1� :

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî âûðàçèòüñâåðòêè òåíçîðà ÷åðåç êîý��èöèåíòû Ak. Ñâåðòêàêâàäðàòà òåíçîðà çàïèñûâàåòñÿ êàêS2�1�2:::�N = 12N NXk=�N(�1)kCN+k2N AkA�k:Ñâåðòêà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïî S, â êîòîðîé ïåðâûéòåíçîð ñâîðà÷èâàåòñÿ ñî âòîðûì ïî i1 èíäåêñàì è ñòðåòüèì ïî i2 èíäåêñàì, i1 + i2 = N , èìååò âèä14N i1Xk=�i1 i1Xl=�i1 i2Xm=�i2 i2Xn=�i2(�1)k+l+m+nCi1+k2i1 �� Ci1+l2i1 Ci2+m2i2 Ci1+n2i2 Ak+nAl�nA�k+mA�l�m:Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõñâåðòîê ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè A.Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âûðàæåíèé ëåãêî ìèíèìèçèðî�âàòü ýíåðãèþ ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, íî â íåêîòî�ðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå. Èç íåðàâåíñòâà�S�1:::�N�1�S�1:::�N�1 � tÆ��2 � 0ïîëó÷àåì, ÷òî�S�1:::�N�1�S�1:::�N�1�2 � 13 �S2�1:::�N �2 ; (4)ïðè÷åì ðàâåíñòâî âåðíî òîëüêî òîãäà, êîãäàS�1:::�N�1�S�1:::�N�1 / Æ� : (5)Àíàëîãè÷íî èç íåðàâåíñòâà(S�1:::�N�2��S�1:::�N�2� � tD���)2 � 0;ãäå D��� = 12 (Æ�Æ�� + Æ��Æ�)� 13Æ��Æ� ; (6)ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî�S�1:::�N�2��S�1:::�N�2��2 � 15 �S2�1:::�N �2 ; (7)ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäàS�1:::�N�2��S�1:::�N�2� ïðîïîðöèîíàëüíî òåíçî�ðó (6), èìåþùåìó ñ�åðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ. Âäåéñòâèòåëüíîñòè, ýòè íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿëþáîãî òåíçîðà, íåîáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íîãî èáåññëåäîâîãî. Òàêæå ìîæíî äîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæå�íèå Á), ÷òî�S�1:::�N�1�S�1:::�N�1�2 � 12 �S2�1:::�N �2 : (8)537



À. Ì. Ôàðóòèí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 3, 2009Òóò ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âûáîðîìáàçèñà â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð S ìîæíî ñâå�ñòè ê âèäó ASNN + (�1)NA�S�NN : (9)Äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî áåññëåäîâîãî òåíçî�ðà ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîéA1 = A�1 = 0 â ðàçëîæåíèè (3). Äåéñòâèòåëüíî,âûáåðåì îñü êîîðäèíàò a òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå �óíê�öèè S�1:::�Na�1 : : : a�N (10)áûëî ìèíèìàëüíî. Ìèíèìèçèðóÿ âûðàæåíèå (10)ïðè óñëîâèè a2 = 1, èìååìS�1:::�N�1�Na�1 : : : a�N�1 = ta�N :Ïîäñòàâèâ äëÿ S ðàçëîæåíèå (3), ïîëó÷èì, ÷òîA1 = A�1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîâîðîòå âîêðóãâåêòîðà a íà óãîë ' êîý��èöèåíò Ak óìíîæàåòñÿíà eik'. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêîîïðåäåëèòü ñèììåòðèþ òåíçîðà.3. ÑËÓ×ÀÉ N = 3; 4; 5Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (8) è (4), ëåãêî ðàçîáðàòü�ñÿ ñ òåíçîðàìè ðàíãà 3, 4, 5. Äåéñòâèòåëüíî, â ðàçëî�æåíèè (1) â ýòîì ñëó÷àå åñòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñè�ìûõ èíâàðèàíòà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, ïðè ýòîì óäîáíîâçÿòü ñëåäóþùèå:�14 �S2�1:::�N �2 + �24 �S�1:::�N�1�S�1:::�N�1�2 : (11)Ïðè �2 < 0 ïðèìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (8), òàêèì îá�ðàçîì ïîëó÷àåì ðåøåíèå âèäà (9) ñAA� = � 2N�2�1 + �2 : (12)Ñïèíîâàÿ ñèììåòðèÿ [5℄ òàêèõ ðåøåíèé DsNh. Àðãó�ìåíò A îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èç-çà èíâàðèàíòíî�ñòè ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ñïèíîâîãî ïðî�ñòðàíñòâà âîêðóã âåêòîðà a. Óðàâíåíèå (12) íå èìååòðåøåíèé ïðè 2�1 + �2 < 0, â ýòîì ñëó÷àå ÷ëåíû ÷åò�âåðòîé ñòåïåíè â ðàçëîæåíèè (1) íå ÿâëÿþòñÿ ïîëî�æèòåëüíî îïðåäåëåííûìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò �àçî�âîìó ïåðåõîäó ïåðâîãî ðîäà, òàê ÷òî ýòó îáëàñòü ïà�ðàìåòðîâ íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ.Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ îñòàëüíûõðåøåíèé. Çàìåòèì, ÷òî �1 âëèÿåò ëèøü íà ìîäóëü ðå�øåíèÿ, íî íå íà åãî âèä, ïîýòîìó íà ðèñóíêàõ ñ �àçî�âûìè äèàãðàììàìè �1 íå îòîáðàæàåòñÿ, íî ïðåäïî�ëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷ëåíû÷åòâåðòîé ñòåïåíè áûëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû.

Ïðè �2 > 0 ïðèìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4), ðåøå�íèþ ñîîòâåòñòâóþò òåíçîðû, äëÿ êîòîðûõ âåðíî ðà�âåíñòâî (5). Äëÿ N = 3 âûáîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàòðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê âèäó [4℄S = AS23 +A�S�23 ;AA� = 2�3�1 + �2 :Â ýòîì ñëó÷àå ñïèíîâàÿ ñèììåòðèÿ T sd . Äëÿ N = 4âûáîðîì îñåé â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå ñâî�äèòñÿ ê âèäó S = AS44 +A�S�44 +BS04 ;AA� = � 10�3�1 + �2 ; B = B� =r� 2�15�1 + 5�2 :Ñïèíîâàÿ ñèììåòðèÿ ïîëó÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ � Osh.Äëÿ N = 5 ðàâåíñòâî (5) âûïîëíÿåòñÿ äëÿðàçëè÷íûõ òåíçîðîâ è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðàïîðÿäêà íåîáõîäèìî ó÷åñòü ñëåäóþùèå ÷ëåíûðàçëîæåíèÿ. Èìååòñÿ äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëîèíâàðèàíòîâ øåñòîé ñòåïåíè, íî íàì íå óäàëîñüíàéòè ñðåäè íèõ áîëüøå òðåõ ëèíåéíî íåçàâèñè�ìûõ. Çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ (S2�1:::�N )3 è S2�1:::�N(S�1:::�N�1�S�1:::�N�1)2 �èêñèðîâàíû ïîñëå ìè�íèìèçàöèè ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ, ïîýòîìóäëÿ ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ íóæíî ó÷åñòü ëèøü îäèíèíâàðèàíò, íàïðèìåð �L2=6, ãäåL� = S�1�2�3�S�1�2�3��S����: (13)Ìåòîäîì ÷èñëåííîé ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè� > 0 ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå AS05 + BS45 ++ B�S�45 , ïîñëå ÷åãî ëåãêî íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿêîíñòàíò: BB� = 21A2 = 3�3�1 + �2 :Äëÿ � < 0 ðåøåíèå èìååò âèä AS05 + BS55 � B�S�55 ,à çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ðàâíûA =r 8�105�1 + 35�2 ;BB� =r 96�15�1 + 5�2 :�ðóïïû ñïèíîâîé ñèììåòðèè ýòèõ ñîñòîÿíèé, ñîîò�âåòñòâåííî Cs4v è Cs5v , ðàçðåøàþò ñóùåñòâîâàíèå âåê�òîðà, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè ñèììåòðèè. Äåéñòâè�òåëüíî, äëÿ îáîèõ ðåøåíèé âåêòîð (13) íå ðàâåí íó�ëþ. Ïîýòîìó ïåðåõîä â ýòó �àçó ñîïðîâîæäàåòñÿ ïî�ÿâëåíèåì íåñîáñòâåííîãî �åððî- èëè àíòè�åððîìàã�íåòèçìà [6℄, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ïðåîáðàçóåò�ñÿ òåíçîð S ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû êðèñòàëëè÷åñêîéñèììåòðèè.538
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−2 �èñ. 1. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ N = 64. ÑËÓ×ÀÉ N = 6Äëÿ òåíçîðîâ øåñòîãî ðàíãà åñòü òðè ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Êðî�ìå (11) âîçüìåì â ðàçëîæåíèè (1)Q3(S) = �S�1:::�N�2�S�1:::�N�2���2 : (14)Äëÿ N = 6 èñïîëüçîâàëàñü ÷èñëåííàÿ ìèíèìèçàöèÿ,íî óñòîé÷èâîñòü íåêîòîðûõ �àç ìîæíî ïî-ïðåæíåìóîáúÿñíèòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ. Ôàçîâàÿ äèàãðàì�ìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1. Â �àçå I ïàðàìåòð ïîðÿäêàèìååò ãðóïïó ñèììåòðèè èêîñàýäðà Y sh . Â îáëàñòè�2; �3 > 0, �1 + �2=3 + �3=5 � 0 óñòîé÷èâîñòü ýòîãîðåøåíèÿ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (4) è (7). Âûáîðîìîñåé â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòî ðåøåíèå ìîæíîñâåñòè ê âèäóS = A(S06 + 7(S56 � S�56 ));A =r �16�525�1 + 175�2 + 105�3 :Ôàçå II ñîîòâåòñòâóåò ñïèíîâàÿ ñèììåòðèÿ Ds6h, ðå�øåíèå èìååò âèä (9), ãäåAA� = �2N�2�1 + �2 + �3 : (15)Óñòîé÷èâîñòü äàííîé �àçû ïðè �2; �3 < 0,�1 + �2=2 + �3=2 � 0 ïîäòâåðæäàåòñÿ íåðà�âåíñòâîì (8) è àíàëîãè÷íûì íåðàâåíñòâîì

Q3(S) � (S2)2=2. Ñïèíîâàÿ ñèììåòðèÿ �àçû III �Oh, ïàðàìåòð ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìS = A(S06 + 7(S46 + S�46 )), ãäåA =r �44�5082�1 + 1694�2 + 1085�3 :S�1:::�6S�1:::�4�1�2 èìååò òó æå ñèììåòðèþ, ïîýòîìóâ ýòîé �àçå âîçíèêàåò íåñîáñòâåííûé òåíçîð ÷åò�âåðòîãî ðàíãà ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé, âåëè÷èíàêîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà �2. Ëåãêî òàêæå íàéòèãðàíèöû ìåæäó �àçàìè: �3 = 0, 5�2 + 9�3 = 0,121�2 + 208�3 = 0.5. ÑËÓ×ÀÉ N = 3, ÄÂÓÌÅ�ÍÎÅÏ�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅÂåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ N = 3 äëÿ ïàðàìåòðà ïî�ðÿäêà, ïðåîáðàçóþùåãîñÿ ïî äâóìåðíîìó ïðåäñòàâ�ëåíèþ E êðèñòàëëè÷åñêîãî êëàññà C3v . Â ðàáîòå [6℄áûëà ðàññìîòðåíà ëèøü íåáîëüøàÿ ÷àñòü �àçîâîéäèàãðàììû, çäåñü îïèøåì âñå �àçû, èìåþùèåñÿ íàíåé. �àçëîæåíèå äëÿ ýíåðãèè èìååò âèäE = �S��S��� + �1(S��S���)2 + �2S2��S�2��� ++ �3S��S����S��S���� + �4S���S���S��S���� ++ �5S��S���S���S����;ãäå S�� = S(1)�� + iS(2)�� , S(j)�� � êîìïîíåíòûïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Èç ðàâåíñòâà (22) äëÿ òåí�çîðîâ S, S�, S � S� ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ÷ëåíS��S���S����S��� ëèíåéíî çàâèñèì ñ îñòàëüíûìè:6S��S���S����S��� = (S��S���)2 ++ 2S2��S�2��� � 2S��S����S��S���� �� 2S���S���S��S���� � 2S��S���S���S����:Âñåãî óäàëîñü îáíàðóæèòü äåâÿòü �àç (ñì.ðèñ. 2). Èç íèõ ÷åòûðå èìåþò âûñîêóþ ñèììåòðèþ,íå äîïóñêàþùóþ ñóùåñòâîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãîâåêòîðíîãî ìàãíåòèçìà: â äâóõ �àçàõ, èçîáðàæåí�íûõ íà ðèñ. 2à îäèí èç òåíçîðîâ S(j)�� îáðàùàåòñÿâ íóëü. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå ýíåðãèè äëÿâòîðîãî òåíçîðà S(j)�� ïîëó÷àåòñÿ òàêèì æå, êàê èäëÿ òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà, ïðåîáðàçóþùåãîñÿ ïîîäíîìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Â ðåçóëüòàòå, �àçàVIII èìååò ñèììåòðèþ Ds3h, à �àçà IX � T sd .Íà ðèñ. 2á ïîêàçàíû îñòàëüíûå ñåìü �àç. Â îá-ëàñòè I S =r �2��1 + �4S33 :539
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�èñ. 2. Ôàçîâûå äèàãðàììû äëÿ N = 3 â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð ïîðÿäêà ïðåîáðàçóåòñÿ ïî äâóìåðíîìó ïðåäñòàâ-ëåíèþ, �5 = �1, �2 = �10 (à), 1 (á )Ñïèíîâàÿ ñèììåòðèÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ Cs3h. Â îáëàñ-òè II S =r �6�9�1 + �3 + 5�4S23 :Ñïèíîâàÿ ñèììåòðèÿ �àçû Cs2 . Îáëàñòü III ïîäðîáíîðàññìîòðåíà â ðàáîòå [6℄, åå ñèììåòðèÿ Css . Â îáëà�ñòè IV òàêàÿ æå ñïèíîâàÿ ñèììåòðèÿ, íî ïàðàìåòðïîðÿäêà çàäàåòñÿ äðóãîé �îðìóëîé:S = r os�(S13�2S33+3S�33 )+r sin�(S�13 �2S�33 +3S33);ãäår2 = ��(70�2 + 9~� + 23�5)��n2[�1�0+9�25+67�2 ~�+26~��5+27�2�5+9~�2℄o�1 ;sin 2� = 30�2 + 3~� + 9�570�2 + 9~� + 23�5 ;~� = �3 + �4; �0 = 200�2 + 27~� + 67�5:Â îáëàñòè V ñïèíîâàÿ ãðóïïà Es, èç-çà òàêîé íèç�êîé ñèììåòðèè íàì íå óäàëîñü íàéòè àíàëèòè÷åñêîåâûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ â ýòîé îáëàñòè. Â îáëàñòèVI äâå �àçû èìåþò îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ, â ïåðâîé�àçå S = �S23 + �S�33 ; (16)âî âòîðîé S = �0S13 + � 0S�23 : (17)

Ìîäóëè êîíñòàíò îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðà�æåíèÿìè:��� = �2� ~�(�1 + �4)(�11�3 + 14�4 � 6�5)� ~�2 ;��� = �4�(�5�3 + 5�4 � 3�5)(�1 + �4)(�11�3 + 14�4 � 6�5)� ~�2 ;�0�0� = ���=9; � 0� 0� = ��� � �0�0�;~� = 3�4 � 2�3 � �5:�àçëè÷èå ýòèõ ðåøåíèé ïðîÿâëÿåòñÿ â ñâåðòêàõ øå�ñòîé ñòåïåíè, êðîìå òîãî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòíîøå�íèÿ ìåæäó àðãóìåíòàìè ïàðàìåòðîâ â ðåøåíèè (16)íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü ýíåðãèþ äî òðèäöàòîé ñòåïå�íè, à â ðåøåíèè (17) � äî øåñòîé. Äåéñòâèòåëüíî,ïóñòü íåêîòîðûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿñâåðòêîé k øòóê S è l øòóê S�, òîãäà èç èíâàðèàíò�íîñòè ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëè÷åñêèõ ïðåîá�ðàçîâàíèé ñëåäóåò, ÷òî k� l êðàòíî òðåì, à èç òîãî,÷òî ðàíã òåíçîðà íå÷åòåí, ñëåäóåò, ÷òî k � l êðàòíîäâóì. Äëÿ ðåøåíèÿ (17) ÷ëåíû øåñòîé ñòåïåíè îêà�çûâàþòñÿ çàâèñèìûìè îò �àç �0 è � 0. �àñêðûâ ñêîá�êè â ïðîèçâåäåíèè SkS�l äëÿ ðåøåíèÿ (16), ïîëó÷èìâûðàæåíèÿ âèäà�a��b���d(S23)a(S�23 )b(S33)(S�33 )d; (18)ãäå a + d = k, b+  = l. Äëÿ òîãî ÷òîáû êàêàÿ-ëèáîñâåðòêà âûðàæåíèÿ (18) áûëà íå ðàâíà íóëþ, îíî540



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 3, 2009 Î òåíçîðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõäîëæíî áûòü èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿñïèíîâîãî ïðîñòðàíñòâà âîêðóã âåêòîðà a, ýòî çíà�÷èò, ÷òî 2(a � b) + 3( � d) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,åñòü öåëîå ÷èñëî f òàêîå, ÷òî a � b = 3f , à òàêæå� d = �2f . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òîk � l = a+ d� b�  = 5f:Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ÷èñëî k� l òàêæå äîëæíîáûòü êðàòíî øåñòè, ò. å. k � l äåëèòñÿ íà 30. ×ëå�íû, â êîòîðûõ k � l = 0, çàâèñÿò ëèøü îò ìîäóëåé� è �, òàê êàê äëÿ íèõ a = b è  = d. Ïîëó÷àåì,÷òî jk � lj � 30, ÷òî âîçìîæíî â ÷ëåíàõ òðèäöàòîéñòåïåíè.Ñèììåòðèÿ îáåèõ �àç Es. Â îáëàñòè VII îñòàåòñÿëèøü îäíà �àçà (16), òàê êàê �îðìóëû äëÿ � 0� 0� äà�þò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîé æå îáëàñòè è â÷àñòè îáëàñòè I ó ýíåðãèè åñòü åùå îäèí ëîêàëüíûéìèíèìóì, îïðåäåëÿþùèéñÿ ïî �îðìóëå (17) ñ� 0 = 0; �0�0� =r �60�225�1 + 76�3 + 101�4 + 36�5 ;ýíåðãèÿ êîòîðîãî áîëüøå ýíåðãèè îñíîâíîãî ðåøå�íèÿ. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ çàêëþ÷åíèå ìû ïðåäñòàâèëè �àçîâûå äèàãðàì�ìû äëÿ òåîðèè Ëàíäàó �àçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãîðîäà ñ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà â âèäå ñèììåòðè÷íîãîáåññëåäîâîãî ñïèíîâîãî òåíçîðà ðàíãà íå áîëüøåøåñòè, ïðåîáðàçóþùåãîñÿ ïî îäíîìåðíîìó ïðåä�ñòàâëåíèþ êðèñòàëëè÷åñêîé ãðóïïû. Äëÿ òåíçîðàòðåòüåãî ðàíãà áûë ðàññìîòðåí è ñëó÷àé äâóìåðíîãîïðåäñòàâëåíèÿ. Áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ, õàðàê�òåðèçóþùèåñÿ ñëåäóþùèìè ãðóïïàìè ñïèíîâîéñèììåòðèè: T sd , Osh, Y sh , Dsnh, Cs3h, Cs2 , Es, Css , Cs4v ,Cs5v .Áëàãîäàðþ Å. �. Ïîäîëÿêà çà êîíñóëüòàöèè ïîêîìïüþòåðíûì âû÷èñëåíèÿì è Â. È. Ìàð÷åíêî çàïîëåçíîå îáñóæäåíèå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �06-02-17281) è Ôîíäà ñîäåéñòâèÿîòå÷åñòâåííîé íàóêå.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÀËèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñâåðòîêÄëÿ òåíçîðà S âîçüìåì �óíêöèþf(x) =Xk Akx2k;

ãäå Ak � êîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè (3) äëÿ S.Òåíçîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðîâ T1; : : : ; Tl, êî�òîðûì ñîîòâåòñòâóþò �óíêöèè f1(x); : : : ; fl(x) ñî�ïîñòàâèì �óíêöèþ f1(x1) : : : fl(xl). Ïóñòü åñòü äâàòåíçîðà S�1:::�N è T�1:::�M , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò�óíêöèè f(x) è g(y). Òîãäà, åñëè â ïðîèçâåäåíèèf(x)g(y) �1� 12 �x2y2 + y2x2�� = �f(x)g(y) (x� y)22xyîñòàâèòü òîëüêî ÷ëåíû, â êîòîðûõ x âõîäèò â ñòåïå�íè ïî ìîäóëþ íå áîëüøåé 2N � 2, à y â ñòåïåíè ïîìîäóëþ íå áîëüøåé 2M � 2, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ �óíê�öèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâåðòêå S�1:::�N�1T�1:::�M�1 . Ïî�ñëå N -êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ðàññóæäåíèÿ ïî�ëó÷èì, ÷òî S2�1:::�N ðàâíî ñâîáîäíîìó ÷ëåíó â âûðà�æåíèè f(x)f(y) (�1)N (x� y)2N(2xy)N :Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâåðòîê ÷åòâåðòîé ñòåïåíè íóæ�íî ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ x1,x2, x3, x4. Ñâåðòêà, ãäå ïåðâûé òåíçîð ñâîðà÷èâàåòñÿñî âòîðûì ïî k1 èíäåêñàì, ñ òðåòüèì � ïî k2, ñ ÷åò�âåðòûì � ïî k3, (k1+k2+k3 = N) ðàâíà ñâîáîäíîìó÷ëåíó �óíêöèèf(x1)f(x2)f(x3)f(x4)(4x1x2x3x4)N [(x1 � x2)(x3 � x4)℄2k1 ��[(x1�x3)(x4�x2)℄2k2 [(x1�x4)(x2�x3)℄2k3 : (19)Ëåãêî îáîáùèòü òàêèå �îðìóëû íà ñëó÷àé ñâåðòîêäðóãèõ ñòåïåíåé S. �àñêðûâ ñêîáêè, ìîæíî ïîëó�÷èòü �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñâåð�òîê òåíçîðà S.Äëÿ âûÿñíåíèÿ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäóñâåðòêàìè ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:p1 = (x1 � x2)(x3 � x4);p2 = (x1 � x3)(x4 � x2);p3 = (x1 � x4)(x2 � x3):Âåëè÷èíû pi îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñîîòíîøåíè�åì p1 + p2 + p3 = 0: (20)Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ äëÿ ñâåðòîê íå äîëæíû ìåíÿòü�ñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ x1, x2, x3, x4, ìîæíî ñèììåò�ðèçîâàòü âûðàæåíèÿ (19) ïî ýòèì ïåðåìåííûì.Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè âñåâîçìîæíûõ âûðàæåíèéâèäàp2k11 p2k22 p2k33 + p2k21 p2k32 p2k13 + p2k31 p2k12 p2k23 ++ p2k11 p2k32 p2k23 + p2k21 p2k12 p2k33 + p2k31 p2k22 p2k13 ; (21)541



À. Ì. Ôàðóòèí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 3, 2009ãäå k1 + k2 + k3 = N , à pi óäîâëåòâîðÿþò ðàâåí�ñòâó (20), ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå [N=3℄+1 ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ âûðàæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ñèììåòðè�÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (21) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìíî�ãî÷ëåí îò îñíîâíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâäëÿ òðåõ ïåðåìåííûõs1 = p1 + p2 + p3; s2 = p1p2 + p2p3 + p3p1;s3 = p1p2p3:Ïîñêîëüêó s1 = 0, îñòàþòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå s2 ès3. Âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áà�çèñó ñ ýëåìåíòàìè â âèäå sk2sl3, ãäå 2k + 3l = 2N ,à òàêèõ ýëåìåíòîâ êàê ðàç [N=3℄ + 1. �àçëîæèâ âñå�óíêöèè âèäà (21) ïî òàêîìó áàçèñó, ìîæíî ïîëó�÷èòü ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñâåðòîê.Íàïðèìåð, äëÿ N = 3 èìååì12(S2��)2 = (S��S���)2+S��S���S���S�� ; (22)äëÿ N = 4 �(S��ÆS����)2 = � 310(S2��Æ)2 + 85(S��ÆS���)2;10S��ÆS����S���S��Æ� = (S2��Æ)2�2(S��ÆS���)2:Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÁÍåðàâåíñòâà äëÿ ñâåðòîêÂâåäåì îáîçíà÷åíèåT� = S�1�2:::�N�1�S�1�2:::�N�1 ;òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òîT 2�� � 2T 2��: (23)Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò â ñïèíîâîì ïðîñòðàí�ñòâå, â êîòîðîé òåíçîð T èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.Ïóñòü t1, t2, t3 � åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà. ÒîãäàT�� = t1 + t2 + t3;T 2�� = t21 + t22 + t23;à íåðàâåíñòâî (23) çàïèøåòñÿ êàê2(t21 + t22 + t23) � (t1 + t2 + t3)2: (24)Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ti � 0, òàê êàê äëÿ ëþáîãî âåê�òîðà x T��x�x� = (S�1�2:::�N�1�x�)2 � 0:

Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå: ïóñòü a1, a2, a3 èb1, b2, b3 � äâå òðîéêè íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, óäî�âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (24), òîãäà a1 + b1, a2 + b2,a3 + b3 � òîæå òðîéêà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, óäî�âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (24). Äåéñòâèòåëüíî, Xi (ai + bi)!2 � 20�sXi a2i +sXi b2i1A2 == 2 Xi a2i +Xi b2i!+ 4vuut Xi a2i! Xi b2i! �� 2 Xi a2i +Xi b2i!+ 4Xi aibi = 2Xi (ai + bi)2:Òàêèì îáðàçîì, åñëè U�� = V��+W�� � òåíçîð, ïðè�âåäåííûé ê ñîáñòâåííûì îñÿì, à V èW � äâà òåíçî�ðà, íåîáÿçàòåëüíî äèàãîíàëüíûõ â âûáðàííîé ñèñòå�ìå êîîðäèíàò, íî òàêèå, ÷òî èõ äèàãîíàëüíûå ýëåìåí�òû íåîòðèöàòåëüíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (24),òî äëÿ U âåðíî íåðàâåíñòâî (23). Ïî èíäóêöèè ìîæ�íî ðàñïðîñòðàíèòü ýòî óòâåðæäåíèå íà ñóììó ïðî�èçâîëüíîãî ÷èñëà òåíçîðîâ.Åñëè çà�èêñèðîâàòü èíäåêñû �1, �2; : : : ; �N�2,òî S�1�2:::�N�2� = A� � ñèììåòðè÷íûé áåññëåäî�âûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, äëÿ íåãî âåðíî ðàâåíñòâî(ïðîâåðÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì òåíçîðà ê ñîáñòâåííûìîñÿì) (A�A�)2 = 12(A2�)2:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðè�öû X A�A� =X S�1�2:::�N�2�S�1�2:::�N�2�(â ýòîì ðàâåíñòâå íå ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèåïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì) óäîâëåòâîðÿþò óñëî�âèþ (24). Ïîñêîëüêó îíè íåîòðèöàòåëüíû, ïîëó÷àåì,÷òî T�, áóäó÷è ñóììîé òàêèõ ìàòðèö, èìååò äèàãî�íàëüíûå ýëåìåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (24).Ýòî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî.�àâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ, òîëüêî åñëè âñå ìàòðèöûX S�1�2:::�N�2�S�1�2:::�N�2�ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ïðèâåäåíû ê ñîáñòâåííûìîñÿì è èõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðîïîðöèîíàëüíû (ò. å.âñå òàêèå ìàòðèöû îòëè÷àþòñÿ ëèøü óìíîæåíèåìíà ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü). Åñëè âñå òðè ñîáñòâåí�íûõ çíà÷åíèÿ òàêèõ ìàòðèö ðàçëè÷íû, òî â ýòèõ æå542



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 3, 2009 Î òåíçîðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäàõîñÿõ äèàãîíàëüíû è ìàòðèöû A� = S�1�2:::�N�2� .Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî A�� = 0, ïîëó÷èì, ÷òîS�1�2:::�N�2� = S0�1�2:::�N�2A� :Íî ÷òîáû ñâåðòêà S ïî �1 è � áûëà ðàâíà íóëþ,íåîáõîäèìî, ÷òîáû ó ìàòðèöû A áûëî íóëåâîå ñîá�ñòâåííîå ÷èñëî.Åñòü òîëüêî äâà íàáîðà èç òðåõ ñîáñòâåííûõ ÷è�ñåë äëÿ ìàòðèö A� , ñðåäè êîòîðûõ äâà ðàâíû ïîìîäóëþ, à ñóììà âñåõ òðåõ ðàâíà íóëþ. Ñëó÷àé, ïðèêîòîðîì çíàêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîâïàäàþò, àíàëî�ãè÷åí óæå ðàçîáðàííîìó, òàê êàê îïÿòü âñå ìàòðèöûA� ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü â îäíîé ñèñòåìå êîîð�äèíàò. Îñòàåòñÿ îäèí âàðèàíò, ïðè êîòîðîì îäíî èçñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ, à äâà äðóãèõ ïðî�òèâîïîëîæíû. Â ýòîì ñëó÷àå â âûáðàííîé ñèñòåìåêîîðäèíàòT� / ��� + ��� = S11;�S�11; + S�11;�S11; :Âçÿâ äëÿ S ðàçëîæåíèå âèäà (3), ïîëó÷èì äëÿ êîý���èöèåíòà ïðè a�a = S01S01 â âûðàæåíèè äëÿ T� :12N�1 N�1Xk=1�N(�1)kCN�1+k2N�2 AkA�k = 0:Ïîñêîëüêó A�k = (�1)kA�k, ïðè jkj < N ïîëó÷èìAk = 0. Îêîí÷àòåëüíî èìååìS�1�2:::�N = A��1 : : : ��N + (�1)NA���1 : : : ��N :

Äëÿ òàêîãî òåíçîðà ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî, ñ ïîìîùüþïîõîæåãî ïðèåìà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèç�âîëüíûõ k è l�S�1:::�k�1:::�lS�1:::�k+l�2 � 12 �S2�1:::�k+l�2 ;à ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè âûáîðîì îñåé êîîðäè�íàò òåíçîð S ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (9).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà N íà�àçîâîé äèàãðàììå åñòü îáëàñòü, â êîòîðîé ðåøå�íèå èìååò âèä (9), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñïèíîâîé ãðóï�ïå Dnh. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Ô. Àíäðååâ, È. À. �ðèùóê, ÆÝÒÔ 84, 467(1984).2. Â. È. Ìàð÷åíêî, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 48, 387 (1988).3. V. Barzykin, L. P. Gorkov, and A. V. Sokol, Europhys.Lett. 15, 869 (1991).4. T. C. Lubensky and L. Radzihovsky, Phys. Rev. E 66,031704 (2002).5. À. Ì. Ôàðóòèí, Â. È. Ìàð÷åíêî, ÆÝÒÔ 127, 1106(2005).6. À. Ì. Ôàðóòèí, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 87, 561 (2008).
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